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O comportamento de pórticos planos metálicos com ligações semi-rígidas é analisado através de um modelo 

numérico que incorpora a não-linearidade geométrica nos moldes do Método dos Elementos Fintitos (MEF). É 
empregado um algoritmo combinado que associa os aspectos de convergência do método incremental-

interativo tangente, calculando-se o vetor de cargas desequilibradas através da consideração de movimentos de 

corpo rígido. Os efeitos devidos às não-linearidades adicionais oriundas da presença das ligações semi-rígidas 

são considerados através do modelo B-Splines Tensionada para representar o comportamento não-linear da 

relação momento-rotação das ligações. 

 

 

Com a finalidade de avaliar a performance dos modelos adotados, resultados numéricos obtidos são 

comparados com resultados experimentais de pórticos planos, deslocáveis e indeslocáveis. Desta forma, 

também é possível verificar o efeito do contraventamento por diagonais ou apoios laterais nos pórticos com 

ligações semi-rígidas. 
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The behavior of steel plane frames witíi semi-rigid connections is focused through the results   of a 

geometrically non-linear analysis by the finite element method. The effects of additional non-linearity arising 

from the presence of semi-rigid connections are accounted for by representing the non-linear moment-rotation 

curves as tensioned B-spline curves. The equilibrium path is traced with the aid of a hybrid algorithm which 

combines the convergence properties of the iterative-incremental tangent method, calculating the unbalancing 

forces by  the consideration of the element rigid body motion. A comparison between experimental and 

nurnerical results for a particular example is also presented. 

 

 

By the finality to valuation the performance of the adopted modes,  numerical results are got  and compared 
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* 0D:45.;0! -4754! 5+,D,2j0!O! ,1,2.7,+!0! /0390+5,34150! -4! 475+<5<+,7!345=2./,7! ,5+,;O7! -4! <3,!

7.3<2,@G0! 54J+./,! 90+! ,2?0+.5307! 1<3O+./07! ><4! 24;,3! 43! /015,! ,! 1G082.14,+.-,-4! -4;.-0! ]!

9+4741@,! -,7! 2.?,@A47! ! -,1-0! /015.1<.-,-4! ]7! 947><.7,7! .1./.,-,7! 90+! V$'RQ'$! 4!!!

%eTR)I"XYXK!4!U*SURp(TQ!I"XX"KL!*!9+0D243,!O!702</.01,-0!,-05,1-0874!9,+,!,7! 2.?,@A47!

07! 30-4207! ,154+.0+34154! 341/.01,-07! 4! 439+4?,1-0874! <3! 47><43,! 1<3O+./0! /03D.1,-0!

.1/+43415,2q.54+,5.;0! 9+090750! 90+! V$'RQ'$! 4! %eTR)! P"XYX\! 9,+,! ,! ,1=2.74! 1G082.14,+!

?403O5+./,!-,!475+<5<+,L!

!

#03!4754!9+0/4-.34150!0D5O3874!<3,!7.3<2,@G0!54J+./,!3,.7!+4,2C75./,!-0!/0390+5,34150!-,7!

475+<5<+,7! ,90+5./,-,7! 43! ,@0! 541-0! 43! ;.75,! 74+43! .154+-4941-41547! ,! E24H.D.2.-,-4! -4! 7<,7!

2.?,@A47!4!07!4E4.507!-4!74?<1-,!0+-43L!

!

$ ,9+47415,@G0!-4754!5+,D,2j0!-.;.-4874!43!i!9,+547!/,-,!<3,!-42,7!/0++47901-4!,07!/,9C5<207!RR!

,! ^RRRL! M0! /,9C5<20! RR! 7G0! ,9+47415,-07! /03! -45,2j47! 07! 30-4207! 3,543=5./07! -4! eUmT! 4!

a*UURQ6 -,! V8Q%)RMT! #rVR#$L! -,! V8Q%)RMT! 'TMQR*M$S$! 4! 0! 30-420! -4! $Mp! 4!

a*UURQ 07! ><,.7! 90-43! 74+! <5.2.N,-07! 9,+,! +49+47415,+! ><,15.5,5.;,34154! 0! /0390+5,34150!!!

a8θ -,7! 2.?,@A47! 743.8+C?.-,7L! QG0! 5,3DO3! ,9+47415,-,7! ,7! ;,15,?417! 4! ,7! -47;,15,?417! -4!!!

<3! 30-420! 43! +42,@G0! ,07! -43,.7L! 741-0! :<75.E./,-,7! 43! E<1@G0! -475,7! ;,15,?417! ,7!!

E.1,2.-,-47!-4!/,-,!30-420!,-05,-0!1475,!947><.7,L!M0!/,9C5<20!RRR!O!,9+47415,-0!0!,2?0+.530!!

-4! 702<@G0! 9,+,! ,! ,1=2.74! 1G082.14,+! ?403O5+./,6! 24;,1-0874! 5,3DO3! 43! /015,! 07! 4E4.507!!

-4;.-07! ]7! 1G082.14,+.-,-47! ,-./.01,.7! 0+.<1-,7! -,! 9+4741@,! -,7! 2.?,@A47! 743.8+C?.-,7L! T754!

,2?0+.530! E0.! .39243415,-0! 10! 7.7543,! /039<5,/.01,2!aTSReTa! P%eTR)6! "XX"\6! ><4! O! 90+!!

7<,! ;4N! 0! 9+0-<50! -,! .39243415,@G0! -4! -.;4+7,7! +05.1,7! 4! 30-.E./,@A47! 10! 9+0?+,3,!!

aRMReTa! PsRTMtRT`#sL! "Xii\L! *! 30-420! -,7! 2.?,@A47! 743.8+C?.-,7! ,77<3.-0! 9,+,! 0!

aO50-0! -07! T24341507! e.1.507! IaTeK! O! ,9+47415,-0! 10! /,9C5<20! R^L! $! .39243415,@G0!

/039<5,/.01,2!+4E4+4154!,!475,!947><.7,!O!,9+47415,-,!7</.15,34154!10!/,9C5<20!^L!$!-47/+.@G0!

-45,2j,-,! -4! 50-,7! ,7! +05.1,7! 4! 07! 424341507! E.1.507! .39243415,-07! 10!aTSReTa! /0175,! 10!

5+,D,2j0!-4!%eTR)! I"XX"KL!M0!/,9C5<20!^R!7G0!-47/+.507!07!d!4H439207!-4!,92./,@G06!/<:07!07!

+47<25,-07! 4H94+.3415,.7! 74+;.+,3! 9,+,! ,! ;4+.E./,@G0! -,! 94+E0+3,1/4! -07! 30-4207! ,-05,-07L!!!

M,!-47/+.@G0!/0175,3!,7!/,+,/54+C75./,7!?403O5+./,7!4!EC7./,7!-07!4H439207!D43!/030!,7!



!

!

u!

.1E0+3,@A47!70D+4!,!+.?.-4N!-,7! 2.?,@A47!,-05,-,7L!$!,9+47415,@G0!4!,1=2.74!-07! +47<25,-07!74!!

-= 10! /,9.5<20! ^RRL! QG0! /01E+015,-07! 07! +47<25,-07! 54J+./07! /03! +479075,7! 4H94+.3415,.7! -4!

,2?<17! -07! 9J+5./07! ,-05,-07! /030! 4H43920! -4! ,92./,@G0L! $7! /01/2<7A47! 4! 7<?475A47! 9,+,!

947><.7,7!E<5<+,7!7G0!,9+47415,-,7!10!/,9.5<20!^RRRL!
!



!

!

i!

#$%&'()*!RR!
!
!
!

MODELAGENS DO COMPORTAMENTO DAS LIGAÇÕES SEMI-RÍGIDAS 
!
!

II.1 - INTRODUÇÃO 

!

$9+47415,@A47! -45,2j,-,7! -4! -.;4+707! 30-4207! ,1,2C5./07! +4E4+41547! ,07! ;=+.07! 5.907!!!!!!!!!

9,-+01.N,-07! -4! /014HA47! E0+,3! 42,D0+,-,7! 90+! MT'lTU#*'! P"XYY\6! )(R! P"XYi\6!!!

U$SsRaRMQtR!P"XYY\!4!#$a%*Q!P"XYY\L!

!

M0! 9+474154! 5+,D,2j0! 7G0! ,9+47415,-,7! 4! <5.2.N,-,7! ,941,7! -<,7! -,7! 9077C;4.7!30-42,?417F! ,!!!!!

9+.34.+,!O!-0! 5.90!902.103.,2! 4! ,! 74?<1-0!O!-0! 5.90!'40+.,!V8Q92.14!'417.01,-,L!*!9+.34.+0!!!!!

30-420!74!:<75.E./,!90+><4!/03!<3,!7J!E<1@G0!-4!E0+3,6!O!/,9,N!-4!+49+47415,+!/<+;,7!a!8!θ!!!!!!!!!!!!

-,! 3,.0+.,! -07! 5.907! 9,-+01.N,-07! -4! 2.?,@A47v! 0! 74?<1-0! 30-4206! 415+4! 0<5+,7! ;,15,?4176!!!!!!!!!

94+3.54!-454+3.1,+!;,20+47!3,.7!9+4/.707!-,!+.?.-4N!-,!2.?,@G0L!

!

II.2 - MODELO POLINOMIAL 

!

*! 30-420! 902.103.,2! E0.! 0+.?.1,234154! -4741;02;.-0! 90+! Q*aaTU! P"XuX\! 9,+,! 50-,7! ,7!!!!!!!

2.?,@A47!-4!<3!-454+3.1,-0!5.90L!eUmT!4!a*UURQ!P"Xin\!-.;<2?,+,3!0!439+4?0!-0!3O50-0!!!!!!!!!!

-4!Q*aaTU!43!+47<25,-07!4H94+.3415,.7!-.7901C;4.7!4!4H9+477,+,36!70D!E0+3,!,-.3417.01,26!!!!!!!!

,7! +42,@A47! a8θ! /,+,/54+C75./,7! -07! 7454! 5.907! -4! 2.?,@A47! 3,.7! /03<34154! <5.2.N,-,7L! $!!!!!!!!!!!!!!

e.?<+,!!!!!IRRL"K!,9+47415,!<3!47><43,!-4!-0.7!5.907!-4!2.?,@A47!9,-+01.N,-,7L!

!

*! 30-420! ,1,2C5./0! ,-05,-0! +49+47415,! ,! +42,@G0! a8θ! -,! 2.?,@G0! ,5+,;O7! -0! 902.1w3.0! -4!!!!!!

905B1/.,7!C39,+47!4H9+4770!942,!4><,@G0!IRRL"KL!

!

IRRL"K!
!

n
[

[
_

"
" KtaI#KtaI#KtaI#c ++=



!

!

Y!

741-0F!
!

t! FE,50+! -4! 9,-+01.N,@G0! ,-.3417.01,2! -4941-4154! -0! 5.90! 4! -,7!

-.3417A47!?403O5+./,7!3,.7!7.?1.E./,1547!-,!2.?,@G0F!
 
 
 

 

!

 
 

%.! F9,+h345+07! ! ?403O5+./07! ! -4! ! 9,-+01.N,@G0! ! I-.3417A47! ! 3,.7!

7.?1.E./,1547K!-,!2.?,@G06!07!><,.7!,E45,3!,!+42,@G0!a8θv!

α.! 4H9041547!-454+3.1,-07!439.+./,34154v!

#"6#_6!#[L! /04E./.41547! -454+3.1,-07! 439.+./,34154! ,5+,;O7! -4! ,:<7547! 9420!

aO50-0!-07!aC1.307!x<,-+,-07v!

a! F3034150!,92./,-0!1,!/014HG0!4!

θ! F+05,@G0!+42,5.;,6!43!+,-.,1076!-,!74@G0!/0++47901-4154!]!2.?,@G0L!

!

!

M,!E.?<+,!IRRL"K!475G0!.1-./,-07!07!9,+h345+07!-4!9,-+01.N,@G0!%.!I+49+47415,-07!90+!-6! 56!?6! 26!!!!!

E! 4! yK! /0++47901-41547! ,07! -0.7! 5.907! -4! 2.?,@A47! ,9+47415,-07L! M,! 5,D42,! IRRL"K! 7G0!!!!

41/015+,-,7! 50-,7! ,7! .1E0+3,@A47! 14/477=+.,7! 9,+,! ,! -454+3.1,@G0! -,! E<1@G0! ><4! +42,/.01,!

30341507!/03!+05,@A47!-4!/,-,!5.90!-4!2.?,@G0!47><43,5.N,-,!1,!e.?<+,!IRRL"KL!

!

$7! E<1@A47! ,9+47415,-,7! 1,! 74?<1-,! /02<1,! -,! 5,D42,! IRRL"K! 7J! 7G0! ;=2.-,7! ><,1-0! 74! ,-05,!!!!

9,+,!,7!;,+.=;4.7!4!9,+h345+07!41;02;.-07!,7!<1.-,-47!t.97!4!.1L!

!

U$SsRaRMQtR! 4! $sRsRM$MRMR! P2XYY\! -454+3.1,+,3! ;,20+47! -07! 9,+h345+07! -4!!!

9,-+01.N,@G0!4!-,7!/0175,1547!#"6!#_!4!#[!/0++47901-41547!,!<3!5.90!-4!2.?,@G0!,5O!415G0!1G0!

475<-,-0!90+!Q*aaTU!0<!eUmT!4!a*UURQL!'+,5,874!-,! 2.?,@G0!/03!/,15014.+,7!-4! 5090!4!

,774150 43!/03D.1,@G0!/03!/,15014.+,7!-<92,7!-4!,23,!/030!3075+,-0!1,!E.?<+,!IRRL_KL!%0+!

!
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1

z
_

z
" %LLL%%t =



!

!

X!

34.0! -4! .1;475.?,@A47! 4H94+.3415,.76! ,><4247! ,<50+47! -454+3.1,+,3! 07! 9,+h345+07! -4!

9,-+01.N,@G0!><4!,E45,3!3,.7!7.?1.E./,5.;,34154!,!94+E0+3,1/4!-,!/<+;,!a8θ!-,!2.?,@G0L!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

eRp(U$!IRRL"K!f!'.907!-4!/014HA47!4!9,+h345+07!-4!9,-+01.N,@G06!90+!eUmT!4!a*UURQ!
!

P"Xin\L!
!

!
!
!
!
!
!
!
!
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!

"b!

',D42,!RRL"!f!e<1@A47!30341508+05,@G0!9,-+01.N,-,7!9,+,!,2?<3,7!2.?,@A47!
!

IeUmT!4!a*UURQ6!"XinK!
!

!
'R%*!ST!!
)Rp${|*!

e(M{|*!
%$SU*MRs$S$!
a*aTM'*8
U*'${|*!

!
#*MQ'$M'T!ST!
%$SU*MRs${|*!

S47;.0!3=H.30!-,!
#<+;,!%,-+01.N,-,!4!,!
#<+;,!TH94+.3415,2!

#,15014.+,!S<92,!-4!
$23,!IS$K!

θ}[LuuItaKH"b8d!~!
!!!~"L"nItaK[H"b8u!~!
!!!~d6niItaKnH"b8Y!!

t}-8_6d58"6Y"?b6"n! u�!

#,15014.+,!-4!'090!4!
$774150!I'$K!

θ}YLduItaKH"b8d!~!
!!!~"Lb"ItaK[H"b8d!~!
!!!~"L_dItaKnH"b8Y!!

t}58bLn-8"LnE8"L"28LbLi! ""�!

!
$! E.?<+,! IRRL_K! ,9+47415,! 07! -45,2j47! -,! 2.?,@G0! ,1,2.7,-,! 90+! U$SsRaRMRQtR! 4!
$sRsRM$aRMRL!

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
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!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

eRp(U$!IRR!_K!8!S45,2j47!-,!2.?,@G0!,1,2.7,-,!90+!U$SsEaRMRQtR!4!$sRsRM$aRMR!
!

P"XYY\L!
!
!
!

*7!9,+h345+07!-4!9,-+01.N,@G0!%.!7424/.01,-07!9,+,!0!30-420!,1,2C5./06!/01E0+34!e.?<+,!!!

IRRL_K6!7G0F!

-! F!,25<+,!-4!;.?,!

56!"! F!479477<+,!4!/039+.341506!+4794/5.;,341546!-,7!/,15014.+,7!/014/5,-,7!

,07!E2,1?47!-,!;.?,v!

!
F!/039+.34150!4245.;0!-,7!,D,7!-,7!/,15014.+,7!-4!347,!/014/5,-,7!1,!

!
347,!-0!9.2,+!I-.75h1/.,!415+4!07!4H5+4307!-4!-0.7!E<+07!9,+,!9,+,E<707Kv!

?! F!-.75h1/.,!415+4!07!/415+07!-4!-0.7!E<+07!1,!,D,!-,!/,15014.+,v!

-D! F!-.h345+0!-0!9,+,E<70!4!

5! F!479477<+,!-,7!/,15014.+,7!/014/5,-,7!]!,23,!-,!;.?,L!

!

!

_
-? D−



!

!

"_!

%,+,!07! /04E./.41547!#"!!4!07!4H9041547!α"!E0+,3!41/015+,-07!07!74?<.1547!
;,20+47F!

!

%"!}!5! α"!}!8"6"_YbYii!

%_!}!-! α_!}!8"6_Yibdnn!

%[!}!5/! α[!}!8b6d"dndbXi!

%d!}!!! α"!}!8b6uXd"_"nY!

%n!}!! α"!}!"6[dXXdni_!

!! !

!! !#"}b6__[_d_XH"b8d!

!! #_}b6"Ynbi_YH"b8i!

!! !#"}b6["YYXiuH"b8""!
! !
!

#039+0;,874! ><4! 0! 30-420! 902.103.,2! +49+47415,-0! 942,! 4><,@G0! IRRL! "K! -=! +47<25,-07!!

+,N0=;4.7!><,1-0!/039,+,-0!/03!07!-,-07!4H94+.3415,.7!-,7! 2.?,@A47!9,-+01.N,-,7L!(3!-07!

9+0D243,7! /03! 4754! 5.90! -4! 30-42,?43! 74! 3,1.E475,! ,5+,;O7! -,7! E2<5<,@A47! .1-474:=;4.7! -,!

/<+;,!a8θ! ,! 9,+5.+! -4! /4+50! ,2/,1/4L! R750! 543! /030! /0174>�B1/.,! <3,! ;,+.,@G0! /017.-4+=;42!!!

107!;,20+47!-,7!+.?.-4N47!-,7!2.?,@A476!:=!><4!5,.7!+.?.-4N47!7G0!0D5.-,7!,5+,;O7!-,!-454+3.1,@G0!

-,7!-4/2.;.-,-47!-,!/<+;,L!%0-4874!,5O!34730!-454+3.1,+!;,20+47!14?,5.;07!9,+,!,7!+.?.-4N476!0!

><4!E.7./,34154!1G0!543!7415.-0L!

!

$!E<1@G0!902.103.,2!,-05,-,6!-,!E0+3,!θ!}!!EI!aK6!543!439+4?0!.34-.,50!><,1-0!74!<5.2.N,!0!

aO50-0!-,!e24H.D.2.-,-4v!.750!90+><4!,!-454+3.1,@G0!-0!/04E./.4154!-4!E24H.D.2.-,-4!-,!2.?,@G0!

O!E4.5,!,5+,;O7!-,!-4+.;,-,!-θq-aL!

!

M07! 7.7543,7! /039<5,/.01,.7! D,74,-07! 10! aO50-0! -,! U.?.-4N! I/030! O! 0! /,70! -0! Q.7543,!

<5.2.N,-0! 942,! 9+474154! 947><.7,K! 0! /04E./.4154! -4! +.?.-4N! -,! 2.?,@G0! O! 0D5.-0! ! ,5+,;O7! -,!!!

.1;4+7G0!-,!-4+.;,-,!-θq-aL!R750!74!-4;4!]!.39077.D.2.-,-4!-4!74!0D54+!-,!E<1@G0!θ!}!!EI!aK!

_
-? D−



!

!

"[!

9,+,6!,!9,+5.+!-,C6!0D54+!-.+45,34154!,!-4/2.;.-,-4!-,!/<+;,!.1;4+7,!8!4H9+477,!90+!-θq-a6!><4!-=!

,!34-.-,!-,!+.?.-4N!-,!2.?,@G0L!

!
II.3- MODELO B-SPLINE TENSIONADA 
!

II.3.1 - Generalidades 

!

M0! .15<.50!-4! /0150+1,+!07!9+0D243,7! 4H907507! ,/.3,6!0D541-0!3,.0+!9+4/.7G0!3,543=5./,!1,!

-454+3.1,@G0! -0! /0390+5,34150! -,7! 2.?,@A476! E0+,3! 9+0907507! -.;4+707! 0<5+07!30-4207! 9,+,!!!!!

,! -47/+.@G0! -0! /0390+5,34150! a8θL! T3! ;=+.07! -47547! 30-4207! E0+,3! ,-05,-,7! E<1@A47! -0!!!!!

5.90! 4H90141/.,2! I;4:,8746! 415+4! 0<5+076! 0! 30-420! -4! #lTM! 4! )(R! P"XYn\K! 0<! E<1@A47! 43!!!

E0+3,!-4!905B1/.,7!/0306!90+!4H43920!07!30-4207!-4!tRQlR!4!#lTM!P"XXb\!4!tRQlR!45L!,2L!!

P"XYY\L! M47547! 30-4207! E0+,3! ,9+47415,-,7! ,2?<3,7! 9+0907.@A47! 9,+,! ,! -454+3.1,@G0! -,!!

+.?.-4N!.1./.,2!4!-0!3034150!k25.30!+47.754154!-,!/014HG0L!

!

T15+4! 07! -43,.7!30-4207! 1G082.14,+47! 9,+,! ,! /<+;,!a8θ! 90-4874! /.5,+! 0! ><4! <5.2.N,! ,! '40+.,!!!!!!

V8Q92.14! #kD./,6! ,-05,-0! 90+! Z*MTQ! 45L! ,2LP"XY[\L! T754! 9+0/4-.34150! /017.754! 43! -.;.-.+! 0!

/01:<150! -4! +47<25,-07! 4H94+.3415,.7! -,! 2.?,@G0! 43! <3! 1k34+0! E.1.50! -4! 7<D?+<907! -4!

+47<25,-07L! T3! /,-,! 7<D?+<90! O! 24.50! <3! ,:<754! <5.2.N,1-0874! E<1@A47! /kD./,76! 3,1541-0874!

/015.1<,!,!9+.34.+,!4!,!74?<1-,!-4+.;,-,!-,7!E<1@A47!415+4!5,.7!7<D?+<907L!

!

T75,! 5O/1./,! -4! 30-42,?43! .54+,5.;,! -4! E0+3,7! ?403O5+./,7! 94+3.54! 0D54+! <3,! -47/+.@G0!

1<3O+./,! -,! /<+;,!a8θ! -,! 2.?,@G0L!$2O3!-.7506! 90-4874! 0D54+! ;,20+47! /0++4507!9,+,! ,! +.?.-4N!!!!

-,! 2.?,@G06! 07! ><,.7! 90-43! 74+! <5.2.N,-07! -.+45,34154! 1,! 3,5+.N! -4! +.?.-4N! 1<3,! ,1=2.74! -4!

475+<5<+,7!,90+5./,-,7!/03!2.?,@A47!743.8+C?.-,7L!
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14/477=+.0!4794/.E./,+!-<,7!/01-.@A47!,-./.01,.76!?4+,234154!475,D424/.-,7!/030!/01-.@A47!-4!

/0150+10!43!H"!4!H1!4!><4!7G0!,!74?<.+!41<34+,-,7F!

!

"L! 07!;,20+47!-,7!-4+.;,-,7!74?<1-,7!��"!4!��1!7G0!.?<,.7!,!N4+0L!R750!94+3.54!0D54+!,!

Q92.14!#kD./,!M,5<+,26!,!><,2!5B3!/030!N4+0!0!;,20+!-4!�o!43!,3D07!0<!43!<3!

-07!901507!-4!/0150+10L!

_L!-454+3.1,+!07!;,20+47!-4!��"! 4!��16! /,2/<2,1-0807! ,5+,;O7!-,! 4><,@G0!-,!9+.34.+,!

-4+.;,-,!-�q-H6!-4!30-0!><4!,!9+.34.+,!-4+.;,-,!-,!E<1@G0!.154+902,154!541j,!<3!

-454+3.1,-0!;,20+!43!,3D07!0<!43!<3!-07!/0150+107L!

!

T3! ?4+,26! O!3,.7! /01;41.4154! <5.2.N,+! ,! +49+47415,@G0! 9,+,3O5+./,! -,7! /<+;,7L!*7! 9,+h345+07!

<5.2.N,-07!90-43!74+6!90+!4H43920L!,!-.75h1/.,!415+4!07!901507!-,-076!07!;450+47!><4!-4E.143!07!

;O+5./47!-07!902C?0107!0<!<3!/015,-0+!475,D424/.-0!/030!0!9+J9+.0!54390L!

!

!



!

!

"Y!

S475,! E0+3,6! 90-4874! -4E.1.+! I10! 479,@0! 5+.-.3417.01,2K! <3! 5+4/j0! -4! /<+;,! Q92.14! #kD./,!

,5+,;O7!-,!E0+3,!+4/<+7.;,!,9+47415,-,!1,!4H9+477G0!IRRL""KL!
 
 
 

IRRL""K!
 
 

01-4F!

!

%.I5K!!!!!!!!F!;450+!907.@G0!-4!/0390141547!!

!
#.6:!!!!!!!!!!!F!3,5+.N!><4!/015O3!"_!/04E./.41547!Id!90+!/039014154K!-454+3.1,-07!

,0!74!.390+!,7!/01-.@A47!-4!/0150+10!5,.7!/030!,7!-4+.;,-,7!107!4H5+4307v!
!
! 5! F!9,+h345+0!<5.2.N,-0L!
!
!
!

#01E0+34!341/.01,!a*)RM$!P"XYY\!,7!E<1@A47!792.147!-4!0+-43!�!I?+,<!�8"K!7G0!/015.1<,7!!!!

4! -.E4+41/.=;4.7! ,5O! ,! 0+-43! �8_! .154+902,1-0! 50-07! 07! 901507L! Q41-0! ,! -454+3.1,@G0! -,7!

;,+.=;4.7! -4941-4154! -,7! /01-.@A47! -4! /0150+106! 5,.7! /030! ,7! -4+.;,-,7! 9+.34.+,! 4! 74?<1-,!!!!

107!4H5+43076!90-4874!-454+3.1,+!-.E4+41547!-4741j07!-4!/<+;,7!-4!.154+902,@G0!9,+,!<3!34730!

/01:<150!-4!901507L!$!E.?<+,!IRR8[K!,9+47415,!07!-4741j07!-,7!/<+;,7!-4!.154+902,@G0!<5.2.N,1-0!

792.147!/kD./,7L!
!
!
!
!
!
!
!

e.?<+,!I""L[K!8!R154+902,@G0!-07!901507!%bLLL!%n!,5+,;O7!-4!792.147!/kD./,7L!$!2.1j,!/015.1<,!O!
!

<.3,!792.14!/kD./,!1,5<+,2L!
!

$7! 792.147! /kD./,7! 7G0! 3<.50! <5.2.N,-,7! 43! -4741j07! -4! /,7/07! -4! 1,;.0L! ',.7! 30-42,?417!

,9+47415,3!/,+,/54+C75./,7!,1=20?,7!]7!-07! .175+<341507!-4!-4741j0!<5.2.N,-07!1,7!/01/49@A47!

-4!9+0:4507!-4!1,;.07L!*!9+0D243,!/03!5,2!30-42,?43!O!><46!90+!.154+902,+!50-07!07!901507!

∑
=

+
− ≤≤=

d

":
"..

":
:6.. 55!!!!!!!565#K5I%

[ ]vN.I5K!�.I5K6!K65IH.



!

!

"X!

-,-07! 8! E./,1-0! ,77.3! ]!34+/B! -,! -.75+.D<.@G0! -07! 901507! 10! -4741j0! 8! ,9+47415,! 07/.2,@A47!

.1-474:=;4.76!5,2!/030!,/0154/4!/03!,!30-42,?43!,5+,;O7!-4!E<1@A47!902.103.,.7L!

!
!
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!

[L! $!4H.?B1/.,!,154+.0+!-4;4!74+!,541-.-,!5,3DO3!/03!+42,@G0!]7!-4+.;,-,7!-4!0+-43!

7<94+.0+L!S475,!E0+3,6!,!74?<1-,!-4+.;,-,!43!%b!-4;4!74+!/,2/<2,-,!<5.2.N,1-0874!

07!901507L!p414+,2.N,1-06!,!-4+.;,-,!-4!0+-43!+!43!<3!90150!4H5+430!-,!/<+;,!

-4;4! 74+! /,2/<2,-,! <5.2.N,1-0874! 07! +! ;O+5./47! -,! ;.N.1j,1@,L! T754!!!!!!!!!!

9+0/4-.34150!94+3.54!><4!74!541j,!<3!/015+024!.2.3.5,-0!-4!/015.1<.-,-4!1,!<1.G0!

-4!-0.7!74?341507!-4!<3,!/<+;,!/039075,L!

!

dL! $7!E<1@A47!D=7./,7!-4!V4+1754.1!-4;43!74+!7.3O5+./,7!/03!+42,@G0!]!5!4!I"85KL!R750!

7.?1.E./,!><4!,!E0+3,!-,!/<+;,!1G0!3<-,!,0!74!.1;4+54+!,!74>�B1/.,!-07!;O+5./47!-0!

902C?010! -4! /015+024! ><4! -4E.14! ,! /<+;,L! T754! O! 0! /,70! -4! .1;4+7G0! -4!

9,+,345+.N,@G0L!

!

$7! E<1@A47! 7424/.01,-,7!90+!VON.4+!-4941-43!-0!1k34+0!-4! ;O+5./47!<7,-07!9,+,! 4794/.E./,+!

<+1,!/<+;,!9,+5./<2,+L!R750!7.?1.E./,!><46!9,+,!,<3415,+!,!0+-43!-,!/<+;,6!O!9+4/.70!,941,7!><4!

74!4794/.E.><4!3,.7!;O+5./47!9,+,!0 902C?010!-4!/015+024L!$!E.?<+,!IRRLnK!,9+47415,!<3,!/<+;,!-4!

V4N.4+!4!07!;O+5./47!-0!902C?010!-4!/015+024L!
!
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!
!
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e.?<+,!I""LnK!8!#<+;,7!/kD./,7!-4!VON.4+!4!902C?0107!-4!/015+024!,770/.,-07L!

!
11.3.4 - B-Spline Tensionada 
!
!

$!/<+;,!?4+,-,!<7,1-0!,!5O/1./,!V8Q92.14!O!-,-,!942,!4H9+477G0!9,+,345+.N,-,!Pa*)RM$6!

"XYYv!V$U'T)Q6!"XYiv!U*pTUQ6!"XYYv!U*pTUQ!"Xiuv!ST!V**U6!"XiY\F!

!

IRRL"dK!

!

*1-4F!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!%I5K! F!;450+47!907.@G0!,0!201?0!-,!/<+;,!43!E<1@G0!-0!9,+h345+0!5v!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!%.! F!;4+5./47!-0!902C?010!-4!/015+024!-,!/<+;,v!
!
M.6�I5K!!!!!!!F!E<1@A47!-4!901-4+,@G0!-,!V,74!V8Q92.14!-4!0+-43!�v!

!
! 1! F!1k34+0!-4!;O+5./47!-0!902C?010!-4!/015+024L!
!
!

$7! E<1@A47! -4! 901-4+,@G0! M.6�I5K! ! 7G0! -4E.1.-,7! +4/<+7.;,341546! 74?<1-0! V**U!!!!

P"XiY\6!942,!74?<.154!4H9+477G0L!
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*7! ;,20+47! -4! H.! 7G0! 07! 424341507! ><4! /039A43! 0! ;450+! 1JL! T247! +42,/.01,3! ,! ;,+.=;42!

9,+,3O5+./,!5!,07!%.!901507!-4!/015+024L!*<!74:,6!0!;450+!1J!E.H,!,!;,+.,@G0!-0!9,+h345+0!5!1,!

E,.H, -4! ;,20+47! 5,.7! ><4! LH5H �1" +≤≤ %,+,! <3,! /<+;,! ,D4+5,6! 07! 901507! H.! 7G0! -,-07! 942,!!!

+4?+,F!
!
!
!
!
!

IRRL"iK!
!
!
!
!
!
!

Q4?<1-0! 475,! +4?+,6! 0! 1k34+0! -4! 424341507! -0! ;450+! 1J! -4941-4! -0! 1k34+0! -4! ;O+5./47! -0!

902C?010!-4!/015+024!4!-0!?+,<!-,!/<+;,!I�82KL!

!

*7! ;O+5./47! %.! 7G0! 901507! -47/01j4/.-07! -0! 902C?010! +4><4+.-0! 9,+,! ,! ?4+,@G0! -,!!!!

/<+;,!V8Q92.14!><4!/0++47901-4!,07!901507!-,-07!,5+,;O7!-4!%I5KL!

!

U4E4+.1-0874!,941,7!,!<3!-07!901507!-,-076!5B3874F!

!
!
!

!

%,+,!07!-43,.7!901507!-,-07!90-4874!0D54+!4H9+477A47!7.3.2,+47L!S.750!+47<25,!<3!7.7543,!-4!
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01-4F!
!

P%I5K\!!!!!F!!3,5+.N!+!H![!/039075,!94207!+!901507!-,-07v!
!

P%\! ! ! F! 3,5+.N! 1! H! 3 /0++47901-4154! ,07! 1! 901507! -0! 902C?010! -4! /015+024!!!!!!!!!!!!

I.1/J?1.5,7!-0!9+0D243,K!4!

PM\!!!!!!!!F!3,5+.N!+!H!1!E0+3,-,!94207!/04E./.41547!-,7!E<1@A47!D,747!V8Q92.14L!

!

$7!/<+;,7!V8Q92.147!7G0!-4E.1.-,7!-4!E0+3,!7.3.2,+!]7!/<+;,7!-4!VON.4+v!42,7!5,3DO3!<5.2.N,3!

<3! /01:<150! -4! E<1@A47! -4! 901-4+,@A47! ,7! ><,.7! /03D.1,3! 07! 4E4.507! 70D+4! 07! 1! 901507! -0!

902C?010!-4!/015+024L!$!-.E4+41@,!D=7./,!415+4!47547!-0.7!9+0/47707!1<3O+./07!90-4!74+!105,-,!

,0!74!/039,+,+!,7!4H9+477A47!IRRL"_K!4!IRRL"dKL!M054874!><4!9,+,!,7!/<+;,7!-4!VON.4+6!0!1k34+0!

-4!901507!-4!/015+024!-454+3.1,!0!?+,<!-,7!E<1@A47!902.103.,.7!-4!901-4+,@G0v!9,+,!,7!/<+;,7!

V8Q92.14!0!?+,<!-475,7!E<1@A47!O!/015+02,-0!9420!9,+h345+0!�66! .1-4941-415434154!-0!1k34+0!

-4!901507!-4!/015+024L!

!

$7! E<1@A47! Q92.147! e<1-,3415,.7! IE<1@A47! -4! 901-4+,@G0K6! 5,3DO3! -4103.1,-,7! V,74! V8

Q92.146! 7G0! ?4+,234154! 20/,.7L! (3! /,70! 9,+5./<2,+! -4754! /01:<150! -4! E<1@A47! O! ,! V,74! -4!

V4+1754.16!/,+,/54+C75./,!?20D,2L!

!

M<3,!5O/1./,!/03!/,+,/54+C75./,!?20D,2!I/015+024!?20D,2!-,!E0+3,!-,!/<+;,K!6!<3,!3<-,1@,!-4!

907.@G0! 43! <3! -07! ;O+5./47! -0! 902C?010! -4! /015+024! I3<-,1@,! 20/,2K! 74! 9+09,?,! E0+5434154!!!

90+!50-,!,!/<+;,L!

!

$!V,74! V8Q92.14! O! 20/,2! -4;.-0! 74+! /,-,! <3,! -4! 7<,7! E<1@A47! -.E4+4154! -4! N4+0! 7J! 43! <3,!!!!

9,+54!-0!-03C1.0!9,+,3O5+./0L!
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$0! 74! ,-05,+! 9,+,! ,! 0+-43! -,! /<+;,! 0! 34730! 1k34+0! -4! 901507! -0! 902C?010! -4! /015+0246!!

0D5O3874!,!/<+;,!-4!VON.4+L!x<,150!3410+!E0+!,!0+-43!-,!/<+;,!3,.7!9+JH.3,!,!/<+;,!475,+=!!!

-0! 902C?010!-4! /015+024L!x<,1-0! ,! 0+-43! E0+! .?<,2! ,! -0.7! I?+,<! "K! ,! /<+;,! /0.1/.-.+=! /03!0!

9+J9+.0!902C?010!-4!/015+024L!

!

(3,!/<+;,!V8Q92.14!O!-4E.1.-,!3,543,5./,34154! /030!<3,!/03D.1,@G0! 2.14,+!-4!V8Q92.147L!

S4;.-0!,!.7706!,!7<,;.-,-4!-=!/<+;,!?4+,-,!O!E<1@G0!-,!0+-43!I0<!?+,<K!-,!V8Q92.14!Pa*)RM$6!

"XYY\L!

!

$<3415,1-0!,!0+-43!-,!/<+;,6!0D5O3874!<3,!/01E.?<+,@G0!3,.7! 5417.01,-,!-,!/<+;,!?4+,-,L!

R1;4+7,341546!,0!74!-.3.1<.+!,!0+-43!0D5O3874!/<+;,7!><4!74!,9+0H.3,3!3,.7!-0!902C?010!-4!

/015+024L!M,! E.?<+,! IRRLuK!90-4874!0D74+;,+!0!-4741j0!-4! /<+;,7!V8Q92.147!-4!-.;4+7,7!0+-417!

0D5.-,7!9,+,!07!347307!;O+5./47!-4!/015+024L!
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e.?<+,!IRRLuK!8!#<+;,7!V8Q92.14!-4!0+-417!_6[6d6n6"b!4!_b!9,+,!07!347307!;O+5./47!-4!/015+024!
!

PV$U'T)Q!45L!,2L6!"XYi\L!
!
!

$! E.?<+,! IRRLiK! ,9+47415,! ,7! 30-42,?417! -0! /0390+5,34150!M8θ! -,! 2.?,@G0! -0! 9J+5./0! -0!

T�Ta%)*! "6! ,9+47415,-0! 10! /,9.5<20!^R6! <5.2.N,1-0874! V8Q92.14! '417.01,-,L!*D74+;4874! ,7!

/<+;,7!?4+,-,7!/03!V8Q92.14!-4!0+-417!dLY!4!2bL!
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e.?<+,! IRRLiK! 8! #<+;,7! V8Q92.14! -4! 0+-417! d6! Y! 4! "b! ?4+,-,7! 9,+,! ,! +42,@G0!!!!!!!!!!!!!!!

a8θ!-,!2.?,@G0!-0!9J+5./0!T�Ta%)*!"!
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II.4 - FINALIDADE DOS MODELOS UTILIZADOS 
 
 

%,+,! ,! -454+3.1,@G0! -4! <3!30-420!3,543=5./0! ><4! +49+474154! D43! 0! /0390+5,34150!a! 8!θ!!!!

-4! <3,! 2.?,@G0! O! 14/477=+.0! ><4! 07! ,:<7547! 0<! .154+902,@A47! 74! -B43! 70D+4! <3,! +,N0=;42!

><,15.-,-4! -4! +47<25,-07! 4H94+.3415,.7! +4E4+41547! ]><42,! 2.?,@G0F! 9+.1/.9,234154! ><,1-0! ,!

5O/1./,!<5.2.N,-,!O!,!-,!V8Q92.14L!

!

M0! 9+474154! 5+,D,2j06! 07! /0390+5,341507! a! 8! θ! -,7! 2.?,@A47! -07! 9J+5./07! <5.2.N,-07! /030!

4H439207!-4!,92./,@G06!7G0!0D5.-07!74?<1-0!07!9+0/4-.341507!,D,.H0F!

!

"L! M0!/,70!-0!30-420!.-4,2.N,-0!10!T�Ta%)*!"6!07!901507!-,!/<+;,!a8θ!-,!2.?,@G0!

7G0! 0D5.-07! 9+.34.+,34154! <5.2.N,1-0874! ,! 30-42,?43! 902.103.,2! -4! eUmT! 4!

a*UURQ6! -47/+.5,! 10! .543! IRRL_KL! Q0D+4! 5,.7! +47<25,-07! O! ?4+,-,! <3,! /<+;,! V8

Q92.14!'417.01,-,6!741-0!475,!,9+47415,-,!,5+,;O7!-4!<3,!-47/+.@G0!1<3O+./,!-4!

a8θL!
!
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_L! #03! +42,@G0! ,07! 9J+5./07! 417,.,-07! 90+! Q'T)a$#t! 45L! ,2L! P"XYu\! 4! )$(! P"XXn\6!

T�Ta%)*! RR! 4! RRR! 4! T�Ta%)*! R^6! +4794/5.;,341546! 7G0! ?4+,-,7! /<+;,7! V8Q92.14!

-.+45,34154! 70D+4! 07! ;,20+47! 3O-.07! I43! 54+307! -4! a! 8! θK! -07! +47<25,-07!!!!!!!!

4H94+.3415,.7! -,7! 2.?,@A47! <5.2.N,-,7L! (5.2.N,8746! ,.1-,6! 0! 9+.34.+0! 9+0/4-.34150!!!!!!!!!

,/.3,!-47/+.506!9,+,!4E4.50!-4!/039,+,@A47!415+4!07!+47<25,-07L!
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CAPÍTULO III. 
 
 
 

ALGORITMO DE SOLUÇÃO PARA ANÃLISE NÃO-LINEAR GEOMÉTRICA 
 

IMPLE MENTADO NO S ISTE NIA COMPUTACIONAL MEDIFEM 
 
 
 
III.1 - INTRODUÇÃO 
 
 

(5.2.N,1-0!0!3O50-0!-07!424341507! E.1.507! IaTeK!,1,2.7,874!07!/0390+5,341507!1G082.14,+476!

<3!-4;.-0!,07!4E4.507!-,! E0+@,!,H.,2!1,!+.?.-4N!]! E24HG0!4!0<5+0!-4;.-0!=!94+-,!-4! +.?.-4N!-,!

2.?,@G0L! T75,! 5,+4E,! O! +4,2.N,-,! ,5+,;O7! -4! <3,! E0+3<2,@G0! ,-,95,-,! 43! <3! 9+0?+,3,!

,<503=5./0!9,+,!,1=2.74!1G082.14,+!?403O5+./,!.1/+43415,2!-4!9J+5./0L!

!

%,+,! 0! 42434150! E.1.50! -4! ;.?,8/02<1,! .39243415,-0! 7G0! /017.-4+,-07! ,941,7! 07! 4E4.507! -0!

47E0+@0! 10+3,2! 4! -0! 3034150! E2450+! 07! 4E4.507! -4;.-07! ,0! 47E0+@0! /0+5,154! 1G0! 7G0!!!

/017.-4+,-07!1,!9+474154!,1=2.74L!

!

$ 947><.7,! <5.2.N,! <3! ,2?0+.530! 9,+,! ,1=2.74! 1G082.14,+! ?403O5+./,! -4! 475+<5<+,7! ,90+5./,-,7!

92,1,7 4! 24;,! 43! /015,! ,! +4-<@G0! -,! +.?.-4N! -,! 475+<5<+,! -4;.-0! =! 9+4741@,! -,! 2.?,@G0! 743.8

+C?.-,L! T754! 3O50-0! -4! ,1=2.74! E0.! .39243415,-0! ,5+,;O7! -4! ,-,95,@A47! -4! 10;,7! +05.1,7! 10!

7.7543,! /039<5,/.01,2! aTSReTa! I%eTR)6! "XX"K! ><4! O! 90+! 7<,! ;4N! 0! 9+0-<50! -,!

.39243415,@G0! -4! -.;4+7,7! +05.1,7! 4! 30-.E./,@A47! 10! 9+0?+,3,!aRMReTa! IsRTMtRT`#s6!

"XiiKL! T754! 9+0?+,3,! E0.! -4741;02;.-0! 9,+,! +4702;4+! 9+0D243,7! 43! "S6! _S6! [S6! 2.14,+47! 0<!!

1G082.14,+476!475=5./07!0<!-.1h3./07L!
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* 9+0?+,3,! aTSReTa! O! 47/+.50! 43! e*U'U$M! 4! <5.2.N,! 2.1?<,?43! -4! 3,/+08.175+<@A47!

,770/.,-,76! /,-,! <3,! -42,76! ,! <3! /01:<150! -4! 7<D9+0?+,3,7! /039,/507L! T7547! 7<D9+0?+,3,7!!

7G0! !-475.1,-07!]! +4,2.N,@G0!-4!<3,!0<!3,.7! 5,+4E,7!10!9+0/4770!-4!702<@G0!;.,!aO50-07!-07!

T24341507! e.1.507L! *! /01/4.50! -4! 3,/+08.175+<@A47! 9077.D.2.5,! ><4! 10;07! ,2?0+.5307! 74:,3!

.174+.-07! 10! 7.7543,! 743! ><4! 74<! /0154k-0! 74:,! ,E45,-0L! (3,! -47/+.@G0! -45,2j,-,! -0!

aTSReTa!O ,9+47415,-,!90+!%eTR)!I"XX"K!43!74<!Q43.1=+.0!-4!S0<50+,-0L!

!

* 9+474154! /,9C5<20! 543! 90+! 0D:45.;0! ,! ,9+47415,@G0! -0! ,2?0+.530! <7,-0! 9,+,! ,! ,1=2.74! 1G08!

2.14,+! :=! +4E4+.-,L!S4;4874! -475,/,+!><4! O!<5.2.N,-0!0!3O50-0! .1/+43415,28.54+,5.;06! 541-0!4754!

/,+,/54+C75./,7!74342j,1547!,0!,2?0+.530!-4!M4y5018U,9j7016!/,2/<2,1-0874!10!415,150!0!;450+!

-4!/,+?,7!-474><.2.D+,-,7!,5+,;O7!-,!/017.-4+,@G0!-4!30;.341507!-4!/0+90!+C?.-0L!$!+479075,!

/039245,! -,! 475+<5<+,! .1/2<.1-0! 0! 475,-0! 2.3.54! k25.306! O! 0D5.-,! ,92./,1-0874! ,! 702./.5,@G0!

4H54+1,!,5+,;O7!-,!/03D.1,@G0!-0!/015+024!-4!/,+?,!4!-4!-4720/,34150L!

!

^.7,1-0! <3,! 4H907.@G0! -0! 47><43,! -4! /=2/<206! ,9+47415,874! .1./.,234154! 0! 3O50-0!

.1/+43415,28.54+,5.;0L!$!74?<.+!7G0!,9+47415,-07!,!/01/4.5<,@G0!-0!30;.34150!-4!/0+90!+C?.-0!!

4! 0! ,2?0+.530! ,-05,-0! 9,+,! 0! /015+024! -4! -4720/,34150L! %0+! E.36! ,9+47415,874! 0! ,2?0+.530!!!

<7,-0!9,+,!,!,1=2.74!1G082.14,+L!

!

RRRL_!8!a�'*S*!RM#UTaTM'$)8R'TU$'R^*!

!

$)^TQ! I"XX[,K6! ,9+47415,! 43! n#)2! 5+,D,2j0! <3! 475<-0! -45,2j,-0! ,/4+/,! -0! -4743941j0! -4!

-.;4+707! ,2?0+.5307! 9,+,! ,! +4702<@G0! -,7! 4><,@A47! -4! 4><.2CD+.0! 43! <3,! ,1=2.74! 1G082.14,+!

?403O5+./,! -4! 475+<5<+,7! <5.2.N,1-0874! 0! aTeL! (3! -07! 3O50-07! ,1,2.7,-07! /017.754! 1,!!!!!

702<@G0!/03D.1,-,!.1/+43415,28.54+,5.;,6!,!><,2!O!,!74?<.+!,9+47415,-,L 



!

!

[b!

$ 9,+5.+! -0! 9+.1/C9.0! -,! 414+?.,! 90541/.,2! 505,2! 475,/.01=+.,6! 90-4874! -4-<N.+! ,7! 4><,@A47! -4!

4><.2CD+.0!-4!<3!7.7543,!475+<5<+,2!-.7/+450L!*!7.7543,!1G082.14,+!/0175.5<C-0!90+!5,.7!4><,@A47!!

O!,9+47415,-0!,5+,;O7!-4!4><,@G0!IRRRL"KL!

IRRRL"K!

!

01-4! ,7! 3,5+.N47! -4! +.?.-4N!
�
_

�
" t!4!t 7G0! E<1@A47! -07! -4720/,341507! 4! +05,@A476! .1/J?1.5,7!!!!!!

-0! 9+0D243,L!
�
( O! 0! ;450+! -4! -4720/,341507! 10-,.7! 4!

�
e� O! 0! ;450+! -4! E0+@,7! 10-,.7!!!!!!!!!

4H54+1,76!/<:,!3,?1.5<-4!O!E<1@G0!-0!9,+h345+0!k1./0!µL!

!

$! 702<@G0! -0! 7.7543,! E0+3,-0! 942,7! 4><,@A47! -4! 4><.2CD+.0! 90-4! 74+! 0D5.-0! ,5+,;O7! -4! <3!

9+0/4770!.1/+43415,2!10!><,2!0!/,++4?,34150!O!,92./,-0!?+,-,5.;,34154L!

!

%,+,!,!0D541@G0!-,!4><,@G0!><4!/,+,/54+.N,!0!9+0/4770!.1/+43415,2!90-4874!7<90+!.1./.,234154!

><4! 74:,! /01j4/.-0! 0! 90150! -4! 4><.2CD+.0! K(Le�I
�

T

�

T 6! 4! ><4! ,! 9,+5.+! -4754! 90150! O! -,-0! <3!

.1/+434150! -4! /,+?,!
�
e�� L! *! 10;0! 90150! -4! 4><.2CD+.06! T�6! O! 415G0! -4E.1.-0! 90+!

( )(�(!!6e��e�
�

T

��

T ++ L! M4754! 90150! -4;4+=! 5,3DO3! 74+! 7,5.7E4.5,! ,! 4><,@G0! -4! 4><.2CD+.0!

IRRRL"K6 541-0!90.7!><4F!

 

IRRRL_K!

 

 

 

 

( ) ( )
�����

_��
"

�
0 e�(L(6(t

u
"(t

_
"t =



 ++

( ) ( ) ( ) ( )
�

T

��

T

��

T

��

T

�
_��

T

�
"

�
0 e���(�(L(�(6(�(t

u
"(�(t

_
"t +=+



 +++++



!

!

["!

S0 -4741;02;.34150! -,! 4><,@G0! IRRRL_K! 0D5O3874! ,! 74?<.154! 4><,@G0! -4! 4><.2CD+.0! 9,+,! 0!

9+0/4770!.1/+43415,2!I$)^TQ!"XX[,KF!
!
!

IRRRL[K!

!

01-4!
!
!
!

IRRRLdK!
!
!
O!,!3,5+.N!5,1?41546!><4!/0++47901-4!=!+.?.-4N!-,!475+<5<+,!-0!90150 K(Le�I

�

T

�

T 4!!

IRRRLnK!

!

O!,!3,5+.N!-4!+.?.-4N!.1/+43415,2L!

 

A 3,5+.N!-4!+.?.-4N!.1/+43415,2!�/0++.?4�!,!+.?.-4N!-,-,!942,!3,5+.N!5,1?41546!-4!30-0!,!74!54+!

<3,! 3,5+.N! 74/,154! ,07! -0.7! 901507! K(Le�I
�

T

�

T ! 4! ( )(�(!!6e��e�
�

T

��

T ++ L $! E.?<+,! IRRRL"K!!

.2<75+,!0!9+0/4-.34150L!

!

* 9+0/4770! .1/+43415,2! ,9+47415,-0! -4;4! 74+! .54+,5.;0! 541-0! 43! ;.75,! ><4! ,! 3,5+.N! ! tR!!!!!

-4941-4!-07!-4720/,341507!
�
(� 6!.1/J?1.5,7!-0!9+0D243,v!0!><4!/,+,/54+.N,!0!3O50-0!-47/+.50!

/030!.1/+43415,28.54+,5.;0!
!
!
!
!
!
!

���
R

�

T
' e��(�!Ltt =





 +

( ) ( )
�

T

�

T

�
_�

T

�
"

�
0

�

T
' (6(t

_
"(ttt ++=

( ) ( ) ( )
���

_�

T

��
_��

"
�
0 (�6(�t

u
"(6(�t

_
"(�t

_
"t +++



!

!

[_!

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

eRp(U$!IRRRL"K!8!aO50-0!.1/+43415,2!I$)^TQ6!"XX[,K!
!
!
!
!
!
!
!

M0! 9+0?+,3,! aTSReTa! ,7! 4><,@A47! -4! 4><.2CD+.0! 7G0! 47/+.5,7! ,-05,1-0874! <3! +4E4+41/.,2!

2,?+,1?4,10!,5<,2.N,-06!><4!O!,!342j0+!E0+3,!-4!74!/0++.?.+!07!9+0D243,7!-,!1G0!/017.-4+,@G0!

-07!30;.341507!-4!/0+90!+C?.-0!I/01E0+34!$)^TQ!"XX[!,KL!M4754!/,706!,!9,+/42,!1G082.14,+!!

-,! 3,5+.N! 5,1?4154! O! -4E.1.-,! 43! 54+307! -4! 47E0+@07! .154+1076! ,77.3! /030! ,9+47415,3!!!

#l$ZTQ 4!#l(U#lR))!I"XYiK!.750!OL!
!
!

IRRRLuK!
!
!

01-4!
�
?t !-4103.1,-,!3,5+.N!-4!+.?.-4N!?403O5+./,!0<!3,5+.N!-4!5417A47!.1./.,.76!90.7!-4941-4!

-07!47E0+@07!.154+107!4H.7541547!10!.1./.0!-4!/,-,!.1/+434150L!

!

$.1-,!74?<1-0!#l$ZTQ!4!#l(U#lR))6!9,+,!<3!42434150!-4!9J+5./0!92,106!,!j.9J5474!-4!74!

/017.-4+,+!/030!/0175,1547!,7!-4E0+3,@A47!43!50-,!,!74@G0!5+,17;4+7,26!+47<25,!1,!

�
?

�
0

�
' ttt +=



!

!

[[!

0D541@G0!-4!<3,!3,5+.N!!!!!!!!!-4941-4154!,941,7!-0!47E0+@0!,H.,2L!Q,D4874!><4!5,2!,9+0H.3,@G0!

2.14,+!-,7!-4E0+3,@A47!1G0!O!;=2.-,!1,!9+4741@,!-4!E24HG0L!

!

S4;4874!,.1-,!+477,25,+!><4!10!+4E4+41/.,2!2,?+,1?4,10!,5<,2.N,-06!,!3,5+.N!.1/+43415,26!!!!!!!6!O!

E<1@G0! ,941,7! -07! .1/+4341507! -4! -4720/,341507!
�
(� L! M4754! /,706! /03! ,! ,5<,2.N,@G0! -,!

?40345+.,! ,0! E.1,2! -4! /,-,! .1/+4341506!
�

T( 74+=! 7439+4! 1<206! 741-0! 1<2,! 90+! /0174?<.154! ,!

9,+/42,!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!1,!4H9+477G0!IRRRLnKL!

!

!

S4754!30-06!9,+,!<3!+4E4+41/.,2!2,?+,1?4,10!,5<,2.N,-06!,!4><,@G0!-4!4><.2CD+.0!IRRRL[K!,77<34!

,!E0+3,!E.1,2F!

!

!
IRRRLiK!

!

!

!

/<:,!+4702<@G0!O!9077C;42!10!7.7543,!aTSReTa!,-,95,-0L!
!

%,+,!<3!42434150!-4!9J+5./0!92,10!1,!4><,@G0!IRRRLiK6! ! ! ! ! ! ! ! ! !O!,!3,5+.N!-4!+.?.-4N!/01;41/.01,2!

I2.14,+Kv!!!! ! ! !O!,!3,5+.N!-4!+.?.-4N!?403O5+./,!I1G082.14,+K!10!/,70!43!><4!0!47E0+@0!,H.,2!M!O!

4H9+4770!90+F!
!
!

�
Rt

�
?t

( )T
��_�
(6(�t

_
"

( ) ( )
�����

_��
"

�
?

�
0 e��(�L(�6(�t

u
"(�t

_
"tt =








+++

�
0t

�
?t

( )_" <<
)
T$M −=



!

!

[d!

0! ><4! /0++47901-4! ,! <3,!9+.34.+,! ,9+0H.3,@G0! -,! .154+,@G0! 415+4! 07! 47E0+@07! ,H.,.7! 4!07! -4!

E24HG0! ><,1-0! ,7! /,+?,7! 4H54+1,7! ,92./,-,7! 1G0! /,<7,3! E24HG0L! $! 3,5+.N! ! ! ! /015O3! 07!!!!!!!!!!!

54+307! ><4! /0++47901-43! ,! <3,! 74?<1-,! ,9+0H.3,@G0! -,! .154+,@G0! ,H.,28E24HG06!!!!!

/017.-4+,1-0874!><4!,7!/,+?,7!/,<7,3!E24HG0! I+05,@G0!θ"!4!θ_! K! I$)^TQ6!"XX[,KL!T75,!3,5+.N!

/015O3! 54+307! ><4! 7G0! 5<! 1@w47! 2.14,+47! -07! -4720/,341507! .1/+43415,.7! ;"6! ;_6! θ"! 4! θ_L! $!

3,5+.N!!!!!!!!/015O3!54+307!><4!7G0!E<1@A47!><,-+=5./,7!-4!5,.7!-4720/,341507L!

!

U4E4+.1-0874!]7!4H5+43.-,-47!"!4!_!-4!<3!42434150!-4!9J+5./0!92,106!543874F!

<"6!<_!F!-4720/,341507!1,!-.+4@G0!201?.5<-.1,2!-0!42434150!I4.H0!HKv!!

;"6!;_!F!-4720/,341507!1,!-.+4@G0!5+,17;4+7,2!-0!42434150!I!4.H0!�Kv!!

θ"!4!θ_!F+05,@A47!I!43!50+10!-0!4.H0!NK!

!

*7!424341507!><4!/039A43!,7!3,5+.N47!! ! ! ! 6! ! ! ! ! 6! ! ! ! ! ! ! !4! ! ! ! ! ! !7G0!,9+47415,-07!10!5+,D,2j0!-4!!!!

$)^TQ!I"XX[,KL!

!

(3,!-,7!5,+4E,7!-0!9+0?+,3,!aTSReTa!O!+4702;4+!0!/,70!9,+5./<2,+!+49+47415,-0!942,!4><,@G0!

IRRRLiK! -4! <3,! E0+3,! .54+,5.;,! /03! 74342j,1@,7! ,0! ,2?0+.530! -4! M4y5018U,9j7016!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

7J!><4!/,2/<2,1-0!0!;450+!-4! E0+@,7!-474><.2.D+,-,7!/017.-4+,1-0874!07!30;.341507!-4!/0+90!

+C?.-0L!

!

$!.154+9+45,@G0!?403O5+./,!-0!3O50-0!.1/+43415,28.54+,5.;0!475=!.2<75+,-,!1,!E.?<+,!IRRRL"K!1,!

><,2!7G0!,9+47415,-,7!47><43,5./,34154!50-,7!,7!E,747!+4E4+41547!,!<3!9,770!-4!/,+?,L!
 
 
 
 
 
 

�
2t

�
_t

�
0t

�
?t

�
2t

�
_t



!

!

[n!

RRRL[!8!#*MQRSTU${|*!S*Q!a*^RaTM'*Q!ST!#*U%*!U&pRS*!
 
 

$ E0+3<2,@G0!,9+47415,-,!,154+.0+34154!475=!+475+.5,!,07!9+0D243,7!/03!94><41,7!+05,@A47L!$!

7<,! ;,2.-,-4! 90-4! 74+! 47541-.-,! <3! 90</0!3,.7! ,! 9,+5.+! -,! /017.-4+,@G0! -07!30;.341507! -4!

/0+90! +C?.-0L! M475,! 947><.7,! E0+,3! 24;,-07! 43! /015,! ,941,7! ! ,7! 4H9+477A47! -4-<N.-,7!

/017.-4+,1-0!0!30;.34150! -4! /0+90! +C?.-0! 9,+,! 0! /=2/<20! -,7! E0+@,7! .154+1,7! 107! 4243415076!!!

1G0!!541-0!7.-0!.15+0-<N.-07!,><4247!4E4.507!1,7!3,5+.N47!-4!+.?.-4N!-07!424341507L!

!

* /=2/<20!-,7!E0+@,7!.154+1,7!/0++47901-41547!,!<3!-,-0!;450+!-4!-4720/,341507!!!!!!!! !O!<3,!

.390+5,154! 45,9,! 10! 9+0/4770! .54+,5.;0! -4! 702<@G0! -,7! 4><,@A47! -4! 4><.2CD+.0L! T3! ?4+,26! ,7!

E0+@,7!.154+1,7!7G0!/,2/<2,-,7!,5+,;O7!-,!4><,@G0!IRRRLX!K!6!+4E4+.1-0874!]!E.?<+,!IRRRL_KL!
!
!
!
!
!
01-4F!

!!!!!
�
.15e !!!!!!!!!!F!;450+!-4!E0+@,7!.154+1,7v!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!!!!!!!!!!!!!!!!!
!!!!!

�
7t !!!!!!!!!!!!F!3,5+.N!-4!+.?.-4N!74/,154!+42,5.;,!,0!-4720/,34150!!

!

!

!

!

!

!

!

e.?<+,!IRRRL_K!f!#=2/<20!-,7!E0+@,7!.154+1,7!9420!3O50-0!74/,154L!

�
(

��
7

�
.15 (Lte =

�
(



!

!

[u!

*7! 9+0/4-.341507! ,-05,-07! 10!3O50-0! -4!M4y5018U,9j701! E0+,3! <5.2.N,-07! 90+!$)aTRS$!

I"XYXK! 4! 90+! U*SURp(TQ! I"XX"K! 43! <3! ,2?0+.530! ><4! /017.754! -4! <3! 47><43,! jCD+.-0!

9+090750! 90+! V$'RQ'$! 4! %eTR)! I"XYXKL! M4754! ,2?0+.530! /03D.1,3874! 07! 9+0/4-.341507F!

.1/+43415,2! 1G082.14,+! I3O50-0! 5,1?4154Kv! -.+450! I3O50-0! 74/,154K! 4! ,! 475+,5O?.,! .54+,5.;,! -4!

M4y5018! U,9j701L! ',.7! 9+0/4-.341507! 7G0! ,9+47415,-076! 43! 749,+,-06! 1,! 9<D2./,@G0! -4!

#l$ZTQ! 4! #l(U#lR))! I"XYiKL! *! 3O50-0! jCD+.-0! .39243415,-0! 90+! $)aTRS$! I"XYXK!!!!

;.7,! 0 475<-0! -07! 4E4.507! -,! 1G082.14,+.-,-4! ?403O5+./,! 4! -,! 1G082.14,+.-,-4! -4;.-0! ]!

E2,3D,?43! 20/,2! 43! 424341507! /039+.3.-076! /0175.5<C-07! 90+! 94+E.7! 24;476! -4! 475+<5<+,7!

5+42.@,-,7! 0<! ,90+5./,-,7L!M4754! /,706! 0!3O50-0! 74/,154! O! <5.2.N,-0! 9,+,! 0! /=2/<20! -,7! E0+@,7!

.154+1,7! 20?0! ,9J7! ,! ,254+,@G0! -,7! 9+09+.4-,-47! -,! 74@G0! 4E45.;,! -0! 42434150! 43! ;.+5<-4! -,!

E2,3D,?43! 20/,2! -0! 94+E.2L!*! ,2?0+.530! ,77.3! /0175.5<C-0! ,9+474150<6! 10! 415,1506! 9,+,! 94+E.7!

/03! -454+3.1,-,7! +.?.-4N47! -4! /02<1,! 4! -4! 74@G06! 9+0D243,7! -4! /01;4+?B1/.,L! #03!

.39243415,@G0! -0! ,2?0+.530! jCD+.-06! 0! ><4! 5,3DO3! O! E4.50! 10! 7.7543,! /039<5,/.01,2!

aTSReTa6!0!,<50+!-,!9+474154!-.774+5,@G0!;.7,!0!475<-0!-0!/0390+5,34150!-4!9J+5./07!92,107!

345=2./07!/03!2.?,@A47!743.8+C?.-,7L!

!

M0+3,2341546! 0! 3O50-0! 74/,154! O! <5.2.N,-0! 9,+,! 0! /=2/<20! -,7! E0+@,7! .154+1,7! 20?0! ,9J7!

-454/5,-,! ,! +4-<@G0! -,! +.?.-4N! -4! <3! -454+3.1,-0! 42434150! I2.?,@G06! E2,3D,?43! 20/,2! -4!!!

94+E.7! 24;476!45/LK6!,!9,+5.+!-,!><,2!,!475+<5<+,!94+-4!,!/,9,/.-,-4!-4!7<90+5,+!<3!-454+3.1,-0!

/,++4?,34150L! *! /=2/<20! -07! 47E0+@07! .154+107! -,! E0+3,! ,9+47415,-,! ,154+.0+34154! 1G0! 24;,!!!!

43!/015,!07!30;.341507!-4!/0+90!+C?.-0L!Q,D4874!><4!47547!90-4+G0!/,<7,+!-4E0+3,@A476!><4!

9+0;0/,+G0!3<-,1@,7! 1,! +.?.-4NL!M4/477.5,874! 90.7! -4! <3! /=2/<20!3,.7! +.?0+070! -07! 47E0+@07!

,D70+;.-076!0!><4!94+3.54!,;,2.,+!0!/0390+5,34150!-,!475+<5<+,!43!/01E.?<+,@A47!-4E0+3,-,7!

1,7!><,.7!,7!+05,@A47!1G0!7G0!3,.7!/017.-4+,-,7!.1E.1.547.3,.7L!



!

!

[i!

$! 4H907.@G0! 7</.15,! ,/4+/,! -07!30;.341507! -4! /0+90! +C?.-06! 74?<4! ,! ,9+47415,@G0! 42,D0+,-,!!

90+!$)^TQ!I!"XX[,K!-4!01-4!,7!E.?<+,7!<5.2.N,-,7!9,+,!.2<75+,@A47!E0+,3!,-,95,-,7L!

!

'+B7! 7.7543,7! -4! +4E4+B1/.,! 7G0! -4E.1.-07! 9,+,! 07! 47E0+@07! 4! -4720/,3415076! /017.-4+,1-0874!

7439+4! 0! 42434150! -4E0+3,-0L! #0175,3! 10! 7.7543,! .1./.,2! PE.?<+,! IRRRL[! K\! 07! -4720/,341507!

475+.5,34154! 14/477=+.07! 9,+,! 74! /01/+45.N,+! 0! 475,-0! -4! -4E0+3,@G0! -0! 42434150L! S475,!!!!

E0+3,6!741-0!42.3.1,-07!50-07!07!-4720/,341507!-4!/0+90!+.?.-06!14/477.5,874!,941,7!-4E.1.+!0!

,201?,34150!δ!4!,7+05,@A47!φ"!4!φ_L!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

e.?<+,!I"""L[K!8!Q.7543,!-4!+4E4+B1/.,!.1./.,2L!
!
!

M4774! 7.7543,7! 07! -4720/,341507! 4! E0+@,7! /0++47901-41547! 9,+,! 0! 18O7.30! 42434150! 7G0!

-4E.1.-07!94207!;450+47L!
! !

IRRRL"bK!

!

IRRRL""K!

$!E.?<+,!IRRRLd!K!,9+47415,!,!/01E.?<+,@G0!-4E0+3,-,!-0!42434150!43!+42,@G0!,!<3!7.7543,!-4!

+4E4+B1/.,! .154+34-.=+.0L! M4754! /,70! 0! 7.7543,! :=! ,9+47415,! 07! -4720/,341507! 4! ,7! E0+@,7! 1,7!

-.+4@A47!-07!4.H07!20/,.7!-0!42434150L!

[ ]

[ ]'_"
�

�1

'
_"�

�1

a6a6Me

66(

=

φφδ=



!

!

[Y!

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
e.?<+,!IRRRLd!K!8!Q.7543,!-4!+4E4+B1/.,!.154+34-.=+.0L!

!
!
!

M4754! 7.7543,6! 07! -4720/,341507! 4! 07! 47E0+@07! /0++47901-41547! 9,+,! 0! 18O7.30! 42434150! 7G0!

-4E.1.-07!90+!
!
!
!

IRRRL"_K!
!
!
!
!
!

IRRRL"[K!
!
!

*! 7.7543,! E.1,26! ,9+47415,-0! 1,! E.?<+,! IRRRLnK6! O! 0! ><4! E0.! <5.2.N,-0! 107! -4741;02;.341507! -4!

$)^TQ! I"XX[,K! /03! +42,@G0! ]7! E0+3<2,@A47! -07! 3O50-07! <5.2.N,-07! 9,+,! ,! 702<@G0! -,7!

4><,@A47!-4!4><.2CD+.0!43!<3!9+0D243,!1G082.14,+!?403O5+./0L!

!
!
!
!
!
!
!
!
!

[ ]

[ ]'_"�

�1

'
_"�

�1

a6a6x6Me

66;6<(

=

θθ=



!

!

[X!

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e.?<+,!IRRRLn!K!8!Q.7543,!-4!+4E4+B1/.,!E.1,2L!
!
!
!

S4;4874! 105,+! 1,! E.?<+,! IRRRLnK! ,! +49+47415,@G0! -07! -4720/,341507! 4! E0+@,7! 10-,.7! 9,+,! 0! 18

O7.30!42434150!-4!9J+5./0!,9+47415,-0!1,!/01E.?<+,@G0!.1-4E0+3,-,6!/01E0+34!E.?<+,!IRRRLuKL!

!

!

!

e.?<+,!IRRRLuK!f!S4720/,341507!4!E0+@,7!10-,.7!-0!42434150!-4!9J+5./0!92,10L!

T7547!-4720/,341507!4!E0+@,76!><,1-0!47/+.507!1,!E0+3,!;450+.,26!7G0!-47.?1,-07!90+!

IRRRL"dK!

!
!
!
!

[ ]'___"""�

1 6;6<66;6<( θθ=



!

!

db!

!
IRRRL"nK!

!
!

$ 9,+5.+! -,7!?40345+.,7!,9+47415,-,7!1,7! E.?<+,7! IRRRL[K! ,! IRRRLnK! 7G0!-454+3.1,-,7! ,7! +42,@A47!

415+4!07!-4720/,341507!-07!7.7543,7! .1./.,2!4! .154+34-.=+.06!4!415+4!4754!4!0!7.7543,!E.1,2L!T3!

74?<.-,6! 7G0! 0D5.-,7! ,7! +42,@A47! 415+4! ,7! E0+@,7! ( )_"" a6a6M ! 4! 07! -4720/,341507! ( )_"66 φφδ !!!!!!

10! 7.7543,! .1./.,2L! Q41-0! ,7! E0+@,7! E<1@A47! 1G082.14,+47! -07! -4720/,3415076! +4/0++4874! ,0!

9+.1/.9.0!-07!5+,D,2j07!;.+5<,.7!9,+,!,!-454+3.1,@G0!-,!4><.;,2B1/.,!415+4!0!7.7543,!.1./.,2!4!0!

.154+34-.=+.0L! Q4?<.1-0! <3! 9+0/4-.34150! /01;41.4154! 1,! 5+,17E0+3,@G0! -0! 7.7543,!

.154+34-.=+.0! 9,+,! 0! 7.7543,! E.1,2! -454+3.1,874! 0! ;450+! -4! E0+@,7! .154+1,7! 10! 18O7.30!!!!

42434150L!*!;450+!-4!E0+@,7!,D70+;.-,7!942,!475+<5<+,!O!415G0!-454+3.1,-0!9420!703,5J+.0!-07!

47E0+@07!.154+107!43!/,-,!42434150!:=!5+,17E0+3,-07!9,+,!0!+4E4+41/.,2!?20D,2L!

!

*! -4741;02;.34150! -,! E0+3<2,@G0! 9,+,! 0! /=2/<20! -07! 47E0+@07! .154+107! O! -45,2j,-,34154!

,9+47415,-0! 10! 5+,D,2j0! -4!$)^TQ! I"XX[! ,KL! Q4?<1-0! 4754! ,<50+6! 1,7! 4H9+477A47! -4! /=2/<20!!!!

-,7!E0+@,7! .154+1,7!475G0!41?20D,-,7!5,150!,!1G082.14,+.-,-4!42=75./,!I4H9+477,!,5+,;O7!-,!1G08

2.14,+.-,-4! -,! 3,5+.N! -4! +.?.-4N! +42,5.;,! ,0! 7.7543,! .1./.,2K! 4! -4/0++4154! -,! +42,@G0! 5417G08

-4E0+3,@A47! -4;.-,7! ]! E24HG0! ><,150! ,! 1G082.14,+.-,-4! ?403O5+./,! ,770/.,-,! ]7! +05,@A47! 4!

5+,172,@A476!9+.1/.9,234154!-4!/0+90!+C?.-0L!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

[ ]'___"""�

1 a6x6M6a6x6Me =



!

!

d"!

III.4 - ALGORITMO PARA CONTROLE DE DESLOCAMENTO 
 
 

*7!9+0D243,7!-4!1G082.14,+.-,-4!?403O5+./,!-4! 475+<5<+,7! 42=75./,7! 7G0!?4+,234154! +4702;.-07!

<5.2.N,1-0874!3O50-07! 5.90!M4y501! 741-0! ,! /,+?,! <5.2.N,-,! /030!9,+h345+0! -4! /015+024L! %,+,!!!

07!/,707!-4!475+<5<+,7!><4!,9+47415,3!.175,D.2.-,-4!-0!5.90!90150!2.3.546!0!/,3.1j0!9J78/+C5./0!

90-4! 74+! 0D5.-0! <5.2.N,1-0874! 07! 347307! 3O50-07! 5.90! M4y501! 90+O3! ,-05,1-0! 9,+,!!!!

9,+h345+0! -4! /015+024! <3,! /039014154! -4!-4720/,34150v! ,! 9,+5.+! -0! ><4! ,! /,+?,! 9,77,! ,! 74+!

<3,!.1/J?1.5,!-0!9+0D243,L!

!

S,><.!43!-.,1546!,0!74! +4E4+.+!]!3,5+.N!-4! +.?.-4N! ! ! ! ! !-0!42434150!-4!9J+5./0!92,10!475,+=! 74!

+4E4+.1-0!,0!703,5J+.0!-,7!9,+/42,7!-4!+.?.-4N!,9+47415,-,7!1,!4><,@G0!IRRRLiK6!,!><,2!O!<3!/,70!

9,+5./<2,+!-,!4><,@G0!IRRRL[KL!

 

 

 

 

* ,2?0+.530! .39243415,-0! 10! 9+0?+,3,! aTSReTa! 9,+,! 0! /015+024! -4! -4720/,34150! E0.!

9+090750! 90+! V$'*s! 4!Sl$''! I"XiXKL! T754! ,2?0+.530! 1G0! +4><4+! ,!30-.E./,@G0! -,!3,5+.N!!!!!

-4! +.?.-4N! ! ! ! ! ! ! 6! -47-4! ><4! 475,! 1G0! 74:,! 7.1?<2,+L! T! 7<9075,! /01j4/.-,! <3,! 702<@G0! ! ! ! ! -0!

9+0D243,!9,+,!<3!1C;42!�!-4!/,+?,L!S475,!E0+3,!07!;,20+47!-4!!!!!!!!!!4!µ!7G0!,77<3.-07!/030!

;,20+47!.1./.,.7!I1,!9+.34.+,!.54+,@G0!.}bK!9,+,!0!/./20!74?<.154!I.}"K6!0<!74:,F!
!

IRRRL"XK!

IRRRL"YK!

!

T7/02j41-0!,!/039014154!>!-0!;450+!702<@G0!!!!!!!!/030!0!10;0!9,+h345+0!-4!/015+024!4!-,1-0!!!!!!

,!42,!<3!.1/+434150!$(!>6!0!;450+!702<@G0!.1./.,2!O!+4-4E.1.-0!/030!
!
!
!

IRRRL"XK!
!
!
!
!

�
t

�
t

�
(

�
(

�

*

�

*

(( =

µ=µ

�
(

�

*

�
(( =



!

!

d_!

IRRRL_bK!
!
!
!

T39+4?,1-0!<3!3O50-0!5.90!M4y501!9,+,!,!702<@G0!-0!7.7543,!-4!4><,@A476!90-43!74+!0D5.-07!

07! ;,20+47! .1/+43415,.7! -,7! .1/J?1.5,7! .µ∆ ! 4! ! ! ! ! ! ! ! ! 6! /017.-4+,1-0! /030! E.H0! 0
>( ! 6! 0<!!!!!!!!!!!!

74:,6!!!!!!!!!!!!!!!!L!
!

S0.7!7.7543,7!-4!4><,@A47!7G0!+4702;.-07F!
!

IRRRL_"K!

IRRRL__K!

!

741-0!!!!!!!0!;450+!-4!+47C-<07!/0++47901-41547!,!!!!!!!!4!!!!!!0!;450+!-4!-.75+.D<.@G0!-4!/,+?,76!><4!

3<25.92./,-0!90+!µ!!E0+14/4!0!;450+!-4!/,+?,7!4H54+1,7L!'43874!><4F!

!

IRRRL_[K!

!

Q41-0!1<2,!,!/039014154!>!-0!;450+!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!6!+47<25,!><4!

!

IRRRL_dK!

!

4!,.1-,!

IRRRL_nK!

!

IRRRL_uK!

!

!

!

!

>
b
>

b
> ((( ∆+=

�

.(∆

b(.> =∆

( )

( )
�

.

�

D

�

.

�

..

�

,

�

.

%(Lt

U(Lt

=∆

=∆

�

.U
�

.(
�
%

( ) ( ).
�

D..

�

,

�

. (L(( ∆µ∆+∆=∆






 =µ∆=∆ b(

�

"

�

.

( ).D>,
>

. (( ∆∆−=µ∆

..".

�

.

�

.

�

". (((

µ∆+µ=µ

∆+=

+

+



!

!

d[!

U494543874! ,7! .54+,@A47! ,5O! ><4! 74:,! ,2/,1@,-,! ,! 9+4/.7G0! -474:,-,! 0<! ><4! 74:,! ,5.1?.-0! 0!

1k34+0!3=H.30!-4!.54+,@A47!94+3.5.-,7L!

!

!
RRRLn8! $)p*UR'a*!ST!Q*)({|*!S*!%U*V)Ta$!M|*8)RMT$U!
!
!

*! ,2?0+.530!.39243415,-0!10!7.7543,!aTSReTa!24;,!43!/015,!,!1G082.14,+.-,-4!?403O5+./,!

4!,!1,08j14,+.-,-4!-4;.-0!]!9+4741@,!-,7!2.?,@A47!743.8+C?.-,7!415+4!;.?,7!4!9.2,+47!-07!

9J+5./07!92,107L!

!

$ E.?<+,! IRRRLiK! .2<75+,! 0! 47><43,! /03D.1,-0! .1/+43415,28.54+,5.;0! <5.2.N,-0! 1,! 702<@G0!

1<3O+./,! 9,+,! <3! 9,770! -4! /,+?,! ! ! ! ! L! S415+0! -4754! 9,770! -4! /,+?,6! -4;4874! -475,/,+! ,!!!

4H.75B1/.,!-4!-<,7!45,9,7!,! 74+43!/<39+.-,7! ,5O! 74+!,5.1?.-0!0!90150!-4! 4><.2CD+.0!T.~"L!T75,7!

45,9,76!,><.!-4103.1,-,7!-4!$!4!VL! +4E4+43874!,07!-.75.1507!/,3.1j07!-4!4><.2CD+.0!#.!4!#.~"L!

#,-,!<3,!-475,7!+479075,7!475=!+42,/.01,-,!,!<3,!-454+3.1,-,!/01-.@G0!-4!+.?.-4N!-,!2.?,@G0!

743.8+C?.-,L! *<5+0! -07! ,794/507! .390+5,1547! ,! 74+43! 0D74+;,-076! 4! ><4! 475=! +49+47415,-0!

47><43,5./,34154!1,!E.?<+,! IRRRLiKL! O!,!-454+3.1,@G0!-0!;450+!-4!/,+?,7!-474><.2.D+,-,7! ! ! ! ! ! L!

T754! ;450+! 475=! ,770/.,-0! ]! +4-<@G0! -4! T�.! 1,! /<+;,! #.! 9,+,! To.! 1,! /<+;,! #.~"! 4! .1-./,! ,!!!!

3<-,1@,! -4! +.?.-4N! -,7! 2.?,@A476! 43! /0++47901-B1/.,! /03! 0! 475,-0! -4! -4E0+3,@A47!

475,D424/.-0!43!T�.L!

!

$ E.?<+,! IRRRLYK! ,9+47415,! 0! 47><43,! ?20D,2! 9,+,! 0D541@G0! -,! +479075,! /039245,! -0!

/0390+5,34150! 1G082.14,+! -,! 475+<5<+,! 7<:4.5,! =! +4-<@G0! -4! +.?.-4N! -,7! 2.?,@A47! /03! 0!!!!

,<34150! -,! 702./.5,@G0! .39075,L! T75,! +479075,! 1G082.14,+! O! 0D5.-,! 2.?,1-0874! 07! 901507! -4!

4><.2CD+.0!T.6!.1-./,-07!90+!/C+/<207!1,!E.?<+,!IRRRLiKL!

!

$.1-,!1,!E.?<+,!IRRRLiK6!-415+0!-0!9,770!-4!/,+?,!!!!! ! ! ! ! ! 6!0!9+0/4770!543!.1./.0!,!9,+5.+!-4!<3!

90150! ?41O+./0! -4! 4><.2CD+.0! T.6! .1-./,-0! 90+! <3! /C+/<20L! M4754! 90150! -4! 4><.2CD+.0! 7G0!

/01j4/.-076! 4;.-4154341546! 07! -4720/,341507! ! ! ! ! ! ! 4! 0! 1C;42! -4! /,+?,! e.8"L! ',2! 475,-0! -4!!

4><.2CD+.0!90-4!5,3DO3!74!+4E4+.+!]!7.5<,@G0!/0++47901-4154!]!702./.5,@G0!1<2,!1,!475+<5<+,6!0<!

74:,F!!!!!!!!!!!!!!!!!L!M0!90150!-4!4><.2CD+.0!T.!,92./,874!<3!.1/+434150!-4!/,+?,!!!!!!4!<5.2.N,874!0!

3O50-0!/03D.1,-0!.1/+43415,28.54+,5.;0!9,+,!,2/,1@,+!0!0<5+0!475,-0!-4!4><.2CD+.0!T.~"6!

�
.e∆

�
.e∆

�
.e∆

�
".( −

b(e
��

==
�
.e∆



!

!

dd!

5,3DO3! 43! -475,><4! 74?<1-0! ,! 3,+/,! -4! <3! /C+/<20L! T3! T.~"! 07! -4720/,341507! 4! 0!

/,++4?,34150!7G0!-,-07!90+!!!!!!!!!!!!!6!+4794/5.;,34154L!

!

M0! 90150! T.! 7G0! /01j4/.-,7! ,7! 9+09+.4-,-47! +42,/.01,-,7! /03! ,! +.?.-4N! -07! 424341507! -,!

475+<5<+,!4!-,7! 2.?,@A47!743.8+C?.-,7L!$!9,+5.+!-4754!901506!439+4?,874!0!3O50-0! .1/+43415,28

.54+,5.;0! 9,+,! ,! -454+3.1,@G0! -4!T�.! 74?<1-0! 0! /,3.1j0! -4! 4><.2CD+.0!#.! I45,9,!$KL! T3! /,-,!

.54+,@G0! :! 07! -4720/,341507! .1/+43415,.7! 7G0! 0D5.-07! ,5+,;O7! -,! 4><,@G0! IRRRL_iKL! U477,254874!

><4! 475,! 4><,@G0! O! ,! 9+J9+.,! 4><,@G0! IRRRL[K6! 1,! ><,2! ,! +.?.-4N! -0! 42434150! O! /039075,! 942,!

3,5+.N! 5,1?4154! ! ! ! ! !4!942,!3,5+.N! .1/+43415,2! ! ! ! ! ! ! ! 6!><4!�/0++.?4�!,!+.?.-4N!-,-,!942,!3,5+.N!

5,1?41546!0!><4!O!7.3D02./,34154!,9+47415,-0!1,!E.?<+,IRRRLiKL!
! !

!
IRRRL_iK!

!
!
!
/03! ! ! ! ! ! ! !!!!!!!!!!!!IRRRL_YK!
!
!

741-0!<5.2.N,-0!0!7<D8C1-./4!:!9,+,!.1-./,+!0!1k34+0!-4!.54+,@A47L!
!

 

*7!547547!-4!/01;4+?B1/.,!7G0!+4,2.N,-07!/017.-4+,1-0874!07!;,20+47!-,7!/,+?,7!-474><.2.D+,-,76!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

∆! ! ! 6! ,7! ><,.7! 7G0! /,2/<2,-,7! ,! 9,+5.+! -,7! /017.-4+,@A47! -07! 30;.341507! -4! /0+90! +C?.-0!

I,9+47415,-,7! 10! .543! IRRRL[KK! 4! 1G0! 3,.7! ,5+,;O7! -0! 3O50-0! 74/,154! /01E0+34! ,9+47415,! ,!

4><,@G0! IRRRL_XKL!T754! k25.30!9+0/4-.34150! O! ?4+,234154! ,-05,-0! ><,1-0! 74! <5.2.N,! 0!3O50-0!!!

-4!M4y5018U,9j701L!

 

IRRRL_XK!

 

*!9+0/4770!O! +4945.-0!,5O!><4!,0! E.1,2!-4! :! .54+,@A476! 74:,!0D5.-,!,!/01;4+?B1/.,!9,+,!0!90150!!!!

-4!4><.2CD+.0!!!!!!!6!><,1-0!74!;4+.E./,!><4F!
! !
!
!
!
!
!
!
!
 

.
�
. e!!4!(

!t
�

$
' !t

�

$
R

$

"Z6.�
R

�
'

�

$
":6.

�
:6.

�

$
:6.

�

$
":6.

ttt

e(Lt

−
−

−






 +=

∆=∆

�

$
:6.e

�

$
:6.

�

$
Z6.

�
.

�

$
:6. (Ltee ∆−∆=∆

�
.
�T



!

!

dn!

IRRRL[bK!

!

741-0      0!;450+!-,7!E0+@,7!.154+1,7!/,2/<2,-06!/030!:=!E0.!-.506!,5+,;O7!-,7!/017.-4+,@A47!-4!

30;.341507!-4!/0+90!+C?.-0L!

!
* -4720/,34150!505,2!1,!45,9,!$!O!-,-0!90+F!

!
!
!

IRRRL["K!

!

$77.3! ><4! O! ,5.1?.1-0! 0! 475,-0! -4! 4><.2CD+.0! T�.! -4;4874! ,254+,+! 07! ;,20+47! -,! +.?.-4N! -,7!

2.?,@A476! 43! /0++47901-B1/.,! /03! 0! 475,-0! ,5<,2! -,! 702./.5,@G0! .154+1,L!*7! 10;07! ;,20+47! -,!

+.?.-4N! 7G0! 4H5+,C-07! -,7! +42,@A47! 415+4! +.?.-4N! 4! +05,@G06! 475,D424/.-07! 1<34+./,34154! 0<!

4H94+.3415,234154!8!9,+,!/,-,!5.90!-4!2.?,@G0!1,!475+<5<+,!8!,5+,;O7!-07!30-4207!,9+47415,-07!

10 /,9.5<20!RRL!

!

T3!?4+,26!10!475,-0!,5<,2!-4!702./.5,@G0! .154+1,6!;4+.E./,874!<3,!-.3.1<.@G0!-,7! +.?.-4N47!-,7!

2.?,@A47L! *<! 74:,6! 10! 9,770! -4! /,+?,! .! 5,.7! 9+09+.4-,-47! 7G0! .1E4+.0+47! ]><42,7! +4E4+41547! ,0!

9,770! .8"L! T75,! ;,+.,@G0! -4! 9+09+.4-,-47! O! +479017=;42! 9420! ;450+! -4! E0+@,7! .154+1,7!

-47D,2,1/4,-,76!!!!!!!!!L!

!

*! 10;0! 90150! -4! 4><.2CD+.0! T.�6! /0++47901-4154! ,0! 34730! 475,-0! -4! -4E0+3,@A47!!!

/01E.?<+,-0! 43! T�.6! 7J! 90-4! 74+! -454+3.1,-0! ,?0+,! 74?<1-0! 0! 10;0! /,3.1j0! -4! 4><.2CD+.0!!!!!!

#.~"! 47><43,5.N,-0!1,! E.?<+,! IRRRLiK6! 43!<3!1C;42!-4!/,+?,!3410+!><4!e.L! R750!/0++47901-4!,0!

.1C/.0!-,!45,9,!V!-0!,2?0+.530L!

!

!

#03!,!+4-<@G0!-,!+.?.-4N!-,7!2.?,@A47!415+4!;.?,7!4!/02<1,76!,!475+<5<+,!94+-4!,!/,9,/.-,-4!-4!

7<90+5,+! <3! -454+3.1,-0! 1C;42! -4! /,++4?,34150L! T75,! 94+-,! -4! /,9,/.-,-4! 90+5,154! O!

+49+47415,-,!90+!!!!!!!!!!!!!4!O!/,2/<2,-,!,5+,;O7!-,!4H9+477G0F!
 
 

bKeIee $
Z6.

.15�.�

$

16.�
=−=∆

�
.15e

∑
=

∆=∆
1

":

$

:6.�

$

.�
((

�
�

$
.e∆

�
.e∆



!

!

du!

!
IRRRL[_K!

!

!

01-4!!!!!!!!!!O!0!;450+!-4!E0+@,7!10-,.7!,D70+;.-,7!94207!424341507!-,!475+<5<+,!I/03!+4E4+B1/.,!!

,0!10;0!475,-0!-4! 4><.2CD+.0K6! /<:,!-454+3.1,@G0! 5,3DO3!O! E4.5,! ,!9,+5.+! -,! /017.-4+,@G0!-07!

30;.341507!-4!/0+90!+C?.-06!-4!,/0+-0!/03!0!:=!/.5,-0!,154+.0+34154L!

!

!

!

!

!

!

!

!

!
 
 
 
 
 
 
 

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

e.?<+,!IRRRLiK!T7><43,!/03D.1,-0!.1/+43415,28.54+,5.;0!

 
!
!
!
!
!
!
!

�

$
.

�
.15

�
.

�

�
. eeee ∆+−=∆

�
.15e



!

!

di!

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
e.?<+,!IRRRLYK!8!T7><43,!?20D,2!-,!,1=2.74!1G082.14,+L!

!
!

 

S4;4874! -475,/,+! ><4! 0! /=2/<20! -4! ! ! ! ! ! ! ! ! 1475,! 947><.7,! 74! -=! -4! E0+3,! -.E4+4154! -,><42,!!

<5.2.N,-,!107! 5+,D,2j07!-4!$)aTRS$! I"XYXK! 4!V$'RQ'$!4!%eTR)! I"XYXKL!T3! 5,.7! 5+,D,2j07!!!!!!!!

0! /=2/<20! -07! 47E0+@07! .154+107! ,/<3<2,-07! O! E4.50! <5.2.N,1-0874! 0!3O50-0! -.+450! I! 74/,154! K6!!!

><4! O! ,92./,-0! /017.-4+,1-0874! 07! -4720/,341507! ,/<3<2,-07! 505,.7! +4E4+41547! ]! ?40345+.,!

.1-4E0+3,-,!.1./.,2!I!!!!!!!6!1,!E.?<+,!RRRLiKL!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

*!/=2/<20!-0!;,20+!-4!!!!!!!!!!24;,!=!-454+3.1,@G0!-0!10;0!90150!-4!4><.2CD+.0!T"�L 

 

$ 9,+5.+!-0!90150!T.o!O!-,-0!<3!.1/+434150!-4!!!!!!!!!!!!!!]!/,+?,!+43,147/4154!/0++47901-41546!-4!

30-0! ><4! 0! 90150! -4! 4><.2CD+.0!T.~"! 74:,! ,5.1?.-0! 43! -4E.1.5.;0L!*! 4><.2CD+.0! O! E4.50! 70D+4! ,!

/<+;,! #.~"! ! 741-0! 10;,34154! ,92./,-0! 0! 3O50-0! .1/+43415,28.54+,5.;0L! T3! /,-,! .54+,@G0! :!!!!!

-475,!45,9,6!07!-4720/,341507!.1/+43415,.7!7G0!-454+3.1,-07!,5+,;O7!-,!4H9+477G0F!

!

!
IRRRL[[K!

 
 
 
 
 
 

�

�
.e∆

�
.(

�

�
.e∆

�

�
.e∆

�
:6.

�

V
:6.

�

V
":6. e(Lt ∆=∆−



!

!

dY!

 
/03! ! IRRRL[dK! !
 
 
 
 
*! 9+0/4770!O!+4945.-0!,5O!><4!,0!E.1,2!-4!:!.54+,@A476!74:,!0D5.-,!,!/01;4+?B1/.,!9,+,!0!90150!

4!4><.2CD+.0!T.~"6!><,1-0!74!-454+3.1,!0!-4720/,34150!!!!!!!!!!!L!

 

'4+3.1,-,! ,! 45,9,! V! -454+3.1,874! 0! -4720/,34150! 505,2! ! ! ! ! ! ! ! ! ! +4E4+4154! ,0! 9,770! -4! /,+?,!!!!!!!!!!!!!!

∆!!!!!6!!0!><4!O!-,-0!90+F!
 
 
 

IRRRL[nK!
 

$92./,1-0874! +4945.-,7!;4N47!0!,2?0+.530!?20D,2! I!45,9,!$!4!45,9,!V!K!9,+,! 7</477.;07!9,7707!!!

-4! /,+?,6! /j4?,874! ,0! ;,20+! -,! /,+?,! k25.3,!M<! I! 475,-0! 2.3.54! k25.30! KL! T75,! /,+?,! O! E<1@G0!!!!!

-,7!47D4254N47!-07!424341507!/039+.3.-07!I!0<!E24H08/039+.3.-07K!4!-4!7<,!74@G0!5+,17;4+7,2!!!

4!90-4!74+!-4E.1.-,!90+!<3!-07!/+.5O+.07!-4!+<C1,!,!74?<.+!-47/+.507F!

!

,K! ,!5417G0!3=H.3,!43!).3,!-,7!9,+4-47!-,!74@G0!5+,17;4+7,2!,5.1?4!0!;,20+!-0!2.3.54!

-4! 47/0,34150! -0! 3,54+.,2L! R750! /0++47901-4! ,0! .1C/.0! -4! 92,75.E./,@G0! -,! 9,+4-46! .1-./,1-0!

,77.3!0!.1C/.0!-4!E0+3,@G0!-0!34/,1.730!-4!+<C1,!0!><4!.1-<N!,0!,9,+4/.34150!-4!<3,!+J5<2,!

92=75./,!10!42434150!475+<5<+,2L!

!

DK! .175,D.2.-,-4! 42=75./,! ?20D,2! ,! ><,2! 90-4! 74+! /,+,/54+.N,-,! 90+! 94+-,! 7kD.5,! -4!

475,D.2.-,-4!0/0++41-0!9,+,!94><4107!-4720/,341507!5+,17;4+7,.7!δ!0<!942,!,9+47415,@G0!-4!<3!

4H54170! 9,5,3,+! -4! /,+?,! /03! ,<34150! ,/415<,-0! -,7! -4E0+3,@A47! ε.! 4! -07! -4720/,341507!

5+,17;4+7,.7!δL!

!

$!E.?<+,!IRRRLYK!,9+47415,!,!+479075,!?20D,2!-0!/0390+5,34150!1G082.14,+!-,!475+<5<+,!74?<1-0!0!

3O50-0! /03D.1,-0! .1/+43415,28.54+,5.;0! /03!30;.341507! -4! /0+90! +C?.-0L!M054874! ><4! /,-,!

90150! -475,/,-0! /03! <3! /.+/<20! +4E4+4874! ,! <3! 90150! -4! 4><.2CD+.0! 0D5.-0! ,9J7! <3!

9+0/4-.34150!?20D,2!I45,9,7!$!4!VK!9,+,!<3!-454+3.1,-0!.1/+434150!-4!/,+?,L!

V

"Z6.�
R

�
'

�

V
":6. ttt

−
− 





 +=

�

V
.(∆

�
.(∆

�
.e

�

V
.

�

$
.

�
. ((( ∆+∆=∆



 

 

49 

CAPÍTULO IV 
 
 
 

MODELO DAS LIGAÇÕES SEMI-RÍGIDAS 
 
 
 

No presente trabalho o modelo de uma ligação semi-rígida consiste de um elemento de pórtico   

plano (conexão elástica) de comprimento nulo, com dois nós e três graus de                          

liberdade por nó. Conforme esquematiza a Figura (IV.1), esta modelagem se da segundo a         

adoção de três molas fictícias. cada uma delas assumindo uma das seguintes funções: 

 

•  uma mola espiral de rigidez K(θ) simulando o comportamento à flexão da ligação; 

 
• uma mola axial de rigidez K(x) simulando o comportamento axial da ligação; 

 

•  uma mola axial de rigidez K(y) simulando o comportamento da ligação sob 
esforços de cisalhamento. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura IV. 1 - Modelo adotado para as ligações semi-rígidas 

 

 

 

 

 

 



 

 

50 

A interação destas molas fictícias reproduz o comportamento global da ligação. No 

comportamento não-linear da ligação a rigidez K(θ) é modificada a cada passo de carga do 

processo incremental, em concordância com a evolução do estado de deformação da mesma 

ligação. 

 

As rigidezes equivalentes K(x) e K(y) são assumidas como infinitamente grandes. A       

primeira destas considerações simplifica os cálculos e permite ignorar os efeitos da não-

linearidade geométrica do elemento de ligação. 

 

Para simular uma rótula ou um engaste perfeito no lugar da ligação semi-rígida, basta que se 

tome para K(θ) uma rigidez nula ou um valor infinitamente grande, respectivamente. 

 

Assume-se nesta pesquisa que o carregamento se dê no próprio plano da ligação e que esta     

não esteja submetida aos efeitos de descarregamento. 

 

Ainda na presente pesquisa, não se considera a influência da força cortante no comportamento 

intrínseco da ligação. 
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CAPÍTULO V 
 
 
 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 
 
 
 

O sistema MEDIFEM [PFEIL, 1991] foi desenvolvido para resolver diversos tipos de 

problemas estruturais em uma, duas ou três dimensões, lineares ou não lineares; estáticos ou 

dinâmicos O programa, escrito em FORTRAN utiliza uma linguagem de macro-instruções 

sendo cada unia delas associada a um conjunto de subprogramas compactos. Estes 

subprogramas são destinados a realização de urna ou mais tarefas no processo de solução pelo 

Método dos Elementos Finitos [MEF]. 

 

Uma das análises possíveis de serem realizadas com o MEDIFEM consiste na solução do 

problema estático não-linear onde são utilizados vários métodos convencionais, tais como: 

incremental não-linear (tangente), direto (secante) e estratégia iterativa de Newton-Raphson. 

Também encontra-se implementado um algoritmo híbrido, constituindo-se apenas de uma 

combinação adequada entre aqueles métodos convencionais. Os diversos esquemas de solução 

são realizados a partir de uma série de macro-instruções solicitadas em uma seqüência 

adequada. 

 

Para a obtenção da resposta do comportamento das estruturas analisadas no presente trabalho, 

foi utilizado o elemento de pórtico plano ou espacial (ELMTO6). Na matriz de rigidez      de   

tal elemento estão incorporadas a matriz de rigidez           (linear), a matriz de rigidez 

geométrica, Kg e as matrizes de rigidez                     todas referenciadas no item III.2. 

 

A matriz de rigidez         permite introduzir na analise os efeitos da força axial na rigidez à 

flexão. 
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Deve-se observar que tal elemento de pórtico plano está apto a resolver estruturas aporticadas 

com não-linearidade geométrica acentuada inclusive com rotações moderadas. 

 

A incorporação da flexibilidade das ligações na estrutura se dá segundo o elemento de mola 

plano (ELMTO5). Em tal elemento devem ser fornecidas as rigidezes das molas equivalentes, 

conforme o exposto no capítulo (IV), com referência ao sistema global. 

 

Os algoritmos de solução do problema não-linear são acessados (ou construídos) segundo 

diversas instruções dadas através de macro-comandos. Entre estas instruções pode-se citar: 

TTAN, TFOR e LOCA, cujos significados e finalidades são apresentados no Anexo (A). 

 

No sistema é também implementado o cálculo das forças internas considerando-se os 

deslocamentos de corpo rígido. Isto difere do procedimento clássico da análise não-linear, no 

qual as forças internas são calculadas simplesmente através do produto            . Tal 

procedimento não conduz a resultados tão bons quanto os obtidos com a consideração dos 

movimentos de corpo rígido. 

 

~~
s U.K
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CAPÍTULO VI 
 
 
 

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
 
 
 
VI.1 - LIGAÇÕES UTILIZADAS NOS MODELOS 
 
 

Foram analisados os comportamentos de seis pórticos planos metálicos. Três destes pórticos              

são imaginários; os outros são modelos em escala natural ensaiados por STELMACK [1986]              

e por LAU [1995]. Os resultados experimentais destes modelos, em termos da relação carga-

deslocamento, foram confrontados com os resultados teóricos obtidos com a utilização do         

sistema MEDIFEM adaptado nesta pesquisa. 
 
 
 

As ligações utilizadas são as seguintes: 

 

1) ligação com cantoneiras duplas de alma, denominada neste trabalho como ligação         

tipo DA, a qual se encontra esquematizada nas figuras (II.1.a) e (VI.1.a); 

 

2) ligação com cantoneiras de topo e assento, denominada como ligação TA, a qual se 

encontra esquematizada nas figuras (II.1.b) e (VI.1.b). 

 

3) ligação com chapa de topo, denominada CT, a qual se encontra esquematizada na     

figuras (VI.1.c). 

 

A figura (VI.1) apresenta ainda. e com maiores detalhes, os parâmetros de padronização 

correspondentes a estes tipos de ligação. 
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(c) ligação com chapa de topo (Tipo CT). 

Figura (VI.I) – Tipos de ligações utilizadas nesta pesquisa e os correspondentes parâmetros de 

padronização 
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VI.2 - EXEMPLO I - PÓRTICOS SIMPLES 

 

A figura (VI.2) apresenta um esquema sobre a geometria do pórtico simples. Note-se que 

também são apresentadas algumas propriedades físicas e geométricas, o tipo e a relação entre   

as cargas atuantes. 

 

Procurou-se simular diversas situações para testar a influência dos diferentes tipos de ligação no 

comportamento do pórtico em estudo. Para isto foi considerada a possibilidade de serem 

utilizadas as ligações tipos DA e TA. alternadamente, no nó B. Em outro caso, estas ligações 

foram trocadas por uma ligação idealmente rígida. Nos nós A e D foram consideradas rótulas 

perfeitas e no nó C ligação idealmente rígida. 

 

A tabela (VI.1) apresenta os valores dos parâmetros de padronização correspondentes aos dois 

tipos de ligações utilizadas. 
  
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura (VI.2) - EXEMPLO I - Pórtico plano metálico com ligações semi-rígidas. 
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Tabela (VI. 1) - Ligações utilizadas no pórtico simples. 
 
 

d g t f l Ligação 
mm pol mm pol mm pol mm pol mm pol 

DA 180 7,08 70 2,75 6 0,23 - - - - 
TA 330 12,99 - - 15 0,59 9,52 0,37 160 6,29 

 
 

A tabela (VI.2) apresenta os diversos casos de aplicação, propostos através de variações das 

ligações no pórtico simples. 

 

Tabela (v'.2) - Casos de aplicação. tendo por base o pórtico simples do EXEMPLO 1. 

TIPOS DE LIGAÇÕES UTILIZADAS (*) CASO 

EM A EM B EM C EM D 

I RÓTULA DA RÍGIDA RÓTULA 

II RÓTULA TA RÍGIDA RÓTULA 

III RÓTULA RÍGIDA RÍGIDA RÓTULA 

             (*) Esta tabela está em correspondência com a Figura (VI.2). 

 

A figura (VI.3) apresenta o comportamento M - θ das ligações tipos TA e DA consideradas  

para o pórtico simples. Estes resultados foram obtidos primeiramente através da formulação de 

FRYE e MORRIS. Sobre os conjuntos de pontos assim obtidos, foram geradas duas B-Splines 

Tensionadas, uma para cada ligação. as quais foram utilizadas para as simulações apresentadas 

no capitulo (VII). 
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Figura VI.3 – Comportamento M - θ das ligações tipos TA e DA do pórtico do EXEMPLO I. 

Resultados obtidos com B-Spline Tensionada de Ordem 4. 

 

Os diagramas rigidez-rotação das duas ligações utilizados são apresentados na Figura (VI.3). 
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Figura (VI.3) – diagramas rigidez-rotação das ligações utilizadas no pórtico simples. 

 

VI.3 - EXEMPLOS II e III - PÓRTICOS ENSAIADOS POR STELMACK 

 

Os pórticos ensaiados por STELMACK [1986] são apresentados esquematicamente na Figura 

(VI.4). 
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Figura (VI.4) - Pórticos ensaiados por STELMACK [1986] 
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Os resultados analisados pertencem a dois de uma série de dez modelos ensaiados. Todos os 

elementos dos modelos são constituídos por perfis W 5x16 de aço A36. Nos nós A, B, C e D 

foram utilizadas ligações iguais do tipo TA. com uma espessura padrão de 1,27 cm. As ligações 

em E e F no pórtico I e em E, F e G no pórtico II foram projetadas de forma a se comportarem 

como rótulas perfeitas. 

 

Os contraventamentos impostos aos pórticos I e II são imaginários (figuras VI.4.a2 e VI.4.b2). 

A intenção é verificar os diferentes comportamentos destes pórticos sem ou com as diagonais  

de contraventamento, caso elas de fato fossem utilizadas com as ligações semi-rígidas em 

estudo. Estas diagonais foram dimensionadas segundo a NBR8800 (ABNT, 1986). 

 

O pórtico I foi solicitado por cargas horizontais cíclicas aplicadas nos nós A e B. O 

carregamento se iniciava com uma carga cíclica de ±4,53 kN(±1 kip) aplicada no nó A. Em 

seguida eram dados incrementos de 4.53 kN até que a carga em A atingisse os valores   

máximos de ±22,68 kN. A carga aplicada em B era sempre a metade da carga em A. 

 

O pórtico II foi submetido a cargas de gravidade e a uma carga horizontal cíclica, conforme 

esquematiza a figura (VI.4.bl). Após a aplicação das cargas de gravidade de 10,88 kN (2,4  

Kips) nas posições indicadas por H, I, J e K nos vãos do modelo, dava-se inicio ao  

carregamento horizontal cíclico. Os ciclos foram realizados aplicando-se cargas sucessivas de: 

±4,53 kN; ±9,07 kN;  ±18,14 kN(três vezes), ±27,21 kN, ±36,28 kN, ±45,35 kN e, por último, 

uma série de ciclos entre -18,14 kN e 27,2l kN. 

 

Em ambos os pórticos foi computado o peso próprio dos perfis. 

 

A tabela (VI.3) apresenta os valores dos parâmetros de padronização correspondentes à    

ligação utilizada nos modelos ensaiados. 
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Tabela (VI.3) - Ligação utilizada nos pórticos de STELMACK [1986]. 
 
 

d g t f l Ligação 
mm pol mm pol mm pol mm pol mm pol 

TA 127 5,00 - - 12,70 0,50 19,05 0,75 127 5,00 

 

Nesta pesquisa, a modelagem do comportamento M - θ da ligação utilizada está restrita à 

incrementos monotônicos dos momentos nas ligações. Os modelos ensaiados por STELMACK 

foram submetidos como se viu, a cargas cíclicas. Desta forma, para propiciar uma    

confrontação mais significativa entre os resultados experimentais disponíveis na referencia 

[STELMARCK, 1986] e os teóricos obtidos com o sistema MEDIFEM, foram considerados 

dois casos de diagramas momento-rotação da ligação utilizada. 

 

CASO 1 - Diagrama M - θ obtido através da modelagem B-Spline Tensionada  

realizada sobre pontos artificialmente gerados segundo a modelagem polinomial de FRYE e 

MORRIS [1975]. A figura (Vl.5) apresenta a modelagem proposta e a figura (VI.6) apresenta     

o diagrama rigidez-rotação da ligação. 

 

CASO 2 - Diagrama M - θ definido a partir dos pontos médios extraídos dos 

diagramas M - θ experimentais, os quais foram obtidos através dos ensaios de 14 ligações iguais 

às utilizadas nos pórticos ensaiados. Estas ligações foram solicitadas por momentos 

incrementados monotônicamente. Os pontos médios experimentais foram ajustados por B-

Spline Tensionada de ordem 6. As figuras (VI.7) e (VI.8) ilustram este procedimento. 
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Figura (VI.5) - Modelagem de comportamento M - θ das ligações utilizadas nos pórticos de  
 

STELMACK (CASO 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura (VI.6) - Diagrama rigidez-rotação das ligações utilizadas nos pórticos de STELMACK  
 

(CASO 1) 
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Figura (VI.7) - Respostas aos momentos incrementados monotônicamente, para as 14 ligações 

 
de 1/2" ensaiadas por STELMACK. 

 
 

A rotação θs  = 3,0x10-3 rad indicada na figura VI.7, de acordo com STELMARCK e outros 

(1986), é o limite superior para a rotação relativa das ligações de 1/2" sob carga de serviço. Já 

a rotação θ!  = 6,0x10-3 rad indicada define o limiar das grandes rotações das ligações de 1/2", 

a partir das quais as cargas cíclicas de grande intensidade causam consideráveis quedas nas 

rigidezes das ligações, ocorrendo sempre plastificação das mesmas. 
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Figura (VI.8) - Modelagem do comportamento M - θ das ligações utilizadas nos pórticos de 
 

STELMACK (CASO 2). 
 
 

A figura (V1.9) apresenta a comparação entre as respostas experimental e teórica da ligação 

quando submetida a cargas cíclicas. A resposta teórica foi obtida através de simulações 

realizadas por STELMACK e colaboradores [STELMACK, 1986], os quais utilizaram a 

formulação de MONCARZ [1981]. Esta formulação incorpora uma idealização trilinear para a 

relação M - θ da ligação e prevê o caso de cargas cíclicas. 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura (VI.9) - Comparação entre as respostas experimental e teórica de uma ligação de 1/2" 
 

ensaiada por STELMACK, sob cargas cíclicas. 
 
Foi ainda considerado para a analise o caso extremo de ligação idealmente rígida. 
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VI.4 - EXEMPLO IV - PÓRTICO ENSAIADO POR LAU 
 

O pórtico ensaiado por LAU (LAU et. al., 1995) é apresentado esquematicamente na 
figura (VI.10). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (Medidas em m) 
 
Figura VI. 10 - Pórtico ensaiado por LAU (1995). 

 

Trata-se de um pórtico indeslocável, constituído por pilares de perfis UC23 (152x152x23) e 

vigas de perfis UB22 (254x102x22) de acordo com a nomenclatura apresentada em tabela de 

perfis da British Steel. 

 

Neste pórtico, todas as ligações são do tipo TA, sendo que os resultados experimentais M - θ 
oriundos de ensaios realizados em ligações idênticas às do modelo ajustados por B-Spline de 

ordem 4 e estão apresentados na figura VI. 11. 
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Figura VI.1 1 - Comportamento M - θ das ligações ensaiadas por LAU (1995). Resultados 

obtidos com B-Spline de ordem 4 sobre pontos Experimentais. 

 

 

Durante o ensaio, as cinco vigas do pórtico foram carregadas com cargas de gravidade no    

valor de 102 kN, em pequenos incrementos As vigas 2, 3, 4 e 6 foram então carregadas até 

atingirem sua carga de projeto enquanto a viga 5 permaneceu submetida apenas às cargas de 

gravidade. As colunas central e da direita do pórtico foram então submetidas a cargas 

concentradas no valor de 250 kN, sendo o carregamento aplicado em cinco incrementos. A 

seguir, a coluna da esquerda foi então carregada até seu colapso. 
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CAPÍTULO VII 
 
 
 

APRESENTAÇÃO E ANÁLISE DOS RESULTADOS 
 
 

VII.1 - INTRODUÇÃO 

 

Por se tratar de um processo incremental-iterativo o que foi implementado no sistema 

MEDIFEM, deve-se dar atenção a dois fatores diretamente ligados à convergência e à precisão 

da análise, quais sejam: o número de elementos adotados na discretização das estruturas dos 

exemplos de aplicação e o tamanho do passo de carga. 

 

Com relação à discretização das estruturas foi verificado que o número de seis elementos de 

mesmo comprimento por barra é adequado para garantir parcialmente a convergência dos 

resultados numéricos. 

 

Para os passos de carga foram adotadas taxas que variaram de 1% a 2% do valor da carga total. 

No inicio do carregamento eram dados passos de carga de 2% do valor da carga total; a           

1/3 da carga última (ou da carga total aplicada) diminuía-se a taxa de carga para 1%; a seguir,    

a solicitação era imposta através de controle de deslocamento até ser atingido o estado limite 

último da estrutura. Deste modo, mesmo nos casos de convergência numérica lenta, era 

geralmente possível chegar-se a um resultado satisfatório. 

 

VII.2 - EXEMPLO 1- PÓRTICO SIMPLES 

 

A figura (VII. 1) apresenta a discretização do pórtico simples analisado. 
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 (dimensões em m) 
 

Figura VII.l - Discretização do pórtico simples. 
 
 
 

A figura (VII.2) apresenta as respostas teóricas do comportamento dos  três casos    

considerados (tabela VI.2) para o pórtico simples. 

 

Nas diversas simulações teóricas foi considerado como se o material da estrutura fosse 

perfeitamente elástico. As modelagens M - θθθθ das ligações também foram consideradas como 

totalmente elásticas. A única restrição referiu-se ao estado de deformações das ligações; para 

isto, limitou-se o alcance do ângulo θθθθ em, no máximo, 0,08 rad (aproximadamente 4°30′). O  

fim da execução do programa e, por conseguinte, o estado de deformação da estrutura, passou   

a depender apenas da rotação relativa das ligações ou da convergência do algoritmo de    

solução - quando a carga imposta não era alcançada. 

 

Numa observação global da Figura (VII.2), verifica-se que a presença das ligações flexíveis 

modificam sensivelmente o comportamento das estruturas aporticadas. 

 

Observe-se na Figura (VII.2) que as cargas últimas dos diversos casos de aplicação podem ser 

previstas segundo os patamares horizontais sugeridos pelas formas de suas respostas. 
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Relacionando, na mesma figura, a carga última do caso III (rótula em A e engastes perfeitos em 

B e C) com as dos demais casos pode-se verificar que: 

 

a) a presença de uma ligação com cantoneiras de topo e assento (tipo TA), no lugar da 

ligação rígida, reduz em 10% a carga última do pórtico.; 

 

b) quando a ligação sé faz através de cantoneiras duplas de alma (tipo DA) esta 

redução aumenta para 15% 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura VII.2 - Diagrama carga-deslocamento dos casos I, II e III. 

 
 
 

Tais comportamentos são indiferentes ao fato de três casos apresentarem uma mesma rigidez 

inicial. 
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A resposta não-linear de cada um desses casos depende tão somente da interação entre os efeitos 

da não-linearidade geométrica e da flexibilidade das ligações utilizadas 

 
 
VII.3 - EXEMPLO II E III- PÓRTICOS DE STELMACK 
 
 

A Figura (VII.3) apresenta a confrontação entre dois diagramas M - θ da ligação utilizada,  

sendo um dos diagramas obtido a partir da formulação de FRYE e MORRIS (CASO 1) e o  

outro obtido a partir dos resultados experimentais (CASO 2). Note-se que existe uma 

considerável diferença entre os dois diagramas. 

 

De acordo com o que se pode depreender da Figura (VI.9), a rotação das ligações de 1/2" não 

deve exceder a 3xl0-3 radianos para as cargas de serviço. A esta rotação atribui-se a 

denominação θS. 

 

Conforme se pode observar na figura (VII.3), para a rotação correspondente às cargas de 

serviço, θS, resulta uma diferença de 40% entre os momentos previstos segundo cada    

diagrama. 
 
 

A utilização de um ou outro diagrama leva á determinação de diferentes respostas do 

comportamento dos pórticos analisados. 

 

Este fato serve como advertência aos projetistas de estruturas metálicas, ratificando que se   

deve fazer unia análise detalhada do modelo do comportamento M - θ da ligação a ser   

utilizada. 

 

Nas simulações teóricas foi utilizado apenas o CASO 2 de diagrama, ou seja, B-SPLINE sobre 

resultados experimentais. 
 
 
 
 

 



 

 

71 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura (VII.3) - Comparação entre os diagramas M - θ correspondentes aos CASOS 1 e 2. 
 

As simulações considerando o contraventamento foram realizadas considerando uma  

deformada inicial em todas as diagonais, cuja forma senoidal foi imposta segundo a expressão 

(VII.1): 
 
 
 
 

(VII.1) 
 
 
 
sendo: 
 
 

y = valor da deformada em função da posição x considerada ao longo da diagonal; 
 
L = comprimento da diagonal; 
 
a = amplitude máxima da deformada inicial, cujo valor foi considerado igual a L/1000. 

 

 






 π=

L

x
sen  .ay
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Para o cálculo das tensões nas fibras extremas das mesas dos perfis (todos os perfis foram 

dispostos no plano do pórtico segundo sua maior inércia) adotou-se neste trabalho a seguinte 

formulação simplificada: 

 

(VII.2) 

 

Na equação (VII.2), M e N são o momento fletor e o esforço normal, respectivamente,    

atuantes na seção. As tensões σs e σi as distâncias hs e hi se referem às mesas superior e    

inferior do perfil. A e I são área e a inércia da seção transversal do perfil. 
 

As Figuras (VII.5) a (VII.7) apresentam os diagramas teóricos-experimentais, em termos de 

carga-deslocamento (P-δ), dos pórticos ensaiados por STELMACK. 

 
 
VII.3.1 - EXEMPLO II- PÓRTICO 1 
 

A figura (VI1.4) apresenta a discretização do pórtico I de STELMACK. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          (dimensões em m) 
 
 
 
Figura VII.4 - Discretização do Pórtico I de STELMACK. 

i,si,s h
I

M

A

N ±=σ
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A Figura (VII.5) apresenta a confrontação entre os resultados experimentais e os teóricos em 

termos de carga-deslocamento (horizontais) referidos ao nó C ou A do pórtico. Os resultados 

experimentais foram obtidos durante ~ 40 ciclo de carga. A simulação teórica foi realizada 

considerando-se o CASO 2 do diagrama M - θ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura (VII.5) - Resultados teóricos e experimentais do pórtico I ensaiado por Stelmark 

 
 

A Fig. VIl.5 apresenta as confrontações entre os resultados experimentais e os teóricos obtidos 

com o sistema MEDIFEM implementado com o modelo adotado na pesquisa, sendo 

apresentadas as relações entre carga aplicada e deslocamento, ambos horizontais, referidos ao  

nó A do pórtico ensaiado. São apresentados também os resultados oriundos das simulações 

considerando-se a utilização de diagonais para o contraventamento de estrutura. 

 

Neste trabalho, a modelagem do comportamento M-O das ligações utilizadas está restrita a 

incrementos monotônicos dos momentos nas ligações. O pórtico ensaiado por Stelmack foi 

submetido a cargas cíclicas. Desta forma, para propiciar uma confrontação mais significativa 

entre resultados experimentais disponíveis e os teóricos obtidos com o MEDIFEM adaptado,  

foi considerado para o cálculo das rigidezes das ligações (iguais entre si) o diagrama M-θ 



 

 

74 

definido numericamente a partir dos pontos médios experimentais, conforme apresenta a figura 

VI.8. Para as confrontações foram considerados apenas os resultados experimentais do  

diagrama Pxδ correspondentes aos ramos ascendentes do quarto ciclo de carga do modelo.     

Foi também computado o peso próprio dos perfis do pórtico ensaiado. 

 

Na Figura VII.5 estão destacados os deslocamentos horizontais δs e δ!, correspondentes às 

rotações relativas das ligações θs = 0,003 rad e θ! = 0,006 rad. De acordo com Stelmack 

(1986), θs é o limite superior para a rotação relativa das ligações de 1/2" sob carga de serviço. 

A rotação θ! define o limiar das grandes rotações das ligações de 1/2", a partir das quais as 

cargas cíclicas de grande intensidade causam consideráveis quedas nas rigidezes das ligações, 

ocorrendo sempre plastificação das mesmas. 

 

Percebe-se na figura que as respostas da estrutura dentro do campo das cargas de serviço, 

apresentam-se com formas aproximadas à elástica linear. A partir de δs  nota-se uma sensível 

não-linearidade nos diagramas. Até δ! há uma ótima concordância entre os resultados 

experimentais e os teóricos quando considera-se as ligações semi-rígidas do tipo TA. A partir  

de δl, a concordância dos resultados experimentais com as previsões teóricas é boa, sendo  

muito mais representativa do que quando comparada com os resultados teóricos considerando as 

ligações como rígidas. Nota-se que a partir de δ! há uma sensível perda da capacidade    

portante da estrutura ensaiada. Para o pórtico ensaiado são também apresentados os resultados 

teóricos considerando-se no lugar das ligações semi-rígidas engastes elásticos perfeitos 

(tomando-se para K(θ ) um valor infinitamente grande). Nota-se na figura a diferença entre as 

respostas do comportamento das estruturas quando se compara os resultados obtidos através   

das duas simulações teóricas (com engastes elásticos e com ligações semi-rígidas). As cargas   

de serviço assim previstas resultaram em valores bem diferentes. A carga de serviço 

considerando-se ligações semi-rígidas representa apenas 66 % do valor da carga de serviço 

quando se considera engastes elásticos. Supondo que a carga identificada por P! na figura 

representa solicitação no estado limite último (apenas para efeito de análise), pode-se verificar 

que a consideração de engastes elásticos leva à determinação de uma configuração menos 

deformada que aquela considerando as ligações como semi-rígidas. Assim, tanto para as cargas 

de serviço como para o estado limite último, o fato de se considerar que as ligações sejam 
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idealmente rígidas tem como conseqüências resultados desfavoráveis à segurança do pórtico 

analisado. 

É notável o efeito do contraventamento por diagonais quando comparado com o 

contraventamento garantido apenas pelas ligações rígidas ou semi-rígidas.   O pórtico 

contraventado se manteve praticamente indeslocável, sendo que os estados limites agora não  

são mais alcançados pela deformação exagerada das ligações, uma vez que as rotações θs e θ! 

não foram atingidas. 

 

Na figura (VII.5) pode-se ainda verificar a superposição dos resultados de todos os casos 

referentes ao PÓRTICO I, contraventado, quais sejam. pórtico com todas as ligações  

idealmente rígidas; pórtico com todas as ligações semi-rígidas e pórticos com todas as ligações 

idealmente flexíveis (rótulas). Isto demonstra mais uma vez a eficiência do contraventamento 

por meio de diagonais indiferente da rigidez da ligação utilizada. 

 

Para todos os casos de ligação considerados para o PÓRTICO I, sem contraventamento, não    

foi detectado inicio de escoamento em nenhum de seus elementos. Nestes casos, o estado    

limite último ficou caracterizado pela rotação excessiva em algumas de suas ligações  -  

apontada na figura (VII.5) pelo deslocamento δ!, indicando a plastificação destas ligações. 

 

Com relação aos casos nos quais foram considerados os contraventamentos, até ser atingido o 

carregamento imposto de 30 kN, também não foi detectado início de escoamento em qualquer 

de seus elementos. 

 

VII.3.2 - EXEMPLO III- PÓRTICO II DE STELMACK 

A figura (VII.6) apresenta a discretização do PÓRTICO II ensaiado por STELMACK e a   

figura (VII.7) apresenta as confrontações entre os resultados experimentais e os teóricos   

obtidos com o sistema MEDIFENI, sendo apresentadas as relações entre carga aplicada e 

deslocamento, ambos horizontais, referidos ao nó A do pórtico. São apresentados também os 

resultados oriundos das simulações considerando-se a utilização de diagonais para o 

contraventamento da estrutura. Para as confrontações foram considerados apenas os     
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resultados experimentais do diagrama P x δ correspondentes ao ramo ascendente do oitavo  

ciclo de carga do modelo.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B) Pórtico contraventado (Imaginário) 

(dimensões em mm) 

Figura VII.6 – Discretização do PÓRTICO II ensaiado por STELMACK. 
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Figura VII.7 - Resultados teóricos e experimentais do PÓRTICO II                                  

ensaiado por STELMACK. 

 

Na figura (VII.7) estão indicados os deslocamentos horizontais δs e δl correspondentes às 

rotações relativas das ligações θs e θl . Percebe-se na figura que as respostas da estrutura,   

dentro do campo das cargas de serviço, são perfeitamente elásticas lineares. A partir de δl nota-

se uma fraca não-linearidade nestas respostas. Até δl há uma excelente concordância entre os 

resultados experimentais e os teóricos, quando considera-se na estrutura as ligações semi- 

rígidas do tipo TA. A partir de δl, a concordância dos resultados experimentais com as       

previsões teóricas é boa, sendo muito mais representativa do que quando comparada com os 

resultados teóricos considerando as ligações como rígidas. 

 

Para o pórtico ensaiado são também apresentados os resultados teóricos considerando-se no 

lugar das ligações semi-rígidas engastes elásticos perfeitos. Nota-se na figura a diferença entre 

as respostas da estrutura quando se compara os resultados obtidos através das simulações     

(com engastes elásticos e com ligações semi-rígidas). As cargas de serviço assim previstas 

resultaram em valores bem diferentes. A carga de serviço considerando-se ligações semi-  

rígidas representa apenas 74% do valor da carga de serviço quando se considera engastes  
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elásticos nas ligações. Supondo que a carga identificada por Pl na figura representa a   

solicitação no estado limite último (apenas para efeito de análise), pode-se verificar mais uma 

vez que a consideração de engastes elásticos leva á determinação de uma configuração menos 

deformada que aquela considerando as ligações como semi-rígidas. Assim, tanto para as cargas 

de serviço como para o estado limite último, o fato de se considerar que as ligações sejam 

idealmente rígidas leva a resultados desfavoráveis à segurança do pórtico analisado. 

 

Para o caso de pórtico sem contraventamento, não foi verificado teoricamente o inicio de 

escoamento em nenhum de seus elementos independentemente da ligação considerada. 

 

Verifica-se, também no PÓRTICO II, que é notável o efeito do contraventamento por   

diagonais quando comparado à pequena deslocabilidade garantida pelas ligações rígidas ou 

semi-rígidas. O pórtico contraventado se mantém praticamente indeslocável - indiferentemente 

ao tipo de ligação adotada. Ao contrário do PÓRTICO I, neste exemplo não há a superposição 

completa de todos os resultados teóricos obtidos para os três casos de ligação adotados. 

 

Os estados limites agora não são mais alcançados pela deformação das ligações, uma vez que as 

rotações θs e θl não são alcançadas. Para todos os casos de ligação adotados no PÓRTICO        

II, foi detectado o inicio de escoamento nas fibras inferiores do elemento 46 (meio do vão da 

diagonal comprimida), o que se deu para a carga aplicada de 140 kN. 

 

 

 

VII.4 - EXEMPLO 4- PÓRTICO DE LAU 

 

A figura (VII.8) apresenta a discretização do pórtico ensaiado por LAU(1995) e a figura   

(VII.9) apresenta as confrontações entre seus resultados experimentais e os teóricos obtidos  

com o sistema MEDIFEM sendo apresentadas as relações entre as cargas aplicadas nos     

pontos E e F e o deslocamento vertical da seção central da viga 3 do pórtico. 
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(medidas em mm) 

Figura VII.8 - Discretização do pórtico ensaiado por LAU. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura VII.9 – Resultados teóricos e experimentais do pórtico ensaiado por LAU. 

Na figura (VII.9) pode-se verificar uma excelente concordância entre os resultados 

experimentais e os teóricos na fase inicial do carregamento. Nas etapas subsequentes, verifica- 
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se não mais haver a concordância entre os resultados podem ser verificadas diferenças de até 

20% entre os resultados teóricos e os experimentais. No entanto, ao longo de todo o 

comportamento do pórtico há um paralelismo entre os seus comportamentos. 

 

A diferença entre os resultados teóricos e os experimentais pode ser devido ao fato de que, na 

simulação teórica os carregamentos nas colunas e nas vigas foram impostos simultaneamente e 

no ensaio do pórtico, estes carregamentos foram aplicados um após o outro. 

 

Segundo observou LAU et. al. (1995), devido à semi-rigidez das ligações utilizadas, ao nível   

da carga de projeto, a deflexão da viga 3 mostrou uma redução de 25% daquela que seria 

verificada na seção central de uma viga idêntica simplesmente apoiada. Estes resultados 

mostraram que ligações flexíveis podem aumentar a capacidade de carga de pórticos e isto 

indica os benefícios de se utilizar projeto envolvendo as ligações semi-rígidas. 
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CAPÍTULO VIII 
 
 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 
 
Avaliando os resultados obtidos pode-se concluir que: 
 
 

1) O modelo do comportamento M-θ das ligações utilizando B-Spline Tensionada mostrou-se 

eficiente para o estudo do. comportamento das ligações analisadas, quando estas são 

solicitadas por momento incrementado monotônicamente. 

 

2) O algoritmo usado para a análise não-linear utiliza o método incremental-iterativo para a 

solução do sistema de equações de equilíbrio (com características semelhantes ao algoritmo 

de Newton-Raphson), calculando-se no entanto o vetor de cargas desequilibradas através    

da consideração dos movimentos de corpo rígido. Nesta dissertação, tal algoritmo foi 

implementado em conjunto com a modelagem por B-Spline Tensionada e a formulação de 

FRYE e MORRIS. Os resultados relativos às estruturas analisadas serviram para comprovar 

a eficiência do algoritmo, uma vez que foram considerados bons os resultados numéricos 

frente às respostas experimentais. O sistema computacional MEDIFEM assim constituído, 

mostrou-se adequado para a previsão das respostas dos pórticos estudados, os quais foram 

solicitados por carregamento monotônico ou por cargas cíclicas de pequena intensidade. 

 

3) A concordância entre os resultados teóricos e os experimentais foi verificada não só para os 

resultados obtidos dentro da faixa de cargas de serviço mas também para aqueles próximos 

ao limiar das grandes deformações. Isto qualifica, mais uma vez, o sistema computacional 

adaptado nesta pesquisa. 

 

4) Os resultados obtidos considerando as análises dos pórticos de STELMACK que as    

ligações comportam-se como rigi das apresentaram-se desfavoráveis á segurança estrutural. 

Isto foi verificado mesmo em se tratando de cargas de serviço. De acordo com as respostas 

obtidas, prevéem-se comportamentos ainda mais desfavoráveis para o estado limite último 

das estruturas em análise. Este fato serve de adverténcia aos projetistas, ratificando a 

necessidade de se fazer análises não-lineares das estruturas metálicas aporticadas levando   

em conta os efeitos de segunda ordem e a não-linearidade das ligações utilizadas. 
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5) É notável o efeito do contraventamento por meio de diagonais quando comparado com as 

pequenas deslocabilidades garantidas apenas pelas ligações rígidas ou semi-rígidas nos 

pórticos analisados. No caso de pórticos indeslocáveis, a deslocabilidade não sofreu uma 

influencia sensível quanto á ligação adotada (flexível, semi-rígida ou rígida). Mas, para a 

determinação do comprimento de flambagem dos elementos, se faz necessária a real 

determinação da flexibilidade ou engastamento da ligação. 

 

 
Como sugestões, propõe-se o seguinte: 
 
 

1) Otimizar as modelagens relacionadas às ligações semi-rígidas, por meio de comparações dos 

resultados teóricos obtidos com o modelo polinomial de FRYE e MORRIS, o modelo de 

potência de ANG e MORRIS. B-Spline Tensionada e outros modelos oriundos de recentes 

pesquisas, que traduzem a rigidez a resistência e a capacidade de deformação de nós semi-

rígidos, soldados, parafusados ou mistos. 

 

2) Desenvolver pesquisas sobre o comportamento de pórticos planos metálicos com ligações 

semi-rígidas e submetidos a carregamento cíclico. 

 

3) Desenvolver pesquisas sobre a provável vantagam financeira que poderá ser levada em  

conta no projeto estrutural. com utilização de modelos de nó que tornem possível a 

consideração da semi-rigidez das ligações na análise estrutural, uma vez que a presença 

destas ligações pode acarretar  reduções de momentos fletores nas vigas ou colunas, redução 

de deslocamentos nas \~1gas alterações no comprimento de flambagem das colunas,       

etc..., 

 

4) Sensibilidade das dimensões da ligação na curva M-θ. 

 

5) Estudo paramétrico para pórticos deslocáveis considerando o efeito das ligações semi- 

rígidas x relação rigidez viga /rigidez pilar. 

 

6) Desenvolver modelos simplificados para serem utilizados em projetos. 
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ANEXO A 

 

MACRO-INSTRUÇÕES PARA USO DO PROGRAMA LIGAÇÃO SEMI-RÍGIDA 

 

Para construir algoritmos de solução as seguintes macro-instruções podem ser usadas: 

 
MACR - primeiro cartão das macro instruções 

CHEC - faz o check da malha  

CMAS - montagem da massa consistente 

CONV - testa a convergência dos deslocamentos 

DATA   - ler dados * * macro instrução ( um cartão * * macro é inserido como dado 

seguindo o programa macro) 

DISP N - escreve os deslocamentos nodais em todos os N passos do “loop” 

VELO N - escreve velocidade nodais em todos os N passos do “loop” 

ACEL N - escreve acelerações nodais em todos os N passos do “loop” 

DT V - fornece um incremento de tempo ( ou carga) de valor V 

FORM - forma o lado direito das equações de equilíbrio (vetor de força) 

LMAS - montagem da matriz de massa discreta 

LOOP N - faz o ciclo N vezes de todas as instruções entre as macro instruções LOOP E 

NEXT 

NEXT - fim do ciclo (“loop” ) de instruções 

PROP N - fornece tabela de carga proporcional (dados após o fim do macro programa)  

REAC - computa as reações nodais 

SOLV - resolve equações tangentes 

STRE N - escreve as tensões em todos os N passos no “loop” 

LOCA - calcula novas propriedades de rigidez e momentos internos devido à presença 
da ligação semi-rígida 

TTAN - gera matriz de rigidez tangente 
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TANG - formulação da matriz de rigidez tangente simétrica 

TIME - incremento de tempo de valor DT 

TOLV - faz a tolerância da convergência ser um valor V 

UTAN - formulação da matriz de rigidez tangente não simétrica 

END - fim das macro instruções 

MESH - faz o programa lê novos dados, por exemplo, nova carga. (Não deve mudar 
  condições de contorno ) 
 
IDIS q            - lê o componente q [ 2 ] escolhida como parâmetro de controle. Incrementa o 

deslocamento Uq [2] do valor fornecido na macro instrução DT 
SDIS - processa uma iteração do algoritmo para controle de deslocamento 

fornecendo o vetor de deslocamento totais  { U }i e o parâmetro de carga λ i 
  [2] 

SSPA - calcula os p menores autovalores e autovetores do sistema 

SHIF u - promove um “shif” u na matriz de rigidez 

 
NEWM α’ - macro instrução para o método de Newmark - aloca novos espaços no vetor 
  M e lê o valor de α’ na primeira vez em que é chamada 
 - atualiza os vetores de velocidade e aceleração no tempo t + At, da segunda 
  vez em diante 
 
DTAN - macro instrução para o método de Newmark - forma a matriz de rigidez 
  efetiva K [2] 
DFOR - macro instrução para o método de Newmark - monta o vetor de carga efetivo 
  t+∆tR(K-1) 

MODO N - lê N autovalores e autovetores 

FREQ - na primeira chamada lê daos,  aloca posições no vetor único de 
  armazenamento NI, e calcula os coeficientes de Fourier da carga [ 2 ]. A 
  partir da segunda chamada é feito o cálculo da resposta 

STOP - último cartão do arquivo de dados 

 
Obs.: Informações e referências complementares, ver MANUAL DO MEDIFEM. 
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