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ANALISE INELASTICA E DE SEGUNDA ORDEM DE
ESTRUTURAS COM RESTRICOES BILATERAIS E
UNILATERAIS DE CONTATO

Jéssica Lorrany e Silva

Abril, 2021

Orientadores: Prof. Dr. Ricardo Azoubel da Mota Silveira
Prof. Dr. Igor José Mendes Lemes

Este trabalho apresenta uma metodologia numérica com base em uma formulacgao
em deslocamento para simular o comportamento nao linear 2D de elementos
estruturais em aco, de concreto e mistas de ago e concreto. Sao abordadas fontes
de nao linearidades, como: os efeitos de segunda ordem e a inelasticidade. Vale
ressaltar a adocao do referencial corrotacional na formulacdo nao linear
geométrica de elementos finitos, baseadas na separacdo explicita entre
movimentos de corpo rigido e os que causam deformagdo. A inelasticidade é
modelada considerando a plasticidade concentrada nos nés dos elementos finitos.
Assim, a simulagdo do comportamento nao linear dos materiais, incluindo a
determinacao da capacidade resistente das se¢oes é abordada através do Método
de Compatibilidade de Deformagoes, onde as relagoes constitutivas dos materiais
sao utilizadas explicitamente. Além disso, a presente abordagem numérica nao se
limita a uma tipologia transversal especifica e pode ser usada para analise de
diferentes se¢oes transversais. Em conjunto é realizado um estudo da resposta nao
linear de sistemas envolvendo a interagao solo-estrutura (solo/rocha), com o
intuito de fornecer uma modelagem numérica mais realistica do problema de
engenharia (estrutural/geotécnico). Essa interagao pode ser considerada de duas
formas diferentes em funcao da resposta do meio geoldgico, como: bilateral e
unilateral. Finalmente, apresentam-se analises numéricas avancadas de estruturas
de aco, de concreto e mistos de aco e concreto, para diferentes se¢oes transversais;
e analises de sistemas mecanicos com interacao solo-estrutura. Os resultados
obtidos sao comparados com respostas numéricas e experimentais presentes na
literatura. Verificou-se nos exemplos simulados que a formulagao numérica
proposta é estavel com boa concordancia com dados numeéricos e experimentais
da literatura.

Palavras-Chave: Anélise Avancada, Contato Bilateral, Contato Unilateral,

Método de Compatibilidade das Deformagoes, Formulagao Corrotacional.
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Abstract of Thesis presented to PROPEC/UFOP as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor in Civil Engineering

INELASTIC AND SECOND ORDER ANALYSIS OF
STRUCTURES WITH BILATERAL AND UNILATERAL
CONTACT RESTRICTIONS

Jéssica Lorrany e Silva
April, 2021

Advisors: Prof. Dr. Ricardo Azoubel da Mota Silveira
Prof. Dr. Igor José Mendes Lemes

This work presents a numerical methodology based on displacement to simulate
the 2D nonlinear behavior of steel, concrete and steel-concrete composite. Non-
linearities sources are addressed, such as: second-order effects and inelasticity.
It is worth mentioning the adoption of the corrotational framework in geometric
nonlinear formulations of finite elements, based on the explicit separation between
rigid body movements and those that cause deformation. This formulation
considers the plasticity concentrated in the finite element nodes. Thus, the
stmulation of the nonlinear behavior of the materials, including the determination
the strength of sections is approached through the Strain Compatibility Method,
where the constitutive relationships of the materials are used explicitly. In
addition, the present approach is not limited to a specific cross-typology and can
be used to analyze different cross-sections. Together, a study of the non-linear
response of systems involving the soil-structure interaction (soil / rock) is carried
out, always looking for the most realistic numerical modeling of the engineering
problem (structural/ geotechnical). This interaction can be considered in two
different according to the response of the geological environment as: bilateral and
unilateral. Finally, advanced numerical analyzes of steel, concrete and steel-
concrete composite structures are presented, for different cross sections; and
analysis of structural systems with soil-structure iteration. The results obtained
are compared with numerical and experimental responses found in the literature.
It has been found in the simulated examples the proposed numerical formulation
is stable with good agreement to numerical and experimental data of the literature.

Palavras-Chave: Advanced Numerical, Bilateral Contact, Unilateral Contact,

Strain Compatibility Method, Corrotacional formulations.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Na elaboracao do projeto estrutural busca-se dimensionar os elementos
atendendo as condigoes de seguranca e de utilizacao previstas para a construcao.
Esse dimensionamento é feito com base nas respostas obtidas na analise
estrutural, na qual sdo determinados os esforcos internos, deslocamentos, tensoes
e deformagbes da estrutura sob determinadas condigoes de contorno e
carregamento (GONCALVES, 2013). Destaca-se nesse campo a anélise avangada,
que pode ser definida como um método capaz de avaliar simultaneamente a
resisténcia e a estabilidade da estrutura, sem a necessidade da verificacao
individual da capacidade dos membros (CHEN e TOMA, 1994).

A concepgao de projetos estruturais utilizando anélises avancgadas, com o
objetivo de avaliar o comportamento real da estrutura, emprega recursos
computacionais avanc¢ados e sao utilizadas formulagdes numéricas adequadas para

simular o comportamento nao linear de uma estrutura. Considera-se que a busca



por formulagbes cada vez mais precisas e metodologias de solugao rapidas é um
processo continuo e necessario.

O conhecimento dos chamados efeitos nao lineares, sejam provenientes do
processo de deformagao da estrutura, da plastificacao ou fissuragdo dos materiais
e do comportamento das ligagoes entre os elementos da estrutura, é de
fundamental importancia para que a estrutura exerca satisfatoriamente a funcgao
para a qual foi projetada. Nesse sentido, a busca de formulagbes numéricas
generalizadas e eficientes induziu o uso de métodos de andlise de plasticidade
distribuida. Embora seja considerado mais preciso, esses métodos requerem um
esforgo computacional intenso (CHEN e KIM, 1997). Para obter uma boa precisao
nos resultados computacionais, especialmente na andlise de grandes edificios,
métodos de plasticidade concentrada considerando a plasticidade em um
comprimento especifico perto dos pontos nodais (SCOTT e FENVES, 2006; NGO-
HUU e KIM, 2012) ou exclusivamente nos nés (LIEW et al., 2001; LEMES et al.,
2017a; LEMES, 2018) tém sido utilizados. Esta segunda abordagem é comumente
chamada de Método da Rotula Plastica Refinado (MRPR) (CHAN e CHUI,
2000).

Nesse contexto, o Método dos Elementos Finitos (MEF) se destaca como
uma ferramenta eficiente na simulagdo numérica de problemas estruturais. Ja
consolidado na analise avancada de estruturas de aco, o CS-ASA - Computational
System for Advanced Structural Analysis (SILVA, 2009) - utiliza formulagdes do
MEF baseadas no MRPR. Baseado na teoria da plasticidade concentrada, esse
método tem se mostrado pratico e preciso na avaliacio do comportamento
inelastico até o colapso da estrutura.

Na consideracao da nao linearidade geométrica, vale enfatizar o Referencial
Corrotacional (RCR), para descrigdo do movimento dos corpos sélidos. O RCR é

baseado na separagao explicita entre os movimentos de corpo rigido e



deformacionais, e na utilizacdo de funcoes de interpolagdo consistentes com a
teoria de deformacao nao linear.

Para atingir um equilibrio entre seguranca, tempo (elaboragao e execugao
da obra) e economia, hd uma gama de materiais e métodos disponiveis no
mercado. De forma isolada, dentre os materiais mais usados na construcgao civil,
destacam-se o concreto e o aco.

De modo a facilitar os calculos do projetista, normas de projeto apresentam
procedimentos simplificados para a determinacgao da capacidade resistente desses
elementos (EC 4, 2004; NBR 8800, 2008). Diante da dificuldade em obter uma
resposta com maior grau de precisao, o AISC LRFD (2016) fornece metodologias
simplificadas para o estudo da se¢ao transversal. A norma americana AISC LRFD
(2016) sugere para resolucao desse problema o uso do Método da Compatibilidade
de Deformagoes (MCD). Além de uma descrigao mais realista do comportamento
de sec¢bes transversais de concreto e mistas de aco e concreto, a norma americana
cita que sua utilizacao também ¢é aplicdvel na determinacdo da capacidade
resistente nominal de secoes irregulares. Nas situagoes em que o ago utilizado nao
apresenta comportamento elastoplastico perfeito, a AISC LRFD (2016) também
é adequada. O MCD determina a capacidade resistente das se¢oes transversais e
faz a avaliagao das rigidezes axial e a flexao da secdo transversal, onde é necessario
fazer uma discretizagao da secao transversal (CHIOREAN, 2013; CALDAS, 2004;
LEMES et al., 2015; LEMES et al., 2017b).

Em muitas situacoes praticas, os elementos estruturais encontram-se
apoiados em outros corpos ou meios que oferecem restri¢oes aos seus movimentos
apenas em certas direcoes. Problemas onde a estrutura pode entrar ou perder o
contato com outros corpos, ou mesmo deslizar sobre o seu suporte sao,
usualmente, encontrados na literatura com a denominagdao “Problemas de

Contato” (BARBOSA, 1986; SILVEIRA, 1995; SILVA, 1998; ABREU, 2016).



Dentre os problemas de engenharia onde é possivel encontrar essa interacao
estrutura-meio, destacam-se: trilhos apoiados em dormentes numa ferrovia,
pavimentos, tubulacoes enterradas, estacas-coluna de fundacao, viga mista com
contato entre perfil-laje, e o problema de contato entre as chapas (alma e mesa)

que compoem um perfil metélico (Figura 1.1).

a) Trilhos de ferrovias
https://www.portosenavios.com.br
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b) Tubulagoes enterradas

http://www.grupoestrutural.com.br

Figura 1.1. Exemplos de estruturas em contato com o solo



¢)  Tinel

https://creci-ri.cov.br

Figura 1.1. Exemplos de estruturas em contato com o solo (Continuagao)

Problema de contato solo-estrutura podem ser caracterizados como
unilateral ou bilateral. O contato bilateral considera que o meio de contato reage
tanto as solicitacoes de tragdo quanto as de compressao. Uma modelagem mais
realista do solo pode ser obtida considerando na sua formulacao a reacao apenas
as solicitacoes de compressao, o que caracteriza o contato como unilateral.

Interacoes de contato entre dois corpos deformaveis, onde um deles é
considerado como uma base elastica, sdo, usualmente, modeladas por meio de
condicoes de contorno bilaterais, ou seja, através de deslocamentos e/ou forcas
prescritas em alguma regidao do corpo. Tais modelos sao satisfatérios para algumas
aplicacoes de engenharia, mas deixam de ser confidveis quando o comportamento
dos corpos na regiao de contato é assunto de principal interesse e quando ha
variacao da regidao de contato entre eles. Geralmente, nesses casos, é necessario
estabelecer condigoes de contorno unilaterais (impenetrabilidade entre os corpos,
por exemplo) como parte da solugdo, uma vez que nao se conhece a verdadeira

area de contato.



O estudo do comportamento mecanico de estruturas em contato com o solo
¢ naturalmente complexo. No entanto, podem ser desenvolvidos modelos
simplificados para aproximar seu comportamento. Esses modelos, apesar de nao
representarem com exatidao o comportamento do meio, podem oferecer respostas
suficientemente satisfatorias para a solucao de diversos problemas da engenharia
(ABREU, 2016).

A anélise de problemas de contato unilateral é mais complexa, pois esses
problemas apresentam um comportamento nao linear mesmo quando se
consideram pequenas deformagoes e material elastico linear. Essa nao linearidade
¢ oriunda das condigoes de contorno impostas, que sao dadas em forma de
restricoes de desigualdades, correspondendo a condicao cinematica de nao
penetragao entre os corpos e a condicao estatica da pressao de contato ser apenas
compressiva. Tais restricbes sao expressas na forma complementar de Kuhn-
Tucker (LUENBERGER, 1973; SILVEIRA, 1995). Assim, o problema de contato
unilateral pode ser formulado como um problema de otimizagao com restrigdoes
impostas por outros corpos ou meios. As condigoes de 6timo do problema
otimizacao com restri¢oes sao obtidas resolvendo-se as equagoes de equilibrio em

conjunto com as restricoes e com a condi¢ao de complementaridade do contato.

1.2 Objetivo e Justificativa

O objetivo geral deste trabalho pode ser definido como o estudo da resposta
nao linear de sistemas envolvendo a interagdo solo-estrutura (solo/rocha),
procurando sempre a modelagem numérica mais realistica do problema de
engenharia (estrutural/geotécnico). Serao abordadas as mais diversas formas de
nao linearidades e outros efeitos que a tipologia estrutural abordada proporciona:
efeitos de segunda ordem, plasticidade, imperfeicoes (geométricas e tensoes

residuais), formulagdo do elemento finito nao linear, curvas de interacdo, e



algoritmos para tratamento do problema nao linear, além da anélise de problemas
com restricoes unilaterais e bilaterais de contato.

Genericamente, pretende-se estudar, analisar e desenvolver metodologias
de solugdo numérica para sistema de suporte (solo-estrutura) com restrigoes
bilaterais e unilaterais de contato. Além disso, visa-se dar continuidade a pesquisa
sobre andlise avancada de estruturas. Assim, serd possivel realizar anélises
numéricas avangadas de estruturas (viga, colunas, arcos, anéis e pérticos) de ago,
de concreto e mistas de ago e concreto com restricoes de contato.

Com relagao a andlise das estruturas, serd utilizada uma formulacao
numérica generalizada baseada na plasticidade concentrada aplicavel no estudo
de estruturas de aco, de concreto e mistas de aco e concreto. Um elemento finito
Corrotacional 2D foi utilizado e associado a fungdes de interpolagao para evitar o
enrijecimento espurio da estrutura durante a analise. Associado a este elemento,
o MCD foi utilizado para inserir o comportamento dos materiais nos nés do
modelo numeérico, viabilizando a analise de elementos constituidos por concreto,
e também de diferentes se¢oes transversais.

A andlise de sistemas estruturais considerando o conjunto dessas nao
linearidades exige o desenvolvimento de formulagoes e estratégias numéricas
bastantes sofisticadas. Isto talvez possa explicar o pequeno niimero de referéncias
envolvendo o tema. Encontra-se uma vasta literatura tratando separadamente os
problemas de equilibrio de corpos deformaveis com contato, os problemas de
estabilidade e comportamento nao linear de elementos estruturais e o
comportamento nao linear dos materiais. Os trabalhos que abordam esses assuntos
de forma conjunta sao pouco encontrados. Além disso, a maioria dos trabalhos
disponiveis limita-se em fornecer solucbes bastantes particulares. Esse fato,
juntamente com a importancia pratica desse tipo de problema, motivaram a

adocao deste tema para a tese de doutorado.



A presente tese pretende dar continuidade as pesquisas relacionadas ao
tema Problemas de Contato (MACIEL, 2012; SILVEIRA et al., 2013) e a anélise
avangada de estruturas de ago, de concreto e mistas de ago e concreto (SILVA,
2009; SILVA, 2016; LEMES, 2018). Esses assuntos estdo inseridos nas linhas de
pesquisa de Mecanica Computacional e Comportamento e Dimensionamento de

Estruturas do PROPEC/Deciv/EM/UFOP.

1.3 Estado da Arte

Nesta secao sao citados trabalhos que fundamentam e contextualizam a

importancia do tema em estudo.

1.3.1 Analise avancada de estruturas

Pesquisas experimentais e numéricas, no contexto da andlise numérica
avancada de estruturas, tém possibilitado o desenvolvimento de avaliagdes de
seguranga estrutural cada vez mais realistas. O MEF se destaca como ferramenta
eficiente com relagao a este tema. O programa CS-ASA (SILVA, 2009) vem sendo
desenvolvido ao longo dos ultimos anos visando o estudo de diversas fontes de
nao linearidade, tanto no ambito da analise estatica quanto dinamica de
estruturas de ago. Mais recentemente, Lemes (2015) incluiu uma metodologia
generalizada para avaliacao da capacidade resistente da se¢do transversal e
proporcionou ao CS-ASA condigoes para a realizacdo de andlises inelasticas de
segunda ordem de estruturas de concreto e mistas.

Encontram-se na literatura diversos trabalhos nesta linha de pesquisa
(CALDAS, 2004; BRATINA et al., 2004; MUNIZ, 2005; CHIOREAN, 2013;
GONCALVES e CARVALHO, 2014; SILVA et al., 2021). A busca pela

generalizagao e eficiéncia das formulagoes induz a utilizagao de métodos de analise



da plasticidade de forma distribuida, como é comumente chamado o Método da
Zona Plastica (MZP).

Caldas (2004) implementou procedimentos de andlise de elementos
estruturais reticulados mistos de ago e concreto com se¢oes arbitrarias, baseado
no MEF. Nesse trabalho foi realizada analise avangada através do MZP. Dando
continuidade ao trabalho de Caldas (2004), Muniz (2005) generalizou o
comportamento dos materiais. Na referida pesquisa, o autor implementou
elementos referidos ao sistema Corrotacional, onde apenas os deslocamentos que
realmente causam deformacao sao avaliados.

Chen e Kim (1997) definiram o MZP como “exato”, ja que nao se faz
necessario verificar a capacidade resistente de cada membro isoladamente. Isso
porque os efeitos nado lineares fisicos e geométricos e as tensoes residuais foram
consideradas explicitamente. Assim, Gongalves (2013) ressaltou que a aplicagao
do MZP é restrita a simulagao de estruturas simples para comparagao com
resultados experimentais e/ou como calibragdo de novas metodologias de andlise.

O MRPR surge como alternativa para se obter boa precisao nos resultados
de forma mais viavel computacionalmente. Usualmente, o MRPR esté associado
a andlise de estruturas de aco (CHAN e CHUI, 2000; SILVA, 2009) e mistas
(FONG e CHAN, 2012; LEMES, 2015). Nessas abordagens, a degradacao da
rigidez da segdo transversal foi feita por meio de elementos de mola ficticios,
inseridos nas extremidades dos elementos finitos de viga-pilar. Porém, em
qualquer analise com o MRPR, sempre haverad um trecho onde o comportamento
dos materiais presentes na secao sera linear-elastico. Dessa forma, a modelagem
de elementos de concreto armado nao é precisa (LEMES, 2018).

Lemes (2018) propds uma abordagem onde as molas rotacionais ficticias,
usualmente empregadas para simular a inelasticidade dos materiais no MRPR

(CHAN e CHUI, 2000), nao eram necessarias. Visou-se o acoplamento da



metodologia do MRPR ao Método da Compatibilidade de Deformacoes (MCD)
(CALDAS, 2004; CHIOREAN, 2013) para a avaliacdo tanto da capacidade
resistente da secdo transversal, quanto das rigidezes axial e a flexao. Assim, a
plasticidade foi avaliada de forma nodal através dos parametros generalizados de
rigidez, gerando uma nova metodologia denominada Método da Roétula Plastica
Refinado Modificado (MRPRM).

Formulacoes nao lineares estaticas e dinamicas tridimensionais baseadas
no MEF para avaliar o comportamento de pilares e porticos mistos foram
utilizadas por Denavit (2012). O autor validou sua metodologia comparando-a
com ensaios experimentais desenvolvidos também no mesmo trabalho. Foram
avaliadas secoes preenchidas e secoes envolvidas com concreto. No mesmo ano,
Ngo-Huu e Kim (2012) estudaram uma metodologia mista entre o MRPR e o
MZP para a avaliagao de estruturas mistas. Os autores fizeram a discretizacao da
secao transversal em fibras e avaliaram o médulo de elasticidade tangente dos
materiais por meio das respectivas deformacoes.

Em um trabalho sem as pseudo-molas, Kostic et al. (2016) estudaram
especificamente a resposta inelastica concentrada de pilares mistos preenchidos.
O modelo utilizado no referido trabalho para a degradacao da rigidez foi proposto
por Lubliner et al. (1993). Porém, nessa pesquisa os autores consideraram a rigidez
a flexdo homogeneizada até que o limite elastico fosse atingido (HAJJAR e
GOURLEY, 1996). Ja Scott e Fenves (2006) limitaram a plasticidade a regices

com comprimento especifico nas extremidades dos elementos finitos.
1.3.2 Problema de interacao solo-estrutura

E crescente o interesse na avaliagao do comportamento das estruturas com
restricoes de contatos nos tltimos anos. Em 1964, Kerr (1964) apresentou

equagoes matematicas que descreviam o comportamento de varios modelos de

10



fundacao, tais como: Winkler, Pasternak, Reissner, Vlasov, entre outros.
Posteriormente, Kerr et al. (1976) apresentou métodos variacionais, desenvolvidos
a partir do principio dos trabalhos da energia potencial total estacionaria, para
formular o problema de contato de vigas apoiadas continuamente em bases
elasticas.

Chandra et al. (1987) propdés um polinémio com um termo nao linear
cubico para representar a reacdo da fundagao elastica, levando-se em conta o
comportamento nao linear do solo. Tal abordagem foi usada por Shen (1995) para
analise estatica de placas imperfeitas, e, mais posteriormente, o mesmo autor
utilizou esse modelo na analise do comportamento termomecéanico de placas em
contato com o solo (SHEN, 2000).

Nogueira et al. (1990) propuseram uma solugao numérica baseada no MEF
para o problema de contato unilateral entre vigas e bases elasticas do tipo
Winkler. Foram usados o elemento isoparamétrico com quatro pontos nodais para
modelar a viga e o elemento finito nao linear de trelica para representar o
comportamento da base elastica. O método de Newton—Raphson foi adotado na
solugao do sistema de equagoes nao lineares. Kaschiev e Mikhajlov (1995) também
usaram o MEF e o método de Newton para resolver o problema de contato de
uma viga sobre uma fundagao do tipo Winkler que reagia somente as solicitagoes
de compressao.

Silveira (1995), em sua tese de doutorado, desenvolveu uma metodologia
de solucao numérica nao linear para resolver problemas de instabilidade de
elementos estruturais esbeltos com restrigdes unilaterais de contato. Em Silva
(1998) e Silva et al. (2001) estao os fundamentos da solugdo numérica, via MEF,
para problemas de equilibrio de placas com restrigoes bilaterais e unilaterais de
contato, mas considerando pequenos deslocamentos e deformacbes e material

elastico linear. J4 em Pereira (2003) e Silveira et al. (2008a,b) podem ser
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encontradas duas formulagoes capazes de resolver o problema de contato
unilateral entre uma estrutura esbelta e uma fundacao elastica. Em uma primeira
abordagem, que é mais geral, o MEF foi usado tanto para discretizar a estrutura
quanto a base e técnicas de programacao matematica foram adotadas na solucao
do problema de otimizagdo (PEREIRA, 2003; SILVEIRA et al., 2008b). Na
segunda abordagem foi usado o Método de Ritz para a redugao espacial e o método
de Newton-Raphson para a solu¢ao das equagoes nao lineares (SILVEIRA et al.,
2008a).

O problema de uma estaca parcialmente enterrada em um meio elastico
(ou solo) é encontrado como um “estudo de caso” em Aljanabi et al. (1990). Os
autores desenvolveram um elemento finito de contato para a base que inclui além
da rigidez transversal do solo (ou normal), k,, a sua rigidez cisalhante, ki, (atrito
estrutura-solo). Posteriormente, Badie e Salmon (1996) resolveram o mesmo
problema, mas utilizando elemento de contato de ordem quadratica para a base
com dois parametros k,e ks, e mais a interacdo entre as molas, aproximando do
modelo de Pasternak. A importancia de se considerar o segundo parametro da
base na modelagem do solo, mais especificamente, as implicagoes de se adotar o
modelo do tipo de Pasternak para representar a fundacao, foi explorada por
Shirima e Giger (1992). Porteriormente, Mullapudi e Ayoub (2010) analisaram
uma viga em contato com uma argila arenosa, utilizando uma formulacao mista
para um elemento finito ineléstico. Este mesmo elemento pode ser adotado na
modelagem de problemas de vigas em contato com fundagoes elasticas do tipo
Pasternak. Shirima e Giger (1992) resolveram esse problema através do MEF,
baseado na teoria de viga de Timoshenko.

O estudo da estabilidade elastica de colunas com restricbes impostas por
bases elasticas do tipo Pasternak também é encontrado nos trabalhos de Naidu e

Rao (1995), Kien (2004) e Shen (2011). J& a andlise do comportamento de uma
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viga com grandes deslocamentos em contato com uma base do tipo Pasternak (ou
Filonenko-Borodich) foi feita por Horibe e Asano (2001) através do Método dos
Elementos de Contorno (MEC).

Landenberger e EI-Zafrany (1999) desenvolveram uma técnica para analise
de problemas de contato considerando o acoplamento de sub-regioes através do
MEF e MEC. Em 2011, Guo Xiaoming et al. (2011) apresentaram uma formulagao
incluindo desigualdade variacional para analise de problemas de contato
elastopléastico. A solugdo numérica foi obtida através de técnicas de programacao
matematica.

Uma metodologia geral de solu¢do modal para analise nao linear de vigas
com restrigdes unilaterais de contato foi proposta por Pereira et al. (2002). Nesse
trabalho, uma fundacao do tipo Winkler reagindo somente as solicitagoes de
compressao foi considerada e a técnica iterativa de Newton—Raphson foi usada
para resolver o sistema de equacoes nao lineares.

Kargarnovin et al. (2005) estudaram a resposta de vigas suportadas por
fundagao viscoelastica nao linear submetido a movimentagao harmonica de cargas.
As equagoes foram resolvidas usando o método de perturbagdo em conjunto com
a transformacdo complexa de Fourier.

Avramidis e Morfidis (2006) resolveram analiticamente uma viga
Timoshenko em contato com uma base de trés parametros. Fizeram também uma
comparacao entre bases de um, dois e trés paradmetros através de elementos
finitos, concluindo que a fundagao do tipo Kerr fornece um melhor resultado. Para
estimar os parametros do solo, propuseram um procedimento analitico baseado
no modelo de Vlasov modificado.

Um estudo sobre vigas de concreto armado sobre uma fundagao do tipo

Winkler foi realizado por Al-Azzawi et al. (2010). A pesquisa foi realizada através
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de elementos finitos, utilizando o software ANSYS, e considera as nao linearidades
do material, geométrica e da fundacao elastica.

As respostas estaticas de uma viga sobre uma fundagdo nao linear
considerando contato unilateral submetidos a cargas estaticas concentradas e
distribuidas foi estudado por Bhattiprolu et al. (2012). Considerou-se a restri¢ao
de contato como unilateral, uma funcao de contato auxiliar foi introduzida e a
solucao do modelo foi sob a forma de uma soma de modos do problema linear. As
equagoes de amplitude nodais envolvem as coordenadas dos pontos de perda de
contato desconhecidos, e a solucao foi obtida por meio de uma técnica iterativa.
Os pontos de perda de contato desconhecidos, formando uma parte do esquema
de solucao, foram obtidos empregando o método de bisseccdo em cada iteracao.
Vigas com contato unilateral também foram estudadas por Torbacki (2008), que
realizou analise estatica utilizando um modelo representativo do solo de dois
parametros, através do MEF.

Sun e Natori (1996) apresentaram um estudo numérico de problemas de
estabilidade de vigas com grandes deformagoes, bem como o comportamento pos-
flambagem, associados a restrigdes de contato unilateral. As condi¢Ges de contato
sao introduzidas por meio do método de penalidade. Problemas de contato
unilaterais também foram estudados em Simo et al. (1986). Este artigo apresentou
uma solu¢ao numérica de problemas estruturais de grande deflexao, sujeitas a
restricoes de contato unilaterais, e exibindo uma resposta inelastica constitutiva.
Utilizou-se o método de penalidade para a solucao do problema de contato.

Holanda (2000) estudou o equilibrio e a estabilidade de placas apoiadas em
fundacoes elasticas lineares e nao lineares, considerando ainda a nao linearidade
geométrica da estrutura. Tsiatas (2010) também utilizou esse método para
modelar o solo e realizar a andlise nao linear, mas aplicado a vigas de se¢ao nao

uniforme.
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Sapountzakis e Kampitsis (2010) desenvolveram um MEC para a anélise
nao linear geométrica de vigas-colunas deformaveis por cisalhamento, de secao
transversal duplamente simétrica. As vigas eram suportadas em uma fundac¢ao do
Winkler bilaterais e unilaterais, sofrendo grandes deflexdes sob condigoes gerais
de contorno. Em 2014, eles propuseram uma analise inelastica e geometricamente
nao linear, sobre restrigoes de contorno bilaterais considerando uma fundacao de
Winkler inelastica (SAPOUNTZAKIS e KAMPITSIS, 2014).

Silveira et al. (2013) realizaram um estudo envolvendo arcos e anéis com
restricoes unilaterais de contato; nesse mesmo artigo pode ser encontrada uma
ampla pesquisa bibliografica sobre andlises estaticas e dinamicas de problemas
envolvendo barras, placas, anéis e cascas cilindricas com restrigcoes de contato.
Maciel (2012) e Silveira et al. (2015) desenvolveram uma pesquisa sobre o
equilibrio e estabilidade de barras em contato bilateral, via MEF, considerando
os efeitos da nao linearidade geométrica da estrutura.

Haldar e Basu (2015) propuseram uma anélise baseada em vigas continuas
considerando a teoria de Euler-Bernoulli em contato com solos que explicitamente
leva em conta a resposta nao linear da tensao-deformacao do solo. As equagoes
diferenciais que descreve os deslocamentos na viga e do solo sdo derivadas usando
o Principio do Trabalho Virtual (PTV). Essas equagoes sao resolvidas usando o

MEF unidimensionais e o Método das Diferencas Finitas (MDF).

1.4 Sistema Computacional CS-ASA

Como parte da tese de doutorado do orientador desta pesquisa
(SILVEIRA, 1995), foi desenvolvido um programa computacional para a anélise
da estabilidade elastica de colunas, arcos e anéis esbeltos com restrigoes unilaterais
de contato impostas por bases elasticas (solo ou rocha). O produto dessa tese foi

entao dividido em dois sistemas computacionais: um para analise de problemas
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de contato solo-estrutura; e outro mais especifico para andlise/projeto de
estruturas de ago.

As primeiras intervengdes no médulo de anélise/projeto de estruturas de
aco aconteceram através de Galvao (2000) e Rocha (2000). Foram desenvolvidas
varias formulacoes de segunda ordem e estratégias numéricas visando a
continuidade do tragado das trajetérias de equilibrio. Manzi (2001) implementou
elementos finitos curvos para modelagem de arcos e anéis; e Pinheiro (2003)
contribuiu com formulagoes de elementos finitos semirrigidos para simulacao de
porticos planos com ligacoes flexiveis.

No contexto da anélise dindmica, Galvao (2001, 2004) tornou possivel a
analise de vibracao em trelicas planas, porticos planos e espaciais e implementou
métodos de integragao numérica, explicitos e implicitos, para anélise de poérticos
planos considerando o efeito da flexibilidade da conexao. Além disso, estratégias
adaptativas que permitem o controle automaéatico dos intervalos de tempo no
processo de integracdo das equacoes diferenciais de movimento foram
acrescentadas.

A inclusao de formulagoes inelésticas aconteceu com Machado (2005)
através do Método da Rétula Plastica (MRP), com a plasticidade concentrada.
Rocha (2006) e Santos (2007) utilizaram um elemento finito hibrido de pértico
plano na modelagem de efeitos nao lineares acoplados.

Silva (2009) unificou os desenvolvimentos supracitados e gerou o sistema
CS-ASA, que realiza analises numéricas avancadas estaticas e dindmicas de
estruturas reticuladas planas, baseadas no MEF.

Essa expansao, inclusive, vem acontecendo com o desenvolvimento e
conclusao de algumas dissertacoes e teses no Programa de Poés-Graduagao em
Engenharia Civil da UFOP (PROPEC/UFOP). Por exemplo, Pires (2012) propos

que uma condicao de perpendicularidade — técnica do fluxo normal — fosse
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satisfeita ao longo do processo iterativo de solugao nao linear para superar certas
inconsisténcias da estratégia iterativa do residuo ortogonal proposta por Krenk
(1995). Também em 2012, Prado (2012) desenvolveu um pré-processador grafico
para o CS-ASA. Gongalves (2013) implementou uma nova equagao para o médulo
tangente sugerida por Ziemian e McGuire (2002) com o intuito de verificar como
a degradacao da rigidez da se¢ao varia em func¢ao do esforco normal e do momento
fletor em torno do eixo de menor inércia. Gongalves (2013) também adicionou as
curvas de interacao que avaliam de maneira adequada a interacao entre esforco
normal e momento fletor no eixo de menor inércia.

Posteriormente, Batelo (2014) desenvolveu um modelo para avaliar o
comportamento nao linear de estruturas de aco sob a agao de excitagoes dinamicas
extremas. Explorou a capacidade de amortecimento histerético da estrutura, em
decorréncia da energia absorvida durante o processo de deformagao plastica de
seus membros estruturais.

Lemes (2015) desenvolveu o médulo para analise avancada de estruturas
de concreto e mistas. Mais especificamente, ele definiu, baseado no Método dos
Elementos de Finitos (MEF), as propriedades geométricas da segao transversal
mista. Para isso, introduziu ao CS-ASA o conceito de rigidez generalizada para a
analise nao linear e calculo da resisténcia da se¢ao, considerando ou nao a tracao
no concreto. Lemes (2015) implementou as curvas de interagao esfor¢co normal-
momento fletor para o inicio do escoamento e plastificacdo e simulou a perda
gradual de rigidez nodal utilizando o MRPR, para andlise inelastica de estruturas
mistas de ago e concreto.

Paralelamente, Silva (2016) introduziu formulagdes Corrotacionais 2D para
andlise nao linear geométrica de estruturas reticuladas. Barros (2016) iniciou o
processo de expansao do CS-ASA para a anélise de estruturas de aco em situacao

de incéndio. Pires (2018) possibilitou a ferramenta computacional a realizar
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analises avancadas de estruturas de aco e de concreto armado em situagao de
incéndio através do desenvolvimento de um sistema computacional. Expandiu o
CS-ASA com a implementacao de dois novos médulos capazes de reproduzir o
comportamento estrutural sob altas temperaturas. Lemes (2018) apresentou um
estudo numérico avangado de estruturas de ago, concreto e mistas abordando
varias fontes de nao linearidades, como os efeitos de segunda ordem, a
inelasticidade, as ligagoes semirrigidas e a interagao parcial em vigas mistas. Mais
recentemente, Barros (2021) desenvolveu o médulo de avaliagdo numérica do
desempenho de estruturas mistas de ago-concreto em situagao de incéndio.

As pesquisas envolvendo sistemas com interagao solo-estrutura tiveram
como ponto de partida o trabalho de doutorado de Silveira (1995), ja citado
anteriormente. A partir desse trabalho, diversos outros estudos foram realizados
no Programa de Pés-Graduacdo em Engenharia Civil (PROPEC) da UFOP.
Inicialmente, Silva (1998) apresentou um trabalho direcionado ao estudo das
placas em contato bilateral e unilateral com bases elasticas. A autora desenvolveu
uma metodologia numérica de solugao para resolver problemas de equilibrio nao
lineares de placas esbeltas e espessas com restricbes unilaterais de contato. Na
sequéncia, Pereira (2003) realizou um estudo sobre o comportamento de vigas
com restricoes de contato imposta pelo solo ou rocha e empregou o método de
Rayleigh-Ritz na solucao de casos particulares de vigas com restri¢coes unilaterais
de contato. Numa formulagao numeérica mais geral, o MEF foi considerado na
discretizacao do sistema estrutural e o problema de interacao solo-estrutura foi
resolvido através de técnicas de otimizacao.

Maciel (2012) estendeu os trabalhos e desenvolveu um estudo envolvendo
o equilibrio e estabilidade elastica de elementos estruturais, como vigas e colunas,
em contato bilateral com bases elasticas. As bases que foram representadas

através de modelos de molas discretos e continuos (modelos de Winkler e
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Pasternak). Entao, o autor desenvolveu um novo médulo do CS-ASA para anélise
da estabilidade elastica de colunas com restri¢does bilaterais de contato. Para
realizacdo das intervengoes computacionais no CS-ASA, relacionadas com a
inclusao dos modelos de bases elasticas no sistema e com as alteragoes na estrutura
de leitura e impressao de dados, chegou-se a um novo moédulo do programa
denominado de CS-ASA/BC.

Muifioz (2015) realizou analises dinadmicas ndo lineares de sistemas
estruturais reticulados planos considerando a interagao solo-estrutura. O autor
considerou, em suas analises, o comportamento nao linear do solo através de molas
rotacionais e a nao linearidade geométrica da estrutura também foi considerada.

Dando continuidade, Rosas (2016) trouxe para o sistema computacional
CS-ASA as anélises dindmicas nao lineares de sistemas estruturais reticulados
planos com a interagao solo-estrutura. Essas anélises foram realizadas com a
utilizagao dos modelos de molas discretas e continuas para representagao do solo
(modelos de Winkler linear e nao linear, e Pasternak). Foram incluidos os efeitos
oriundos da nao linearidade geométrica da estrutura, e o problema transiente nao
linear foi resolvido através do método de integracao de Newmark em combinacao
com a estratégia incremental e iterativa de Newton-Raphson. Mais recentemente,
Batelo (2018) desenvolveu uma ferramenta computacional para uma andlise
dinamicas mais realista de edificagoes estruturadas em aco considerando a
interacao solo-estrutura. O autor propds uma versao do sistema CS-ASA que
contempla a metodologia numérica para andlise do problema de contato solo-
estrutura, acoplado aos efeitos da nao linearidade geométrica, inelasticidade do
material aco e ligagoes semirrigidas (viga-pilar e pilar-base) na estrutura.

O processo de simulagao numérica com o CS-ASA e o médulo CS-ASA/BC
segue basicamente as trés etapas de qualquer programa de elementos finitos, isto

é: pré-processamento, analise e pos-processamento. Essas etapas normalmente sao
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tratadas de formas independentes (Figura 1.2). O pré-processamento (entrada de
dados) é feita em dois arquivos de texto (anédlises estaticas). No primeiro sdo
fornecidas as informagéGes referentes ao tipo de andlise, da estrutura (geometria e
condigbes de contorno), dos materiais, das segoes, dos carregamentos e, se for o
caso, os dados referentes ao niimero e tipo de modelos de base. No segundo arquivo
sao definidos a formulagao nao linear a ser utilizada, as estratégias de incremento
de carga e iteracao, o incremento inicial do parametro de carga, o método de
Newton-Raphson (padrao ou modificado) e o critério de convergéncia. Apds o
processamento (andlise do problema estrutural), a saida e impressao dos
resultados também sao feitas em formato de arquivos de texto.

Por ter o sistema CS-ASA todo escrito em linguagem Fortran
(CHAPMAN, 2003), vale mencionar que a atual versdo é organizada de forma
modular, com moédulos independentes, que proporciona aumento na produtividade
da programacgao, além de facilitar a expansao do sistema com novas

funcionalidades.

| CS-ASA

Computational System for Advanced Structural Analysis

Sistemas Estruturais Reticulados Planos
* Estruturas de ago

¢ Estruturas de. concreto I Entrada de dados
¢ Estruturas mistas

* Estruturas de aco

I ESTATICA

ANALISES

DINAMICA I

I CS-ASA/BC e

CS-ASA/UC
Flexibilidade da ligagao
DINAMICA
5 CS-ASA/BC
TERMICA e
TERMOESTRUTURAL
CS-ASA/FA e
CSasa/ES A I Resultados

Figura 1.2. Programa CS-ASA: anilises e efeitos considerados

20



1.5 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho estda dividido em 6 capitulos. Sao apresentados ao
longo do texto os fundamentos tedricos necessarios para um melhor entendimento
e desenvolvimento do trabalho em si, bem como os resultados obtidos nos
exemplos para validacao e para a verificacao da eficiéncia das implementacoes.

Inicialmente, no Capitulo 2 serd apresentada uma metodologia
generalizada para andlise de estruturas no contexto da plasticidade concentrada.
Serao detalhadas as obtengoes da formulacao do elemento finito nao linear, da
curva de interacao entre o esfor¢o normal e o momento fletor, e das rigidezes axial
e a flexao via MCD. Na sequéncia sao apresentadas a solugdo do problema nao
linear e as estratégias de incremento de carga e iteracao.

Em seguida, no Capitulo 3, é apresentada a formulacao de elementos finitos
para o tratamento do problema de interacdo solo-estrutura em que restrigoes
bilaterais e unilaterais de contato impostas por fundagoes elasticas sao
consideradas. Na sequéncia, apresenta-se o tratamento do problema de contato
unilateral, com o método de penalidades através de esquemas de pivoteamento.
Nesse capitulo também serao abordadas as formulagdes do modelo discreto e dos
modelos continuos de Winkler e Pasternak.

A validacdo dos procedimentos numéricos apresentados nos Capitulos 2
sera feita por meio de andlises de sistemas estruturais, com diferentes secoes
transversais, sendo os resultados encontrados e discutidos no Capitulo 4. Como
parametros de comparacdo, as respostas da literatura, tanto no contexto
experimental quanto numérico, serao utilizadas.

No Capitulo 5 tem-se as anélises realizadas de sistemas com interagao solo-
estrutura, bilaterais e unilaterais. Esses exemplos validam as formulagoes
implementadas, onde resultados sao comparados com solu¢bes numéricas

encontradas na literatura e pelo software Mastan2.
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O Capitulo 6 traz algumas observagoes e conclusoes referentes a pesquisa
e uma pequena discussao dos resultados obtidos. Com o objetivo de continuar este
trabalho e expandir o sistema computacional, alguns temas importantes sao

sugeridos.
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CAPITULO 2

Analises Avancadas de Estruturas

2.1 Consideracoes Iniciais

Para prever o comportamento da estrutura de maneira precisa, é necessaria
uma boa interagao entre as etapas de analise e projeto. Nesse campo, destaca-se
a analise avancada, que pode ser definida como um método capaz de avaliar
simultaneamente a capacidade resistente e a estabilidade da estrutura (CHEN e
TOMA, 1994).

A concepgao de projetos estruturais utilizando analises avangadas, que tem
o objetivo de avaliar o comportamento real da estrutura, deve ser realizado
considerando algumas fontes de nao linearidade. Assim, exige-se uma descri¢ao
precisa do comportamento dos materiais que as compdoem. Além disso, as
metodologias numéricas empregadas devem ser efetivas, ou seja, precisas na
resposta e rapidas na execucao.

Tem-se como objetivo, neste capitulo, a obteng¢ao de uma metodologia
numérica que seja capaz de atender aos requisitos anteriormente citados. Serao

consideradas as nao linearidades geométrica e dos materiais, aliadas a estratégias



de solucao ja validadas e presentes na plataforma CS-ASA-Computational System
for Advanced Structural Analysis (SILVA, 2009).

A seguir, apresentam-se a formulacdo numérica via Método da Roétula
Plastica Refinado Modificado (MRPRM) acoplado ao Método da Compatibilidade
de Deformagoes (MCD), para estruturas de ago, concreto e mistas de aco e

concreto e as estratégias de solucao do problema estatico nao linear.
2.2 Elemento Corrotacional

A nao linearidade do material serd simulada através da relagdo momento-
curvatura na metodologia denominada MRPRM, onde é aplicada a plasticidade
concentrada nos pontos nodais. E importante destacar algumas consideracoes
envolvendo a formulacao de elementos finitos adotada neste capitulo, isto é:

* todos os elementos sao inicialmente retos e prismaticos, e a secao
transversal permanece plana apds a deformagao;

¢ sao desprezados os efeitos de instabilidade locais, como a flambagem nas
chapas componentes dos perfis de ago; assim a se¢ao pode desenvolver sua
capacidade total de rotacao plastica (se¢does compactas);

e os efeitos de instabilidade globais que podem acontecer em problemas
tridimensionais, como a flambagem lateral, torcional e distorcional, sao
ignorados pois considera-se um sistema de travamento no eixo z;

¢ grandes deslocamentos e rotagoes de corpo rigido sao permitidos;

e as deformagoes originadas pelo cisalhamento sao ignoradas;

* 1no caso da andlise de estruturas mistas, considera-se a interagao total entre
os elementos de aco e concreto;

* as andlises serdo feitas em estruturas 2D.
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2.2.1 Relagoes cinematicas do elemento

A cinematica do elemento é apresentada na Figura 2.1, juntamente com a

nomenclatura dos movimentos (translagoes e rotagoes) utilizadas. Se o elemento

estrutural apresenta grandes deslocamentos e rotagoes, os graus de liberdade

globais contém o movimento de corpo rigido e a também a parte de deformacao

pura. A utilizagdo do referencial corrotacional para descrigao do movimento dos

corpos solidos, tem como objetivo separar essas partes.

x

Figura 2.1. Deslocamentos no sistema global de coordenadas

Chhang et al. (2017) descreveram que o movimento de corpo

rigido €

definido pelos deslocamentos globais (translagoes ui, e vy, e rotacdo a — a). Isso

define um sistema de coordenadas locais (z’; y') que se move continuamente com

o elemento. O sistema local é usado para descrever a parte do movimento que

realmente causa deformacao no elemento.

Os graus de liberdade globais, indicados com o subscrito ¢, sao descritos

por:

(2.1)
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em que u, v e 0 sdo a translagdo horizontal, a translagao vertical e a rotacao,
respectivamente, e os subscritos 7 e j definem os nés.

Os graus de liberdade locais na forma reduzida sado dados por:
T
u =[5 6, 6] (2.2)

sendo 0, 0; e 0; sao fungoes dos graus de liberdade globais, tal como definido a

seguir:

o=L -L (2.3a)

6= \/ (% Ty, T “7;7-)2 * (?/o to,t ’Ul-g)2 - \/ (x, -, )2 - (yj - yi)2 (2.3b)

Y, To, —v,
6. =6 -a, =6, - tan {M] (2.3¢)

x tu. —u.
0 Jg ig

L%ty T,
ej = ej - aO = ej —tan 1(#} (23(1)

A diferenciacdo das Equagoes (2.3b) a (2.3d) em relagao aos graus de

liberdade globais fornece o seguinte sistema:

Au,

g

Av,

AO —c -s 0 ¢ s 0 A6,
NG =|=s/l c/l 1 s/l -/l 0 Au (2.4)

A6, =s/l ¢/l 0 s/l -/l 1 Av‘m

Jg

NG

J9

ou na sua forma compacta:

Au, =BAu (2.5)

26



em que sé o sen a, ¢ é o cos o, Au. e Au, sdo os deslocamentos incrementais totais
no sistema local e global, respectivamente, e a matriz B é responsavel pela

transformagao dos deslocamentos do sistema global para o local e vice-versa.
2.2.2 Formulacao do elemento

A abordagem corrotacional é conveniente para estabilizar a relacao entre
as variaveis locais e globais (ALHASAWTI et al., 2017). Partindo do Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV), é possivel descrever a relagao entre as forgas nos dois

sistemas referenciais da seguinte forma:
dV = Aujfg =Au'f = AuZBTfC (2.6)
em que se faz uso da Equacao (2.5).

Da Equacao (2.6), pode-se definir a relagdo entre os vetores de forcas

globais, f,, e locais, f., como:
_ T
f =Bf (2.7)

Pela diferenciagdo da Equacao (2.7) em relagao ao vetor de deslocamentos

globais, Au,, obtém-se a matriz de rigidez global, que é definida por (CHHANG

et al., 2017):
Af r
K =2 :BTKZB+£N+i[rZT+ZI‘T](M"‘M‘) (2.8)
7 Au ¢ Lf Lfc Z ’
g J

sendo K. a matriz de rigidez do elemento no sistema local, descrita na proxima

secao; N, M; e M; as forgas internas referentes aos graus de liberdade locais; e:

r:[—c -5 0 ¢ s O]T (2.9)

z:[s - 0 =5 ¢ 0]T (2.10)
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Para os sistemas onde avalia-se a interacao entre o solo e a estrutura, a
matriz de rigidez da estrutura deve ser somada a matriz de rigidez da fundagao

(solo), Ki, e 0 mesmo deve ser feito com o vetor de forgas internas. Portanto:

K =K, +K, (2.11)
JAVY T
K :_g:BTKB+£N+i[rzT+er](M.+M.) (2.12)
g Aug ’ Lf L?t Z !

nas quais K, é a matriz de rigidez do sistema descrita na proxima secao. A

obtencao da matriz K, sera descrita no Capitulo 3.
2.2.3 Matriz de rigidez - K.

Nas formulagoes numéricas via Método dos Elementos Finitos (MEF)
baseadas no método dos deslocamentos, podem aparecer problemas de travamento
(locking phenomena). A utilizagdo fungoes de interpolagao tradicionais de baixa
ordem estao associadas ao aumento espurio de rigidez na estrutura durante a
andlise e consequentemente aos problemas de travamento. Tang et al. (2015)
destacaram que o membrane locking surge quando é usada uma funcao de
interpolagao de baixa ordem para o deslocamento axial do elemento de viga-pilar
na anélise nado linear geométrica (NLG). Usando a forma degenerada do tensor de
Green, onde o gradiente de rotagao é considerado pequeno, de modo que a
deformagao especifica de segunda ordem pode ser desprezada; e a curvatura
baseada na teoria de Euler-Bernoulli, as deformacoes axiais e curvaturas sao
descritas como:

du  1( dv ’
g£=— +=| — (2.13)
dx 2\ dx
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_dw

=

(2.14)

Assumindo que o deslocamento axial total pode ser dividido em uma parte
referente a for¢a normal (extensional) e uma outra induzida pela flexao, de acordo
com Tang et al. (2015) e Silva (2016), as fungbes de interpolagbes para os

deslocamentos transversal (v) e axial (u) que eliminam o membrane locking sao

dadas por:
2 2
v=z|1-2]0 +Z|Z-1l8 (2.15)
L) ' L\L J
i1 dvY 1(dvY
T T v _lfav
“@‘z“zfoa(@jdx Ioz(dxj s 216
H{—; § )
azia flexio

Da Equagao (2.16), a deformagao axial pode ser escrita como fungao do

deslocamento e das rotagoes como segue (SILVA, 2016):

5 20°-88 +20°
E=—+—
30

(2.17)

Considerando aqui o material com comportamento elastico e sendo as acoes
aplicadas nos pontos nodais e conservativas (trabalho realizado pelos esforgos
internos e externos é independente do caminho percorrido pela estrutura ao passar
da condigdo de equilibrio inicial para outra configuragdo qualquer), a energia
potencial total do sistema, [], é expressa pela energia de deformacdo U e pelo

trabalho externo realizado W, ou seja:
I‘I-U—W—lEAjLﬁdmlEIqun?dx—if u 2.18
2 0 2 0 e ¢, ¢l ( . )

em que F é o modulo de elasticidade do material, A e [ sdo as propriedades

geométricas da segao area e inércia, respectivamente. Usando as Equagoes (2.14)
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e (2.17) na Equacao (2.18), a energia potencial total é agora expressa em fungao
dos graus de liberdade do elemento. Pelo principio da energia potencial
estacionaria, a primeira variagdo na funcao implica nas equacgoes de equilibrio,
assim:

ATl :{Z—U—f(zJAu{: =0 (2.19)

u
c

sendo que a primeira variacao da energia de deformacao, U, resulta no vetor de

forcas internas, f., ou seja:
f =— (2.20)

e a matriz de rigidez tangente como a segunda variacao da energia de deformacao,
ou primeira derivada do vetor de forcas internas:

_0U _ of

t " 3 ou (2.21)

em que os termos da matriz de rigidez sao explicitamente mostrados no Apéndice

A.
2.2.4 Simulacao da plasticidade concentrada

Na modelagem do sistema estrutural via MEF, utiliza-se o elemento finito
de viga-pilar delimitado pelos pontos nodais i e j, como mostrado na Figura 2.2.
As relagbes momento-curvatura serao utilizadas para a simulagao da degradacgao
das rigidezes (MRPRM).

M,

> N, b

M;, 8; <Z I !

Figura 2.2. Elemento finito corrotacional
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Assim, o equilibrio dos elementos finitos, na forma incremental, é dado por:

AP kl(:(Ll) klc(LQ) klc(lﬁ) A5

AML' = klc(ll) klc(2,2) klc(?,?)) AgL (222>
AM]. klc(3,1) klc(3,2) klc(3,3) Aej

ou na sua forma compacta:

Afc = chAuc (2 23)

na qual, AP, AM;, e AM; sao os incrementos de forca axial e de momentos fletores
e Ad, AB; e AB; sao os incrementos de deslocamento axial e rotagoes nodais,
respectivamente.

Os termos apresentados na Equacao (2.22) referentes a flexao,
considerando a nao linearidade dos materiais, sao obtidos por meio de uma
abordagem andloga a proposta por Ziemian e McGuire (2002). Os termos de flexao
sao calculados considerando a tangente a relacio momento-curvatura (M x @)
variando linearmente ao longo do comprimento do elemento, para evitar processos
de integracao na matriz de rigidez durante a analise. Esse processo é similar ao

caso de um gradiente linear do momento (ZIEMIAN e McGUIRE, 2002). Assim:

X

=|l1=-% z
El(x)—[(l LjEIT@JrLEITJ} (2.24)

em que Flr; e FElr; sao as rigidezes a flexao, nos pontos nodais i e j,
respectivamente, e L é o comprimento do elemento finito. A matriz de rigidez
reduzida com apenas os termos referentes a flexao é definida utilizando a derivada
segunda das fungoes de interpolagdo de Hermite, apresentadas na Equagao (2.14),

descrito em N, ou seja (McGUIRE et al., 2000):
k' = [ NEI(:)Ndv (2.25)

onde:
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2 3z 2 3z
N=|N=—|2-——| N, =—|1-—
5-i-%) w303

sendo cada uma das duas fungoes de interpolagao descritas em relagao aos graus
de liberdade de rotacao.

Desenvolvendo a Expressao (2.25) chega-se em:

ijEJT () dz 'L[NINQEIT () dz
k =1 " " (2.27)
[NNEL (c)dz [ N2EI, () da
L0 0

que resulta em:

k= T(N1 ) B1, (2)de (2.28)
0
* * f
klZ = kZl = leNzEIT (:E) dz (2.29)
0
e j( N, )2 EI, (z)dv (2.30)
0

Resolvendo-se as integrais das Equagdes (3.28) — (3.30), chega-se a:

3EI, +EIl, . EI +EI

. o L L
k' = (2.31)
EI, +EI,. EI, +3EI,
L L

Considerando que a rigidez axial no elemento é dada pela média das
rigidezes nos pontos nodais 7 e j, tem-se as seguintes expressoes para os coeficientes

da matriz de rigidez do elemento corrotacional, K,:

*

_ BA, +EA,
2

EA (2.32)
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(EllJ _3El, + Bl

2.33
I I (2.33)
g\ EI. +EIL.

2| =210 (2.34)
L I
Er\  EI +3EIL.
3| = Lo T (2.35)
L L

em que FAr é a rigidez axial tangente a relacdo momento-curvatura que sera

discutida na Secao 2.3.4, como a rigidez a flexao.
2.2.5 Return mapping

Em uma secao plastificada, em que a combinacao de esforcos N e M esta
sobre a curva de plastificacdo, numericamente o aumento da forca axial externa
resulta no desequilibrio do sistema. Isto é, as agdes atuantes naquela sec¢ado
ultrapassam o limite de resisténcia da mesma. Isso é contornado na formulacao
adotando-se a estratégia denominada return mapping. Essa estratégia envolve a
alteragao na relacao forca-deslocamento do elemento (Equacao 2.22) de modo que
a capacidade resistente tltima da se¢do nao seja violada. Assim a Equacao (2.22)

é reescrita da seguinte forma (SILVA, 2009):

AN k k k A 0

11 12 13

AM =k, cK, 0 |JA8:+:p (2.36)

21

AM| |k, 0 oK, ||lA8| |p

31 J
que, na forma compacta fica:
Af, = K, Au, + Afps (2.37)

sendo KQQ = k22 - k23k32/k33 e K33 = k}33 - k23k32 /kQQ, em que kmn é o0 termo que

corresponde a linha m e a coluna n na matriz de rigidez K, (Equacao 2.22). O
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vetor Af,s € o vetor de correcao dos esforcos internos, e ci, ¢, p; € p; sdo mostrados
na Tabela 2.1, onde é apresentado o parametro dM,.. Como pode ser visto na
Figura 2.3, esse translado caracteriza o retorno de M a curva de interacao,
mantendo o esforco axial, N, constante.

Maiores detalhes desse procedimento numeérico estao em Silva (2009) e
Lemes (2018).

Tabela 2.1 - Coeficientes da Equagao (2.36)

Parametros
Raétula Plastica
C1 Co P1 P2
Extremidade 0 1 OM,; OMyi( ksz/ ka2)
Extremidade j 1 0 OM,i( kas/ kss) OM,,;
Extremidades i e j 0 0 OM,i OM,,;
P/P, 4 i
/ v | 0 ﬂ[pr |
_ ~ L Fora do dominio
1.0 ; | resistente
or
Domminio rosis A---3c
ominio resistente
Curva de
plastificacao
1.0 M / M,

Figura 2.3. Violagdo da curva de interagao para plastificacdo total
2.3 Analise da Secao Transversal

Ao submeter um elemento estrutural a esforgcos externos, este se deforma
gerando forcas internas para equilibrar o sistema. Essa deformacao, a nivel de
secao transversal é abordada no MCD. Supondo que todos os materiais presentes

no elemento atuam conjuntamente, pode-se definir que o campo de deformagao é
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linear, como ilustrado na Figura 2.4. Além disso, a secdo permanece plana apds a

deformagao, como ilustrado no plano nessa mesma figura.

Fibra ¢

Forma
deformada

Forma
inicial

Figura 2.4. Campo de deformagbes para um problema plano

A secao transversal deve ser discretizada para analisar a condigao
deformada da se¢@o e obter os parametros de capacidade de resistente e rigidez.
No estudo de estruturas planas, a discretizagdo em camadas é satisfatéria (Lemes
et al. 2017a), no entanto, este estudo introduz explicitamente tensoes residuais na
secao de aco. Assim, a discretizacao serd feita em ambas as direcoes x e y, em

fibras, conforme ilustrado na Figura 2.5.

E e

oL - -

(a) Segao transversal (b) Discretizagao

Figura 2.5. Discretizacdo da secdo transversal em fibra

Utiliza-se entao o conceito de sub-regioes. A secao transversal é dividida

em regides menores, sendo aplicado um gerador de malha estruturada, o gerador
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é aplicavel a diversos tipos de se¢oes mistas, de ago e de concreto armado (LEMES
et al., 2017b).

O objetivo principal dessa metodologia é gerar uma malha de fibras com
tamanhos aproximadamente iguais em toda a secao transversal, e assim minimizar
o erro para a obtencao da rigidez a flexdo da secao. Para isso, a discretizacao tem
como parametro inicial o nimero de divisoes nas duas dire¢oes, fornecidos como
dados de entrada. Apods a obtencao das sub-regides, é feita uma busca visando

encontrar trechos que apresentam areas maiores.
2.3.1 Relagao tensao-deformacao

2.3.1.1 Comportamento uniaxial do ago dos perfis
O modelo constitutivo bilinear ilustrado na Figura 2.6 descreve o
comportamento da se¢ao de aco. O aco dos perfis é um material isotropico, assim
suas propriedades mecanicas e térmicas sao as mesmas em todas as dire¢oes. Na
Figura 2.6 é mostrado apenas o trecho referente ao primeiro quadrante da relagao
constitutiva. O comportamento do aco é descrito da seguinte forma:
—fy, se  —E 2E>-¢

o= Eg, se  —& <E<-E (2.38)

f se &£ <&e>¢
Y Y u

em que f, é a resisténcia de escoamento, ¢, ¢ a deformacao de escoamento e ¢, é
a deformagao ultima.

Apébs o processo de fabricacao, o elemento de aco sofre um resfriamento
desigual originando as tensbdes residuais. Assim, considera-se que ocorram
deformagoes prescritas na secao. Neste estudo, a distribuicao das tensoes residuais
segue os modelos ilustrados nas Figuras 2.7(a, b) com base no ECCS (1983) para

secoes de ago I. No caso de secoes tubulares retangulares, a distribuicao utilizada
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por Mathur (2011), que é baseada em Salmon et al. (2009) é aplicada. Este

comportamento do ago é ilustrado nas Figuras 2.7(c, d).

£, g £

Figura 2.6. Relagao constitutiva do aco

—0.5a,

(c¢) Dimensoes (perfil retangular) (d) Mathur (2011) - adaptado

Figura 2.7. Modelo de tensées residuais
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2.3.1.2 Comportamento uniaxial do agco das armaduras

A modelagem do comportamento das armaduras longitudinais é realizada
por meio da relagao constitutiva bilinear tanto na tragao quanto na compressao,
ilustrada na Figura 2.8. No modelo da relacao constitutiva para compressao o

efeito do encruamento é desprezado. Dessa forma, escreve-se:

~J se —é‘ud2£>—£pyd
o= E ¢, se  —E  <E<-E (2.39)
+ - <E>
f;)yd ESQ (5 gpyd)’ se Epyd s¢& Epud

sendo f,,« a maxima tensao de compressao resistente do aco das armaduras; F,e
E, sao os moédulos de elasticidade, na fase elastica e de encruamento
respectivamente; o parametro ¢,,, refere-se a deformacao limite do regime elastico,
e €ui € &y definem as deformagoes tltimas do material quando sob compressao
(limitada pelo comportamento do concreto) e tragao, respectivamente.

Ts 4

j;{d ————————————————————————————————————————

fpyd T

Compressao

— Tra(;fto

4

(5]

Epud

=]
<
="
o
=
=

Figura 2.8. Modelo constitutivo para o aco das armaduras

2.3.1.3 Comportamento uniaxial do concreto
O EC 2 (2004) define algumas relagdes constitutivas para o concreto. A
primeira delas refere-se a analise nao linear estrutural global e é mostrada na

Figura 2.9, que é definida pela seguinte equacao:
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_ .| -1
g, =/ {—1 o - 2)} (2.40)

em que f.é a maxima tensao de compressao do concreto, # é dado pela relacdo
entre a deformacao de compressao atuante e a deformacao ¢.; e o parametro o e

definido como:

&

ci

0=105F

2.41
o f (2.41)

sendo E., o médulo de elasticidade secante do concreto referente a tensao 0,4f..

Te 4

fe l oo
. fc (1 - A."'J

——— Chiorean (2013)
— [C2 (2004)

'y
M~

ci - CU c

Figura 2.9. Modelos constitutivos para o concreto sob compressao

Vale ressaltar que a norma europeia (EC 2, 2004) permite o uso de outras
relagoes constitutivas, desde que as mesmas representem adequadamente o
comportamento do concreto utilizado.

Para a avaliacao da capacidade resistente das segoes transversais de
concreto armado, trés metodologias sao propostas na norma europeia: o diagrama
pardbola-retangulo como o dado por Chiorean (2013) (Figura 2.9, fazendo y = 0);
de forma mais conservadora, o EC 2 (2004) também permite a utilizacdo da
relagdo constitutiva bilinear semelhante ao modelo elastopléastico perfeito do ago
(desprezando a resisténcia a tracdo do concreto); por ultimo, a anélise pelo bloco

de tensao equivalente também pode ser utilizada.
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A relagao constitutiva usada por Chiorean (2013) e adaptada da NBR 6118
(2014), ilustrada na Figura 2.9, também pode ser utilizada para descrever o
comportamento do concreto a compressao. A norma brasileira considera o
diagrama parabola-retangulo sem o efeito do amolecimento do concreto, apds a
deformagao limite do trecho parabdlico, &..

Como opcao para o usuario, tal efeito pode ser simulado através do

parametro vy, ou seja:

se

S~
JE
/Iﬁ\
m|o,,
%

:/\
™
In

)

o = . (2.42)
Ji 1—{ 2

&

cu ci

ci

se E SE£L €.

em que f. e &, sdo, respectivamente, os valores maximos de resisténcia e
deformacao do concreto sob compressao.

O concreto tem propriedades mecanicas distintas na tracdo e na
compressao. Quando tracionado, esse material apresenta resisténcia maxima f.,
(Figura 2.10). Destaca-se, também, que ao atingir a resisténcia f., inicia-se o
processo de fissuracao. Para deformacgoes superiores a &, o concreto perde
resisténcia. Assim, diversos pesquisadores e até mesmo as normas de projeto
desconsideram sua contribuicao quando tracionado. O modelo proposto por
Bazant e Oh (1983), presente neste trabalho, considera a méxima deformacao de
tragao limitada em 0,07% (BRATINA et al., 2004), ilustrado na Figura 2.10.

Dessa forma, tem-se:

E g se 0se<e

ag =
¢ I Em2 (5‘ - £Cr), se £<¢g < 0,07% (2.43)
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= NBR6118 (2014)
R e Bratina et al. (2004

)
= Vecchio e Collins (1986)

1] —

i
4

i
|
|
|
|
|
|
Ect Eor D.OII-B% 0.07% £
Figura 2.10. Modelos constitutivos para o concreto sob tracao
sendo &, a deformacao de inicio de fissuracao; f.. é a resisténcia a fissuracao do
concreto; e Fy, e E.» sao os mdédulos de elasticidade do concreto a tracao antes e
depois da fissuracao, respectivamente.
A norma brasileira (NBR 6118, 2014) permite a consideragao da resisténcia
a tracdo do concreto através de uma relagao bilinear ilustrada na Figura 2.10.
Note que, diferentemente do comportamento mostrado nas outras curvas nao ha
um decaimento gradual da resisténcia a tracdo do concreto. Assim, o

comportamento é descrito como:

E g se 0sesg,

ag =
© |09f, +tE,, (&‘ - £Ct), se €,<€<0,015% (2.44)

em que Fy» agora é positivo e pode ser facilmente determinado como o coeficiente
angular do trecho linear entre ¢, e 0,015%.

Por fim, outro modelo bastante abordado na literatura
(STRAMANDINOLI e ROVERE, 2008; CHIOREAN, 2013) foi o proposto por
Vecchio e Collins (1986), Figura 2.10. Nesse modelo, apds o inicio do processo de
fissuracao, o concreto apresenta uma reducao de resisténcia nao linear que tende
a uma assintota horizontal para valores grandes de deformacao de tracdo. Para

essa relacao tensao-deformagao, tem-se:
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E & se 0<e<e

tr? cr

g, = al a2

j;’r v 56€ cr
- 1+4/500¢ )

(2.45)

em que & ¢ a deformacao de fissuragao do concreto, f.. é a resisténcia a fissuracao
do concreto, igual a 1,4(f./10)*3, a1 é o fator que considera a interacao das barras
longitudinais com o concreto, e as é o fator que considera os efeitos de duracao da

carga e cargas ciclicas.
2.3.2 Relagcdo momento-curvatura

O método iterativo de Newton-Raphson foi adotado para a obtencao da
relacdo momento-curvatura. Assim, para um valor fixo de esforco axial, N, sdo
dados incrementos no momento fletor solicitante, M, até que o momento ultimo
resistente seja atingido. Foi entao utilizada uma estratégia de incrementos mista,
relacionando diretamente o momento como funcdo da curvatura, tal como

(ZUBYDAN, 2013):

M, =M, +®El (2.46)

em que o indice j refere-se ao incremento anterior, ® = 0,001 incremento para
curvatura e FEI é a rigidez a flexao da secdo transversal.

O propésito da divisao da secao em fatias é captar a deformacao axial, ¢,
no centroide plastico, CP, de cada fibra e entao, através das relagoes constitutivas
dos materiais, obter as respectivas tensoes e os modulos de elasticidade tangentes
em cada fibra. Duas varidveis sao substanciais para empregar essa metodologia:
a area das fibras e sua respectiva posi¢ao. Essa segunda é referenciada ao CP da
se¢do, ja que alguns pesquisadores, como Caldas (2004), Chen et al. (2001) e
Sfakianakis (2002), apontaram que dessa forma, tanto para o método de Newton-
Raphson quanto para os métodos quasi-Newton, os problemas de convergéncia
sao minimizados.
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Segundo Roik e Bergmann (1990), a posi¢ao do CP da segao é dada por:

_ x(‘Araf; + xaAaf(.z + bebf;)yd
Al Af+AS,

(2.47)
yd

T _ ypA(‘a'f(.’ + yaAaf(.l + ybAbf;’yd
& Araf; + Aaf?.j + Abfi;’

(2.48)
yd

com A, A, e A, sendo as areas de concreto, do perfil de ago e da armadura
longitudinal; o é um coeficiente que indica se o concreto esté confinado (a = 1,0)
ou nao (o= 0,85); y., y. € y sdo as coordenadas do centroide, das respectivas
areas, no eixo das ordenadas, em relagdo a um sistema de referéncia; e f., f, € fou
sao a resisténcia do concreto, as resisténcias de escoamento dos agos do perfil e
das armaduras, respectivamente. Liu et al. (2012) e Chen et al. (2001) utilizaram
as Equagoes (2.47) e (2.48), porém com « igual a 1 para qualquer situagao.

A Figura 2.4 ilustra a distribui¢ao de deformacdes na se¢ao mista para uma
combinacao de esforgos axial e de momento fletor. Observando a Figura 2.4, a

deformagao axial na 7 -ésima fibra, €; é dada por:

em que y; ¢ a distancia entre os centroides plasticos (CP) da fibra analisada e da
secao transversal, & ¢é a deformacao axial no CP da secdo e ® a respectiva
curvatura. Note que o termo g,; s6 é necessario quando a fibra for correspondente
a um perfil de ago, de tal forma que essa variavel retrata a deformacao residual
(Figura 2.7) na i -ésima fibra.

Na notagao matricial que segue, as variaveis g, e @ serao termos do vetor
de deformagoes X = [eq ®]*. Numericamente, pode-se dizer que o equilibrio da

secao é obtido quando a seguinte equacao é satisfeita:

F(X)=f, -f 00 (2.50)
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em que o vetor de forgas externas f., ¢ dado pelo esforco axial, N, e de momento

fletor, M, ou seja:

_|N
f = {M} (2.51)

Ja o vetor de forgas internas é dado por expressoes integrais classicas para
o esforco axial, N, e momento fletor, M;,. Uma vez conhecidas as areas, A;, e as

posicoes, ¥, de cada fibra, a integral passa a ser o somatério descrito como:

"
. La[(eo,q)”d/l - Ny Dni;a[gz' (‘90’¢)]Ai (2.52)
M, IAJ[(EO’Q))]ydA M, Dzﬁb“a[% (go,cD)inA]

i=1

Nint -

na qual, nm é o numero de fibras geradas pela discretizacao da segao.

Na obtencao da flexdo axial e rigidez a flexdo, Chiorean (2013) apontou
que, ao adotar X = 0 na primeira iteragdo, a convergéncia ¢ alcancada
rapidamente, e a configuragao indeformada da se¢ao transversal evita problemas
de convergéncia relacionados ao equilibrio entre as forgas externas e internas.
Embora seja eficiente iniciar o processo dessa forma, a convergéncia sé é atingida
na primeira iteragdo se os esforcos externos forem nulos. Faz-se entdo a expansao
em série de Taylor truncada no termo de primeira ordem da Equagao de equilibrio
(2.50), ou seja:

" (%)

F(X +0X)=F(X)+ (o%) (2.53)

Partindo do suposto equilibrio no ponto X+ X, ou seja, F(X+ 6X) = 0,
e sabendo que dX=X/"1-X* tem-se:

OP;(X)

0=F(X')+ (x - x) (2.54)
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Assim, pode-se isolar o termo X*! na Equagao (2.54) e, consequentemente,
determinar a configuracao deformada da secdo transversal na iteracao k + 1

conhecendo as informagoes da interacao k, tal como segue:

oF (X)
kE+l _— ko k
X! =X - F(X*) (2.55)

Note que a funcdo desequilibrio F(X), dada na Equagao (2.50), é
dependente dos termos f.; e fi: sendo que apenas o segundo termo é funcao de
X, ou seja, a derivada de F(X) em relacio a X é negativa. Pode-se ainda

reescrever a Equagao (2.55) como:
-1
X" = X" +F (X)) F(X) (2.56)

na qual F’ é a matriz constitutiva da se¢do transversal ou matriz Jacobiana do

problema nao linear expresso na Equacao (2.50), isto é:

ON. ON.
fil = int fiQ — int
F'= —a_F = 680 90 257
aX f — a]‘4int f — a]\4int ( . )
o, P 00 |

O termo fi1 pode ser determinado como segue:

ON.
!, :?mt :ai%{jo(s(ao’q)))dfl} :%D(j(go + Dy, +8ﬁ)dA} (2.58)

0 A 0LA

em que se torna necessario o uso da Regra da Cadeia para solugdo da Equacao

(2.58). Ou seja:

_ | 00 oO¢ _
I

A A

dc 0 (5U + Oy, + 5) 00
— dA = | —dA
[as (of3 { [0}3 (2:59)

0

A derivada da tensao, o, em relacao a deformacao, €, resulta no médulo de
elasticidade tangente, Er. Dessa forma, pode-se escrever:
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i

f,=[EdA=YE, A (2.60)
A i=1

Analogamente ao desenvolvimento de fi1, os demais termos de F’ sao dados

por:
N, 0 <
2 ot - s
oM. [ | S
oM [ |

O critério de convergéncia adotado neste trabalho foi proposto por
Chiorean (2013) e é baseado na razao das normas Euclidianas do vetor de forcas

desequilibradas, F, e do vetor de forcas externas, f... Assim, escreve-se:

ﬂ < Tol (2.62)

ext

com Tol sendo a tolerdncia, que é assumida aqui 107.

2.3.3 Curvas de interacado N x M

Para obtencao da curva de interacdo N z M, é feita uma andlise com
diversos valores de esforcos axiais fixos, para cada valor de esforgo axial sao
realizados incrementos para o valor do momento fletor. Assim, para um dado
esforco axial, o valor do momento fletor é incrementado até atingir o momento
maximo da relagdo momento-curvatura, esse posto representa a plastificacdo total
da secao. Define-se, que esse par de esforcos encontrado é um ponto da curva de
interagao N z M. Nas andlises globais com o uso das rigidezes generalizadas,
abordadas a seguir, usa-se apenas essa curva, sem a necessidade de uma curva de

inicio de plastificagao.
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As curvas de interagao esfor¢o normal-momento fletor sdo obtidas antes do
inicio da anélise estrutural (fora do ciclo incremental-iterativo). A construgao da
relacdo momento-curvatura até o momento de plastificacdo em cada ponto nodal
da estrutura durante o ciclo incremental-iterativo global demanda um esforco
computacional elevado. Essa estratégia ¢ adotada com a finalidade de reduzir o
tempo de execucao das simulagbes numéricas. Dessa forma, a construcao da
relacdo momento-curvatura é feita para cada incremento de momento fletor até
que a matriz Jacobiana, dada na Equagao (2.57), fique singular.

Em contrapartida, torna-se necessario simplificar a curva de interagao.
Assim, a curva é construida através de uma série de pares ordenados N z M. Uma
vez iniciada a andlise estrutural é necessario saber o valor do momento de
plastificacdo reduzido, M,, para um dado valor de esforco normal, N. Assim,
qualquer ponto na curva de interacdo, mostrada na Figura 2.11 é construida
seguindo o algoritmo descrito na Tabela 2.2, pode ser obtido por interpolacao

linear, tal como dado a seguir:

Y i (N-N)+m
pre - N _N i j (263)
Jtl J

sendo j e j +1 os pontos que apresentam esfor¢co normal N; e N imediatamente
menor e maior, respectivamente, que o valor de V.

N 4

Figura 2.11. Curva de interagdo N x M
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Tabela 2.2 - Estratégia numérica para a construcio da curva de interacao

=

e ® N A kWb

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

Ler os dados da secao transversal e dos materiais
Discretizar a se¢ao transversal
Obter o centroide plastico CP de cada fibra (Equagoes 2.47 e 2.48)
Transladar o Sistema de referéncia — CP
Determinar: esforgos maximos axiais (tragado Njm. e compressao N ma)
Determinar: incremento do esfor¢go normal AN = (Nymw — Nemar) /100
Primeiro valor do esfor¢o normal N = N, .
para cada incremento de esfor¢o normal, N, faca
Iniciar processo: X = 0
para cada incremento de momento fletor, M, (Equagao 2.46) faga
Montar: f..
para k<1, nmax faga
Determinar: ¢ (Equagao 3.44)
Montar: fi (Equacao 3.46)
Calcular: F(X) (Eq. 3.45)
se ||F|| = || fu || £ Tol entao
PARE — Seguir para linha 26
fim se
Montar: matriz de rigidez tangente da secao F’ (Equagao 2.57)
Verificar a singularidade de F’
se F’ é singular entao
Definir: M — momento tltimo resistente
Armazenar M e N como um ponto da curva de interagao —
seguir para linha 29
fim se
Atualizar o vetor de deformagoes X (Equacao 2.56)
fim para
fim para
N= N+ AN

Fim para
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2.3.4 Rigidezes generalizadas

A anélise da segao transversal inicia-se com o centroide plastico (CP) fixo
na posicao dada através das Equagoes 2.47 e 2.48. Porém, a medida que as forcas
internas variam, a configuracdo deformada da secao passa a apresentar
deformagoes axiais cada vez maiores e consequentemente o CP muda de posic¢ao.
Dessa forma, avalia-se a posi¢do do CP como:

i
vid L F;

— 1
n

Lo
i

Yep (2.64)

Vi

E A

T,i" ™
i=1

A rigidez a flexdo tangente, deve ser calculada em relacdo a posicao

atualizada do CP, ycp. Assim, a rigidez Flr é dada por:

EL = [(y- Yop) E,dA = [vEdA=[2(y) (uep) EpdA+ [y Erdd (065
A

A A A

Sendo o sistema discretizado em fibras, as integrais da Equacao (2.65) se

tornam somatorios, ou seja:

"I/ "b

ZE YA —2ZE yAZE e, +ZE e, (2.66)

Substituindo o valor de y,, dado pela Equagao (2.64), na Expressao (2.66),

chega-se em:

Tfip T fip
fib ZETL iy ZET,iyiAi

ZE YA -2ZEleLAL s +2Em | (2.67)

fib it

- ZET7 i - ZET7 i

que pode ser reduzida a:
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EIT = ZET,iy?Ai - ZET,iyz’Ai = (2.68)

Correlacionando as Equacoes (2.64) e (2.65) com (2.68), nota-se que Elr
pode ser descrito em funcao da matriz constitutiva da secao transversal. Assim,

tem-se:

(2.69)

Seguindo o mesmo desenvolvimento apresentado anteriormente para a
obtencao da rigidez a flexdo, obtém-se para a rigidez axial, EAr (CHIOREAN,

2013):

(2.70)

Graficamente, a resposta encontrada refere-se a rigidez tangente a relagao
momento-curvatura (M z @), descrita na Segao 2.3.2. Isto é, dado um par de
esforcos externos N e M, ao se atingir a configuragdo deformada da secao
responsavel pelos esforgos internos que equilibrem o sistema, monta-se a matriz
constitutiva e calculam as rigidezes generalizadas. Tal procedimento ¢ ilustrado

na Figura 2.12.

2.4 Solucao do Problema Nao Linear

De uma forma geral, as equagoes diferenciais que representam os problemas
de engenharia estrutural nao apresentam solugoes analiticas, devido a sua
complexidade ao se considerar os efeitos nao lineares. Um dos métodos de maior
destaque para resolugao dessas equacgoes, utilizado no presente trabalho, é o MEF

devido a sua eficiéncia e aplicabilidade.
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Figura 2.12. Construcao da relagdo M x ® para o cdlculo das rigidezes generalizadas

A matriz de rigidez deve ser atualizada constantemente para que o estado
de equilibrio do sistema seja capturado com as alteragées na sua geometria e a
nao linearidade dos materiais (SILVA, 2009). Quando esses dois fatores sao

considerados, os mesmos sao introduzidos na matriz de rigidez, K, como:
K =/(UPE,) (2.71)

em que U é o vetor de deslocamentos nodais, P sdo as forcas internas (forga axial
e momento fletor), e Er é o parametro que se refere ao médulo de elasticidade
tangente dos materiais.

O processo de solucdo de problemas estaticos nao lineares, por uma
estratégia incremental e iterativa, pode ser dividido em duas fases: fase predita e
fase corretiva. A etapa designada como fase predita, engloba a solugao dos
deslocamentos incrementais, devido a um acréscimo de carregamento, através das
equacoes de equilibrio da estrutura. A fase corretiva, por sua vez, tem como
objetivo a correcao das forcas internas incrementais obtidas dos acréscimos de
deslocamentos na fase predita, pela utilizacdo de um processo iterativo. Essas

forgas internas corrigidas sao comparadas com o carregamento externo, de forma
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que se tem uma quantificagao do desequilibrio existente entre forcas internas e
externas. A etapa corretiva é realizada até que a estrutura esteja em equilibrio,

de acordo com um critério de convergéncia, ou seja:

t+0F (U,P,E,) O t*AF,, ou t*AF, (U, P,E, ) O t*AIAF, (2.72)

sendo "2F; o vetor das forcas internas que ¢ funcao dos deslocamentos, U, nos
pontos nodais da estrutura, e das forcas internas, P; *2F, é o vetor de forcas
externas; A é o parametro de carga responsavel pelo escalonamento de F,, que é
o vetor forgas de referéncia, em que apenas a sua dire¢ao é relevante.

Métodos eficientes de solucao de sistemas nao lineares devem ser capazes
de percorrer todo o caminho de equilibrio (primario ou secundario) do sistema
estrutural em analise, identificando e passando por todos os pontos criticos
(pontos limites de carga e de deslocamento e/ou pontos de bifurcagdo que possam
existir (SILVEIRA, 1995)).

Alguns dos passos principais da metodologia numérica de analise nao linear
adotada neste trabalho sao apresentados adiante. Antes, porém, é necessario fazer
algumas observacgoes relacionadas a notagao a ser empregada:

. Considera-se que sao conhecidos o campo de deslocamento e o estado
de tensao da estrutura no passo de carga t, e deseja-se determinar a configuracgao
de equilibrio no passo de carga t + At;

. k se refere ao contador do ntimero de iteragoes. Para k=0, tem-se a
solucao incremental predita, e para outros valores tem-se o ciclo iterativo de

Newton-Raphson;

. A e U definem o pardmetro de carga e deslocamentos nodais totais,
respectivamente;
. AN e AU caracterizam, respectivamente, os incrementos do

parametro de carga e dos deslocamentos nodais medidos a partir da ultima
configuracao de equilibrio; e
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. OA e OU denotam as correcoes do parametro de carga e dos

deslocamentos nodais, respectivamente, obtidos durante o processo iterativo.
2.4.1 Solugao incremental predita

Nesta etapa do processo de solucao considera-se que todas as variaveis do
problema estrutural sejam conhecidas na configuragdao t, podendo assim ser
montada a matriz de rigidez tangente, K. O vetor de deslocamentos nodais

tangencias, 0U,, é entao obtido através da expressao:
- K-1
oU =K7F, (2.73)

A determinacao do incremento inicial do parametro de carga, AAN°, deve ser
feita através de estratégias de incremento de carga, melhores detalhes podem ser
vistos em Silva (2016). Para o primeiro passo de carga, entretanto, o usuario deve
fornecer o valor de AA°.

Com a definicao de AN, os deslocamentos nodais incrementais tangenciais,

AU’ sao obtidos escalonando-se dU,, ou seja:
AUY = AN 8U | (2.74)

Uma vez conhecida a solucao predita, faz-se a atualizagdo do parametro de

carga total e do vetor de deslocamentos nodais totais:

HHATN =t + ANO (2.75)

t+ALY = U + AUO (2.76)

em que A e U definem o ponto de equilibrio do sistema no iltimo passo de carga.
Como as equagOes anteriores nem sempre estabelecem o equilibrio da
estrutura, iteragoes serao necessarias com o objetivo de restaurar esse equilibrio.

Sera descrito a seguir como ¢ realizado o ciclo de iteragoes.
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2.4.2 Ciclo de iteragoes

A maioria dos métodos de resolucao de problemas estruturais nao lineares
sao baseado no método de Newton-Raphson (Crisfield, 1991), que tem como
objetivo determinar as raizes (ou zeros) de uma equagao nao linear. Nesse método,
supoe-se que, dada uma estimativa inicial para a raiz, o problema consiste em
determinar uma sequéncia de corregoes, até que seja atingida a solu¢do com uma
precisao desejada.

No método de Newton-Raphson padrao, a cada iteracao, a inclinacao da
reta tangente é modificada, para um sistema com um grau de liberdade. Esse
método converge quadraticamente se a solucao inicial ‘U + AU? estiver proxima
o suficiente da solugdo do sistema de Equagoes (2.71). Além disso, a inversa da
matriz de rigidez, K, deve existir em todas as iteracOes necessarias até a
convergéncia ser atingida. J4 no método de Newton-Raphson modificado, acontece
uma alteracao da técnica padrao original, onde a inclinacdo da reta tangente
obtida na primeira iteracao é mantida constante. No contexto da analise
estrutural, a matriz de rigidez permanece inalterada. Dessa forma, o nimero de
iteracoes necessarias quando se utiliza o método modificado deve ser maior que o
da técnica padrao.

As equagoes de equilibrio (2.71) podem ser reescritas, para dar inicio ao

desenvolvimento das iteragoes de Newton-Raphson, da seguinte forma:
g =\F -F (U.PE,) (2.77)

sendo g o vetor de forgas residuais, que indica o desequilibrio de forgas do sistema
estrutural. Esse vetor deve se anular para um novo ponto de equilibrio do sistema.

No método de Newton-Raphson tradicional, o parametro de carga A é
usualmente mantido como constante, durante todo o ciclo iterativo. Contudo,

caso se pretenda acompanhar todo o tracado da trajetoria de equilibrio, com
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possiveis passagens pelos pontos criticos, é necessario que o parametro de carga
varie a cada iteracao. Dessa forma, recomenda-se seguir a teoria proposta por
Batoz e Dhatt (1979), onde é permitido que o pardmetro de carga seja variado.

Dessa forma, a mudanca nos deslocamentos nodais é dada pela equacao seguinte:
K(-05uk = —g (Uk-1), AF) k21 (2.78)

em que o vetor gradiente g fica definido em fun¢do dos deslocamentos nodais
totais, U*, que foram calculados na tltima iteracao, e do valor do parametro de
carga total corrente, dAF, que agora também é uma incdgnita. Esse parametro é

calculado de acordo com:
A = NE-1) 4+ SAF (2.79)

na qual OA* é a corregao definida por meio de uma estratégia de iteragao (equagao
adicional imposta ao problema), mais detalhes podem ser vistos em Silva (2016).

Substituindo a Equagao (2.78) em (2.79), tem-se:

K*-Dguk = _[Fi(k—l) _ ()\(k—l) + aAk)Fr} = —gli-1) + SMF, (2.80)

sendo F; o vetor das forcas internas, *VF, representa o vetor total das forcas
externas que atuaram na ultima iteracdo e os termos k e k—1 sao,
respectivamente, as iteragoes corrente e anterior.

Observe que o vetor de deslocamentos nodais iterativos, 6U*, expresso na

equagao anterior, pode ser escrito como a soma de duas parcelas, isto é:

Uk = 58Uk + SAFSUF (2.81)

em que:
Uk = K (k-1 g (k-1) (2.82)
dUF = K~1k-DF, (2.83)
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Note que o vetor de deslocamento iterativos, dU¥%, serd igual ao vetor de
deslocamento tangenciais 8U,, calculado pela Equagao (2.73), se iteragoes de
Newton-Raphson modificado forem usadas, em que a matriz de rigidez é mantida
constante ao longo do processo iterativo, como mencionado anteriormente.

Apoés a obtencao das corregoes dAF e dU*, faz-se a atualizacdo das variaveis

incrementais do problema, ou seja:

ANF = ANE-D) 4 G\ (2.84)
AUE = AUGK-D) + 6U’; + OAFSUE (2.85)

Por fim, o parametro de carga total e os deslocamentos nodais totais sao

também atualizados:

t+AENE = tNE 4+ ANF (2.86)

t+At gk = t Uk + AU (2.87)

Em um processo iterativo, a solugao numérica encontrada nunca é exata.
Deve-se entao adotar um critério de convergéncia para que o processo termine
numa solugao préxima da exata. Para que o equilibrio seja considerado aceitavel,
um dos dois, ou os dois critérios de convergéncia contidos na plataforma CS-ASA
devem ser respeitados. Um dos critérios presentes no CS-ASA é baseado no
equilibrio das forcas do sistema, e é calculado no inicio da iteracao corrente

utilizando parametros da iteracao anterior. Esse critério é definido a seguir:

) Hg(k—l)

S S
=

¢ (2.88)

sendo representado pela razao das normas FEuclidianas do vetor de forcas
desequilibradas e do vetor de incremento de carregamento externo, e { é o fator

de tolerancia aplicavel fornecido pelo usuario na entrada de dados.
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O outro critério de convergéncia obedece as relacoes de deslocamento, e

definido como:

_ v

¢, = M < (2.89)

sendo o numerador a norma FEuclidiana dos deslocamentos iterativos; e o
denominador é a norma FEuclidiana dos deslocamentos incrementais, que sao
obtidos apds a correcao do processo iterativo, e { segue a mesma definicdo do
critério de convergéncia anterior.

A Tabela 2.3 descreve, sequencialmente, os procedimentos descritos nesta

secao.
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Tabela 2.3. Estratégia numérica generalizada para andlise estatica nao linear

. Leitura dos dados relevantes na andlise, como: caracteristicas geométricas e dos materiais, malha de
elementos finitos e parametros referentes ao tipo de anélise

. Montagem do vetor de cargas nodais de referéncia, F, que estabelece a direcdo do carregamento
externo aplicado.

. Consideram-se os deslocamentos e o parametro de carga na ultima configuragio de equilibrio conhecida,
t:Uel

. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: AN’ e AU
4a. Monta-se a matriz de rigidez tangente: K = (U, P, Er) (Equagao 2.10)

4b. Define estimativa inicial para os incrementos de deslocamentos: AU =K E.

4c. Define o pardmetro de carga ALA. Utiliza-se o valor de AL informado pelo usudrio quando t=1
(primeiro passo de carga), e para os demais determina-se usando uma estratégia de incremento de
carga

4d. Determina: AU= AMSUr

4e. Atualiza as varidveis na configuracao t + At

(t+ 1) A= t)\,-/-AA, 06 (t+ t)U =1U + AU
. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k =1, 2, 3,...

5a. Avalia o vetor de forgas internas: (H'AZ)F;(k_l) =tFi +KAU(k_1)

5b. Calcula o vetor de forgas residuais:

g(k—l) _(r+v) )\(k_l)F, _ (t+Az)F;(k—l)

5c. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em forgas (Equagao 2.88) ou em forgas

e deslocamentos conjuntamente (Equagao 2.89)
SE SIM (Critério de forgas): Pare o processo iterativo e siga para o item 6

5d. Se Newton-Raphson padrio, atualiza a matriz de rigidez tangente K

5e. Obtém a corregdo do pardmetro de carga, o\, usando uma estratégia de iteragao

5f. Determina o vetor dos sub-incrementos dos deslocamentos nodais: auk =5UI§ +&\k5Ul,f ,com
5U/§ =k 1(k-1) g(k—l) e &J’; =k k1) F,

5g. Atualiza o pardmetro de carga e o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AN* = ALD + S\F e AUF = AU &) + §U*
b) Total: Y AF = Al + A e (POU* = U + AU*
5h. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos ou em forcas e
deslocamentos conjuntamente
SE SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 6
SE SIM (Critério de forga e deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 6, apenas
se houve a convergéncia no item 5c
5i. Retorna ao passo 5 (o processo segue até que o equilibrio do sistema seja atingido, ou até que um

ntimero maximo de iteragoes seja alcancado)

6. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 4
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CAPITULO 3

Problemas de Interacao Solo-

Estrutura

3.1 Consideracoes Iniciais

Na engenharia estrutural e geotécnica é bastante comum encontrar vigas,
pilares e lajes em contato (ou mesmo apoiados) com um meio eldstico ou com
restri¢oes de deslocamentos pontuais. Dentre os problemas de engenharia, onde é
possivel encontrar essa interacao solo-estrutura, destacam-se: trilhos apoiados em
dormentes numa ferrovia, tubulagoes enterradas, estacas-coluna de fundacao e
contravento lateral de pilares em edificagoes.

A interacao entre solo e estrutura pode ser tratada como bilateral ou
unilateral. No caso em que o solo reage tanto as solicitacoes de tracao quanto as
de compressao, o contato é denominado como bilateral (PCB), e no caso onde o
solo reage apenas as solicitagoes de compressao, o contato é denominado unilateral
(PCU) (SILVA, 1998). A diferenga entre os dois casos pode ser compreendida
através da Figura 3.1. Na Figura 3.1(a), nota-se que a fundagao oferece reacao as
solicitagbes de tragao e compressao e, ainda, a relacdo constitutiva forca F' x
deslocamento, v, é linear, indicando que a rigidez do solo permanece constante.

Ja na Figura 3.1(c), tem-se o caso bilateral onde o solo tem comportamento nao



linear. Em 3.1(b) e 3.1(d) tem-se o contato unilateral — reacdo do meio apenas

aos esforcos de compressao — e o comportamento linear e nao linear para o solo,

respectivamente.
o F
\4 v
(a) Comportamento linear bilateral (b) Comportamento linear unilateral
F F
v v

(c) Comportamento nao linear bilateral ~ (d) Comportamento nao linear unilateral

Figura 3.1. Relagao forga-deslocamento da fundagao

Nos problemas de contato bilateral (Figura 3.2a), admite-se que o meio de
contato trabalha integralmente com a estrutura, ou seja, a regiao de contato entre
os corpos é conhecida a priori, uma vez que nao acontecerd a perda de contato.
Ja no caso unilateral (Figura 3.2b), zonas de descolamento entre estrutura e base
poderao aparecer. A definicao da regiao de contato entre os corpos vai depender
da configuracao deformada da estrutura, para uma determinada solicitacdo. Sendo
assim, mesmo considerando a hipétese de pequenos deslocamentos e material
elastico, no caso unilateral o problema sera nao linear associado as condicoes de

contorno.
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(a) Problemas de contato bilateral (b) Problemas de contato unilateral

Figura 3.2. Tipos de restri¢cdes de contato

3.2 Modelagem do Problema de Interacao Solo-Estrutura

Para apresentar a formulacao geral do problema de contato, a Figura 3.3(a)
mostra um dos problemas de contato de interesse desta tese, um arco em contato
com o solo. J& a Figura 3.3(b) ilustra a configuracao indeformada do sistema de
suporte estrutura-base, com sua discretizacao através do Método dos Elementos
Finitos (MEF), onde o solo é representado por molas discretas. Com a aplicacao
do MEF, sera possivel conhecer os deslocamentos da estrutura e da base nos
pontos nodais dessa malha para os dois tipos de problema de contato a serem
analisados, sendo contato bilateral representado na Figuras 3.3(c), e o contato
unilateral na Figura 3.3(d). O carregamento aplicado no arco é representado
genericamente por AF, onde A é o parametro que controla a intensidade da carga
aplicada. Sendo assim, A e ‘A representam a intensidade de F nas configuragoes

de equilibrio 0 e ¢, respectivamente.
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Figura 3.3. Modelo numérico via MEF e configuragoes de equilibrio do problema
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A estrutura pode ser definida como um sélido elastico continuo de dominio
V (Figura 3.3), com o contorno delimitado por trés superficies distintas supostas
regulares: S,, Sy e S.. Como nos problemas estruturais usuais, S, define a regiao
do soélido onde os deslocamentos sao prescritos e S é a regiao do sélido onde as
forcas externas sao prescritas. A superficie denominada S, define a regidao de
contato entre os corpos.

Para a estrutura, as equacoes de equilibrio interno, as relacoes cinematicas

e as relagoes constitutivas sao dadas, respectivamente, por:

0o=0 em V (3:1)
e=Ju em V (3.2)
c=De em V (3.3)

Observa-se, através da Equacgao (3.1), que as forgas de corpo foram
desprezadas da analise e que se faz uso da notagao indicial com a convenc¢ao usual
de somatorio. Ainda nas Equacoes (3.1) & (3.3), o representa as componentes
cartesianas do tensor de Cauchy, € caracteriza as componentes de deformacao
infinitesimal e u as componentes dos deslocamentos. Por fim, D define o tensor
das propriedades elasticas da estrutura. Como nesta etapa do trabalho visa-se a
resposta da fundagdo apenas na regiao de contato entre os corpos, é possivel
representa-la com modelos matematicos simples, mas que apresentam precisao
satisfatéria. Dessa forma, a reacao da base pode ser descrita genericamente

através da seguinte equagao:

L= Cbub (3.4)

em que u, e r, sao o deslocamento e a reagao a compressao da base elastica,

respectivamente, e Cy, caracteriza as propriedades mecéanicas da base elastica.
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Para o sistema estrutural analisado, as seguintes condigoes de contorno

devem ser satisfeitas:

u=u em S (3.5)

F=on em S (3.6)

com a Equacao (3.5) representando a condigao de contorno essencial do problema,
sendo u o valor prescrito do deslocamento em S.. Ja4 a Equagdo (3.6) caracteriza
o equilibrio das forcas que deve existir em S;. Para a caracterizacdo dos PCB e
PCU a serem resolvidos, necessita-se ainda de uma equacao adicional que indica
a condicao de compatibilidade que deve ser satisfeita em S.. Fisicamente, essa
equagao representa a condi¢ao de impenetrabilidade entre os corpos. Para o caso

do PCB, tem-se a seguinte expressao para a distancia entre os dois corpos, ¢:

¢=u -u=0 em S (3.7)

c

a qual deve ser nula em S.. Ou seja, os deslocamentos da estrutura e da base
elastica sao iguais na regiao de contato. Essa condicao é tipica da situacao de
contato bilateral entre corpos.

Para o caso do PCU, a condi¢ao de compatibilidade que deve ser satisfeita

em S, é descrita através da inequacao em termos da distancia entre os dois corpos:
= - >
¢=u -u 20 em S (3.8)
Essa expressao indica a condicao de impenetrabilidade entre a estrutura e
o meio. Assim, ao se analisar o comportamento de um ponto genérico em S, uma

das seguintes situacoes pode ser observada:

1. caso ocorra o contato entre os corpos (base e estrutura), escreve-se:

$=0 ¢ r,>0 (3.9
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ii. no caso de separagao entre os corpos, ou seja, existe o descolamento

entre a base e a estrutura, tem-se, entao:
$>0 e 1, =0 (3.10)

A partir dessas consideragoes, pode-se concluir que as condigbes que
definem de forma completa o contato como sendo unilateral sdo dadas pela

Inequagao (3.8), ou ainda, em termos da reagdo da base como:
r 20 (3.11)

e através da relagao de complementaridade entre ¢ e ry, ou seja:

J r,pds, (3.12)

S

c

A Figura 3.4 fornece o dominio de validade dessas trés relagoes e ainda o

grafico de validade da lei de contato.

18

Tp T

¢ ¢
a) Dominio para ¢ > 0 b) Dominio para 1, > 0
Ty T Ty
— —> >
4 ¢
c) Dominio para ¢ = 0 d) Gréfico da lei de contato

Figura 3.4. Dominio de validade das restrigoes de contato unilateral

Observa-se, entao, que a solucdo do PCU pode ser obtida através da
Equacgao (3.1), com o auxilio das Equagoes (3.2) e (3.3), respeitando-se as
condigoes de contorno (3.5) e (3.6), as Inequagdes (3.8) e (3.11) e a condigao de
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complementaridade (3.12). Entretanto, a nao linearidade decorrente das condigoes
de contorno em S. torna a solugao direta do problema uma tarefa bastante dificil.
Assim, serd necessario formular um problema de minimizacao equivalente para
que seja possivel utilizar uma estratégia numérica conveniente para a sua solugao.

E demonstrado em Silveira (1995), o problema de otimizacao:

Min N (u, ub) (3.13)
Sujeito a: -¢ <0, em S (3.14)
em que:
M :ljosdv+1jruds ~ [ Fuds
9 ) 9 J ; ¥ (3.15)

c !

é equivalente a solucao das equacOes e restricoes impostas na formulacdo

apresentada.

3.3 Tratamento do Problema de Contato Unilateral

Em muitas andlises de problemas referentes a interagao entre solo/rocha e
estrutura, considera-se que a base reage tanto as solicitagoes de tragdo quanto as
de compressao, o que caracteriza um problema de contato como bilateral.
Entretanto, para muitos tipos de fundacbes essa hipdtese é irreal, sendo
necessario, entao, considerar o problema de contato unilateral, ou seja, considerar
que a base elastica reage apenas as solicitagoes de compressao.

O problema de contato unilateral é nao linear, uma vez que nao se conhece,
a priori, a regiao de contato entre os corpos. Essa nao linearidade ¢ oriunda das
condicbes de contorno impostas, que sao dadas em forma de restrigcoes de

desigualdades, correspondendo a condicao cinemética de nao penetracao entre os

66



corpos e a condigao estatica da pressao de contato ser compressiva. Tais restrigoes
sao expressas na forma complementar de Kuhn-Tucker (LUENBERGER, 1973).
Assim, o problema de contato unilateral pode ser formulado como um
problema de otimizacao com restrigoes impostas por outros corpos ou meios, onde
as condicoes de otimo do problema sao obtidas resolvendo as equacgoes de
equilibrio em conjunto com as restri¢oes e com a condi¢ao de complementaridade
do contato.
Trabalhos recentes que possibilitam o tratamento da restricao unilateral

imposta a analise seguem uma das seguintes estratégias:

i. Adaptagbes usuais da mecanica estrutural (funcionais diferencidveis
e restrigoes bilaterais) ao caso do contato envolvendo restrigdes unilaterais. Essa
estratégia, de natureza incremental-iterativa, se destaca por nao introduzir
conceitos novos, adaptacao de codigos ja existentes para analises nao-lineares,
tratamento de problema de contato como um tipo particular de problema nao-
linear, e a economia de tempo computacional se nenhuma mudanga na regiao de
contato acontece entre um passo e outro de carga. Porém, essa classe de
procedimentos nao tem garantias de convergéncias. Como descrito em Silveira
(1995), os trabalhos de Chan e Tuba (1971) e Francavilla e Zienkiewicz (1975)
destacam-se nesse contexto. Stein e Wriggers (1984) realizaram uma andlise da
estabilidade de barras esbeltas usando o MEF com uma formulacao Lagrangiana
atualizada, aproximando-se simultaneamente a nao-linearidade geométrica e a
nao-linearidade resultante das restricoes unilaterais;

ii. Transformacao do problema de contato em um problema de
minimizagdo sem restrigoes, através do método de Penalidades (ASCIONE e
OLIVITO, 1985; KANTO e YAGAWA, 1990; FERREIRA e ROEHL, 1997) ou

o uso de Multiplicadores de Lagrange (BATHE ¢ CHAUDHARY, 1985). Na
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maioria dos casos, introduz-se elementos especiais projetados para simular as
condicoes de impenetrabilidade das superficies; e
iii. Emprego de métodos de programacao matematica para
transformacdo do problema de contato em um problema de minimizacao com
restricoes (ASCIONE e GRIMALDI, 1984; BARBOSA, 1986; SILVEIRA, 1995;
HOLANDA, 2000). Essa alternativa permite obter a solugdo do problema de
contato sem que as restrigoes unilaterais sejam eliminadas explicitamente da
analise, mantendo a filosofia original do problema.
Sera descrita na proxima secdo a estratégia numérica adotada para a
solugdo do problema de otimizagdo com restricoes unilaterais de contato,
transformando o problema de contato em um problema de minimizagdo sem

restricoes, através do Método de Penalidades.
3.3.1 Método de Penalidades

Apos a discretizacao do sistema, o problema de minimizacao equivalente
definido pela Equagdo (3.13) e restricao (3.14), pode ser reescrito da seguinte

forma:

Min (U, U,) (3.16)

Sujeito a: - ¢ (U,Ub) <0 (3.17)

em que se considera agora os vetores U como os deslocamentos nodais da
estrutura e U, os deslocamentos nodais da base.

Com o Método de Penalidades, a regiao de contato S. é inicialmente
aproximada e, na sequéncia, utiliza-se o método de Newton-Raphson para corrigi-
la. Com isso, consegue-se quantificar a participacao da base elastica na obtencao

de outras incégnitas do problema. Aqui, como as restrigoes de contato nao sao
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consideradas de uma forma direta, define-se o seguinte problema de otimizacao

sem restricoes a ser resolvido:

g=[ch +K,}]U—F€ #0 (3.18)

sendo K a matriz de rigidez do sistema descrita na Secdo 2.2.3., e g o vetor
gradiente, ou forcas desequilibradas do sistema base-estrutura, que deve se anular
ao longo do processo iterativo de Newton-Raphson. A cada iteracao, através de
uma nova avaliacdo de 5., corrige-se a participagdo da base elastica, ou seja, a
matriz de rigidez K,. Esse processo iterativo é concluido, indicando que a solucao
do PCU foi atingida, quando determinado critério de convergéncia for satisfeito.

Nesta estratégia de solucao, o carregamento que pode causar a separagao
entre os corpos, deve ser aplicado de forma incremental, onde em cada passo deve-
se procurar anular o vetor gradiente dado pela Equagao (3.18). Vale salientar que
a matriz de rigidez da base K, serda aproximada através de monitoramento do

deslocamento do sistema, obtidos através da resolucao do sistema a seguir:

K, +K |U=F (3.19)

Note que K, é montada, usando o MEF, a partir das equacoes diferenciais
que regem o comportamento do modelo adotado (Secao 3.4).

Resumindo, a matriz K; serd aproximada a partir do monitoramento do
deslocamento da estrutura em cada passo de carga/iteragdo de acordo com o sinal
do deslocamento obtido em cada ponto nodal da malha de elementos finitos. Essa
aproximacao é corrigida através das iteracoes do tipo Newton-Raphson.

No algoritmo apresentado na Tabela 3.1, o vetor de forcas externas nodais
incrementais, AF. é definido através do produto de AA e F, que sao,
respectivamente, o parametro de controle do incremento de carga e o vetor de
forcas de referéncia. Neste trabalho, AMA utiliza-se diversas estratégias de

incremento de carga.
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Tabela 3.1 Estratégia numérica para andlise estatica nao linear considerando
problemas de contato

1. Leitura dos dados relevantes na analise, como: caracteristicas geométricas e dos materiais, malha de
elementos finitos e parametros referentes ao tipo de analise

2. Montagem do vetor de cargas nodais de referéncia, F, que estabelece a dire¢do do carregamento
externo aplicado.

3. Consideram-se os deslocamentos e o pardmetro de carga na ultima configuracdo de equilibrio conhecida,
U, 4e S,

4. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: AN’ e AU
4a. SE: problema de contato determinar K, (aos elementos que estdo em contato com a base), SE
NAO: K, =0
4b. Monta-se a matriz de rigidez tangente: K = {(U, P, Er)= K;.+K;, (Equagdo 3.18)

4c. Define estimativa inicial para os incrementos de deslocamentos: 3U, =K !

E,
4d. Define o pardmetro de carga AL’. Utiliza-se o valor de AA” informado pelo usuério quando t = 1 (1°
passo de carga), e para os demais determina-se usando uma estratégia de incremento de carga
4e. Determina: AU= AXSUr
4f. Atualiza as variaveis na configuracio t + At: (9 A= A+AL O e (*OU = U + AU°
5. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2, 3,...

5a. Avalia o vetor de forcas internas: (¢ +AI)Fi(k_l) ='F +xay(k-1)

5b. Calcula o vetor de forgas residuais:

g(k—l) - (t+At))\(k—1)Fr _ (t+At)Fi(k—l)

5c. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em forgas (Equagao 2.88) ou em forgas
e deslocamentos conjuntamente (Equagao 2.89)
SE SIM (Critério de forgas): Pare o processo iterativo e siga para o item 6
5d. Se Newton-Raphson padréo, atualiza a matriz de rigidez tangente K
5e. SE: Problema de Contato Unilateral
Avaliam-se os deslocamentos e regides de contato entre os corpos. Define a nova regido de contato
- Se. Siga para o item 5f
SE NAO: Siga para o item 5f
5f. Obtém a corre¢ao do pardmetro de carga, JA\f, usando uma estratégia de iteragéo
5g. Determina o vetor dos sub-incrementos dos deslocamentos nodais: u¥ :6U’£, +3K 35Uk, com:
sUk =k 1-1) g(k-1) ¢ uk =k 71 k-1,
5h. Atualiza o parametro de carga, e o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AN* = ALD + S\ e AUF = AU () + gU*
b) Total: Y LF =\ + M e FUUX = U + AU*
5i. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos ou em forcas e
deslocamentos conjuntamente
SE SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 6
SE SIM (Critério de forca e deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 6, apenas
se houve a convergéncia no item 5c
5j. Retorna ao passo 5 (o processo segue até que o equilibrio do sistema seja atingido, ou até que um
ntmero maximo de iteragdes seja alcancado)

6. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 4
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3.4 Modelos de Bases Elasticas

Em problemas estruturais nao lineares com restricoes de contato, o
caminho nao linear de equilibrio do sistema pode ser fortemente influenciado pelas
propriedades e caracteristicas do meio elastico que impode essas restrigoes de
deslocamentos. Ou seja, a solugdo do problema pode depender do modelo
matematico utilizado para representar o meio elastico ou fundagao.
Intuitivamente, para se analisar o comportamento desse meio, espera-se que, com
a escolha de um modelo mais rigoroso do ponto de vista mecanico, se encontre
melhores resultados. Porém, as dificuldades em se determinar os parametros
elasticos ou mesmo plasticos envolvidos em tais modelos podem resultar em
divergéncias nos resultados a serem alcancados. Adicionalmente, como em muitas
situacOes praticas, o interesse na resposta da fundagao elastica limita-se a
obtencao das forcas na regiao de contato, e nao no estado de tensoes ou campo
de deslocamentos que se desenvolvem no seu interior. E possivel o emprego de
modelos matematicos relativamente simples para descrever com razoavel precisao
o comportamento da base na regiao de contato (SILVEIRA, 1995; SILVA, 1998).

Os modelos considerados mais simples sao os que apresentam apenas um
parametro definindo as propriedades do material da fundacao elastica. Dentre
esses modelos, destacam-se o de molas discretas dispostas ao longo da regiao de
contato (SILVEIRA, 1995; SILVA, 1998; PEREIRA, 2003; MACIEL, 2012) e o
modelo de Winkler (HETENYT, 1946; SILVA, 1998; MACIEL, 2012). O modelo
de Winkler corresponde a uma camada formada por molas estreitamente
espagadas e independentes entre si. Ambos nao consideram a interacao entre as
molas, o que significa que, se uma base é submetida a uma carga distribuida em
sua superficie, as molas localizadas fora da regiao carregada nao serao afetadas.
Por esse motivo, esses modelos nao representam precisamente as caracteristicas

de alguns tipos de fundacoes, pois o solo é, na realidade, um corpo continuo e,
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portanto, deve existir uma curva de deflexdo continua. O modelo com dois
parametros definindo o comportamento do solo, como o de Pasternak, ja considera
as interacoes entre as molas, o que melhora o modelo proposto por Winkler.

Nas proximas subsecoes sao apresentados os modelos matematicos para as
bases elasticas adotados neste trabalho. Sao modelos que podem ser definidos com
um ou dois parametros elasticos. No caso dos modelos com um parametro,
apresenta-se inicialmente o modelo discreto formado por molas que sao ligadas,
no contexto do MEF, aos pontos nodais da estrutura, e depois o modelo continuo
de Winkler. Na sequéncia, é apresentado o modelo continuo de Pasternak, que
utiliza dois parametros. Informagoes adicionais sobre esses e varios outros modelos
de bases elasticas podem ser encontradas nos trabalhos de Kerr (1964), Silveira
(1995), Silva (1998), Holanda (2000), Pereira (2003), Mullapudi e Ayoub (2010)

e Shen (2011).
3.4.1 Modelo de molas discretas

Esse modelo representativo do solo é constituido por molas discretas
dispostas ao longo da regiao de contato. As molas sdo independentes entre si e,
portanto, nao é considerada qualquer interacao entre elas.

Na discretizacao via MEF, a malha deve ser escolhida de forma que os noés
coincidam com o posicionamento das molas. Para a reagao da base elastica, tem-

se a seguinte expressao:
=k, (2,,) (3.20)

onde 1, e v, sS40, respectivamente, a reagao e o deslocamento da base elastica, kq é
o parametro de rigidez da mola, dado em unidade de forca por comprimento, e
(x:, y;) representa a posigdo dos nés da estrutura e da base elastica que estdao em

contato. A Figura 3.5 ilustra uma viga sobre uma fundagao desse modelo.
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Figura 3.5. Modelo de molas discretas representando o solo

Esse modelo é representado por molas discretas e independentes, ligadas
aos pontos nodais da malha de elementos finitos da estrutura. Por esse motivo, a
discretizacao tem grande importancia nas analises feitas com esse modelo, pois
quanto mais refinada for a malha de elementos finitos, melhor sera a precisao dos
resultados.

A intensidade da reacdo da mola é diretamente proporcional ao

deslocamento, ou rotagdo, da mola no ponto nodal 7 do modelo (Figura 3.6), como

segue:
Ty = kyivi (3.22)
M, =k,6 (3.23)

em que Ty, 1, € My sao as reagoes; u;, v; € 0; sao os deslocamentos nodais da
estrutura no ponto nodal 4, e k., k, e ko; sdo os parametros de rigidez das molas
conectadas a esse ponto.

Considerando as Equagbes (3.21) a (3.23), pode-se escrever a energia

interna de deformacao armazenada pela base:

U =1p +%k e G (3.24)

bi 2 ) yi i 2 Gi i
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Figura 3.6. Molas discretas conectadas a um ponto ¢ da estrutura

As componentes da matriz de rigidez da base elastica podem ser obtidas
diretamente da energia de deformacao, considerando os deslocamentos nodais no

sistema global de coordenadas:

o°U

b

k =—2>b
bm.n) 0Au_0Au, (3.25)

A matriz de rigidez da fundagdo elastica, segundo o modelo de molas

discretas, fica organizada da seguinte forma:

k

0 &k, 0 (3.26)
0 0 &,

Nessa equacao, K,; é a matriz de rigidez da fundacao elastica associada ao
ponto nodal i. Finalmente, para obter a matriz de rigidez global, diagonal, da

base elastica deve-se considerar a contribui¢do de todos os m pontos nodais em

contato com a fundacgao, ou seja:

K, = ZKM (3.27)

m

Essa matriz serd somada a matriz de rigidez da estrutura, formando a

matriz de rigidez do sistema. As componentes diagonais nulas que podem estar
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presentes nessa matriz estao associadas as deslocabilidades dos pontos nodais onde
nao ha restrigoes impostas pelas molas, ou nao ha contato com o solo.
Para esse modelo de fundacdao, o vetor de forcas internas nodais

incrementais é dado por:

“F, =KAU (3.28)

3.4.2 Modelo continuo de Winkler

O modelo de Winkler (1867) representa a regiao de contato através de um
sistema de molas estreitamente espacadas e independentes entre si (Figura 3.7).
Nesse modelo, a reagao exercida em um dado ponto da regiao de contato é
assumida como proporcional ao deslocamento vertical da estrutura nesse mesmo
ponto, independente dos deslocamentos em outras partes da estrutura em contato,

e pode ser expressa por:
n, =k, (3.29)

onde 71, e v, sdo, respectivamente, a reacao da base e o deslocamento, k; é o
parametro de rigidez da mola, dado em unidade de forga por area.

Carga

® =é>;

=ki=

Figura 3.7. Modelo de Winkler representando a regiao de contato

A maior dificuldade em aplicar o modelo de Winkler é quantificar o valor
do parametro de rigidez do solo. Em termos praticos, o valor de ki é determinado
através de ensaios de carregamento de placas in-situ (plate load tests), onde é

aplicado um carregamento vertical e perpendicular & placa e medido seu
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deslocamento. Assume-se que a reacao da base é proporcional ao deslocamento da
estrutura em um determinado ponto, e considera-se o solo como um material
elastico que obedece a Lei de Hooke. A partir do ensaio obtém-se a curva carga-
deslocamento, e o valor de k é o médulo secante do grafico (KAMESWARA
RAO, 2011). H& certa dificuldade em determinar o valor de ki, pois seu valor nao
depende s6 das caracteristicas de deformacao do solo, mas também do tamanho
da placa utilizada, conforme visto em Chandra et al. (1987).

A partir do valor do parametro de rigidez de Winkler, k;, obtém-se o valor
do parametro de rigidez para o modelo discreto, k,, através da seguinte

transformacgao:
k= —— (3.30)

onde L é o comprimento da estrutura que estd em contato com o solo, e n, é o
numero de elementos finitos que a compoem. Essa equacao é valida para
estruturas com apoios em suas extremidades.

Existe a possibilidade de considerar o comportamento nao linear do solo
através do modelo de Winkler. Um polinémio com um termo nao linear ctibico foi
proposto por Chandra et al. (1987) para representar a rea¢ao da fundacao elastica,
incluindo um parametro k;. A Figura 3.1 ilustra a diferenga entre os casos de

fundacao linear e nao linear. Nesse modelo, a reacdo da fundacao é dada por:
r =kv *kv’ (3.31)

em que ks é o segundo parametro de rigidez da parcela nao linear. O sinal positivo,
ou negativo, esta relacionado a uma fundagdo com ganho ou perda de rigidez,

respectivamente.
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3.4.2.1 Winkler linear
O modelo continuo de Winkler assume que o solo pode ser representado
através de um conjunto de molas independentes, estreitamente espacadas.

A energia interna de deformacao para esse modelo é dada por:
k L

U =L Av’dz 3.39
3| (332

sendo L o comprimento do elemento.
O incremento de deslocamento, Awu,, pode ser relacionado com os valores

nodais desse elemento, Ati,, como segue:
Au, = BbAﬁb (3.33)

na qual B, é a matriz que contém as funcgoes de interpolagdo de Hermite,

organizadas da seguinte forma:

H =1- 3[3j + z[fj (3.34)
L L

2
H2 :.’L’_T +E (335)
2 3
T T
H =3|—| -2|— 3.36
© oz
L= f + E (3.37)
B/ =[0 H, H, 0 H H,| (3.38)

Ao substituir a Equacao (3.33) em (3.32), e sabendo que ByAti,=A,"B,",

obtém-se a forma discreta da energia de deformacao:
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| N
U, = Eu:Kbub (3.39)

na qual K,* é a matriz de rigidez da fundacao elastica para o elemento

considerado, cuja expressao é dada por:

L
K; =C,[B/B,dz (3.40)
0

onde L é o comprimento do elemento finito, e C, é a matriz constitutiva do solo,

em que, para o caso de Winkler linear, C, = k..

Ao substituir a Equacdo (3.38) na Equagado (3.40), obtém-se as

componentes da matriz de rigidez da fundacao elastica do elemento, simétrica,

como segue:

_13C,L
b(2,2) ~ "b(55) 35

_11C, 1
ORI

K, -,

(23)

— 9CI)L
b(2,5) - 70
(3.41)
136’bL2
b26) (35 420
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Finalmente, para obter a matriz de rigidez global, da fundacao elastica
deve-se considerar a contribuicao de todos os m elementos na regiao de contato,

chegando a:
K, =K (3.42)

Ao considerar o modelo de Winkler, verifica-se a contribuicao da fundacao
elastica para as forcas internas incrementais. Para o elemento, pode-se reescrever

da seguinte forma:
Ape = KAu (3.43)
ib b b .

sendo 2F¢, o vetor de forcas internas incrementais da base, para o elemento
considerado.

Por fim, deve-se somar a contribuicdo de todos os elementos da regiao de
contato, transformando do sistema local para o sistema global através da matriz

de rotacao, R*, da seguinte forma:
At — eT At e
F, = Z(R sz) (3.44)
3.4.2.2 Winkler nao linear

Alguns materiais, como o solo, nao podem ser verdadeiramente
representados por um conjunto de molas lineares. Por isso, Chandra et al. (1987)
prop6s um polindmio com um termo nao linear ctibico para representar a reacao
da fundacao eléastica, levando-se em conta o comportamento nao linear do solo.
Nesse modelo, presume-se que as nao linearidades nao sao de ordem superior. O
modelo foi testado através de ensaios de placa, onde os autores concluiram que é
capaz de representar o comportamento nao linear do solo com bastante precisao.
Mais recentemente, esse modelo foi utilizado por Shen (1995 e 2000), Holanda

(2000) e Tsiatas (2010).
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Na Equagao (3.31), o sinal positivo corresponde a uma fundagao com ganho
de rigidez (ou hardening foundation), e o sinal negativo estd relacionado a uma
fundacdo com perda de rigidez (ou softening foundation).

Como apresentado para o modelo de Winkler linear, em uma anélise nao
linear por elementos finitos, é necessario calcular o vetor de forcas internas e a

matriz de rigidez. O vetor de forgas internas é dado por:

Fib = IBZTE)dV (345)
V

em que F; é o vetor de forgas internas da base, e B, é a matriz contendo as
fungoes de interpolacio (Equagao 3.38).
A matriz de rigidez é dada pela derivada da forca interna em relagao ao

vetor de deslocamentos nodais, u. Sendo assim, tem-se:

K¢ 5Fz’b r BT 57“1)
=W = —Ydr

0

Aplicando-se a regra da cadeia para resolver a derivada, chega-se a
expressao final da matriz de rigidez da fundagao:
L

K; = [B/C,B,dz (3.46)

0

Nota-se que a Equagao (3.46) é igual a Equacao (3.40). No caso do modelo

de Winkler nao linear, a matriz constitutiva C, é dada por:
—_ 2
C, =k x3kw (3.47)
sendo w corresponde ao deslocamento no ponto central do elemento.
Para obter o valor de w, os deslocamentos nodais, 1, foram aproximados

através das fungoes de interpolagdo apresentadas nas Equagoes (3.34) a (3.37).

Substituindo nessas equagoes o valor de x = L/2, chega-se a:
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L 41 _L
< 5 (3.48)

w=DB"a (3.49)

Em uma anélise nao linear, o valor de w é atualizado a cada incremento,
obtendo-se um novo valor para C,. Portanto, é necessario recalcular a matriz de
rigidez da base elastica a cada incremento de carga, ¢, pois ela nao é constante no
modelo de Winkler nao linear. O vetor de forgas internas para esse caso é 0 mesmo

do modelo de Winkler linear, Equagao (3.43).
3.4.3 Modelo Pasternak

O modelo de Pasternak (1954) considera que as molas sdo conectadas por
uma camada incompressivel, que se deforma apenas sob tensoes de cisalhamento,
como mostra a Figura 3.8. Esse modelo procura estabelecer certa interacao entre

as molas usadas no modelo de Winkler. Tem-se:
r, = kv, - GO, (3.50)

onde G representa o parametro de rigidez cisalhante da camada.

Esse modelo procura estabelecer certa interacao entre as molas,
melhorando o modelo de Winkler linear através da introducao de um parametro
de rigidez adicional. Como ja mencionado, o modelo de Pasternak assume que as
molas sao conectadas por uma camada que se deforma apenas sob tensoes de

cisalhamento. A relacao incremental de for¢a deslocamento é dada por:
— 2
Ar, =k Au, — k0%, (3.51)

onde k; é o parametro de rigidez elastico transversal, igual ao modelo de Winkler,

k. corresponde ao parametro de rigidez cisalhante da camada.
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R IS
Figura 3.8. Modelo de Pasternak representando a regido de contato

A energia interna de deformacao para esse modelo é dada por:

2

dz (3.52)

L dAu

h Aw'dx + —j

U, =L
b2

O ey

De forma andaloga a apresentada na Secao 3.4.2.1, considera-se que o
incremento de deslocamento Au, pode se relacionar com os valores nodais desse

elemento, A, através das fungoes de forma, e sabendo que B,At,=A0,"B,T, tem-

Se:
by, _dB, .
o
B B,
i XL

Portanto, a energia interna de deformacao da fundacao elastica sera:

1

1
— ~T 1-¢ N
Ub = EAub KblAub +

5AﬁleK;Aﬁlb (3.55)

sendo K, a matriz de rigidez do modelo de Winkler, calculada pela Equacao

(3.40), e e Ky»¢ é dada por:
L
K;, =k, [B] B, du (3.56)
0

com B;, sendo a derivada de B, em relacao a .
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Assim, efetuando-se as derivacgoes e integracOes necessarias, obtém-se as

componentes da matriz K¢ simétrica:

6k
k12(2 2 = k12(5 5~ —
S T 5L

ka _kbz =

ky
®9 10

(23)

b2(255) 51
(3.57)

I
|

- = —_2
b2(26) kb2(3,5) - 10

2k L

ka(S,S) = b2(6,6) 15

I __ k,L

b2(3,6) 30

Finalmente, para obter a matriz de rigidez global da fundacao eléstica
deve-se considerar a contribuicao de todos os m elementos na regiao de contato,

chegando a:

K, Z(Kzl + KZQ) (3.58)

m

Portanto, para esses modelos, o vetor de forcas internas nodais

incrementais é dado por:
At e — e e ~
Fib - (Kbl + KbQ)Aub (3.59)

Como nos modelos anteriores, deve-se considerar a contribui¢ao de todos

os m elementos finitos na regiao de contato, transformando o vetor de forcas
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internas para o sistema global de coordenadas através da matriz de rotacao, R,

da seguinte forma:

bp = ;(Rﬁ 5o ) (3.60)

84



CAPITULO 4

Aplicacoes Numéricas —

Analise Avancada

4.1 Introducao

Essa secao tem o proposito de validar a metodologia numérica, baseada em
deslocamento e na teoria de Euler-Bernoulli, para simular o comportamento nao
linear 2D do ago, concreto e estruturas mistas de aco e concreto, apresentadas no
Capitulo 2. Foram realizadas andlises inelasticas de segunda ordem, atestando
que a presente abordagem nao se limita a uma tipologia especifica, e pode ser
usada para o estudo de diferentes secoes transversais. Destaca-se que os resultados
encontrados sao comparados com os apresentados na literatura, obtidos de forma
numérica e/ou experimental.

Na Secao 4.2 sao feitas analises inelasticas de segunda ordem de sistemas
estruturais de aco com diferentes se¢oes transversais. J4 na Secao 4.3 tem-se
estudo de estruturas de concreto. Na Secao 4.4 apresenta-se uma analise de um

sistema estrutural misto de aco e concreto.



4.2 Estruturas de Aco

4.2.1 Pilar engastado-livre: flexao em torno do eixo de menor inércia

Geralmente, nos projetos estruturais, a flexao em torno do eixo de menor
inércia estd relacionada com os pilares da estrutura. O conhecimento do
comportamento deste membro estrutural nessa situacdo é de fundamental
importancia. Este exemplo tem como objetivo validar a estratégia proposta neste
trabalho através da analise inelastica de um pilar engastado livre que atua de
maneira isolada, sendo a se¢ao transversal um perfil laminado I.

O pilar engastado-livre estd submetido a uma carga vertical permanente
P, e uma carga horizontal incremental, H. A carga H esta aplicada no plano da
secao transversal, perpendicularmente ao eixo de menor inércia, conforme ilustra
a Figura 4.1 Esse exemplo também foi estudado por Zubydan (2011) para validar
suas formulagdoes numéricas. Na Figura 4.1 sao mostrados também os dados
referentes ao material e a geometria do pilar, além da discretizacao em elementos
finitos. Investigou-se o comportamento do pilar para trés niveis do carregamento

permanente P: 20%, 40% e 60% da carga axial de escoamento, Py.

lP
q — 5@
4 [ ]
Secao W 12 x 16
3,0 m Es = 200000 MPa 39
fy= 275 MPa
20

Y Y

Figura 4.1. Pilar engastado-livre e sua discretizacao em elementos finitos

Através do controle do deslocamento horizontal, u, no topo da coluna
chegou-se nas trajetorias de equilibrio ilustradas na Figura 4.2. Os resultados

encontrados nesse trabalho sao comparados aos valores obtidos por Zubydan
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(2011), que analisou a nao linearidade fisica de forma distribuida com o Métodos
da Zona Plastica (MZP). Observa-se que para os trés niveis de carregamento

aplicado os resultados sao coincidentes, comprovando a eficiéncia da formulacao

usada.
120
i —— Presente trabalho
100 — ®  Zubydan (2011)
z
=5
S
=
8
=
-
@
&0
2
O
0 I ‘ I ‘ I I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I

0 0,015 0,030 0,045 0,060 0,075 0,090 0,105 0,120

Deslocamento u (m)
Figura 4.2. Trajetéria de equilibrio do pilar engastado-livre
Na sequéncia, faz-se um estudo do indice de degradagao da secao
transversal (plastificacao) do pilar nos pontos nodais do modelo para as 3 relagoes
de carregamento consideradas. Esses resultados sao apresentados na Figura 4.3.
Os valores dos indices de degradacao foram captados ao final de cada analise, ou
seja, quando o deslocamento atingiu para a carga de P/Py = 0,2 o valor de u =

0,115 m, para P/Py = 0,4 o deslocamento de v = 0,106 m e para P/Py = 0,6 o

valor de v = 0,049 m.

4.2.2 Pilar com secao tubular vazada e ago de alta resisténcia

Este exemplo aborda, como ilustrado na Figura 4.4, um pilar biapoiado de
secao transversal tubular retangular vazado (caixa) com ago de alta resisténcia,

submetido a uma carga axial. Essa estrutura foi testada experimentalmente por
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Wang et al. (2014) e analisada numericamente por Li et al. (2015). A geometria
e as dimensbes do pilar-caixa sdo apresentadas na Figura 4.4. A tensdo de
escoamento foi tomada como 505,8 MPa e o mdédulo de elasticidade como 207,8
GPa. As imperfeicoes geométricas utilizadas foram retiradas de Wang et al.
(2014), que consideraram uma pequena carga excéntrica nas extremidades
(M = 0,019 P) e um eixo curvo inicial com flexa central de 3 mm. O modelo de
tensoes residuais utilizado é uma adaptacao da distribuicao utilizada por Mathur

(2011), que usou a proposta de Salmon et al. (2009), como apresentado em Figura

P/Py=0,2 P/Py =04 P/Py=06

Figura 4.3. Relacao EIt/Elt,i (%) nos pontos nodais

P
N v §
11,43 mm
! i
R z ‘
2 NE s o1
© 10| 88
E
|
Y "//%

156,5 mm

Figura 4.4. Pilar biapoiado com secao transversal tubular vazada
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A Figura 4.5 ilustra a trajetéria de equilibrio obtida via CS-ASA e os
resultados do teste de Wang et al. (2014). A capacidade final do pilar obtida
através da abordagem numérica proposta foi 2702 kN, que é relativamente
préoxima do valor experimental de 2591 kN.

4

Fator de Carga A

— Presente Trabalho

e Wang et al. (2014) - Experimental

0 0,01 0,02 003 004 005 006 0,07 0,08

Deslocamento  (m)
Figura 4.5. Trajetéria de equilibrio do pilar biapoiado

Na Figura 4.6 é destacada a curva de interagao esfor¢o normal-momento
fletor (NM) para a secao transversal tubular retangular vazada do pilar, bem
como os valores retirados de Li et al. (2015). Percebe-se, mais uma vez, uma boa
concordancia entre os resultados obtidos e os da literatura. Nesta mesma figura,
pode ser vista a variacao das forcas internas dentro do dominio resistente até se
atingir a plastificacao total da secao.

Para este mesmo caso estudou-se o comportamento do elemento estrutural
variando algumas caracteristicas geométricas e também as condi¢oes de contorno.
A Figura 4.7 mostra a trajetéria de equilibrio controlando o deslocamento
horizontal u, quando fez-se a variacdo da espessura (#;) da segdo retangular
vazada. Percebe-se que t; tem grande influéncia no comportamento do pilar.

Variou-se t de 0,9 cm até 2,0 cm.

89



4000
— Capacidade resistente - CS-ASA
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Figura 4.6. Trajetéria de equilibrio do pilar biapoiado
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Deslocamentot u (m)
Figura 4.7. Trajetéria de equilibrio do pilar biapoiado para diferentes valores de #
Na sequéncia, analisou-se o comportamento do pilar com diferentes valores
de b indicados na Figura 4.8. Observa-se a influéncia dessa caracteristica
geométrica no percentual do fator de carga, onde tem-se o maior valor de by, maior
serd a carga limite atingida. Com relagao as condigoes de contorno do pilar,
considerou-se quatro tipos mostradas na Figura 4.9. Utilizou-se nessa andlise a

mesma geometria da segao transversal encontrado no trabalho de Wang et al.
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(2014). As variagdes do deslocamento horizontal do centro do pilar com relacao
ao fator de carga sao apresentadas na Figura 4.10. Percebe-se que a medida que
o pilar se torna mais rigido devido as restricoes de movimento dos diferentes

apoios empregados, atinge-se um fator de carga maior.

| —--b=10cm 11,43 mm
7| — b=1565cm ! 4
| e b=1565cm- Wang et al. (2013) A
6| —+ br= 20 cm =
_ 4 b=25cm
5

Fator de Carga A
S

|
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Deslocamento u (m)

Figura 4.8. Trajetéria de equilibrio do pilar biapoiado para diferentes valores de by

Condigoes de Contorno - CC

P P P P
K <A % |
11,43 mm
* A
[ g
g 2 A U " | na” =
z z ol
© 0 e ~
3 2 3
N | —
\
1565 mm

cC1 CcC2 cC3 CC 4

Figura 4.9. - Condigdes de contorno adotados
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— CC 2

Fator de Carga A

0 | \ | \ | \ | \ | \
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Deslocamento u (m)

Figura 4.10. Trajetoéria de equilibrio para diferentes condigbes de contorno

4.2.3 Poértico: flexao em torno do eixo de menor inércia

A geometria do pértico de dois andares estudado nessa secao foi proposta
originalmente por Iffland e Birnstiel (1982). Posteriormente, Ziemian e Miller
(1997) orientaram os pilares desse pértico de forma que a flexdo ocorresse em
torno do eixo de menor inércia, e realizaram analises inelasticas baseadas nos
Métodos da Rétula Plastica (MRP) e MZP. Como pode ser visto na Figura 4.11,
o portico estd submetido a cargas uniformemente distribuidas que atuam nas
vigas. Informacoes sobre a geometria, o material e os perfis utilizados também sao
fornecidos na figura indicada. Adotaram-se quatro elementos finitos em cada
membro estrutural.

Na Figura 4.12 mostra-se a variagao do deslocamento horizontal v no topo
da terceira coluna a direita com o carregamento. A comparacao é feita com os
resultados obtidos por Ziemian e Miller (1997) com o programa NIFA (CLARKE,
1994). Ressalta-se, mais uma vez, a eficiéncia da formulagdo empregada na
simulagao do comportamento inelastico do poértico de dois andares, produzindo
resultados bastante proximos daqueles obtidos com o MZP.

92



71,450 KN/m

Y Y
W24x55 o W30x99
(>}
% P
4,57 ., % 5
57 m = = 153,130 KN/m P
=
777777 y
W30x99 W36x160
o = o
E % Es = 200000 MPa S
6,10 m = - f, = 345 MP =
T ‘ —
= = ‘ =
Vigas: Eixo de maior inércia

————— :; g Pilar: Eixo de menor inércia g E

|
|
-
l
|

A

6,10 m 14,63 m

Figura 4.11 - Poértico de dois andares: geometria e carregamento
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Figura 4.12 - Trajetérias de equilibrio do pértico de dois andares

4.2.4 Poértico com secao circular

Este exemplo trata-se de um elemento estrutural com a secdo transversal
circular com diametro de 0,721 c¢m, como apresentado na Figura 4.13. O poértico
de William também foi analisado como inelastico por Chan (1988), usando dois

valores ficticios para a tensao de escoamento.

93



65,714 cm

Figura 4.13. Pértico de William

A Figura 4.14 apresenta a trajetéria de equilibrio controlando o
deslocamento vertical no centro do pértico de William obtido pela formulacao
proposta no presente trabalho, comparando-o com os resultados obtidos por Chan
(1988). Foram adicionados na mesma figura os graficos das anélises com as tensoes
de escoamento de 165,47 MPa e 124,10 MPa. Com a equivaléncia dos resultados
pode-se comprovar a eficiéncia da formulacdo proposta em retratar o

comportamento dos elementos estruturais para diferentes se¢oes transversais.

0,02 Presente trabalho (fy = 124,10 MPa)
-+ Chan (1988) (fy = 124,10 MPa)
Presente trabalho (fy = 164,47 MPa)
0016 @ Chan (1988) (fy = 164.47 MPa)
_ /’r/ \\7.\\
— + \\\\\
Z 0012 L
Q-4 1 ~
gb +
&5 0,008— ip O
"""" ‘ e
0,004 v 0,721 cm
| 65,714 cm
0 T T T T T ]
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Deslocamento v (cm)

Figura 4.14. Trajetoéria de equilibrio do Pértico de William

Em seguida estudou-se este portico para diferentes alturas (h) e condigoes
de contorno. A Figura 4.15 mostra a variacdo do deslocamento vertical com
relagdo ao fator de carga para diferentes valores de h. A carga limite atingida é

mais alta quando se tem o valor de h maior, independendo do valor da tensdao de
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escoamento adotada. O mesmo comportamento acontece quando varia-se as
condicoes de contorno, Figura 4.16. Quando se estudou o pértico com as condigoes
de contorno mais rigidas, elemento biengastado como apresentado por Chan
(1988), obteve-se a carga limite com o valor mais alto comparado com as demais

condicoes de contorno utilizadas.

: S O
0,06 — | -
h v 0,721 em

0,07

| 65,714 cm |
0,05— - .
o
/b =1,960 cm
Z. 0,04 — / — fy= 165,47 MPa
!
S 1 -~~~ fy= 124,10 MPa
I
& /| h = 1,470 cm
S 0,03 / |

e e = N ———

h = 0,490 cm

\ \ \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Deslocamento v (cm)

Figura 4.15. Trajetoria de equilibrio para diferentes valores de h

4.2.5 Arcos com seg¢oes tubulares vazadas e seg¢ao retangular cheia

Sao abordados nesta secdo arcos circulares biapoiados sujeitos a carga
distribuida e carga concentrada (Figuras. 4.17a e 4.17b). Quatro tipos de se¢ao
transversal sdo estudados: circular vazada (SCV), retangular vazada (SRV),
quadrada vazada (SQV) e retangular cheia (SRC), como mostra a Figura 4.17(c).
O aumento do emprego de estruturas com secOes transversais tubulares

retangulares e circulares (vazadas e cheias) enfatiza a necessidade de se encontrar
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formulacgées numéricas avangadas para o estudo da resisténcia desses tipos de

perfis, justificando as analises realizadas nessa secao.

0,02
- - = fy=124,10MPa
N — fy= 165,47 MPa
0,015 —
=2 7 Biengastado Tl -
~ 001 e
go T Engastado-apoiado
S B //’// —= \:“\‘\\1\\
/// Biapoiado T3 3 T
0,005— ' v -
7 N
'/ J—
/'y o N
-4 -
/ B ____————""""Apoio 1° Género e 2 Género
0 =T |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Deslocamento v (cm)

Figura 4.16. Trajetoéria de equilibrio para diferentes condigbes de contorno

S q
) IR Y I I EREE

. b .
(c)

Figura 4.17. Arcos circulares biapoiados: (a) Pardmetros geométricos; (b) Casos de

carga; (c) Tipos de secdo transversal
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O ago utilizado nas se¢oes tubulares vazadas é o S275, que tem moédulo de
elasticidade Es = 210 GPa e resisténcia de escoamento f, = 275 MPa; ja o ago da
se¢do retangular cheia tem moddulo de elasticidade Es = 68,95 GPa e resisténcia
de escoamento f, = 138 MPa. Admite-se ainda que as SCV e SRC nao possuem
tensao residual. J4 as segbes retangular e quadrada vazadas (SRV e SQV) seguem
a distribui¢do de tensoes residuais de Mathur (2011) (Figura 2.7d).

Os dois primeiros arcos a serem analisados tém perfil metalico SCV, com
diametro D = 508 mm e espessura ¢t = 20 mm, e estao submetidos a uma carga
uniformemente distribuida. A primeira estrutura é pouco abatida, com angulo
interno 20 = 100° e comprimento de arco S = 34,6 m, e é modelada com 20
elementos finitos e 20 divisdes na secao transversal. O segundo arco é muito
abatido, com angulo interno 20 = 6° e comprimento S = 34,6 m, e modelo
numeérico que possui 40 elementos finitos e 20 divisoes na secao transversal.

As trajetérias de equilibrio dessas duas estruturas sao exibidas na Figura
4.18. Note que a carga ¢, no eixo vertical, é adimensionalizada através da carga
qis, que representa a carga de flambagem do arco. Pode ser observado também
que os resultados obtidos via CS-ASA apresentam boa concordancia com daqueles
do Mastan2 e Dimopoulos e Gantes (2008), o que valida o emprego da formulacao
inelastica apresentada no Capitulo 2 para estruturas com secbes transversais
circulares vazadas.

Sao analisados agora arcos circulares sob carga concentrada e com as
seguintes se¢oes transversais: SRV (A = 500 mm, b = 300 mm e ¢t = 20 mm); SQV
(b =400 mm e t = 20 mm); SCV (D = 508 mm e ¢t = 20 mm); e SRC (b = 25,4
mm e h = 4,7625 mm). Esses arcos sao pouco abatidos, com angulo interno 20 =
100° e comprimento de S = 34,6 m, e sao modelados com 20 elementos finitos e

20 divisoes na secao transversal.
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Figura 4.18 - Trajetérias de equilibrio do arco com perfil SCV

As Figuras 4.19(a), (b) e (c) apresentam a trajetéria de equilibrio dos Arcos
SRV, SQV e SCV, respectivamente. Os resultados obtidos sdo comparados aqueles
do Mastan2 para duas condicoes de contorno: arco biapoiado e arco biengastado.
O arco circular abatido biengastado com secao transversal retangular cheia
(SRC) tem raio R = 3,38 m e angulo interno 20 = 14,67°, foi inicialmente
analisado experimentalmente por Belytschko e Glaum (1979) e depois de forma

analitica por Pi e Trahair (1996).
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Figura 4.19. Trajetoéria de equilibrio de arcos pouco abatidos com secoes vazadas
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Figura 4.19. Trajetoéria de equilibrio de arcos pouco abatidos com secoes vazadas

(Continuacéo)

A Figura 4.20 fornece a trajetoria de equilibrio do arco SRC, onde utilizou-
se 80 elementos finitos na discretizagao do arco e 15 divisdes da sec¢ao transversal.
Sao utilizados os resultados da literatura para comparagao, e observa-se uma boa
concordancia em relagdo aos de Belytschko e Glaum (1979), principalmente no
momento da formacao da primeira rétula plastica, que ocorre proximo a carga
limite de 2,5 kN. Verifica-se também uma aproximacao razoavel, nesse ponto,
com o modelo de Pi e Trahair (1996). Essas anélises foram realizadas para validar

os resultados obtidos via CS-ASA.
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Figura 4.20. Trajetoria de equilibrio do arco circular abatido biengastado com SRC

4.2.6 Poértico de quatro andares

O portico apresentado na Figura 4.21 foi inicialmente estudado por
Kassimali (1983) e posteriormente por Yoo e Choi (2008) e Silva (2009) para
validarem as formulagdes por eles propostas. Kassimali (1983) utilizou o método
da rétula elastopléstica. J&4 Yoo e Choi (2008) propuseram um método de andlise
de flambagem inelastica para determinar a carga critica de estruturas metalicas.
Nesse método, a carga critica é determinada através da anélise de um problema
de autovalor, e a teoria do médulo tangente e a curva de resisténcia para colunas
do AISC LRFD (AISC, 1986) sao utilizados. Além desse método, eles utilizaram
também, para fins de comparagdo, o Método da Roétula Plastica Refinado
(MRPR).

Silva (2009) desenvolveu um sistema computacional para andlise numérica
avancada estatica e dinamica de estruturas metalicas baseado no Método dos
Elementos Finitos. Visando estabelecer uma modelagem computacional mais
verdadeira do comportamento estrutural, os efeitos nao lineares sado considerados

conjuntamente, eliminando a necessidade de processar a analise estrutural e o

101



projeto em fases distintas. Silva (2009) utilizou o MRPR, associado a vinculagao
de molas ficticias nas extremidades do elemento finito de viga-pilar, para a

simulacao da degradagao da rigidez a flexao da seg@o transversal.

lA P/2 lA P AP/2
AaP/2 W16x40 Yy R
2 3
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A E = 2.01x10’ MPa g E
§ o, = 236 MPa § 2
] P = 133,4 kN

N
N
N\
N
\

9,15 m

Figura 4.21. Poértico de quatro andares: geometria e carregamento

Trata-se de um poértico de quatro andares submetido a cargas horizontais
e verticais concentradas nas vigas e colunas como mostra a Figura 4.21. Os valores
adotados para o moédulo de elasticidade e a tensdao de escoamento sao,
respectivamente, 201 GPa e 236 MPa. Nas vigas sdo aplicadas cargas verticais,
de intensidades P e P/2, no centro do vao e nas ligagoes entre vigas e colunas,
respectivamente. No topo das colunas, tem-se as cargas horizontais, a P, onde a é
um coeficiente adimensional. As colunas do primeiro pavimento sao constituidas
por perfil W12x79 e as demais, por perfil W10x60. Ja nas vigas, é utilizado o perfil
W16x40. O valor considerado para a carga P é 133,4 kN. As vigas sao
discretizadas com quatro elementos, e em cada coluna usa-se dois elementos
finitos, totalizando 32 elementos. Durante a analise, essas cargas sao

incrementadas pelo parametro A até que se atinja a carga limite.
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A Figura 4.22 apresenta a trajetéria de equilibrio do sistema, onde tem-se
a variagao do deslocamento horizontal, u, do quarto pavimento durante o processo
de carregamento. Sao apresentadas as respostas para a = 0,1, a = 0,24 e o = 0,5;
juntamente com os resultados numéricos obtidos por Yoo e Choi (2008) e de Silva
(2009). Observa-se que as respostas obtidas utilizando a metodologia proposta

estao em bom acordo com aquelas encontradas na literatura.

2
— Presente Trabalho
. a=0,1 ® Yoo e Choi (2008)
®  Silva (2009)
1,5 —

Fator de Carga (A)
|

0,5 —

0
| | |

0 0,1 0,2 0,3
Deslocamento u (m)

Figura 4.22. Trajetoéria de equilibrio do pértico de quatro andares

4.3 Estrutura de Concreto Armado

O portico ilustrado na Figura 4.23 é estudado nesta segdo. Estao
disponiveis na literatura resultados experimentais (VECCHIO e EMARA, 1992)
e numéricos (STRAMANDINOLI, 2007; SHARIFF e MENON, 2016). Vecchio e
Emara (1992) realizaram um ensaio de um portico plano de concreto armado em
escala real, de um vao e dois pavimentos, biengastado. O objetivo dessa analise
foi de estudar as deformagodes por cisalhamento em poérticos. Este poértico foi

ensaiado para o caso de cargas axiais constantes aplicadas nos pilares e carga
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lateral monotonicamente crescente. A geometria, carregamento e armacao

utilizada nos modelos estdo mostrados na Figura 4.23.
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Figura 4.23. Poértico de Vecchio e Emara: geometria, secdo transversal e carregamento

Posteriormente, Stramandinoli (2007) e Shariff e Menon (2016) validaram
suas formulagbes numéricas comparando seus resultados com os obtidos em
laboratério. Stramandinoli (2007) desenvolveu e estudou a aplicabilidade de
modelos de elementos finitos para anélise nao linear fisica e geométrica de vigas
e pérticos planos de concreto armado. Um novo modelo constitutivo foi proposto
para representar o comportamento do concreto tracionado, e assim considerar a
contribuicdo do concreto entre as fissuras.

Shariff e Menon (2016) desenvolveu um programa de analise nao linear
capaz de rastrear a resposta carga-deflexdao completa de vigas, porticos e grades
de concreto armado, controlado pelo deslocamento. O programa considera a nao
linearidade geométrica usando uma matriz de rigidez geométrica em conjunto com
uma matriz de rigidez primaria que é constantemente atualizada iterativamente.
A nao linearidade do material foi explicada pelo uso de formulagoes de momento-

curvatura prescritas. A degradacao da rigidez devido a fissuracao do concreto,
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escoamento do ago, tension stiffening, amolecimento e efeitos P-A foram
incorporados.

Para essa analise a secao transversal foi dividida em 20 fibras, os pilares
foram discretizados com 4 elementos cada e as vigas com 6 elementos cada. As

propriedades dos materiais estao apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Dados dos materiais da viga de concreto armado (em kN/m)

Concreto Aco
fc E¢i Ecu fuyd Es Spud
30.10° 0,002 0,004 418.10° 1,9525.108 0,016

O comportamento do sistema é avaliado através da trajetéria de equilibrio,
controlando o deslocamento horizontal no topo do pértico u. Os resultados obtidos
através do CS-ASA sao apresentados na Figura 4.24 e comparados com os
experimentais de Vecchio e Emara (1992) e os numéricos de Stramandinoli (2007)
e Shariff e Menon (2016). Percebe-se boa proximidade entre o comportamento da
estrutura obtido de forma numérica. A diferenca encontrada entre o resultado
numérico e o encontrado em laboratorio pode ser devido a exclusao da degradacao

da rigidez de cisalhamento na anélise.
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Figura 4.24. Trajetoéria de equilibrio do pértico de Vecchio e Emara
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4.4 Estruturas Mistas de Aco e Concreto

Nesta secao o portico ilustrado na Figura 4.25 é estudado. Essa estrutura
foi inicialmente proposta por Liew et al. (2001) em um estudo de sistemas
estruturais de ago com vigas mistas, onde analisou-se o ganho de rigidez e
capacidade resistente proporcionado pela inclusao da laje de concreto na viga em
relagdo a um sistema puramente de aco. Ja Iu et al. (2009) propuseram revestir
totalmente os pilares com concreto. Em seguida, Chiorean (2013) e Lemes (2015)
validaram suas formulagoes comparando as curvas carga-deslocamento obtidas
por eles com as curvas presentes na literatura.

A estrutura estudada é um poértico simples de altura e vao iguais a 5 m,
com pilares constituidos com perfis W12x50 e a viga com perfil W12x27. Quando
considerado o efeito da laje de concreto, a mesma apresenta altura igual a 102
mm e largura de 1219 mm. Os pilares sdo totalmente revestidos em uma segunda
analise, apresentando se¢ao mista quadrada de base igual a 400 mm. Sao aplicadas
cargas incrementais verticais no topo dos pilares, e horizontal no topo do pilar
esquerdo. E considerado que o pértico ndo apresenta imperfeicoes geométricas
iniciais.

Serao realizadas duas andlises: estrutura com pilares de ago e viga mista
(Caso 1) e o sistema estrutural totalmente misto (Caso 2). As trajetérias de
equilibrio para esses sistemas sao definidas através da variacdo da carga
incremental em relacdo ao deslocamento no topo do pilar direito. Os dados dos

materiais componentes da estrutura estao na Tabela 4.2.
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Figura 4.25. Poértico simples: geometria, discretizagao adotada e segOes transversais

Tabela 4.2. Dados dos materiais componentes da estrutura

Concreto Aco
fc E¢i Ecu Es fy
1,6 kN /cm? -0,002 -0,0035 20000 kN /cm? 20000 kN /cm?

Na Figura 4.26 sao apresentadas as curvas carga-deslocamento para os dois
casos descritos. Observando essa mesma figura, pode-se concluir que a presente
formulagao se apresenta condizente com os resultados obtidos por Iu et al. (2009),

que utiliza o MRPR com elementos de molas ficticios.
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Figura 4.26 - Trajetéria de equilibrio do pértico simples
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CAPITULO 5

Aplicacoes Numéricas: Interacao

Solo-Estrutura

5.1 Introducao

Nesta secao, as estratégias numéricas apresentadas nos capitulos anteriores
sao utilizadas para realizacao das analises nao lineares elastica e inelastica de
sistemas estruturais com restricoes bilaterais e unilaterais de contato, e assim
validar a metodologia proposta. Destaca-se que os resultados encontrados sao
comparados com os apresentados na literatura e obtidos pelo software Mastan2.

A solucdo do problema nao linear de estruturas é obtida utilizando a
estratégia de incremento de carga e de iteragdo do deslocamento generalizado.
Assim, é possivel ultrapassar os pontos limites que possam vir a existir nas
trajetorias de equilibrio.

Na Secao 5.2 sao feitas analises nao lineares em vigas biengastada e uma
viga biapoiada com restrices de contato bilaterais. J& na Secao 5.3 tem-se o
estudo de pilares com restricdes de contato bilaterais e unilaterais. Os trés arcos
com contato bilateral e unilateral analisados sdo apresentados na Secao 5.4. Por

fim, os anéis com restri¢oes unilaterais de contato estao na Secao 5.5.



5.2 Vigas

5.2.1 Viga biengastada com restri¢coes bilaterais de contato

Sapountzakis e Kampitsis (2013) analisaram uma viga biengastada apoiada
em uma fundacao bilateral do tipo Pasternak. Eles desenvolveram uma estratégia
numérica baseada no Método de Elementos de Contorno (MEC) para anélise
elastica e inelastica de estruturas em contato com base elastica e também
elastoplasticas de tipo Pasternak.

No presente trabalho, considera-se essa viga em contato bilateral com uma
base elastica e realiza-se andlises elasticas e inelasticas de segunda ordem. O
modelo de base utilizado é o de Pasternak com parametro de rigidez £ = 20 MPa
e k» = 5000 kN. O primeiro problema trata-se de uma viga submetida a uma carga
concentrada aplicada & 4 m da extremidade, em 2L/3 (Figura 5.1); e no segundo
sistema (Figura 5.2) a viga estd submetida a um carregamento transversal
distribuido. A tensao de escoamento do material é considerada como f, = 20 MPa
e médulo de elasticidade tomado como Es = 32318,4 MPa. A segao transversal é
retangular (h = 0,60 m, b = 0,30 m) e comprimento L = 6,0 m. O sistema foi
discretizado com 30 elementos e 31 pontos nodais. Para a andlise inelastica

considerou-se a se¢ao transversal discretizada em 36 fibras.

Figura 5.1. Viga biengastada com carga concentrada
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Figura 5.2. Viga biengastada com carga distribuida

As Figura 5.3 e 5.4 fornecem a trajetéria de equilibrio para a andlise
elastica e inelastica obtida pelo CS-ASA dos dois sistemas estudados. Sao
utilizados os resultados da literatura para comparacdo, e observa-se uma
concordancia em relacdo aos de Sapountzakis e Kampitsis (2013). Verificou-se
que as trajetorias de equilibrio, para as analises elastica e inelastica, se iniciam
com a mesma rigidez. Nas analises inelasticas os sistemas perdem rigidez a medida
que o valor da carga aplicada aumenta, onde inicia-se a mudanca no

comportamento com relacao a analise elastica.
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Figura 5.3. Trajetoéria de equilibrio da viga com carga distribuida
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Figura 5.4. Trajetoéria de equilibrio da viga com carga distribuida

5.2.2 Viga biapoiada com restrigoes bilaterais de contato

No mesmo trabalho, Sapountzakis e Kampitsis (2013) apresentaram uma
viga biapoiada com restricoes de contato bilaterais, para andlise inelastica de
estruturas em contato com base elastoplasticas de tipo Winkler. Ayoub (2003)
também estudou esse sistema. Nesse trabalho, ele prop6s um elemento inelastico
para a analise de vigas em fundagoes, capaz de capturar o comportamento nao
linear da viga e da fundagao. O elemento foi derivado de uma formula¢do mista
de dois campos: forcas e deslocamentos, com aproximagcao independente.

A viga é simplesmente apoiada de comprimento L = 7,62 m, de secao
transversal quadrada de 0,159004 m de lado, submetido a uma carga concentrada
no meio do vao, como apresentado na Figura 5.5. A tensao de escoamento do
material é considerada como f, = 2068,43 MPa e médulo de elasticidade tomado
como E; = 199,95 MPa. No presente trabalho considerou-se o modelo de base
elastico de Winkler linear (WL) nao linear (WNL) com perda de rigidez (softening
foundation). O parametro de rigidez utilizado foi ki = 3,45 MPa e ks = 0,0345
MPa (WNL), para aproximar do comportamento ineldstico considerado na
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literatura citado anteriormente. Utilizou-se uma malha de 20 elementos. Para a

analise inelastica a secao transversal foi discretizada em 36 fibras.

Figura 5.5. Viga biapoiada com carga concentrada

Os resultados obtidos através do CS-ASA sao apresentados na Figura 5.6,
juntamente com os de Sapountzakis e Kampitsis (2013). Na Figura 5.6 sao
apresentadas as trajetorias de equilibrio do sistema em questao, considerando a
estrutura elastica e inelastica utilizando dois modelos de base, WL e WNL. Em
uma analise da estrutura inelastica, a mesma perde rigidez a medida que se tem
incrementos de carga, diferentemente da analise elastica. Pode-se observar, que
utilizando a base elastica nao linear (WNL), tem-se uma maior perda de rigidez
comparando-o ao comportamento da base utilizando o modelo WL. Observa-se
essa diferenca na degradagao da rigidez do sistema quando a anélise da estrutura
¢ elastica.

Encontra-se o comportamento mais proximo dos resultados da literatura,
a curva obtida pelo CS-ASA considerando a analise inelastica da estrutura com o

modelo de base elastico nao linear (WNL).

5.3 Pilares

5.3.1 Viga-Coluna com restri¢coes de contato

A viga-coluna ilustrada na Figura 5.7 é estudada nesta secao. Trata-se de
um problema de estabilidade com restri¢cbes unilaterais e bilaterais de contato,

sob um aumento da carga axial de compressao P e momentos de flexao constantes
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nos apoios. Os momentos fletores (M) nos apoios tém um pequeno valor constante

e atuam como imperfei¢coes de carga inicial, gerando, no caso de contato unilateral,

uma regiao sem contato. Assim, esta analise visa verificar a resposta nao linear e

mudancgas nas regioes de contato e nao contato com o incremento da carga P.
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Figura 5.6. Trajetoéria de equilibrio da viga biapoiada

"

Figura 5.7. Viga-coluna com restri¢bes de contato
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Essa viga-coluna foi inicialmente proposta por Silveira (1995), que utilizou
o método de programacao matematica para resolucao do problema de contato sem
eliminar as restricoes unilaterais. Ele utilizou o Método dos Elementos Finitos
(MEF) junto com a formulacao Lagrangiana atualizada. J& Silveira et al. (2008a)
desenvolveu uma metodologia semi-analitica, utilizando uma abordagem do tipo
Ritz, para o equilibrio elastico e andlise de instabilidade de vigas, pilares e arcos
apoiados em uma base elastica tipo Winkler.

Para as anélises que seguem, considera-se os seguintes dados: L = 5;
El = 10%; EA = 12.10° e M = 1 (unidades compativeis). A representacao do solo
¢ feita através do modelo discreto considerando o contato unilateral e bilateral.
Os parametros de rigidez k = KL*/FEI utilizados foram: 6,25; 625 e 6250. Esses
valores caracterizam uma base elastica flexivel, com rigidez intermediaria e rigida,
respectivamente.

A Figura 5.8 fornece as trajetérias de equilibrio considerando o modelo de
base unilateral e bilateral, com k& = 625. Ja na Figura 5.9 tem-se apenas o modelo
de base unilateral. Mostra-se nessas trajetérias a variagao da deflexao lateral u
em z/L = 0,85 e em fun¢ao do pardmetro de carga adimensional P / P,, sendo P.
a carga critica elastica de Euler.

Os momentos aplicados na extremidade da barra geram uma regiao de
contato e uma perda de contato entre os corpos, que s se verifica na analise com
restricoes unilaterais de contato. Destaca-se a importancia de considerar o modelo
de fundacgao apropriado na andlise, pois o emprego do modelo incorreto pode
resultar em um erro consideravel. Isso pode ser observado na Figura 5.8, onde
apresenta-se as analises do mesmo sistema com o mesmo valor de rigidez da base,
porém considerando diferentes restricées de contato.

A influéncia da rigidez da fundacao ¢ ilustrada na Figura 5.9, onde tem-se

trajetérias para diferentes valores de k, com modelo de base unilateral. Os
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resultados apresentados na Figura 5.8 e 5.9 sao comparados com os valores
fornecido na literatura (Silveira et al., 2008). Percebe-se que ha uma concordancia
entre os resultados da anélise, comprovando a eficiéncia da metodologia utilizada

no presente trabalho.
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Figura 5.8. Trajetéria de equilibrio com contato unilateral e bilateral
5.3.2 Pilares com restri¢coes unilaterais de contato

A ltima anéalise sobre pilares trata-se de uma estrutura em contato
unilateral com o meio, a base elastica responde apenas as solicitagoes de
compressao. A Figura 5.10 apresenta o problema de engenharia. Para as analises
que seguem, considerou-se: L = 5, EI = 1000, EA = 10° (unidades compativeis),
uma imperfeicdo geométrica inicial senoidal de n = 2 e amplitude U = 10™.
Considerou-se a rigidez da base discreta k, = 50. O sistema foi discretizado em 12

elementos finitos.
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Esse sistema estrutural foi inicialmente proposto por Santos (2016), em um
estudo numérico, via ANSYS do equilibrio nao linear e estabilidade elastica de
estruturas com restrigcoes de contato, com base no Método dos Elementos Finitos
(MEF). Onde consideram-se as restrigdes unilaterais de contato, e os efeitos da

nao linearidade geométrica da estrutura.

1,2
Presente Trabalho
®  Silveira et al. (2008a)
1 1
08—
a; 0,6 —
~
o,
04—
0,2—
0 I | \ | I | I | I | I
0 5E-005 0,000  0,00015  0,0002 000025  0,0003

u/L (z/L=0,85)
Figura 5.9. Trajetéria de equilibrio com contato unilateral

A Figura 5.11 apresenta a trajetéria de equilibrio do pilar até atingir o
valor da carga critica, obtidos pelo CS-ASA e os resultados encontrados em Santos
(2016). Mostra-se nessa trajetoria a variagdo da deflexao lateral u, em y = L/4,
em funcao da carga P. Percebe-se uma boa aproximacao com as curvas da
literatura comprovando a eficiéncia da formulacao implementada.

As deformadas da estrutura sdo mostradas na Figura 5.12 para cargas P
préoximas ao valor da carga critica. Percebe-se que o comportamento estrutural se
manteve préximo ao imposto pela deformagao inicial de n = 2 e U = 10*. Apds
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atingir o valor da carga critica em P, = 186,9, h4 um aumento significativo das

deformagoes, que pode ser observado na Figura 5.12.

P

!

M
o

Figura 5.10. Pilar com restri¢gées unilaterais de contato

a

200

— CS-ASA
® Santos (2016)

0 | | ]
0

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
u(y=L/4)
Figura 5.11. Trajetéria de equilibrio com contato unilateral

118



5
47
37
S |
\ P = 187,00
[
2 | P = 183,88
P = 186,41
b P=16341,
17
|
0 [ L B ]
-0,02 -0,01 0 0,01 0,02 0,03 0,04
u (m)
Figura 5.12. Deformada da estrutura
5.4 Arcos

5.4.1 Arco circular com restri¢oes unilaterais de contato

As Figuras 5.13 e 5.14 tratam-se de um arco esbelto circular biapoiado,
submetido a uma carga concentrada P em 6 = 0°. Este elemento estrutural
encontra-se em contato com uma base elastica do tipo discreta que sé oferece
reacao as solicitagoes de compressao, caracterizando assim, o contato unilateral.
As propriedades geométricas sao: R = 100, 6 = 10°, EI = 1,40 e EA = 420
(unidades compativeis). Na modelagem numérica, devido a simetria do problema,
discretizou-se apenas metade do arco e da base elastica. A Figura 5.13 mostra o
arco acima da base elastica e a Figura 5.14 e o arco encontra-se abaixo da base
eldstica, respectivamente. Nas duas figuras tem-se, o problema de engenharia (a),

modelo de elementos finitos utilizado na anélise (b), e o padrao de deformacao
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esperado (c). Para o arco acima da base elastica, adotou-se 69 elementos finitos.

Para o arco abaixo da base elastica, fez-se a discretizacao em 40 elementos.

Coluna

a) Problema de engenharia

Apoio

stmples

b) Modelo de elementos finitos

P,v

Regiao de descolamento Regido de descolamento

Regiao de contato

c) Padréo de Deformagao

Figura 5.13. Arco acima da base elastica (SILVEIRA et al., 1995)
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Solo ou Rocha

Pv Apoio
Simples
a) Arco abaixo da base elastica-— Problema de engenharia

@, ¢ P . Apoio

R i\ simples
0
——
b) Arco abaixo da base elastica— Modelo de elementos finitos

Regido de descolamento

c) Arco abaixo da base elastica — Padrao de Deformacao (SILVEIRA et al.,
1995)
Figura 5.14. Arco abaixo da base elastica
Este exemplo tem como objetivo a validagao das formulagoes desenvolvidas
nesse trabalho para solu¢ao do problema de contato. Porém, a finalidade principal
é ressaltar a influéncia da posi¢ao da base elastica e sua rigidez no comportamento

nao linear de estruturas curvas.
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A andlise de arcos com restrigbes de contato unilaterais com o meio
adjacente é objeto recorrente de estudo de pesquisadores das areas de estruturas
e geotecnia. O estudo realizado por Silveira et al. (2013) abordou uma solugao
numérica para a analise do equilibrio e estabilidade de estruturas esbeltas, em
contato unilateral com o meio, onde encontra-se esse sistema estrutural em
andlise. Este arco também foi avaliado por Santos (2016), em um estudo numérico
via ANSYS do equilibrio nao linear e estabilidade elastica de estruturas com
restricoes de contato.

A estabilidade do arco serd estudada para duas situagdes praticas
mostradas na Figura 5.13 e 5.14. O problema de contato, mostrado em 5.13(a),
trata-se de um arco que ird se deformar gerando duas regides de descolamento
entre os corpos e uma regiao central em que a base elastica sofre compressao. Esse
comportamento pode ser visto na Figura 5.13(c). J4 no problema da Figura
5.14(a), a medida que se aplica um carregamento concentrado no centro desse
arco, surgem duas regioes de compressao da base elastica e uma regiao central de
descolamento entre os corpos (Figura 5.14c). Essa possibilidade de descolamento
é caracteristica das restrigoes de contato unilaterais, ou seja, a base elastica so
reage as solicitacoes de compressao e a regiao de contato nao é conhecida
previamente.

A andlise do problema onde o arco se encontra acima da base é apresentado
na Figura 5.15. Tem-se as trajetorias de equilibrio, caracterizados pela variagao
do deslocamento v do arco no ponto de aplicacao da carga, para diversos valores
do parametro de rigidez elastico K da base. Os valores de desse parametro
k = KR'/EI, representa os diferentes graus de rigidez da base elastica. Foram
incluidas nessa analise bases elasticas mais flexiveis (k = 10?) até as semirrigidas

(k= 107). Observando essa mesma figura, pode-se concluir os resultados obtidos
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nesse trabalho se apresentam condizentes com os resultados obtidos por Santos

(2016), comprovando a eficiéncia da formulagao.

1200
k=10 _ 5
1000 } k= 25.10
k = 10°
800 — k=10
600 —
~
=
i
400 —
k=510"
200 —
k =2.5.10
I T B
k ®  Santos (2016) k=0 k=10
———  Presente Trabalho
-200 \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035

v/R
Figura 5.15. Trajetéria de equilibrio para o arco acima da base

Percebe-se também na Figura 5.15, que para valor de £ =10* nao ocorrem
mudancas no comportamento pré e pos-flambagem do arco, seguindo basicamente
o que acontece no sistema sem fundagdo (k = 0). Ainda assim, a carga limite
maxima sofre uma elevagao ao se introduzir a base elastica flexivel. E para rigidez
da base elastica k com valores superiores a 10°, ndo foram observados quaisquer
pontos criticos ao longo da trajetéria de equilibrio, que passou a ter
comportamento préximo do linear.

A Figura 5.16 apresenta as analises quando esse arco encontra-se abaixo
da base elastica, suportando essa base. Tem-se nessa figura as trajetérias de
equilibrio para diferentes valores de k: 0, 10°, 107 e 10°. Esses valores caracterizam

os diversos graus de rigidez da base eldstica, inexistente (k = 0), flexivel,
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semirrigida e rigida. Verifica-se uma concordancia entre os resultados obtidos no
presente trabalho com os apresentados por Santos (2016). Pode-se observar uma
pequena diferenca no comportamento da andlise da base rigida (k = 10%). A
metodologia utilizada para tratar o problema de contato unilateral, método da
penalidade, pode perder a precisao a medida que o valor da rigidez da base
aumenta. Isso explica essa leve discrepancia obtida na analise quando aumenta-
se o valor da rigidez. Para as curvas em que foram utilizados valores menores de

k os resultados foram coincidentes com os da literatura.

110
100; Presente Trabalho
7 k=107
90 k=107
80 —| _ k=10°
70— Santos (2016)
60 ] e k=10’
= e k=107
50 —

o Lk=10°

0 A U
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03
v/R
Figura 5.16. Trajetéria de equilibrio para o arco abaixo da base

5.4.2 Arco abatido com restrigcoes bilaterais de contato

Esta subsecao traz a analise elastica e inelastica de segunda ordem de um
arco abatido apoiado em uma fundacao elastica do tipo Winkler. O problema
envolve um arco abatido biapoiado, submetido a uma carga concentrada aplicada

no meio do vao com restrigoes bilaterais de contato. A Figura 5.17 apresenta os
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parametros geométricos do arco metalico abatido com secao transversal em perfil
I HE - 300A. Utilizou-se como parametro de rigidez da base o k = 10 kPa e
k= 1000 kPa. A tensao de escoamento do aco é considerada como f, = 235 MPa
e médulo de elasticidade tomado como E; = 200 GPa. Os resultados obtidos via

CS-ASA sao validados com os valores obtidos através do software MASTAN2

L Pv
A

zo= 0,5223 cm Apoio

(Ziemian e Mcguire, 2002).

K stmples

L=11,9392 m

Figura 5.17. Arco abatido em contato com base elastica

As Figuras 5.18 e 5.19 apresentam as analises elasticas e inelasticas do arco
abatido para os dois pardmetros de rigidez obtidas pelo CS-ASA, os resultados
sao comparados aqueles do MASTAN2. Observa-se que os resultados encontrados
através do CS-ASA e MASTAN2 sempre se mostraram semelhantes e
consistentes. Percebe-se para os dois valores de rigidez da base, que o
comportamento para as analises elastica e ineldstica se iniciam com a mesma
rigidez. Na andalise inelastica o arco perde rigidez a medida que o valor da carga
aplicada aumenta, onde acontece a mudanca de comportamento com relagao a
andlise eldstica. E valido relembrar que em todas as andlises a ndo linearidade
geométrica é considerada.

Na Figura 5.20 tem-se a comparacgao das andlises elasticas e inelastica para
os dois parametros de rigidez, mostrando claramente a influéncia da rigidez da
base elastica no comportamento do sistema, impedindo o deslocamento conforme

diminui a flexibilidade do solo.
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Figura 5.18. Trajetéria de equilibrio do arco abatido com ki = 10 kPa
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Figura 5.19. Trajetoria de equilibrio do arco abatido com ki = 1000 kPa
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Figura 5.20. Trajetéria de equilibrio elastica e inelastica

5.4.3 Arco circular com restricoes unilaterais de contato apés
flambagem

Este exemplo, mostrado na Figura 5.21, considera o comportamento nao
linear de um arco circular delgado sob pressao radial uniforme. Ele mostra a
influéncia das restrigoes de contato sobre o comportamento snap-through e
bifurcacao do arco circular.

O modelo de elementos finitos adotado para resolver este problema é dado
na Figura 5.21(a), juntamente com as caracteristicas geométricas adotadas.
Devido a simetria do problema, apenas metade do arco foi discretizada em 30
elementos (Figura 5.21b). A superficie plana rigida é descrita por molas discretas
com um alto valor de rigidez. De acordo com a distancia a que a fundacgao esta
localizada sob o topo do arco, sao realizadas as analises de contato unilaterais
com os comportamentos snap-through e bifurcagao.

A analise de flambagem associada ao modo de bifurcagao é artificialmente
induzida pela aplicacdo de uma carga de perturbagao muito pequena na direcao
oposta a pressao uniforme no né 10.
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Figura 5.21. Arco circular com restrigoes de contato (SILVEIRA et al., 1995)

Os pesquisadores frequentemente estudam este sistema estrutural para
obter respostas a flambagem e pos-flambagem deste arco sem restri¢coes de contato
para testar formulagbes geometricamente nao lineares (Alves, 1995; Kerr e Soifer,
1969; Carnoy, 1980). A Figura 5.22 mostra os caminhos de equilibrio do arco sem

restri¢oes de contato, caracterizados pela variacdo do deslocamento v do arco no
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ponto central do mesmo. Os resultados obtidos pelo CS-ASA sao comparados aos
de Sun e Natori (1996), observar-se uma concordancia entre os resultados.

Nesta analise, o modo de flambagem associado a menor carga critica
encontrada (Figura 5.22) é um tipo de flambagem de bifurcagdo assimétrica. Se
apenas a deformacao simétrica for considerada, a mesma produz a carga de
flambagem correspondente a um snap-through, carga critica um pouco maior que

a de bifurcacao.

3,5

— Presente Trabalho - Snap-Through
— Presente Trabalho - Bifurcagao
®  Sun e Natori (1996) - Snap-Through
@  Sun e Natori (1996) - Bifurcagio

0 | | | |
0 2 4 6 8 10
v/h (8= 0° N6 31)

Figura 5.22. Curva carga x deslocamento do arco sem restri¢des de contato

Sun e Natori (1996) introduziram a andlise as restrigdes de contato
unilateral usando uma superficie plana rigida colocado de tal forma que o contato
s6 ocorra no periodo poés-critico. Seus elementos finitos resultam em um arco
perfeito (deformagdo simétrica) que sdo usados aqui para validar a formulacao
numérica proposta. A superficie plana de contato rigido foi escolhida de tal forma
que o contato apenas aparece na faixa poés-critica e as condigoes de contato sao

introduzidas por meio de um método de funcao de penalidade. Este trabalho

129



tratou-se de um estudo numérico de grandes deslocamentos e problemas de
estabilidade, bem como o comportamento poés-flambagem. A partir dessas
condicoes, eles obtiveram um Problema Complementar Linear (PCL) resultante
da variacao da formulacao de desigualdade.

Silveira et al. (2013) também analisaram este sistema estrutural, onde
propuseram uma metodologia numérica para a analise geometricamente nao linear
de sistemas estruturais sob restrigoes de contato unilateral. O problema nao linear
envolveu dois tipos diferentes de varidveis: o campo de deslocamento e
comprimento e a posicao das regides de contato. Para modelar a estrutura, foi
utilizado um elemento de viga-coluna nao linear junto a um leito de molas, usado
para modelar o meio geologico. Para descricio do movimento dos corpos sélidos
adotou-se a formulacao Lagrangiana atualizada. O trabalho propds uma estratégia
de solucao de iteracao de dois niveis em cada etapa de carregamento. O primeiro
resolve o problema de contato como um problema complementar linear usando o
algoritmo de Lemke e o segundo atualiza o campo de deslocamento.

As trajetorias de equilibrio que caracterizam a resposta estrutural nao
linear do sistema sao mostradas na Figura 5.23 e 5.24. A variacao do deslocamento
vertical v do né 19 (8 = 6°) é tragado em func¢do do parametro de carga nao
dimensional, A = phR? / FI. A distancia adotada entre a estrutura e fundacao
rigida (a / h) sdo 4,98; 5,85 e 7,31. Em todos os casos, ha concordancia entre os
resultados presentes e aqueles obtidos pela Sun e Natori (1996) e Silveira et al.
(2013), confirmando a precisao e eficiéncia da presente metodologia.

Observando a Figura 5.23, os pontos A — D para o problema de contato
a/h = 4,95, tem-se uma indicagdo para transigbes entre os estagios de resposta.
A primeira parte da curva de equilibrio (A-B) segue o caminho néo linear familiar
de um arco perfeito sob compressao sem contato. O contato ocorre na posicao C

(A = 0,67), no periodo pds-critico. Apos este ponto (C-D), conforme a carga
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aumenta, o contato na regido aumenta com o padrao de deformagao do arco
exibindo uma regiao central plana.

Pode-se observar que o enrijecimento do sistema pelo suporte plano rigido
nao afeta os fenémenos de snap-through e bifurcacao na faixa pés-flambagem. Por
fim, conclui-se que a resposta do sistema com restri¢coes de contato usando uma

superficie plana rigida é consideravelmente mais rigida do que a livre.
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| 4 Silveira et al. (2013)
35| *  Sun e Natori (1996)
| = Presente Trabalho r =585
30 b =731
7 [ ]
7 r = 4,98 .
Q ] .
) 20,
o .
S
< 15
10
57
B
] C Sem contato
044 L N T T T T T T T 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
v/h (8 = -6°; N6 19)

Figura 5.23. Curva carga x deslocamento — Snap-through

5.5 Anéis

5.5.1 Anel com restri¢coes unilaterais de contato

Na Figura 5.25 é apresentado o problema de contato unilateral a ser
resolvidos nessa se¢ao. Consiste em um anel circular com restri¢ao radial de se¢ao
transversal retangular sob aplicagao de um carregamento estatico descendente
distribuido p. O meio circundante é considerado uma fundacao rigida, de modo
que o anel s6 pode deformar para dentro. Limita-se a essa analise o modo de

deformagao simétrico em relagao ao eixo vertical. Os parametros geométricos e
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fisicos usados na anélise sao: EI = 30.10° kNcm?, EA = 36.10°kN, R =10 cm e ¢
= 0,1 cm. Devido a simetria, apenas metade do anel foi discretizada em 50
elementos, como mostrado na Figura 5.25(b). A base rigida ¢ modelada por molas
discretas, também ilustradas na Figura 5.25(b). O anel deforma localmente para
dentro e esta sujeito a instabilidade do ponto limite quando o comprimento da
regiao de contato atinge um valor critico. Sobre do carregamento descendente
distribuido, a parte superior do anel vai se separar do limite rigido enquanto a
parte inferior permanece em contato. Ressalta-se que a nao linearidade geométrica

é considerada nessa anélise.
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30—
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20—

15—

Sem contato

v/h (8 = -6% N6 19)
Figura 5.24. Curva carga x deslocamento — Bifurcacao
Esse problema foi analisado anteriormente por Pian e Bucciarelli (1967)
usando uma formulacao de diferencas finitas e por Stein e Wriggers (1984), que
obtiveram o método nao linear de equilibrio até a carga critica, usando o método
dos elementos finitos. Kodikara e Moore (1992) também estudaram o mesmo anel,
consideraram, para a analise 48 elementos ciibicos isoparamétricos para metade

do anel, em uma abordagem de elementos finitos nao linear. Posteriormente,
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Silveira et al. (2013) apresentaram uma metodologia numérica para a andlise
geometricamente nao linear de sistemas estruturais sob restrigoes de contato
unilateral, como citado anteriormente. A fim de investigar a influéncia da rigidez
da fundagao na resposta nao linear e na estabilidade do anel, Silveira et al. (2013)
analisaram o sistema considerando valores crescentes para o parametro
adimensional de rigidez elastica da fundagao k = KR?® / EI (molas discretas).

Anel

Base . /
rigida

a) Problema estrutural

Molas

discretas

Elementos

Nos

b) Modelo de elementos finitos adotado

Figura 5.25. Anel com restrigdes radiais de contato (SILVEIRA, 1995)
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Os resultados obtidos no presente trabalho sao apresentados na Figura 5.26
e comparados com os valores obtidos pelos pesquisadores citados anteriormente.
As curvas mostram a variagdo do pardmetro de carga adimensional A = pR® / EI
com a deflexao do ponto situado no eixo vertical de simetria, v, dividido por R.
Observa-se no resultado do presente trabalho uma instabilidade no comego da
analise, na sequéncia a curva atinge a carga limite (ponto critico) proxima dos
resultados da literatura. Os valores do parametro de carga critica sao
apresentados na Tabela 5.1, sendo que o resultado do presente trabalho se
compara bem com aqueles encontrados na literatura. Este é um problema tipico
de métodos de tipo de penalidade, onde, deve-se tomar cuidado ao escolher o valor

da rigidez da fundacgao para representar uma fundacao rigida.

120
100 — 7 g 2’/
7 .
— 7 7
7 7
80 — o 7
=60 —
e
a,
40 —
_ —— Presente Trabalho
90 — ® Pian e Bucciarelli (1967)
+  Silveira et al. (2013)
B X  Stein e Wriggers (1984)
0 \ | \ | T | \ ‘ \
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
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Figura 5.26. Curva carga x deslocamento

Tabela 5.1. Comparagao do parametro de carga critica

Pian e Stein e Kodikara e o
) ) . Silveira et Presente
Bucciarelli ~ Wriggers Moore
al. (2013)  Trabalho
(1967) (1984) (1992)
A=pR3/ EI 81,5 79,9 81,7 81,5 80,44
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Foram feitos testes para diversos valores de rigidez e observou-se a
sensibilidade do método na anéalise do exemplo em questdao. O valor da rigidez
adotado, principalmente o valor na dire¢ao vertical (k,), altera o comportamento
da curva carga x deslocamento. Importante ressaltar também, a vulnerabilidade
com relacdo ao incremento inicial do parametro de carga. Para o resultado
mostrado na Figura 5.16 utilizou-se o valor de incremento inicial do parametro

de carga AA’; = 50 e para rigidez da fundacdo adotou-se k, = 3,3912.10° e k, = 10°.

5.5.2 Anel sobre base rigida

O udltimo exemplo trata-se de um anel circular que é pressionado contra
uma base rigida, com restricoes de contato unilaterais, por uma carga pontual
aplicada no topo do anel, Figura 5.27. Este anel foi inicialmente proposto por
Simo et al. (1986), que se atentou a solugdo numérica de problemas estruturais
de grande deflexao, sujeitas a restrigoes de contato e condi¢bes de contorno
unilaterais, exibindo o comportamento inelastico. A resposta inelastica foi
caracterizada por meio de equacoes constitutivas elastoviscoplastico, formuladas
diretamente em termos de tensoes resultantes. Para o tratamento de contato e
restricoes unilaterais Simo et al. (1986) empregaram um procedimento de
penalidade, que utiliza o método de programacao matemaética para resolucao do

problema de contato sem eliminar as restrigoes unilaterais.

Superficie Rigida

Figura 5.27. Anel sobre superficie rigida

135



Para as analises que seguem, considera-se os seguintes dados: raio R = 100;
moédulo de elasticidade Es = 107%; tensao de escoamento do material f, = 365,18.10%
inércia I = 10° e drea A = 0,1 (unidades compativeis). Por razoes de simetria,
apenas metade do anel foi discretizada, usando 50 elementos finitos. A secao
transversal retangular foi dividida em 10 fibras. A base plana rigida foi descrita
por molas discretas com um alto valor de rigidez (k, = 1200).

Fez-se o estudo desse sistema considerado o material elastico linear e o
comportamento ineldstico, e comparou com os resultados de Simo et al. (1986),
Figura 5.28. Percebe-se uma boa aproximacao com as curvas da literatura,

principalmente na comparagao com a curva de comportamento elastico.

6
— Presente Trabalho - Eléstico
5 — @  Simo et al. (1986) - Eldstico
Presente Trabalho - Inelastico
®  Simo et al. (1986) - Ineléstico f./"/'
4 -
A 3]
P p
2 — ) -
1
| Superficie Rigida |
0 ‘ \ ‘ \ \
0 40 80 120 160 200

Deslocamento v

Figura 5.28. Trajetoria de equilibrio elastica e inelastica do anel
Vale ressaltar que na trajetoria de equilibrio considerando o
comportamento do material inelastico, apresenta uma leve diferenga com relacao
ao resultado da literatura, que pode ser vista no final do trecho nao linear da

curva carga x deslocamento (Figura 5.28). Essa leve diferenga pode ser explicada
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pela diferenca na forma de obter a resposta inelastica do material utilizado na
literatura e no presente trabalho.

As deformadas correspondentes a solucao elastica e ineldstica sao
mostradas na Figura 5.29, juntamente com a configuracao deformada apresentada
em Simo et al. (1986). Através dessa figura é possivel observar o comportamento
elastico e inelastico do anel, que ha uma concordancia entre os resultados obtidos

na analise realizada no CS-ASA e o fornecido na literatura.
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—— p = 1,51 /Elastico - Presente Trabalho

Figura 5.29. Configura¢des Deformadas
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CAPITULO 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

No presente trabalho foi proposto uma abordagem para o estudo avancado
de sistemas estruturais de aco, concreto armado e mistos de aco e concreto,
levando em consideracdo as mais diversas formas de nao linearidades e outros
efeitos que a tipologia estrutural abordada proporciona: efeitos de segunda ordem,
imperfei¢oes (geométricas e tensdes residuais), plasticidade, formulagdo do
elemento finito nao linear, curvas de interagao, e algoritmos para tratamento do
problema nao linear, além da analise de problemas com restricdes unilaterais e
bilaterais de contato.

A nao linearidade geométrica foi considerada por meio de uma formulacao
corrotacional, para descricaio do movimento dos corpos soélidos, que usavam
funcgoes de interpolacao consistentes com a teoria de deformagao nao linear. Esse
referencial tem como objetivo separar o movimento de corpo rigido e a parte de
deformacao pura. Baseou-se no Método da Compatibilidade de Deformacoes

(MCD), para a avaliagdo tanto da capacidade resistente da segdo transversal,



quanto das rigidezes axial e a flexao, viabilizando a andlise de diferentes se¢oes
transversais.

Os problemas de interacao solo-estrutura foram tratados como bilaterais e
unilaterais. Utilizou-se modelos de molas discretas e de Winkler, modelos de um
parametro, e o modelo de Pasternak, como modelo de base de dois parametros,
para obter a resposta da base elastica voltado para a regiao de contato entre os
corpos. O problema de contato unilateral, onde nao se conhece a priori a regidao
de contato, foi transformado em um problema de minimizagao sem restri¢oes,
através do método da penalidade.

A base computacional utilizada nesta tese foi o programa CS-ASA-
Computational System for Advanced Structural Analysis (SILVA, 2009),
inicialmente desenvolvido para anélise avancada estatica e dinamica de estruturas
metalicas e posteriormente expandido para analise de estruturas mistas de ago e
concreto. As alteracbes na plataforma possibilitaram a realizagdo de anélises
avancadas elasticas e inelasticas de segunda ordem para problemas de contato
bilateral e unilateral, que foram discutidas ao longo dos capitulos do presente
trabalho.

Nos exemplos apresentados no Capitulo 4, verifica-se que o acoplamento
proposto representa eficientemente o comportamento inelastico de segunda ordem
das estruturas. A comparagdo com os resultados numéricos e experimentais
presentes na literatura valida a formulagao implementada e enfatiza sua precisao.
Vale ressaltar os bons resultados obtidos ao considerar a flexdo em torno o eixo
menor inércia, para diferentes niveis de carregamento permanentes. Analisou-se
sistemas com diversas segoes transversais diferentes como: tubular retangular e
quadrada vazada, secao circular cheia e secao vazada, perfil I. Em todas as
analises os resultados foram condizentes com a literatura. A contribuicdo do

presente trabalho é a capacidade de retratar o comportamento inelastico de
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segunda ordem de elementos de ago, de concreto e mistos de ago e concreto, com
diferentes secOes transversais, como testado nos exemplos. Vale ressaltar a
formulacao geométrica nao linear utilizada, sendo a mesma considerada muito
precisa.

As anilises de sistemas envolvendo a interag@o estrutura-meio (solo-rocha)
sao retratados no Capitulo 5. Nos exemplos apresentados, vé-se que a metodologia
proposta representa de forma eficiente o comportamento elastico e inelastico de
segunda ordem dos problemas de interacao solo-estrutura, bilaterais e unilaterais.
A comparagdo com resultados presentes na literatura e com as andlises via
MASTANZ2, valida a formulacao implementada e destaca sua precisao perante o
comportamento real de estruturas. A metodologia proposta também se mostrou
eficiente em analise com restricbes de contato sobre o comportamento snap-
through e bifurcacao.

No exemplo da Secao 5.2.2 utilizou-se o modelo de base de Winkler linear
(WL) e néo linear (WNL), comparou-se o resultado com os da literatura onde
tem-se a base inelastica. Observou-se que utilizando a base elastica nao linear
(WNL), tem-se uma maior perda de rigidez se comparando ao comportamento da
base utilizando o modelo WL. Assim o comportamento do sistema utilizando o
modelo WNL foram mais proximo dos resultados de uma base ineléstica.

Destaca-se a importancia de considerar o modelo de fundacao apropriado
na analise (modelo bilateral ou unilateral), pois o emprego do modelo incorreto
pode resultar em um erro consideravel. Quando tem-se uma regiao de perda de
contato entre os corpos, o modelo de base bilateral nao capta essa perda,
evidenciando a importancia na escolha do modelo a ser utilizado.

Vale ressaltar também a influéncia da posigao da base elastica (acima ou
abaixo da estrutura) e sua rigidez no comportamento nao linear de estruturas

curvas (arcos), em problemas unilaterais. Com o aumento do valor da rigidez da
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base pode-se ter uma perda de precisao dos valores obtidos na analise, devido a
metodologia utilizada para tratar o problema de contato unilateral, o método da
penalidade. Essa instabilidade acontece, principalmente, quando tem-se uma
fundacao rigida, onde deve-se tomar cuidado ao escolher o valor da rigidez da
fundagao.

Portanto, os engenheiros podem usar a metodologia proposta para o projeto
de véarios problemas de interacdo solo-estrutura. Concluindo que as
implementacoes desenvolvidas foram bem sucedidas, proporcionando ao CS-ASA

uma nova funcionalidade.

6.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Sao descritas, a seguir, possiveis pesquisas futuras que podem ser
desenvolvidas a partir da base apresentada nesta tese:

* Consideracao da teoria de viga de Timoshenko para a consideracao da
deformagao por cisalhamento no elemento;

¢ Incluir na formulacao desenvolvida a possibilidade de se analisar problemas
decorrentes das forcas de atrito entre os corpos;

*  Emprego de métodos de programacao matematica para transformacao do
problema de contato unilateral em um problema de minimizacao com
restricoes, técnicas de solugdo para o problema de complementaridade
linear (ASCIONE e GRIMALDI, 1984; BARBOSA, 1986; SILVEIRA,
1995; HOLANDA, 2000);

* Implementacao de um modelo constitutivo de fundacao, de forma a facilitar
a representacao de dados experimentais;

e Implementar outros modelos de bases elasticas, como as de dois parametros
(Vlasov) e o semi-espaco infinito (KERR, 1964; CHEUNG e

ZIENKIEWICZ, 1965);
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Consideragdo de modelos mais sofisticados de fundagoes nao lineares
(SHEN, 1995);

Extensao da metodologia numérica proposta para o estudo de placas e
cascas com restricoes de contato;

Continuidade ao desenvolvimento de pré e pds-processador grafico para o

sistema computacional CS-ASA (PRADO, 2012).
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APENDICE A

Matriz de Rigidez do Elemento

Corrotacional

A.1 Termos da Matriz de Rigidez

Para evitar os fendmenos de travamento (locking phenomena), aumento
espurio de rigidez na estrutura durante a andlise, deve-se ter um ajuste das
fungoes de interpolacdo. No presente trabalho, a sugestdao de Tang et al. (2015)
foi considerada, com o uso de uma funcao de interpolagdo de ordem elevada
(quinta ordem) para a interpolac¢ao dos deslocamentos axiais.

Os termos da matriz de rigidez do elemento corrotacional, K,

considerando a nao linearidade dos materiais, sao dados por:
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em que FA e EI sao as rigidezes axial e a flexdao da secdo do elemento de
comprimento L, constante durante a analise para consideragao do comportamento
elastico. 6, 0; e 0, sdo os graus de liberdade no sistema local referentes ao
deslocamento axial, a rotagdo no né i e no né j, respectivamente. Os termos (FA)*
e (EL/L)*, com (i =1, 2, 3), sao definidos na Se¢ao 3.2.4, quando considera-se a

nao linearidade dos materiais.

A modificacao das fungoes de interpolacao para o deslocamento axial altera
os termos da matriz de rigidez. Porém, a deducao apresentada nessa se¢ao, toma
como condicao o comportamento elastico do material. Tal consideracao é

modificada na Secao 2.2.4.
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