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Resumo da dissertagdo apresentada como requisito parcial para obten¢do do titulo de mestre
em Engenharia Civil

Andlise numérica nio linear de lajes de concreto com forma de ago incorporada

Priscila Brandéo Silva
Margo/2018

Orientador: Amilton Rodrigues da Silva

Os edificios de multiplos andares sdo cada vez mais comuns em grandes cidades para
diversas finalidades, como edificios residenciais e comerciais. As lajes de concreto com forma
de ago incorporada sdo largamente utilizadas nesse tipo de edificios. O comportamento das
lajes mistas € governado pelo cisalhamento longitudinal na interface entre o ago € o concreto,
que ¢ desenvolvido em lajes sob flexdo simples. O método m-k e o método da interagdo
parcial, utilizados no célculo da resisténcia ao cisalhamento na interface ago-concreto de lajes
mistas, sao baseados em ensaios experimentais caros € de longa duragdo. O uso do método
dos elementos finitos apresenta vantagens como alta eficiéncia e baixo custo, logo, a analise
numérica das lajes mistas se apresenta como uma alternativa interessante.

O objetivo principal desse trabalho ¢ implementar um modelo de elementos finitos
para andlise numérica ndo linear de lajes de concreto com forma de aco incorporada. Dessa
forma, dois elementos finitos planos de casca para andlise numérica ndo linear de placas de
concreto estrutural simples ou armado e placas de ago sao implementados. Na formulagao do
primeiro ¢ utilizada a teoria de placas de Reissner-Mindlin (placas espessas) definindo um
elemento plano de casca com nove nds e cinco graus de liberdade por n6 a ser utilizado na
modelagem de placas de concreto. O segundo elemento plano de casca ¢ baseado na teoria de
placas de Kirchoff (placas finas) considerando quatro nos e cinco graus de liberdade por no, e
¢ utilizado na andlise numérica de placas de ago ou de concreto simples ou armado.

Nas andlises numéricas apresentadas no presente trabalho a laje de concreto, de
espessura dada pela altura total da laje menos a altura da forma de ago, ¢ a forma de ago sdo
modeladas com elementos planos de casca. A nervura de concreto ¢ modelada com elementos
de barra. O contato entre o aco e o concreto ¢ modelado através de elementos de interface. As
nao linearidades geométrica e do material sdo consideradas na analise numérica. Os exemplos
analisados validam o modelo numérico sugerido neste trabalho apresentando a vantagem de
usar uma discretizacdo bidimensional do problema enquanto que os modelos numéricos
comparativos utilizam de uma discretizagdo tridimensional da laje de concreto.

Palavras chaves: Lajes mistas, Elementos planos de casca, Conexdo parcial, Cisalhamento
longitudinal.



Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree of
Master of Science in Civil Engineering.

Numerical non-linear analysis of composite slabs with steel decking

Priscila Brandao Silva
March/2018

Advisor: Amilton Rodrigues da Silva

Multi-storey buildings are increasingly common in large cities for various purposes
such as residential and commercial buildings. Composite slabs with steel decking are widely
used in this type of building. The behavior of composite slabs is governed by longitudinal
shear at the interface between the steel deck and concrete, which is developed in slabs under
simple bending. The m-k method and the partial connection method, that are used in the
evaluation of shear strength at the steel-concrete interface of composite slabs, are based on
expensive and long-term experimental tests. The use of the finite element method presents
advantages such as high efficiency and low cost, so the numerical analysis of composite slabs
is an interesting alternative.

The main objective of this work is to implement a finite element model for nonlinear
numerical analysis of concrete with steel decking. Thus, two finite shell elements for
nonlinear numerical analysis of reinforced or unreinforced concrete plates and steel plates are
implemented. In the formulation of the first element, the Reissner-Mindlin plate theory (thick
plates) is used to define flat shell element with nine nodes and five degrees of freedom per
node to be used in the modeling of reinforced concrete slabs or unreinforced concrete. The
second flat shell element is based on the Kirchoff plate theory (thin plates) considering four
nodes and five degrees of freedom per node, and it is used in the numerical analysis of steel
plates or reinforced concrete or unreinforced concrete.

In the numerical analyzes presented in the present work, the slab of concrete, of
thickness given by the total height of the slab less the height of the steel deck, and the steel
deck are modeled with flat shell elements. The concrete rib is modeled with bar elements. The
contact between steel deck and concrete is modeled through interface elements. The
geometric and material nonlinearities are considered in the numerical analysis. The analyzed
examples validate the numerical model suggested in this work, presenting the advantage of
using a two-dimensional discretization of the problem while in comparative numerical models
are uses a three-dimensional discretization of the concrete slab.

Key words: Composite slabs, Flat shell elements, Partial connection, Longitudinal shear.
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1 INTRODUCAO
1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Um sistema estrutural misto de ago e concreto ¢ aquele formado por perfis de ago que
trabalham associados ao concreto que pode ser simples ou armado, de forma a aproveitar as
melhores caracteristicas mecanicas de cada material. Essa associagdo gera pilares, vigas, lajes
e ligagdes mistas. Nesse trabalho sera abordado o estudo do comportamento estrutural das
lajes mistas, motivo pelo qual esse texto se concentra apenas nesse elemento estrutural.

Segundo Veljkovic (1996), os sistemas de lajes mistas, também conhecidas como lajes
de concreto com forma de ago incorporada, surgiram no final da década de 1930 e se
popularizaram durante o final da década de 1980 quando surgiu o interesse em construgdes
rapidas. Campos (2001) afirma que o sistema estrutural de lajes mistas comegou a ser
utilizado no Brasil na década de 1990 e vem se difundindo desde entdo.

O uso desse tipo de sistema de lajes traz algumas vantagens como rapida instalacdo,
dimensodes e pesos reduzidos e, economia com formas, visto que a chapa de aco desempenha
essa funcdo. Além disso, a forma de ago pode ser utilizada como plataforma de trabalho
durante a fase de construcao.

As lajes mistas sdo compostas por uma forma de ago perfilada formada a frio,
conhecida como steel deck, e uma laje de concreto. A chapa de aco deve ser projetada para
resistir as cargas de construcao e, apos o endurecimento do concreto atuar como parte ou toda
a armadura de tracdo, e o concreto deve ser projetado para suportar os esfor¢os de compressao
e de cisalhamento vertical. A laje possui armaduras de distribuicdo para controlar os
problemas de retracdo e fissuragao do concreto e, nos casos de lajes continuas sao utilizadas
armaduras de refor¢o para auxiliar na resisténcia a momentos fletores negativos. A Figura 1.1

mostra um esquema de uma laje mista de ago e concreto.

,--Amadura de reforgo

~ Laje de concreto

/
'

"~Férma de ago

Figura 1.1 - Esquema de uma laje mista.



Existem varios fatores que influenciam na resisténcia ao cisalhamento da interface
como: as espessuras da chapa de aco e da laje de concreto, o formato dessas chapas de aco,
geometria, profundidade e inclinagdo das mossas e distancia entre elas, a forma de
carregamento, o tipo de ancoragem nas extremidades da laje e o vao de cisalhamento, que ¢
definido na NBR 8800 (2008) para diferentes casos de carregamento:

e Um quarto do vao tedrico da laje na direcdo das nervuras para cargas uniformemente
distribuidas;

e A distancia entre o ponto de aplicacdo de uma carga e o centro do apoio mais préximo
para o caso de duas cargas concentradas simétricas;

e A relacdo entre o0 momento méximo e a maior reacdo de apoio para as outras
condi¢des de carregamento.

Os possiveis modos de falha para lajes mistas sdo: flexdo, cisalhamento longitudinal,
cisalhamento vertical e pun¢do. No entanto, varios estudos experimentais mostraram que na
maioria dos casos praticos o comportamento das lajes mistas ¢ governado pelo cisalhamento
longitudinal na interface entre o ago e o concreto, que ¢ desenvolvido em lajes sob flexao
simples.

Queiroz et al. (2010) indicam os casos em que os outros modos de falha podem
ocCorTer:

e Flexdo: ocorre com a plastificacdo total da secdo. A secdo atinge a ruptura somente se

o vao de cisalhamento for suficientemente grande e considerando interacdo total no

contato entre 0 ago € 0 concreto;

e (isalhamento vertical: pode ocorrer em lajes espessas, com vao curto submetidas a
grandes carregamentos;

e Pungdo: ¢ atingido se uma alta carga concentrada for aplicada em uma area pequena e
sob uma laje pouco espessa.

Veljkovic (1996) afirma que a principal caracteristica do modo de falha devido ao
cisalhamento longitudinal ¢ o deslizamento do concreto sobre a chapa de ago, quando a laje
estd submetida a um carregamento menor que a carga correspondente a resisténcia a flexao, o
momento plastico resistente, calculado de acordo com a teoria plastica.

Para o0 aco e o concreto atuarem de forma mista ¢ necessario que eles trabalhem em
conjunto, apresentando uma aderéncia mecanica superior ao esfor¢o de cisalhamento

longitudinal na interface (CAMPOS, 2001). Assim, para garantir o comportamento misto da



laje, sdo utilizados dispositivos que produzem uma “ligacdo” entre os materiais. A NBR 8800
(2008) cita dois recursos possiveis:
e Ligacdao mecanica por meio de mossas (sali€éncias) nas formas de ago trapezoidais e,

e Ligacdo por atrito devido ao confinamento do concreto nas formas de ago reentrantes.

1.2 JUSTIFICATIVA

Os edificios de multiplos andares sdo cada vez mais comuns em grandes cidades para
diversas finalidades, como residenciais, comerciais, garagens, entre outras. Nesses tipos de
edificacdes a utilizagdo de estruturas de aco e estruturas mistas estd em expansdo, sendo que o
sistema de lajes de concreto com forma de ago incorporada vem sendo utilizado em larga
escala.

O método m-k e o método da interacdo parcial, utilizados no calculo da resisténcia ao
cisalhamento na interface ago-concreto de lajes mistas, indicados por normas técnicas sobre o
assunto, como a NBR 8800 (2008) e o EUROCODE 4 (2004), sao dependentes de ensaios
experimentais em escala real, que sdo caros e demorados. No método m-k, ‘m’ representa o
intertravamento mecanico entre o aco € o concreto e ‘k” corresponde a fricgdo entre eles. Os
valores de ‘m’ e ‘k’ sdo diferentes para cada tipo de forma de ago, o que implica na
necessidade de ensaios experimentais para cada variacdo do perfil da chapa de ago
(MARIMUTHU, 2006).

Abdullah e Easterling (2009) apresentaram a andlise numérica de lajes mistas
utilizando o método dos elementos finitos como uma alternativa economica em relagdo aos
ensaios de flexdo em escala real, possibilitando a reducdo na frequéncia desses ensaios. A
grande quantidade de fatores que influenciam no comportamento da interface ago-concreto
traz certa dificuldade a modelagem numérica. Os autores afirmam ainda que a modelagem
correta desse comportamento, dada na analise numérica pela relagdo entre a tensdo de
cisalhamento e o deslizamento entre a forma de ago e o concreto, € o fator que mais afeta na
precisao dos resultados.

Virios trabalhos encontrados na literatura buscaram desenvolver um método simples
para a modelagem dessa relagdo, com destaque ao trabalho de Rios et al. (2017) que
apresentaram um método dependente de poucos parametros. Os autores utilizaram também
um método de interpolacdo apresentado anteriormente por Abdullah e Easterling (2008) a

partir do qual € possivel analisar lajes com comportamento desconhecido.



Observa-se da literatura sobre assunto uma busca da simulagdo numérica do problema
de lajes de concreto armado com forma de aco incorporada usando o método dos elementos
finitos. Na maioria dos casos (ABDULLAH E EASTERLING, 2009; CHEN E SHI, 2011;
GHOLAMHOSEINI et al., 2014; RIOS et al., 2017) os pesquisadores simulam a laje de
concreto por elementos finitos tridimensionais, a forma de ago por elementos finitos planos de
casca, € a conexdo usando elementos de ligacdo. Nesse trabalho sdo utilizados apenas
elementos planos de casca, unidimensional de barra e interface para simulagdo numérica da
laje mista, proporcionando uma analise de menor custo computacional comparada aquela que

utiliza de discretizacdo tridimensional da parte de concreto da laje mista.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho ¢ implementar um modelo de elementos finitos para analise
numérica ndo linear de lajes mistas submetidas a sua capacidade Gltima. A partir do objetivo
geral tém-se os objetivos especificos listados a seguir:

e Simular o comportamento estrutural de placas de concreto considerando o
comportamento ortotropico do concreto apds a fissuragdo com elementos finitos
planos de casca;

e Simular o comportamento estrutural de placas de ago com elementos finitos planos de
casca;

* Modelar a conexao deformavel entre a forma de aco e o concreto com elementos de
interface;

* Modelar as nervuras da laje mista com elementos de barra;

e Analisar alguns exemplos e comparar com resultados encontrados na literatura para

validar assim o modelo proposto.

1.4 METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho consiste no desenvolvimento e implementacdo do
modelo de lajes mistas em elementos finitos dentro do programa FEMOOP, Finite Element
Method Object Oriented Program (GUIMARAES, 1992). Esse programa ¢é estruturado com
uma hierarquia de classes, de acordo com os conceitos da programagdo orientada a objetos

(POO). Algumas dessas classes sdo listadas no anexo A, em que ¢ apresentado também um



fluxograma com algumas classes utilizadas na analise do problema de lajes de concreto com
forma de aco incorporada. Neste trabalho, sdo incluidos novos elementos para andlise de lajes
de concreto com forma de ago incorporada usando elementos planos de casca, elemento de
barra e elementos de interface. Dessa forma, sdo feitas alteragdes no FEMOOQOP criando novas
filhas das classes cAnmModel e cElement.

A laje mista ¢ modelada com elementos de casca sobrepostos. Para isso foi
implementado um elemento de casca capaz de simular o comportamento estrutural de placas
de concreto refor¢ado submetidas a sua capacidade tultima, e outro para simular o
comportamento estrutural de placas de aco ou de concreto também submetidas a suas
capacidades ultimas.

A dificuldade na implementacao dos elementos propostos nesse trabalho se deve a
analise ndo linear do material, principalmente no caso do concreto em que, devido a sua baixa
resisténcia a tracdo, ocorre um processo de fissuracdo, gerando um comportamento
ortotropico apds o inicio do aparecimento das fissuras. Para essa andlise sera usado o modelo
de fissuracdo apresentado por Huang et al. (2003). A acgdo conjunta da laje de concreto e a
forma de ago incorporada deve-se ao atrito e a resisténcia mecanica gerada pelas mossas na
forma de aco. Essa rigidez no contato entre o ago e o concreto sera modelada por um
elemento de interface (SILVA, 2010) que tem a funcdo de simular a rigidez ao deslizamento e
separagdo no contato, bem como de ligar os dois elementos de placa.

Outra dificuldade na simulagdo da laje mista usando elementos planos de casca para a
laje de concreto ¢ a presenga das nervuras. Nesse trabalho ¢ utilizado um elemento de barra
para simular o comportamento estrutural das nervuras. A secdo transversal desse elemento de
barra ¢ composta pelo concreto dentro da nervura, que pode em determinadas lajes mistas
possuir armaduras.

Como a interface de contato entre a forma de ago e o concreto apresenta
comportamento altamente ndo linear e deseja-se determinar a carga ultima da laje mista, as
ndo linearidades geométrica e do material sdo consideradas na analise numérica como pode
ser observado no capitulo que descreve a formulagdo dos elementos planos de casca usados na

simulagcdo numeérica da laje de concreto e forma de aco.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Esse trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 ¢ feita uma revisdo

bibliografica sobre o comportamento estrutural de lajes mistas, com destaque ao
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comportamento da interface entre a forma de ago e o concreto. Além disso, ¢ apresentada uma
revisdo bibliografica sobre elementos de placa para andlise ndo linear de lajes de concreto, e
uma revisao para elementos de placa finos, ja que a forma de ago possui pequena espessura
em relacdo a espessura da laje de concreto nas lajes mistas.

No Capitulo 3 ¢ apresentada a formulag@o do elemento finito para andlise nao linear de
cascas espessas, que ¢ implementado nesse trabalho para andlise da laje de concreto, e a
formulacao do elemento finito para andlise ndo linear de cascas finas, que ¢ implementado
nesse trabalho tanto para analise da forma de ago, quanto para a laje de concreto.

Sao expostos alguns exemplos de lajes mistas, no Capitulo 4, que foram estudados por
outros autores de forma experimental e numérica, e comparados com os resultados obtidos
usando os elementos finitos implementados nesse trabalho.

Por fim, no Capitulo 5 sdo apresentadas as consideragdes finais com as conclusdes

obtidas durante o desenvolvimento desse trabalho, seguido pelas referéncias bibliografias

citadas ao longo do texto.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O comportamento da interface de contato entre a forma de ago e o concreto de lajes
mistas t€m sido estudado extensivamente. A compreensio da interagdo parcial na interface de
contato € necessaria, pois o principal modo de ruptura para lajes mistas ¢ devido ao
cisalhamento longitudinal.

A partir de ensaios experimentais sao obtidos os dados necessarios para gerar curvas
do deslizamento em func¢do da tensdo de cisalhamento. Os principais ensaios experimentais
utilizados no estudo de lajes mistas estdo apresentados no item 2.1. Varios trabalhos
experimentais € numéricos para analise da capacidade ultima de lajes mistas podem ser
encontrados na literatura. Uma revisao desses trabalhos ¢ apresentada no item 2.2. Como
neste trabalho analisa-se o comportamento ndo linear do concreto e ago em lajes mistas
através do método dos elementos finitos, nos itens 2.3 e 2.4 é feita uma breve revisdo sobre

trabalhos que utilizaram tal método em suas formulagdes.

2.1 ENSAIOS EXPERIMENTAIS PARA ANALISE DA INTERFACE

Os ensaios experimentais mais utilizados no estudo de lajes mistas sdo o pull-out test,
o push-off test e o ensaio de flexdo. O pull-out test é realizado para investigar o
comportamento da resisténcia ao cisalhamento na interface entre a chapa de ago e o concreto
(DANIELS e CRISINEL, 1993). Um esquema tipico do ensaio ¢ indicado na Figura 2.1. Sao

aplicadas forcas laterais, através de molas pré-tensionadas, para simular o peso proprio do
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Figura 2.1 - Esquema de um pull-out test (adaptado de CHEN e SHI, 2011).



Os push-off tests ttm como objetivo determinar o comportamento e a resisténcia da
ancoragem da extremidade entre a viga, a forma de ago e a laje de concreto nos apoios
(DANIELS e CRISINEL, 1993). O esquema de um push-off test pode ser observado na Figura
2.2.

Transdutor de
deslocamento (x4)

Ancoragem da
extremidade

~. Reagdono
apoio

Reagdono _
apoio

Carga axial =

Figura 2.2 - Esquema do push-off test (adaptado de DANIELS e CRISINEL, 1993).

Abdullah e Easterling (2008) afirmam que o principal problema desses tipos de testes
¢ que, devido a sua natureza, ndo capturam os efeitos da curvatura devido a flexdo da laje e da
razdo entre o comprimento do vao de cisalhamento e a espessura efetiva do concreto.

O ensaio de flexao consiste na aplicacao de duas cargas linearmente distribuidas sobre
um corpo de prova de laje mista e € utilizado para a obtencao dos coeficientes do método m-k,
em que mek sdo constantes empiricas (em N/mm?) obtidas por meio de ensaios
experimentais. Um esquema desse ensaio pode ser observado na Figura 2.3, em que as
dimensdes Ls correspondem ao vao de cisalhamento.

O método m-k € semi-empirico e € utilizado por normas como o EUROCODE 4 ¢ a
NBR 8800 (2008) para o calculo da forca cortante longitudinal resistente de calculo de lajes
mistas. Na equacdo 2.1 ¢é dada a forca cortante longitudinal resistente de calculo (em

Newtons), em que d, € a distancia da face superior da laje de concreto ao centro geométrico
da se¢do efetiva da forma (em mm), b ¢ a largura unitaria da laje (1000 mm), L ¢ o vao de

cisalhamento (em mm) e 4 ¢ a area da se¢do efetiva da forma.
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Figura 2.3 - Esquema do ensaio de flexdo (adaptado de CHEN e SHI, 2011)
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Segundo Calixto et al. (2009) o método consiste em reescrever a anterior na forma
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Para cada modelo de laje sdo analisados dois grupos de trés ensaios, indicados na
Figura 2.4 pelas regides A e B. Com os valores obtidos com os ensaios, encontra-se os valores
de x e y e através de uma regressao linear com o método dos minimos quadrados obtém-se os

parametros m e k, como mostrado na Figura 2.4.
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Figura 2.4 - Determinacdo dos parametros m ¢ kK (EUROCODE 4, 2004)



A curva que descreve o comportamento mecanico da conexdo entre os dois materiais,
caracteristica que deve ser fornecida ao elemento de interface que ird representar
mecanicamente esse contato, pode ser retirada de pull-out tests ou de ensaios de flexao.
Contudo, com o uso de ensaios de flexao € possivel gerar curvas deslizamento versus tensao
de cisalhamento mais precisas. Além disso € possivel analisar os efeitos da esbeltez no

comportamento das lajes mistas.

2.2 ESTUDOS EXPERIMENTAIS E NUMERICOS SOBRE LAJES
MISTAS

Veljkovic (1996) buscou identificar os mecanismos que influenciam na transferéncia
do cisalhamento longitudinal em lajes mistas. Um programa de ensaios em pequena escala foi
estabelecido para obter os dados necessarios para uma modelagem constitutiva da conexao
parcial entre o aco e o concreto. Adicionalmente duas andlises numéricas foram realizadas
utilizando o método dos elementos finitos, sendo a primeira tridimensional, utilizando
elementos de casca de quatro n6s para modelar a forma de aco e elementos solidos de oito nos
para o concreto. Ja na segunda andlise foi utilizada uma modelagem bidimensional, com um
elemento de viga de dois nds para modelar o aco, um elemento de placa de oito nos para
modelar o concreto ¢ um elemento de interface nodal para modelar as diferencas de
comportamento do concreto na tracdo e compressao, ou seja, a ndo linearidade do concreto foi
verificada a nivel nodal através desse elemento. O autor concluiu que a distribuicao do
cisalhamento longitudinal ¢ influenciada pela relacdo entre o cisalhamento longitudinal e o
deslizamento, pela fissura¢ao do concreto e pela redug¢do do intertravamento mecanico devido
a deformagdes na chapa de ago. Além disso, observou-se que a resisténcia na interface varia
de acordo com a esbeltez da laje.

Resultado semelhante ao de Veljkovic (1996) foi verificado por Abdullah e Easterling
(2009) que desenvolveram um procedimento de célculo para o cisalhamento longitudinal em
lajes mistas, chamado método do equilibrio das forcas, utilizando os resultados de ensaios de
flexdao. Os autores aplicaram as curvas de tensdo de cisalhamento versus deslizamento obtidas
com o método, em modelos de elementos finitos para analisar o efeito da esbeltez no
comportamento das lajes mistas. O concreto foi modelado com elementos finitos solidos e o

aco com elementos finitos de casca. A interface entre a forma de ago e o concreto foi
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modelada com elementos conectores aos quais foram atribuidas as curvas de cisalhamento
versus deslizamento.

Ferrer et al. (2007) estudaram varios parametros geométricos que influenciam no
comportamento da interface aco-concreto. Uma metodologia para a modelagem nao linear
tridimensional dos pull-out test foi desenvolvida para simular o comportamento do
deslizamento na interface. Na modelagem foi utilizado o contato com fric¢do. O aco foi
implementado usando um modelo elastoplastico multilinear em elementos finitos de casca
espessos de quatro nés e o concreto como uma superficie de contato rigida. Um elemento
linear foi usado para modelar as molas que simulam o peso proprio do concreto. Analises
experimentais através dos ensaios pull-out tests e de flexdo foram feitas para comparar e
validar os resultados das andlises de elementos finitos. Concluiu-se que os parametros que
apresentaram uma maior influéncia na resisténcia ao deslizamento sdo a inclinagdo transversal
das mossas, a espessura da chapa de aco e as condi¢des da superficie de friccdo. A inclinacao

transversal das mossas pode ser observada na Figura 2.5.

Inclinag3o .
transversal

Figura 2.5 - Inclinagdo transversal das mossas.

Outro parametro que vem sendo estudado ¢ o efeito da ancoragem das extremidades
na resisténcia das lajes mistas. Essa ancoragem normalmente ¢ feita com conectores de
cisalhamento do tipo pino com cabega soldados as flanges das vigas através da forma de ago
ou com deformacgdes das nervuras nas extremidades da laje. Os resultados de varios estudos
mostraram que a ancoragem das extremidades melhora a resisténcia e o comportamento das
lajes de concreto com forma de ago incorporada, como os obtidos por Chen (2002) que
desenvolveu um estudo experimental para analisar a capacidade de carga de lajes mistas com
varias condigdes de apoio.

Rana et al. (2015) afirmam que a ancoragem das extremidades em combinacdo com
outros mecanismos de transferéncia do cisalhamento possui uma influéncia relevante na

resisténcia, rigidez e ductilidade de lajes mistas. A partir de resultados experimentais os
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autores concluiram que a ancoragem das extremidades produz um efeito positivo na
resisténcia ultima das lajes mistas. Um modelo de elementos finitos tridimensional foi
implementado pelos autores para simular o comportamento de lajes mistas com ancoragem
nas extremidades. As ndo linearidades do concreto, dos conectores de cisalhamento, da chapa
de aco e das armaduras de reforgo foram consideradas. Elementos solidos lineares
hexaédricos de oito nds foram usados para modelar o concreto, os conectores de cisalhamento
e a viga de aco. A forma de ago foi modelada com elementos de casca finos de 4 nos.

Degtyarev (2013) desenvolveu um modelo analitico para o calculo da resisténcia de
lajes mistas com ancoragem nas extremidades. O modelo foi formulado com base no
equilibrio, compatibilidade e relagdes tensdo-deformagdo para a chapa de ago e o concreto.
Com o modelo ¢ possivel capturar os efeitos do deslizamento sob certa tensao e deformagao
da laje e também, a mobiliza¢dao da ancoragem nas extremidades. O modelo foi verificado em
relacdo a dados de ensaios disponiveis e mostrou bons resultados.

Ja no trabalho de Gholamhoseini et al. (2014) quatro tipos de formas de ago foram
testados para investigagdo da resisténcia ultima. A relacdo tensdo de cisalhamento versus
deslizamento foi obtida para cada laje durante o estudo experimental. Um modelo de
elementos finitos tridimensional foi desenvolvido considerando as ndo linearidades
geométrica e do material para analise das lajes estudadas. A solugdo foi obtida através do
método iterativo de Newton-Raphson. A laje foi modelada com elementos solidos tetraédricos
com trés graus de liberdade de translacao por nd. Para a modelagem da interface de contato
entre aco ¢ o concreto foi utilizado o critério de Mohr-Coulomb. O modelo numérico
apresentou precisao e confiabilidade em relagdo aos resultados obtidos em laboratorio.

Chen e Shi (2011) desenvolveram uma abordagem utilizando o método dos elementos
finitos para estudar o comportamento ¢ o modo de falha de lajes mistas. Essa analise foi
baseada no conceito do contato ndo linear na interface entre o aco € o concreto considerando
adesdo e friccdo. As ndo linearidades do material e geométrica foram consideradas no modelo.
O concreto foi modelado como um material de endurecimento isotropico multilinear,
considerando fissuragdo sob tracdo e esmagamento sob compressdo. Para a forma de aco foi
utilizada a lei constitutiva de endurecimento cinematico multilinear usando o critério de
escoamento de Von Mises.

Majdi et al. (2014) analisaram o comportamento de um sistema de pisos mistos através
da modelagem com elementos finitos. O sistema de pisos em questdo contém pequenos perfis
de aco continuos que sao ligados a parte superior da forma de aco nas regides de ligacdo com

as vigas e trabalham como conectores de cisalhamento. Uma andlise ndo linear foi feita no
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piso misto considerando todas as fontes de ndo linearidade. Adotou-se que os perfis formados
a frio possuem relagdo tensdo-deformacdo multilinear sob tragdo uniaxial. O concreto foi
modelado considerando plasticidade, de acordo com o critério de Von Mises. O esmagamento
do concreto ndo foi considerado. Para o caso do concreto tracionado, considerou-se
comportamento linear antes da fissuracao.

Os trabalhos de Chen e Shi (2011) e de Majdi et al. (2014) foram desenvolvidos com o
auxilio do software computacional ANSYS e utilizaram os mesmos elementos finitos solidos
de oito nos para modelar o concreto e elementos finitos de casca de quatro nds para modelar
as chapas de ago. O elemento finito solido possui trés graus de liberdade por nd (3
translacdes) e o elemento finito de casca possui seis graus de liberdade por no (3 rotagdes e 3
translagdes). O comportamento da interface de contato também foi modelado utilizando o
mesmo par de elementos de contato para os dois trabalhos. Os resultados dos dois trabalhos
foram comparados com dados de ensaios experimentais e apresentaram valores convergentes.
O sistema de pisos sugerido pelo segundo trabalho apresentou boa capacidade de
transferéncia de cisalhamento, garantindo o comportamento misto entre o ago € o concreto.

Bradford (2010) desenvolveu a formulagdo de uma modelagem genérica para lajes
mistas sujeitas a retracdo, deformacdes plasticas (devido a cargas de longa duragdo) e
deformacgdes térmicas considerando a interagdo parcial na interface entre a forma de aco e o
concreto utilizando o principio dos trabalhos virtuais. O ago foi considerado um material
elastico e o concreto modelado como um componente ndo fissurado com uma deformacgao
indireta devido a retracdo, pois a formulagao foi desenvolvida para carregamentos de servigo.

Rios et al. (2017) desenvolveram um modelo de elementos finitos que reproduz o
comportamento da interface ago-concreto de lajes mistas. A interface ago-concreto foi
simulada com comportamento nao linear em relagao ao cisalhamento, de forma a definir de
forma adequada o comportamento da interface das lajes mistas. Um método simples foi
proposto para calcular os parametros utilizados para modelar a interface, a partir de curvas
carga-deflexdo experimentais e da geometria das lajes. A laje de concreto foi modelada com
elementos solidos hexaédricos de oito nos ¢ a forma de ago com eclementos de casca
quadrilaterais de 4 nos. Para estender a validade do modelo numérico para o caso de
carregamentos uniformes, com uma regido de for¢a de cisalhamento longitudinal varidvel
atuando nas lajes, um novo grupo de corpos de prova de lajes mistas foi submetido a ensaios
de flexao com quatro pontos de carregamento. A Figura 2.6 apresenta um esquema desse

ensaio. O modelo numérico proposto apresentou resultados confidveis para os dois tipos de
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ensaios. Além disso, ¢ mais simples que outros modelos encontrados na literatura devido a

facilidade para modelar a interface ago-concreto.
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Figura 2.6 - Esquema do ensaio de flexdo (RIOS et al., 2017)

No trabalho de Ferrer et al. (2018), um novo tipo de lajes mistas foi desenvolvido. Os
autores sugeriram alterar as formas de ago trapezoidais, substituindo as mossas por furos nas
partes inclinadas das formas de aco, como indicado na Figura 2.7. Dessa forma, as
irregularidades na face interior da forma de aco geram uma ligagdo mais resistente na
interface de contato. Os resultados obtidos mostraram que esse tipo de ligacao ¢ equivalente a
conexao total entre os materiais, pois a ruptura das lajes ocorreu com a plastificagdo total das

secoes.

Perfuracdo
da chapa

(a) (b)

Figura 2.7 - a) Esquema da perfuragdo da chapa de aco, b) Chapa de aco perfurada, c) Uso da forma de ago
perfurada (FERRER ef al., 2018)

2.3 ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE NAO LINEAR DE
PLACAS DE CONCRETO ARMADO

Virios autores tém utilizado elementos finitos de placa divididos em camadas para a

solucdo de problemas que envolvem andlise nao linear de placas de concreto armado. Nesse
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modelo, como pode ser visto na Figura 2.8, o material e as propriedades mecanicas sao
definidos para cada camada. Para o caso de concreto armado, as barras de armadura sdo
consideradas como camadas de ago equivalentes com rigidez apenas na direcao das barras. De
acordo com Silva (2010), nesse tipo de analise o efeito do cisalhamento ao longo da camada ¢

geralmente desprezado, considerando-a em estado plano de tensoes.

.- Elementos de placa

£

~ Camadas de aco

Figura 2.8 - Elementos de placa divididos em camadas

Yu et al. (2007) desenvolveram um elemento finito ortotropico para modelar lajes de
concreto ortotropicas em situagdo de incéndio. A laje foi modelada utilizando um elemento
finito de placa isoparamétrico de nove noés, dividido em camadas, baseado na teoria de placas
de Reissner-Mindlin (placas espessas) e, um elemento de viga de trés nds. Diferentes
condi¢des de temperatura e propriedades dos materiais podem ser aplicados a cada camada. A
modelagem do elemento foi feita de forma que os elementos de placa representam a parte
constante da laje (acima das nervuras) e os elementos de viga representam a por¢ao
nervurada. A forma de ago foi considerada como uma camada do elemento de placa. Uma
espessura equivalente para a secdo transversal do elemento de viga foi adotada segundo as
dimensdes da parte constante da laje e da secdo transversal da nervura. Além disso, o
elemento de viga compartilha os trés nds com os nds centrais do elemento de placa. O modelo
proposto ¢ efetivo e reflete bem a influéncia das nervuras em lajes mistas em situagao de
incéndio.

Algumas formulagdes de elementos finitos vém sendo desenvolvidas para analise de
placas de concreto reforcadas considerando efeitos nao lineares, como o trabalho de Teng et
al. (2014). Dois elementos de placa retangulares divididos em camadas com oito nés e 48

graus de liberdade com a inclusdo do efeito do deslizamento devido ao cisalhamento entre as
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camadas de reforgo e de concreto foram desenvolvidos nesse trabalho. Foram consideradas as
ndo linearidades geométrica e do material. A formulacdo dos elementos de placa foi
desenvolvida com base na teoria de Reissner-Mindlin que inclui deformagdes transversais por
cisalhamento. Hughes (1987) afirma que para cascas ou placas finas a deformagdo por
cisalhamento em geral ¢ muito pequena, o que pode gerar erros nas respostas numeéricas
obtidas com os elementos baseados na teoria de Reissner-Mindlin, esse é o efeito de
travamento por cisalhamento, que ¢ denominado na literatura como shear locking. Os autores
evitaram o problema de travamento por cisalhamento com o uso de funcdes de viga de
Timoshenko para descrever a deflexdo e a rotacdo dos elementos de placa. Os dois elementos
apresentaram boa convergéncia e precisao.

Ja Teng e Zhang (2014) desenvolveram um elemento finito de placa retangular
dividido em camadas com quatro nos e 24 graus de liberdade. As fungdes de viga de
Timoshenko foram usadas para descrever o comportamento sob flexao dos elementos de placa
em camadas e o problema com shear locking ¢é resolvido naturalmente. As nao linearidades do
material e geométrica foram consideradas. Antes da fissuragdo e do esmagamento o concreto
foi considerado isotropico e linear elastico. O elemento apresentou precisao e eficiéncia para a
analise estrutural de lajes de concreto reforgadas.

Silva (2010) implementou um elemento de placa dividido em camadas para simular o
comportamento de placas de concreto ligadas a vigas de ago considerando a interagdo parcial
na interface de contato entre a laje de concreto e o perfil de ago. Na analise, o perfil de aco foi
simulado por elementos finitos de barra e o contato entre os materiais por elementos de
interface. Os efeitos ndo lineares fisicos na placa de concreto foram considerados pela
atribuicdo de diferentes propriedades do material a cada camada do elemento. A formulagao
do elemento de placa foi desenvolvida com base na teoria de Reissner-Mindlin e nas hipoteses
de von Karman. O autor concluiu que o elemento desenvolvido ¢ uma ferramenta simples
para solucao do problema em questao.

Um procedimento ndo linear de elementos finitos divididos em camadas para
determinagdo do comportamento de lajes de concreto reforcadas submetidas a situagdes de
incéndio foi desenvolvido por Huang ef al. (2003). O procedimento proposto pelos autores €
capaz de modelar o efeito membrana em lajes de concreto em situagdo de incéndio. Assim
como Huang et al. (2003), Teng et al. (2014), Teng e Zhang (2014), e Silva (2010), utilizaram
a formulagdo Lagrangeana total para anélise ndo linear geométrica de elementos finitos, na
qual os deslocamentos sdo referenciados a configuracao inicial. Os autores observaram que o

efeito de membrana ¢ significativo no célculo da carga ultima e devido a isso a nao
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linearidade geométrica influencia na determinacdo da carga Ultima de placas de concreto

armado.

2.4 ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE NAO LINEAR DE
PLACAS FINAS

Como a forma de aco em lajes mistas ¢ muito mais fina que a laje de concreto e
analisando os resultados obtidos com o elemento finito que serd apresentado no item 3.1
notou-se a necessidade de analisar o modelo utilizando elementos finitos de placa ou de casca
finos.

Segundo Bathe et al. (1983), o ponto inicial no desenvolvimento de elementos de
placa ou casca sujeitos a flexdo ¢ uma teoria de placas ou cascas que inclui deformagdes de
cisalhamento. Se o elemento isoparamétrico ¢ empregado para cascas muito finas, ele deve ser
capaz de satisfazer a restricao de deformagdes de cisalhamento insignificantes. O autor indica

que uma boa forma de satisfazer essa condi¢do € usar a teoria discreta de Kirchhoff. Para isso,

as variaveis nodais devem ser o deslocamentow e suas derivadas (6, =w, e 6, =-w ) e as

hipoteses de Kirchhoff devem ser verificadas ao longo do contorno do elemento.

Batoz et al. (1980) desenvolveram um elemento finito para andlise de placas finas,
chamado DKT (triangular discreto de Kirchhoff), com nove graus de liberdade. Os autores
indicam como ponto positivo do elemento sua formulacdo simples e clara, com
disponibilidade das fungdes de interpolacdo. O elemento ¢ eficiente no calculo de
deslocamentos e tensdes para problemas estaticos e de frequéncias em problemas dindmicos.

Segundo Batoz e Tahar (1982), o uso de elementos quadrilaterais ¢ usado na
discretizacdo de placas de formas arbitrarias e alguns casos particulares de cascas como
cascas cilindricas. Os autores desenvolveram um novo elemento chamado DKQ para analise
de problemas de placas finas submetidas a flexdo. A formulacdo ¢ baseada em uma
generalizagao do elemento DKT. O elemento DKQ possui 12 graus de liberdade, sendo 3
graus de liberdade em cada n6 do elemento.

Sarawit et al. (2003) apresentaram aplicagdes do método dos elementos finitos para
analise de perfis de ago e de aluminio de paredes finas. Os autores afirmam que perfis de
paredes finas podem ser modelados com elementos de casca finos, considerando a formulagao
de Kirchhoff. Concluiu-se que os resultados das andlises numéricas realizadas nesse estudo

sdo confiaveis e satisfatorios.
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Razaqpur et al. (2003) desenvolveram um elemento finito de placa fino com doze
graus de liberdade, chamado IDKQ, para analise de placas finas sujeitas a flexdo. A
formulacao foi baseada em uma técnica de transformacao de coordenadas que envolve a
imposicao das hipoteses discretas de Kirchhoff nos nés do centro e da metade do lado de um
elemento de placa isoparamétrico de nove nds. A base tedrica para o desenvolvimento do
elemento foi a mesma utilizada por Batoz e Tahar (1982), mas a matriz de rigidez do
elemento IDKQ ¢ baseada na matriz de transformac¢ao utilizada para o elemento DKT por
Batoz et al. (1980), resultando em uma formulagdo mais concisa. O elemento IDKQ
apresentou taxas de convergéncia superiores em relacdo ao elemento DKQ e a outros

elementos finitos.
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3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Os elementos finitos que estdo apresentados no presente trabalho foram
implementados computacionalmente no programa FEMOOP (Guimaraes, 1992). Esse
programa foi desenvolvido na linguagem de programag¢ao C++ utilizando o conceito de
programacgdo orientada a objetos (POO), o que torna possivel trabalhar com classes,
permitindo assim, a criagdo de novos elementos sem o conhecimento total da estrutura do

programa.

E apresentado na Figura 3.1 a discretizagio de uma laje mista em elementos finitos
planos de casca, elementos de barra e elementos de interface. Nessa figura a laje mista tem
apoios simples nas extremidades perpendiculares a direcdo das nervuras e ¢ livre no restante
de seu contorno. Dessa forma, a laje mista tende a flexionar apenas no plano yz da figura.
Devido a isso, juntamente com a simetria das condi¢des de apoio e carregamento, ¢ simulado
apenas uma nervura da laje mista e metade do seu vao. A laje mista mostrada na Figura 3.1 ¢
muito utilizada na literatura para analise do comportamento de diferentes tipos de formas de

aco quanto ao cisalhamento longitudinal.

Figura 3.1 - Modelo de laje mista implementada

E detalhada nas Figuras 3.2 (a) e (b) a utilizagdo dos elementos finitos descritos no
paragrafo anterior na simulagdo numérica da laje mista. Observa-se dessas figuras que os
elementos finitos de barra sdo utilizados para modelar as nervuras do concreto, elementos
finitos de casca para a laje de concreto acima das nervuras e para a forma de ago. Para
modelar a interface ago-concreto sdo utilizados dois elementos de interface, um que conecta

dois elementos de cascas e outro que conecta barra a casca. Além disso, o elemento de
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interface que conecta barra a casca ¢ utilizado para representar a conexao entre as nervuras € a
laje de concreto acima delas. Nesse caso ndo existe um plano de deslizamento nessa interface
sendo atribuido a rigidez da conexdao um valor elevado. Logo, nessa situagao o elemento de
interface tem fungdo apenas de conectar a nervura a laje de concreto acima da nervura.

Elemento de cascapara —~

- = laje de concreto_ —~—
Z ad 7

)

1
Elemento de interface para conectar-—
dois elementos de cascas '-;_-" .

%
l -
T =
/ _ — » Elemento de barra para
/ anervura de concreto
L -
Elemento de casca para . T™-7 Elemento de interface para
aforma de ago “x conectar barra a casca
(a)
e y Secdo
: Elemento de casca para laje de concreto M‘ transversal
I (representado no plano médio da laje)
|
I

Elemento de intetrface
casca-casca

Elemento de casca
para a forma de aco

Elemento de intetface para /

conectar barra a casca

Elemento de barra para
a nervura de concreto

(b)

Figura 3.2 - Representagdo dos elementos utilizados: (a) vista em perspectiva, (b) vista do plano xz

Nos itens seguintes sdo apresentadas as formulagdes dos elementos utilizados na
simula¢do numérica de lajes mistas formadas por uma laje de concreto simples ou armada
com forma de ago incorporada. As formulacdes para os elementos planos de casca espesso €
fino sdo mais detalhadas, pois foram desenvolvidas nesse trabalho. A formulagao do elemento

plano de casca espesso ¢ baseada na formulacao do elemento de placa de Dias (2016) e Silva
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(2010). No trabalho de Dias (2016) nao foram consideradas as ndo linearidades geométrica e
fisica, ja no trabalho de Silva (2010) as ndo linearidades foram consideradas e foi utilizada
uma notagdo diferente da apresentada aqui. As demais formulacdes sdo apresentadas de forma

reduzida j& que foram implementadas em trabalhos anteriores.

3.1 ELEMENTO PLANO DE CASCA ESPESSO

O elemento finito plano de casca espesso implementado para a andlise ndo linear de
lajes mistas possui nove nos e cinco graus de liberdade por n6 a nivel local, sendo os graus de
liberdade de translagdo na direcdo z, de rotagdo em torno dos eixos x e y (tipicos dos
elementos de placa) e os graus de liberdade de translacdo nas dire¢des x € y, como mostra a
Figura 3.3. A ndo linearidade fisica ¢ considerada dividindo a se¢do em véarias camadas, para

isso sdo utilizadas as consideragdes utilizadas por Huang et al. (2003), que sdo:

e Os elementos sdo compostos por camadas de ago ou de concreto. O deslizamento entre
as camadas ¢ impedido.

e (ada camada pode possuir propriedades mecanicas diferentes e relagdes tensdo-
deformacao independentes.

e As barras de refor¢o sdo consideradas como uma camada equivalente de aco com
rigidez apenas na direcdo da barra. A camada de ago deve ter a mesma area que a area
total das barras de reforco. A conexdao entre as camadas de ago e de concreto ¢
considerada perfeita.

e As camadas de concreto estdo em estado plano de tensdes e o concreto ¢ considerado

ortotropico apos a fissuracao.

Figura 3.3 - Elemento plano de casca de nove nos dividido em camadas
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De acordo com as hipdteses cinemadticas da teoria de placas de Reissner-Mindlin
secdes inicialmente planas e ortogonais a configuragdo indeformada, permanecem planas apos

deformacdes, porém nao mais ortogonais. As equagdes dos deslocamentos para o elemento

sao:

u(x,y,z) =u°(x,y)+2(9y (x,y) (3.1)
v(x,y,z) = v’ (xy)—20_(x,») (3.2)
w(x,y,z) = w’ (x,) (3.3)

Em que u®, v0 e w? representam as translacdes do plano de referéncia do elemento

plano de casca nas diregdes x, y e z. 6, e Hy sdo as rotagoes das se¢Oes em relacdo aos eixos

x e y.E z ¢é a posicdo da fibra em relagdo a superficie média ao longo da espessura do

elemento plano de casca onde se deseja avaliar os deslocamentos. Para facilitar a notagdo, o
sobrescrito zero serd omitido nas equacdes seguintes.
Aplicando as Equagdes 3.1 a 3.3 a relacio deformagdo-deslocamento de Green-

Lagrange (&; =5 (u, , +u;, +u, u, ;)e desprezando a variagdo de w com z, obtém-se as

equagoes das deformacdes dadas pelas Equagoes 3.4 a 3.8.

e =u, +20, +(w, ) (3:4)
g,=v,—z0, +%(w,y)2 (3-5)
e, =2, +20, +v, —z0 +w, w,) (3.6)
2. =40, +w,) G-D
£.=%-0,+w,) 3:8)

Como pode ser observado nas equacdes 3.4 e 3.5 existe uma relacdo ndo linear das
deformacdes com os deslocamentos refletindo em uma nao linearidade das equagdes de
equilibrio para o elemento analisado. Necessaria para a formulacdo do problema, a relagao
tensdo-deformagdo do material também gera uma nao linearidade nas equagdes de equilibrio.
Para a andlise nao linear desse problema ¢ utilizado nesse trabalho um método incremental
com controle de deslocamento. No método utilizado ¢ adotado um tamanho de passo pequeno
sendo feita a cada passo uma correcdo na matriz de rigidez através do calculo da tangente

média. Dessa forma, o sistema de equacdes lineares € resolvido duas vezes para cada passo de
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deslocamento, no entanto esse método evita ter que dar passos muito pequenos que podem
levar a erros devidos a truncamentos e arredondamentos durante o processo.

Para a continuagdo da formulagdo do elemento plano de casca espesso € necessaria
associar as deformagdes dadas nas Equacdes 3.4 a 3.8 com as tensdes em um ponto qualquer
no elemento plano de casca. As relagdes tensdo-deformagdo para o concreto usada nesse
trabalho sdo os modelos definidos pelo Comité Europeu de Concreto (CEB, 2010). Na Figura
3.4 esta representada a curva tensdo-deformagdo para o concreto comprimido e na Figura 3.5
para o concreto tracionado. Sendo que essa ultima ¢ a mesma curva fornecida pela norma
brasileira para dimensionamento de estruturas em concreto armado (NBR 6118, 2014). J4 na
curva para compressdo, o modelo do CEB distingue do modelo da NBR 6118 quando se inicia
o esmagamento do concreto, sendo que no modelo do CEB ¢ considerado um amolecimento
do concreto, enquanto que no modelo da NBR 6118 a tensdo se mantém constante para um

aumento de deformagdo até perda total da capacidade resistente do material.

-~
-

tens3o no concreto ce <0 N
E

-

deformagdo do concreto g <

Figura 3.4 - Curva tensdo-deformacdo para o concreto comprimido (CEB/FIP, 2010)
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Figura 3.5 - Curva tensdo-deformagao para o concreto tracionado (CEB/FIP, 2010)

Para o comportamento do concreto apos a fissuragdo adotou-se um modelo bi-linear
para a degradagdao do modulo de elasticidade semelhante ao sugerido por Rots et al. (1984) e
usado também por Huang et al. (2003). No caso de concreto armado, o aco das barras de
reforco € considerado eléstico perfeitamente pléstico.

Mesmo tendo o material relagao tensdo-deformacao ndo linear, como o problema nao
linear € resolvido por um método incremental, ¢ considerado a cada passo do método material
linear com moddulo de elasticidade dado pela tangente da curva tensdo-deformagdo. Dessa
forma a relagdo tensdo-deformagdo pode ser obtida usando a lei de Hooke para o problema
analisado. A seguir ¢ discutida a matriz constitutiva da lei de Hooke para as situagdes do
concreto apos fissuragao e esmagamento e dentro desses dois limites.

O concreto apresenta comportamento ortotropico apds a fissuracdo ou esmagamento,
ou seja, apresenta caracteristicas diferentes para cada direcdo principal. Considerando as
camadas em estado plano de tensdes, as direcdes principais sdo calculadas, sendo indicadas
nesse trabalho pelos subscritos 1 e 2, em que a diregdo 1 ¢ a de maior deformacao principal.
Para o desenvolvimento desse trabalho ¢ considerado o critério de falha de von Mises. Se as
deformacgdes principais (g1 € €2) estiverem dentro da regido de falha, o concreto ¢ considerado
ortotropico com a relacdo tensdo-deformagdo desacoplada para as dire¢des principais, dessa

forma a matriz constitutiva do material ¢ dada pela Equagao 3.9.
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E 0 0 0 0
E, 0 0 0
D, = HG,+G,) 0 0 (3.9)
G, 0
| Sim. G, |

Na Equacao anterior, E1 e E> sdo dados pelas tangentes da curva tensdo-deformacao

El E2
(§ = .
2(1+v) 2 2(1+v)

do concreto nos pontos € =¢&, e ¢ =g, , respectivamente. Ja, G, =

A matriz de rigidez na direcdo dos eixos ortogonais x € y pode ser obtida a partir de D12, como
descrito a seguir.
As tensdes e deformacdes principais podem ser relacionadas com as tensdes e

deformacdes em relagdo aos eixos x € y quaisquer da forma

R, 0 R, 0
T, = 0 R T, €8&,= 0 R g,,, emque (3.10)

cos’ ¢ sen’¢  sen(24)
R_(§)=| sen’s cos’¢p  —sen(29) |, (3.11)
—+sen(2¢) Lsen(2¢) cos(29)

[ cos’p  sen’d  Lsen(29)

R, (¢)=| sen’¢ cos’ ¢ —5sen(29) | e (3.12)
|- sen(2¢) sen(2¢)  cos(29)

- ]

Em que, ¢ ¢é o angulo de rotacdo dos eixos principais em relagdo aos €ixos x e y.
Substituindo as expressdes 3.10 na relagao tensao-deformacdo dada em relagdo as diregdes

principais, t,, = D,,&,,, € sabendo que as matrizes de rotagdes sdo ortogonais, ou seja,

RU_1 =R8T e RS_1 = RST , tem-se:
R 0 R, 0
T, = 0 R D, 0 R g, , logo: (3.14)

R 0 R, 0
D, = 0 R Dol v R | (3.15)
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Desenvolvendo a Equacao 3.15 chega-se a matriz constitutiva para a relagdo tensao-

deformacdao dada no sistema de referéncia xy. Os termos dessa matriz sdo dados pelas

equagoes 3.17 a 3.25.

Dll DlZ Dl3 0 O ]
D, D, 0 0
D, = D, 0 0
D44 D45
| Sim. Dq; |

D,, = E, cos* ¢ + E,sen*d + 1 (G, + G,)sen’ (2¢),
D,, =+sen’ 2¢)(E, + E, —4(G, +G,)),
Dy, = Lsen§(E, cos® ¢ — E,sen’p— (G, + G,)cos(24))
D,, = E;sen*¢+ E, cos’ ¢+ 1 (G, + G, )sen’ (29),
2 = Lsen’¢(E,sen’¢— E, cos’ g+ (G, + G,)cos(29)),
- = Lsen’ (29)(E, + E,) +1(G, + G,)cos*(2¢)

D
D
D,, =G, cos’ ¢+ G,sen’s,
D,; =1(G, - G,)sen(2¢p) e,
D

u=Gsen’¢+G,cos’ ¢.

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)
(3.24)

(3.25)

Para o caso particular de material isotrdpico, observado quando as deformacgdes

principais estiverem fora da regido de falha do concreto, tem-se E1 =E>=E, G1=G2=Gea

matriz Dxy da Equacdo 3.16 reduz a forma dada na Equagdo 3.26.

[A+2G A 0 0 0

A A+42G 0 0 0

D =l 0 0 G 0 0
0 0 0 G 0

0 0 0 0 G|

(3.26)

Na Equacdo 3.26, A=vE/(1-v*) e G=05E/(1+V), sendo que E é o mddulo de

elasticidade do material e v € o coeficiente de Poisson. Essa matriz constitutiva ¢ um caso
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particular da matriz constitutiva da lei generalizada de Hooke. Para o caso geral da relacdo

tensdo-deformagdo para o elemento analisado tem-se a Equacao 3.27 dada a seguir.

o.| [D, D, D, 0 0 ]|&.
O-y D22 D23 O 0 {;‘y
Ty (= Dy 0 0 J7, (3.27)
[ Dy Dy ||y,
7, | Sim. Dy, | 7y

Aplicando um campo de deformagdes virtual compativel ao elemento plano de casca

tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais, oW, = J-”a,-j&?ijd V. Em que, 6 é o operador
v

variacional, g;; ¢ o estado tensional real em um ponto qualquer no elemento plano de casca, e
og; € o estado de deformacdo virtual obtido a partir do campo de deslocamento virtual

imposto ao elemento. Aplicando o operador variacional nas Equacdes 3.4 a 3.8 das

deformacdes, chega-se as Equagdes 3.28 a 3.32.

Se, = Gu, +280,, +w,, w,, (3.28)
Se, =&, — 280, +w,, ow,, (3.29)
Se. = (ou. 1250, +8v. 230, +w, Sw, +w, ow, ) (3.30)
Xy 2 ,_) _),_} WX X, X _) X X _}
1 (3.31)
Se.. = 5(5<9y +ow,)
(332)

Se,. = %(— 50, +6w,)

Substituindo as Equagdes 3.28 a 3.32 na expressdo do principio do trabalho virtual e
desprezando a tensdo normal na dire¢do z, chega-se a Equacdo 3.33 a seguir para o trabalho

virtual interno.

Wy = [[[ U6, +200,, +w. 6w, o, + (60, ~280,, +w,, ow., o, +du, +250,, +
Vv

+ v, —280,  +w,, Sw, +w, ow, )t +(60, +w o +(6w, —56, ), 1aV (3.33)
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Na equagao anterior, a integral € escrita ao longo do volume indeformado do elemento

plano de casca. Os esforgos NV, Ny, ny, 0., Qyz, My, M, e M, podem ser definidos

Xy
como mostrado nas Equacdes 3.34 a 3.38 a seguir. Na equacdo 3.38, k ¢ um fator de corre¢ao

no calculo do esforco cortante, geralmente considerado igual a 5/6.

N, = oidz+y ;1“‘ (c:(z)-o4(z) (3.34)
h i=l Myi

N, = Iaﬁdﬂiﬁ(dj(zi)—dj(zi)) (3.35)
h i=1 Sy,'

M, = zaﬁdz+§%(€i (z)-0(2,)) (3.36)
h i=l Mxi

M, =[zo%dz + i%(aj (z)-0'(z) (3.37)
h i=l My

0. = kJ.rxzdz, 0, = kJ-ryzdz, N, = Irxydz, M, = J-Z‘l'xde (3.38)

h h h h

As barras de refor¢o devem ser consideradas na defini¢do dos esforgos internos, ou
seja, nas Equacdes 3.34 a 3.38. Como observa-se dessas equacdes, ¢ feito o somatdrio do

numero de camadas de barras na secdo, levando em conta a area da barra (4,,) disposta na
dire¢do x e distribuida com um espagamento (S ;) ao longo da diregdo y, conforme ilustrado
na Figura 3.6. O mesmo vale para barras dispostas na direcdo y. Na equagdo 3.34, 0.(z,) e

o (z,)sdo, respectivamente, as tensdes no ago € no concreto no centro da camada de barras

dispostas na dire¢do x. Nos somatorios das equagdes 3.34 a 3.37 as tensdes sdo consideradas
positivas ou negativas para acrescentar a area de ago e retirar a area de concreto. A distancia

z; ¢ a distancia do centro da barra ao centro da secdo transversal, se o elemento de casca

estiver sendo representado por uma superficie plana média. O indice ¢ representa o concreto e

o indice s 0 aco das barras de refor¢o (Dias , 2016).
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Figura 3.6 — Area das barras de aco e largura de influéncia (DIAS, 2016).

Como os variacionais dos deslocamentos sdo constantes em relagdo a espessura do
elemento plano de casca (eixo z) e com os esfor¢os definidos nas equacdes 3.34 a 3.38, chega-

se a equagdo 3.39 para o trabalho virtual interno do elemento plano de casca.

Wiy, = [[[(Gu, +w, S, )N, +350, M, + (S, +w,, 6w, )N, =00, M, +(du, +0, +
A

T, 0, 4w, Sw, )N +(80,, - 80, M, + (50, + 6w )0, + (6w, —50,)0,.1d4 (3.39)

A Equacao 3.39 fornece a formulacdo forte para o trabalho virtual interno, uma vez
que as incognitas sdo variaveis dependentes da posicao do plano de referéncia analisada.
Assumindo que a forma de variagdo dos deslocamentos seja conhecida e que apenas nao se
conhece os deslocamentos em determinados pontos (chamados graus de liberdade do
elemento) determina-se a formulagdo fraca para o trabalho virtual interno. Nesse trabalho sao
adotadas fungdes polinomiais para representar a forma de variagdo dos deslocamentos no
elemento.

Como a teoria de placa de Reissner-Mindlin ¢ utilizada nessa formulagdo, os
deslocamentos de translagdes e rotagdes podem ser interpolados independentemente, dessa

forma, as fung¢des de interpolacao para o elemento sao dadas por:
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Ny =5n& =& Xn-m), (3.40)
Ns =Ll +1)i-£2), (3.41)
No=}ele-t-n2), (42)
Ny =l -1i-¢2) 64)
Ny =Le@+li-n?) e (3.44)

Ny :(1—5)2(1—772). (3.45)

Onde, & e 7 sio apresentadas na Figura 3.7 e representam as coordenadas

paramétricas do elemento finito retangular de nove nds.

Figura 3.7 — Elemento finito retangular de nove nos (DIAS, 2016).

Definindo o vetor coluna @ de nove termos dados pelas fungdes de interpolagio, ou
seja, @ :(]\71 N, N, N, Ny N, N, N Ng), chega-se a Equacio 3.46 para as
equagoes aproximadas dos deslocamentos em relagao aos deslocamentos nodais. Onde, ( ¢

um vetor coluna com quarenta e cinco termos dados pelos deslocamentos nodais, e O é um

vetor coluna nulo com nove elementos.

u ® o' o' o' o
v ®" o' o' 0Of
we= ® 0" 0'|q (3.46)
0, sim o O
7 o7

Escrevendo os variacionais dos deslocamentos u, v, w, ¢_e t9y, e substituindo-os na

equagao (3.39) chega-se a formulagdo fraca para o trabalho virtual de um elemento plano de

casca dada pela Equagao 3.47.
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0 0 0 0 0
Wy =07 [[[(C o w, SN, + 200 o (b, SN, -
i 04 oq oq 0 oq
ou, v, ow,  ow 00, a0,
+(—+—+w, —=+w, —)N_ +(———)M +
oq oq ’ 0 oq Y 0Oq oq Y (347)
00, ow, ow, a6,
o+ —)0, + (- ——5)0,.1d4
odq Ooq oq  Oq

O trabalho virtual externo ¢ dado por oW, = é'qTfex,. Em que f.; é o vetor de

forgas externas nas direcdes dos graus de liberdade do elemento plano de casca. Da condigdo

de que o trabalho virtual interno deve ser igual ao trabalho virtual externo (5Wext = OWint),
tem-se:
0 ow 060 0 0 00
s ([, SN, M+ (S, N, -
i 0q q q q aq aq
ou, Oov, ow ow,, o0,, a0,
+(—=+— W, W, — )ny+(—’——’)Mxy+ (3.48)
dq 0oq oq oq oq  Jq
ow ow, 00
(L +—)0, +(—-—50,.1dd=4"f
( aq aq )sz ( aq aq )Qyz] &l ext

Sabendo que a Equacdo 3.48 deve ser valida para qualquer campo de deslocamento
virtual compativel (&q ), tem-se: f. —f =0 onde £, ¢ o vetor de forcas internas dado pela

expressao 3.49.

aux awx ae X 5\/ aW 56’x
int I[( W, ’ )Nx+¢My+( ,y+Way ’y)Ny_—’ny-l-
i oq oq oq oq oq oq
u, v, ow,  ow, 80,, a6,,
T, — b, — N, ()M 4 (3.49)
oq dq 7 Oq oq” ¥ " oq oq "
00, ow, ow, 0
+( . + ’ )sz +( = - = )Qyz ]dA
dq dq oq oq

O vetor de forgas internas para o elemento de casca da Equacao 3.49 pode ser reescrito

na forma apresentada pela equagdo 3.50.
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N® +N @,
N, ® +NO©,
f = I 0.© +0.® +w, NO +w, NO +N_(w, @ +w, @ )dA4 (3.50)
’ -M, @ -MP, -0.®
MO +M O +0. D

Para a resolu¢io do problema ndo linear de equilibrio f,, —f, =0, ¢ utilizado o

método de Newton-Raphson, logo a matriz de rigidez tangente deve ser obtida. Sendo f

exi
constante em relacao aos deslocamentos nodais, a matriz de rigidez tangente ¢ dada por,
afint

oq

K=

A (3.51)

Na expressdo (3.51), ¥, € ¥, sdo vetores colunas com 45 termos como mostrado nas

expressoes a seguir:

T T
ow, ow, ON
‘I’I:( & Nx+aNx w,xj +( =N, +—=w J

oq oq oq oq

ow N " (ow N d

¥, :( il N, +— w,yj +(—”‘ny+ 2 w,xj
oq oq oq oq

Na expressdao 3.51, a derivada do esfor¢o axial atuante na se¢do em relacdo aos

deslocamentos nodais ¢ dada por:
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N, (00, Auf0000) _0i(z)
h j oq oq

ag a nx ' K ' c '
N, | 0o, 0¢, 00, %, 00,0, Z+Zé (aax 0¢,(z,) 00 agx(zl)j
W\ 06, oq O, oq Oy, Oq =5\ 0s.  Oq oe, Oq

o¢ 0 2y .
86]\(/; :J- do, O¢, +6o-x v, do, 0y, Z+Z%(E _ )65x(zl) (3:52)
h =1

ds, &q 0ds, Oq Oy, 0Oq =Ss. 7 qq
A

Para facilitar a notagdo os produtos +(E,—E,) e 2 (E,~E,) serdo substituidos,

respectivamente, por ﬂx,- e ﬂyi nas proximas expressoes. Da Equagdo 3.27 tem-se

o, =D&, +D,¢,+Dyy,,, logo as derivadas em relagdo as deformagdes &, €, e %,

presentes na expressdo 3.52, sdo dadas por D, , D,, € D, , respectivamente. Para a segunda

11 2
parcela da equagao, sdo consideradas tensdes apenas na direcao longitudinal ao eixo da barra,
ou seja, estado uniaxial de tensdes, logo as derivadas serdo dadas pelos modulos de
elasticidade longitudinais obtidos pelas tangentes a curva tensdo-deformagao dos materiais. J&
as derivadas das deformagdes em relacdo aos deslocamentos nodais sdo dadas pelas

expressoes 3.53 a 3.55.

o ]
0]
0 00 0
de, _ou, 280, We _ w, ® (3.53)
dq Oq oq - 0q ’
0]
| zd)’x |
C o
(I)y
og, ov, z00,, ow, ’
T T P Y (3.54)
oq o0q Oq ~ 0q o
-z®
= 0 -
_ ®. .
oy, 0 80, 0o o0 G 5 e
u W
P P (200 | Poe H0u ) Py Dy @ 4w, @ (3.55)
oq oq oq oq oq * oq aq t ’
—z®
z® |
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Substituindo as equagdes 3.53 a 3.55 na derivada dos deslocamentos nodais e
lembrando que os vetores coluna que representam as funcdes de forma sdo constantes em

relacdo ao eixo perpendicular ao elemento plano de casca (espessura do elemento), tem-se:

i hi2 h/2 T
®, [Ddz+®, [Ddz
—h/2 —h2
h/2 hi/2 B _
®, [D,dz+®, [D,dz @,
N hi2 _h/zh/z s hi2 - O
“r=lw, @, [Dydztw, @, [Dydz+(w, @, +w, @) [Dydz [+ B[, @,
oq “h)2 2 “h/2 i=1 o
hi/2 hi/2
-0, J.Dlzzdz—CI),x IDl3de D, |
i i
hl/2 hl/2
D, J.Dnzdz+d)’y IDl3zdz
L ~h/2 —h/2 |

De forma andloga a descrita para o esforgo axial, pode-se chegar as expressoes para as

derivadas em relag@o aos deslocamentos nodais dos outros esfor¢os atuantes na se¢do. Logo:

/2 02
®, [Dydz+@, [D,d
—/2 —h/2
H/2 H/2
®, [D,dz+®, [D,dz [0 ]
/2 /2 o
02 H2 02 >
aNy nx
=\w, @, lezdz+ w,, @ jDzzdz +(w,, @, +w, @) J.DBdZ + Zﬁﬂ w, @ |,
aq /2 /2 ~h2 = ()
h2 A2 —Z,%,
-0, '[Dzzzdz— D, jDBzdz . O |
)2 /2
H2 H2
D, J‘Dlzzdzvtq),y J.DBzdz
L —h/2 —h/2 _
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B h/2 h/2
D, J.Duzdz+d)’y IDBzdz
—h/2 —h/2
h/2 h2
o, IDzzzdz+CD1x J.DBzdz _
—h/2 —h/2
L] L L
aM 2 2 2 nx
5 ~=|w, @ .[Duzdz+w,y @, .[Dzzzdz+(wyd)x +wxd)y).[D23zdz +Z,BX,.
q i’ T o 5 i=1
2 2 2
h2 h2
- J.Dzzzzdz—CD’x IDzszde -
-2 b2
h2 h2
D, J-DlzzdevLCDJ ID2322dZ
L b2 b2 |
B b2 2 T
D J~Dnzdz+d)’y JDBZdZ
-2 i/
2 h/2
D, J.Dlzzdz—i-(I)_x J.Dlszdz
-2 i/
aM hil2 hi2 hi/2 nx
“=lw, @, [Dzdz+w,®, [D,zd @ @) [D,zd
w, @ nzdz+w @ 122 z+(w,y LT, ’y) \32dz +Zﬁyi
6q ~h/2 ~h/2 ~h/2 i=1
W2 )
-Q, J.Dlzzzdz—d)’x ID13ZZdZ
—h/2 )
02 02
D, J.Dllzzdz+CI)’y ID1322dZ
i -2 -2 |
B 12 h2 ]
®, [Dydz+®, [Dyd
b2 k2
h2 h/2
®, [Dydz+®, [Dydz
b2 /2
N h2 h2 12
v |y, @ dez+w ) jD dz +(w, @ +wc1>)jD dz
- X X 13 oy ,y 23 oy X ox ,y 33 s
oq ) ) —h/2
12 h2
-0, J‘D23zdz—d),x ID33ZdZ
b2 —h/2
h2 12
O J.DBZdZ-I-(D’y ID33ZdZ
—h/2 b2 ]




B h2 2 7
O IDBZdZ +0, J.Dﬁzdz
—hj2 )
B2 B2
Q, jD23de +®, J.D33zdz
—hj2 )
oM ) B2 B2
ol
=\, @, [Dyzdz+w,, @ [Dyzdz+(w, @, +w, @) [Dyzdz |, e
aq 2 2 2
) )
-0 ID23ZdZ -0, ID3322dZ
—h/2 —h/2
B2 )
(O ID13ZdZ +O, ID3322dZ
L —h/2 —h/2 _
_ o - - o -
02 02 02 H2
K@, [Dydz+®, [D,dz) K®, [Dydz+@, [Dydz
00 b2 i —h/2 00,. b2 i —h2
T o -
oq ~k® [D,dz oq ~k® [ Dydz
—h/2 —h/2
02 02
k® [D,dz kD [ D,dz
L —h/2 ] L —iy2 ]

Ja foram mostrados até aqui como determinar, a partir do campo de deslocamento

nodal, as deformacgdes, os modulos de elasticidade dos materiais e os termos da matriz
constitutiva. Dessa forma, os esforcos N, N, N, O, O, M M M, presentes

no vetor de forcas internas (Equacao 3.49) pode ser determinado, a partir de um determinado

campo de deslocamento nodal, da forma descrita pela Equacao 3.56 a seguir.

R D Y CHEA R EN)
h i=l Mxi

nx A )
N, =[Die. + Doz, + Duy, Jiz+ Y (B ) (3.56)
i=1

h

xi

Assim como descrito para o esforco axial na direcao do eixo x dado pela Equagdo

3.56, obtém-se as expressdes para os demais esfor¢os atuantes na se¢do. Logo:

nx A
Ny - J.[DZIEX +D22€)’ +D23}/xy}l'Z+ZS—yl(Es _Ec )gy(zi)a
h i=1

yi
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M, =[[De, + Dye, + Dy, Jedz+) 5 (E.—E.ke(z),
h

i=l i
nx Ayi
M, =[[Dye, +Dye, + Dy, dz + ZS—(ES —E,&,(z),
h i=1 My

N, = .[[Dslgx +Dyé, +D337xy]dz M, = .[[Dslgx +Dye, + Dy, ]zdz ’

h h

.= _[[D447xz +D457yz]dz > € Qyz = I[D547xz +D557yz]dz .
h h

3.2 ELEMENTO PLANO DE CASCA FINO

O elemento finito implementado para a andlise de cascas planas finas ¢ o elemento
retangular de quatro nds com cinco graus de liberdade por no, trés translagdes e duas rotagdes.
E baseado no elemento apresentado por Razaqpur et al. (2003), denominado IDKQ e
desenvolvido a partir das hipoteses discretas de Kirchhoff. Diferente do elemento de
Razaqpur, o elemento implementado tem os graus de liberdade de translagdo nas direcdes x e
¥, ja& que a andlise ndo linear e a¢do conjunta da laje de concreto e a forma de aco ndo
permitem conhecer a posicao do plano neutro para o qual esses deslocamentos sao nulos.

Na Figura 3.8 esta indicado que o elemento para a andlise de cascas planas finas ¢
desenvolvido a partir de um elemento plano de casca espesso com nove nds e cinco graus de
liberdade por nd. Esse elemento ¢ o mesmo elemento implementado no item anterior com a
eliminagdo do grau de liberdade de translacdo vertical. A formulagdo ¢ desenvolvida para o
elemento de nove nods e os deslocamentos encontrados sdo transformados para o elemento de
quatro nds através de uma matriz de transformagao apresentada no item 4.2.

v Aoy y:1

u 0x

2 2

Figura 3.8 - Transformag@o do elemento de 9 nos para o elemento de 4 nds
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3.2.1 FORMULACAO DO ELEMENTO DE CASCA FINO

A formulagdo apresentada nesse item foi desenvolvida para a andlise de placas de ago,
para utilizar o elemento na andlise de placas de concreto as barras de armadura devem ser
consideradas da forma apresentada para o item 3.1. Além disso as relagdes tensao-deformacgao
usadas para o concreto sao as apresentadas nas Figuras 3.4 e 3.5.

Assim como para o elemento plano de casca espesso (item 3.1), as equagdes dos

deslocamentos para o elemento de casca fino sdo dadas pelas equagoes 3.1 a 3.3. Admitindo

agora que 0O, =W, e t9y =-W,, tem-se que &, =¢&, =0, ¢ as demais deformacdes sdo

dadas pelas equagdes 3.57 a 3.59.

g, =u,+z0, +10’ (3.57)
£,=v, —z0 | +%¢9x2 (3.58)
&, =u,+20,, +v . ~z6,.-6,0) (3.59)

Observa-se das equacdes de deformagdes 3.57 a 3.59 que o deslocamento transversal
nao ¢ mais incognita explicita do problema. Isso € o que basicamente diferencia essa primeira
parte da formulagdo do elemento plano de casca fino do elemento do item 3.1.

Para a andlise da forma, o ago ¢ modelado como um material elastico perfeitamente

plastico. A relagdo tensdo-deformagdo ¢ dada pela expressdo 3.60. Em que os termos D, ,

D,, D, D, D,, ¢ D;; da matriz constitutiva foram definidos no item 3.1 pelas

Equacdes 3.17 a 3.22.

O, D, D, D;l| e,
o, = Dy, Dy|y¢, (3.60)
T, Sim D, Yy

Aplicando o operador variacional nas equacdes 3.56 a 3.58 das deformagdes chega-se

as Equagdes 3.61 a 3.63 dadas a seguir.

86, =8, +206),,+6,59), (3.61)
Se, =, ~280,,+6,60), (3.62)
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1 (3.63)
G, = (6u, +z06,, +06v, —z60, -0,50,-6,50,)
Substituindo as Equagdes 3.61 a 3.63 na expressdo do principio do trabalho virtual e

desprezando a tensdo normal na dire¢do z, chega-se a equacao 3.64 para o trabalho virtual

interno.

W = [[[ U6, +250,,+0,80, )0, +(5v, - 250, +6.50, )0, +(du,, +250,  + (3.64)
V

+6,~260,,~0,80,-0,80,)7,, 1V

Na equagdo 3.63 a integral ¢ escrita ao longo do volume indeformado do elemento

plano de casca fino. Os esforgos Ny, Ny, N, M, M, e M, sdo definidos da mesma

forma que no item 3.1, sendo que se o elemento estiver representando a forma de ago nao se
terd a contribuicdo da armadura que aparecem nas equacdes desses esfor¢os para o material
concreto.

Seguindo a mesma linha de raciocinio do item 3.1 para obter a formulacdo fraca do
trabalho virtual interno e igualando ao trabalho virtual externo chega-se ao vetor de forgas

internas para o elemento plano de casca fino dado pela equagao abaixo:

N® +N,O,

” N, ® +NO®,
N-M,@, -M® +0NDP-ON O
MO +M ® +0ND-ON O

£, = dA (3.65)

Diferente do item 3.1, o vetor @ que representa as fungdes de forma avaliadas em um
determinado ponto tem 36 termos, uma vez que, os graus de liberdade referente ao
deslocamento vertical nao estdo sendo considerados nessa formulagdo. No entanto, para os

outros graus de liberdades as func¢des de forma sdo as mesmas do item 3.1.

8fint

oq

Desenvolvendo essa derivada dos esforcos internos chega-se a equagao 3.66 para a matriz de

Analogo ao item 3.1, a matriz de rigidez tangente é dada por, K=

rigidez do elemento plano de casca fino.
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o (V) Lo (M)
o+
sX aq sV aq
oN_ Y oN, Y
D 5 | 40 5 >
_ "\ oq "\ oq
K- ] / A (3.66)

Na Equagdo 3.66, ¥, ¢ P, sdo vetores colunas com 36 termos como mostrado nas

expressoes a seguir:

oaN. \ (o6 v Y
Y, = a6)’CN+ =0, | +|—N, +——0
aq ~  oq oq oq 7
00 ! B !
Y, = ny+6Nx + a‘9)‘Nx +—=0
oq oq oq 7 &q

De forma analoga a descrita para o elemento de casca espesso, no item 3.1, pode-se
chegar as expressdes para as derivadas em relacdo aos deslocamentos nodais dos esforcos

atuantes na secdo para o elemento de casca fino. Essas expressdes sdo apresentadas a seguir:

hi2 /2
®, [Ddz+®, [Dd:
) )
hj‘Z hj_2
@, |D,dz+®@, |D,dz
aNx ’ —h2 —h/2
aq - hi2 hi/2 hl/2 hil2
-@ J‘Dlzzdz—CI),x IDl3zdz+9x® _[ D,,dz-0,® IDl3dz
s _hf2 W2 _hf2
hl2 hi2 hi/2 hil2
D, J‘Dllzdz+CD’y _[ Dy;zdz+0,®@ _[Dlldz—de) IDl3dz
-h/2 /2 —hf2 /2
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ON

h/2 2 7
®, [Dydz+®, [Dd
—if2 —hf2
h/2 hi2
®, [D,dz+®, [D,dz
-2 2
02 hi2 hi2 hi2
~®, [Dy2dz~®, [Dyyzdz+ 0,0 [ Dyydz—0,® [ Dydz
/2 /2 /2 /2
h/2 h/2 h/2 h/2
@, [Dyzdz+®, | Dyzdz+6,@ [D,dz-0® [D,dz
—h/2 —h/2 —h/2 )
B hi2 2 1
D, IDlzzder Q, ID23ZdZ
2 2
h/2 h/2
o, ID222d2+ D, J.DZSZdZ
—hf2 —hf2
02 hi2 hi2 02
- _[Dzzzzdz -0, -[D23zzdz +60.® IDzzzdz -0,0 IDZSZdZ
/2 /2 b2 hf2
hl2 h/2 h/2 hl2
D, JDlzzde +0 I D,,z°dz + 0,@ IDlzzdz— 0D -[DZSZdZ
e i _h2 2 |
B hi2 2
D, J.D“Zdz+CI)jy IDUZdZ
—hf2 —hf2
h/2 h/2
D, IDlzde +D, IDBZdZ
_ —hf2 -2
= 02 hi2 hi2 h/2
-0 JDlzzzdz -0, _[Dnzzdz +6.® IDlzzdz -00 IDISZdZ
/2 /2 /2 /2
02 02 h/2 02
D, _[Dllzzdz +@, _[ D,z dz + 0,@ _[Dllzdz -60.0 J-Dnzdz
-2 -2 -2 -2
i hi2 h/2 T
®, [Dydz+®, [Dydz
-hf2 —hf2
h/2 h/2
®, [D,dz+®, [Dydz
_ ~h/2 -2
= hi2 hi2 h/2 h/2
~®, [D,zd:-®, [Dyzdz+ 0@ [Dyydz-0,® [ Ddz
/2 /2 /2 2
02 02 02 h/2
D, _[D13Zdz +0, I Dyyzdz + 6 @ JD13dZ -0.D _[D33dz
2 -2 /2 —hj2
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h/2 02
D, le3de+CD)y ID33ZdZ

—h/2 —h/2

hj] hj_z
0] D,.zdz+® D..zdz
Y 23 X 33
oM o ) _h/2
- h/2 hl/2 hi/2
oq

—h/2 —h/2 —h/2
hi2 hi2 hi2

—h/2 —h/2 —h/2

- J.D23zzdz—CI)’x ID33Z2dZ+9xd) -[D23Zdz—9yd) ID332dz

D, J.Dl3zzdz+CI),y _[ D3322dz+6’y(I) _[D13zdz—<9xCI) ID332dZ

Os esforgos N, N,, N, O, O, M, M, ¢ M, presentes no vetor de forcas

internas (equagdo 3.65) podem ser obtidos de forma anéloga a descrita para o elemento plano

de casca espesso, no item 3.1. Logo:

N, = ,[[Dllgx +D,¢, +D137xy]dz » N, = .HDZlgx +Dye, +D237/W]dz ’
' h

M, = I[D“gx +D,e, + Dy, ]ZdZ s M, = I[Dzlgx +D,e, +D237xy]ZdZ >
. h

N, = _[[D315x + D¢, +D337xy]dz eM, = J‘[D31€x +Dye,+Dyy,, ]zdz.
. h

A formulacdo do elemento plano de casca fino desenvolvida nesse item até aqui, €

baseada na formulagdao do elemento plano de casca espesso do item 3.1. As hipoteses de

Kirchoff sao forgadas fazendo os graus de liberdade de rotacdo ser iguais as derivadas do

deslocamento vertical, e, dessa forma, anulando as tensdes cisalhantes. No entanto a
formulagdo obtida ndo consegue ser utilizada porque suas func¢des de forma consideram

independéncia das rotagdes em x € y, o que na teoria de Kirchoff ndo acontece. Razaqpur et

al. (2003) conseguiu definir uma matriz de transformagdo que altera a formulagao obtida até

aqui em uma formulagao consistente para um elemento plano de casca fino de quatro nds, ou

seja, que atende as consideracdes da teoria de Kirchoff. Essa matriz de transformacgdo ¢

apresentada no item seguinte, e diferente de Razaqpur er al. (2003) nesse trabalho ¢

considerado o efeito de membrana.
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3.2.2 TRANSFORMACAO PARA O ELEMENTO DE QUATRO NOS

Sendo f,,; o vetor de forcas externas nas dire¢des dos graus de liberdade do elemento
. , T 7,
plano de casca fino, o trabalho virtual externo é dado por W, , =P f,,, em que P ¢ o vetor

dos deslocamentos para o elemento de quatro n6s. Da condicao 5VVext = OWint tem-se:

&'f, =Pt (3.67)

, . T N
Porém o variacional dos deslocamentos & na Equagdo 3.67 se refere aos

deslocamentos para elemento de nove nos e cinco graus de liberdade por n6. Para escrever os

deslocamentos do elemento de quatro nds é necessario fazer uma conversao através de uma

matriz de transformacdo (T ), de forma que:

q=1,..P. (3.68)
Onde: n ¢ o namero de graus de liberdade do elemento de 9 nds, m € o nimero de graus de
liberdade do elemento de 4 nos,

0

T _
q _{ul Uy Vo vy O y9}9e

x1

0, 6

yl

T _
P —{”1 Uy Vo vy w0y 0 ow, 0, 0}/4}'

Além das coordenadas paramétricas, sdo definidas as coordenadas locais s e n para
cada lado do elemento plano de casca fino. A coordenada s representa o eixo coincidente com
o lado do elemento enquanto que a coordenada n corresponde ao eixo normal a esse lado. Na

Figura 3.9 esta representada a posi¢ao de um dos lados do elemento em relagao as
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coordenadas cartesianas x e y. E mostrada na figura também a posicao dos eixos s € n.
MY

’,775

! exi
Figura 3.9 - Coordenadas do lado do elemento (adaptado de RAZAQPUR et al., 2002)

Definindo & uma coordenada paramétrica na direcdo de s, de tal forma que a relagdo

entre essas duas variaveis seja dada pela Equagao 3.78 a seguir:

2 d 2
§=l—s—1,10g0: —§=—. (3.69)

ds .

ij i

Sendo os indices i e j representantes dos nos das extremidades do lado analisado, o
deslocamento W ao longo desse lado pode ser obtido em fun¢do dos deslocamentos verticais
e rotacdes nos nds desse lado, como ¢ mostrado na Equacdo 3.70. Na Equagdo 3.71 ¢

mostrada a derivada do deslocamento vertical em relacao a variavel s.

1 3 N Zij 2 0,
we)=3(2-3¢+¢ “35‘5){%}‘5(5 -hlg -1 “”{%} (3.70)
dw 1 2 2 Wi 1 2 2 Hm'
g_71].(—3+3§ 3-3¢ ){w_,}_2(3§ _2E-1 3¢ +2§—1){9W} (3.71)

Da Figura 3.9 verifica-se que as coordenadas s e n sdo relacionadas com as

coordenadas x e y pela expressao:
S _ COoS a!]' sen 6!4./. X (3 72)
n| |-sena, cosa, ||y| '
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Relacionando as rotagdes 0., t9y e 0, com as derivadas de W tem-se: 0, =W,
t9y =W, e 0, = —W,. Desenvolvendo a derivada de w em relagdo a s e sabendo que o

valor de & no ponto k € zero, encontra-se a expressdo para a rotagao t9,1k no meio dos lados (nods

5, 6, 7 e 8). Ja a rotagao 49Sk pode ser determinada pela média das rotagdes 95,« e 95], como
podem ser vistos nas Equagdes 3.73 e 3.74.
3 1 3 1
nk :_Wi __gni __Wj __0”’1 (373)
2, 4 21, 4
1
0, = 5(9”. +0,) (3.74)

Sendo J a matriz de rotagdo mostrada na Equagdo 3.72, e como ela é ortogonal, ou
seja, J7 é sua inversa, pode-se determinar a partir das Equagdes 3.73 e 3.74 as rotagdes no
ponto médio de cada lado do elemento retangular em relagdo aos eixos x € y, como sao

mostradas na Equagdo 3.75.

0, e
{ka } -J {enk} C7

Substituindo as rotagdes an e 49Sk na equacao 3.85 por suas expressoes 3.73 e 3.74,

obtém-se:
Wi
eni
0 0 0 l 0 0 l 0
xk JT 2 2 si
P G R S TS U (3.76)
y —_— —_— J
2[0. 4 210. 4 6;”/
0,

Escrevendo as rotacdes &,.,6.., 9,11- e Qj em relacdo aos eixos x e y, utilizando para isso

matriz de rotagdo J, encontra-se a expressdo 3.77 para as rotacdes nos nés 5, 6, 7 ¢ 8 do
elemento de nove nos em fung¢do do deslocamento w e das rotagdes do elemento de quatro

nos.
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Wi
1 1 1 1 0.
0 —cosa, —sena. 0 —cosa, —sena.

O | 57 2 A S A | [
o [T ]1-3 1 1 3 1 1 W (3.77)

vk — —senq, ——COSQ, —— —Senq; ——COSq; j

20, 4 / 4 / I, 4 ‘ 4 "o

i

eyj

Para o n6 9 as rotagdes sao obtidas utilizando o mesmo raciocinio para as rotagdes na
direcdo n dos n6és médios dos lados. Sendo que para a rotagdo na direcdo x ¢ utilizada uma
linha ligando o nés 5, 9 e 7, enquanto que para a direcdo y usa-se uma linha formada pelos nos

6, 9, 8. Dessa forma, tem-se:

3 1 3 1
O, =—w,——0. ——w —~0.. 3.78
%9 2157 5 4 x5 2157 7 4 %75 © ( )
3 1 3 1
0,=—w —0,——w,—0,. 3.79
9 2157 6 4 6 2157 8 4 »8 ( )

Para as diregdes u e v, os deslocamentos dos vértices do elemento de nove nos sao
iguais aos deslocamentos dos vértices do elemento de quatro nés. Para os nds centrais de cada
lado do elemento de nove noés os deslocamentos u e v sdo calculados pela média dos

deslocamentos dos no6s das extremidades do elemento de quatro nds. Ou seja,
* * .
u, =, +u j)/ 2. Para 0 n6 9, os deslocamentos u € v sdo calculadas pelas médias dos
deslocamentos dos nos centrais, onde esses foram calculados usando a média dos nos das
. * * * * * * * *
extremidades, dessa forma, tem-se: Uy = (U, +U, +1; +u,)/4 evy =(v, +v, +v, +v,)/4.
Nesse paragrafo, o sobescrito * indica deslocamentos no elemento de quatro nos, ou seja,
termos do vetor p.
A seguir ¢ apresentada a linha de raciocinio para definir a matriz de rigidez do

elemento de quatro nds a partir da matriz de rigidez do elemento de 9 nos, obtida no item

anterior, ¢ a matriz de transformacao T definida nesse item.

Da Equagao 3.68, tem-se: §]T =Ci)TTT. Substituindo sq na equacao 3.67 encontra-se:

T'f -f_=0. (3.80)

int “e
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Dada o conjunto de funcdes f(q)=T'f,_ -f_ =0, ¢ sendo f,, constante em relacio

int ex

aos deslocamentos nodais a matriz de rigidez tangente do elemento de quatro nds ¢ dada por

@

——— . Sendo dq uma variacdo infinitesimal em q e considerando a expansdo em série

de Taylor das func¢des dadas pelos termos de f(q), tem-se:

fa+dq) = f,(@)+ V£, (q)dq
fz(q+dq)=1jz(q)+sz (@)dq | (3.81)
fu@+dq) = £, (@) +V/, (@)dq

Na Equagdo 3.81, V ¢é o gradiente, ou seja, a derivada em relagdo aos termos do vetor

dos deslocamentos nodais do elemento de nove nos, logo:

vflT(q):(% % %J

dg, q, dq,

ray=| o 9 9
Ve @= (dql dq, dq, J : (3.82)

rayo| P P T

Vi @)= (d% dq, dq, J

Levando 3.82 em 3.81 chega-se a Equagdo 3.83 para representagdo vetorial das

equacdes dadas em 3.81.

v'f v’f,
fa+da)= f@)+| 7 ldg=0,logor | V> laq = -f(q). (3.83)
Vi V'L

A Equacao 3.83 ¢ valida para qualquer q desde que a variacdo dq seja infinitesimal.
Sendo assim, fazendo q = 0 tem-se f.. =0 ¢, portanto, f(q) =—f_ .. Dessa forma, a Equacdo

3.83 torna-se a Equacao 3.84.
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v'f

T
v .f ? |dq =f1,, (3.84)

V',

Usando a Equac¢ao 3.68 para transformar a Equagdo 3.84 para os deslocamentos nodais
do elemento de quatro nds, chega-se a Equagao 3.85, onde: T,x» € a matriz de transformagao

apresentada na Equagdo 3.68.

v'f

T
VL ap-t, (3.85)

nxm

v'f

m 1mxn

Os termos da matriz dos gradientes apresentada na Equagdo 3.85 sdo dados pela

Equacao 3.86 a seguir. Nessa equacdo, i varia de 1 até n.

1 2 n
ﬁ:T,, P +T, P in +...+Tn1%
aq, aq, aq, aq,
1 2 n
%:le Fin +T22%+...+Tn2%
aq, aq, aq, aq, (3.86)
f 'l 2 '
oA, =T, Fin +7,, Vi +...+Tnm%
a‘]i aqi 0 i aqi

T
of. of  of: of.
Substituindo 3.86 em 3.85 ¢ sabendo que: —— = Vi J i , chega-se
aq, dq;, O, aq,
a Equacado 3.87, onde T; ¢ i-ésima coluna da matriz de Transformagao.
_TlT afint T1T afint T1T afint
aq, aq, aq,
of., of, of.
TT int TT int . TT int
2 aql ? an ? ﬁq” Tnxmdp = fext (387)
T”Z; afint T”Z; afint T”Z; afint
oq, oq, oq, Liusn
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A Equacdo 3.87 pode ser reescrita na forma mostrada na Equacao 3.88, onde Kix: ¢ a

matriz de rigidez do elemento de 9 nés obtida no item 3.2.1, e K =T' K T  ¢éa

nxn —nxm

matriz de rigidez do elemento de 4 nos.

8(]1 aQ2 aqn
T, 0, oq, o, [TondP =1, (3.88)
_a% 892 aqn_
K

nxn

No caso especifico do elemento de quatro nos apresentado nesse item, a matriz de
transformagao T necessaria para transformar a matriz de rigidez do elemento de 9 nds para o
elemento de 4 nds, como descrito no paragrafo anterior, possui 36 linhas e 20 colunas. Seus

elementos estdo descritos no apéndice A.

3.3 ELEMENTO DE BARRA

Na simulacao numérica da laje de concreto com forma de ago incorporada as nervuras
de concreto sdo simuladas por elementos de barra. O elemento de barra utilizado nesse
trabalho ¢ o elemento implementado por Silva (2010) sendo apresentado nesse item de forma
resumida. E mostrado na Figura 3.10 os graus de liberdade considerados na implementagio do
elemento de barra e as tensdes que surgem em um elemento infinitesimal no volume da barra.
Observa-se dessa figura que os graus de liberdade do elemento de barra sio os mesmos

adotados para o elemento plano de casca.

z
Y
2 & 2 sl
¥ Ma }3 1 :
W{J “ﬁ‘a : W;I '?_ﬂl:i' W;I '?_T‘Iﬁ' J?G’
V] g i a e g ! — > X
0’ 71 18 72 10 ¥3 T,

Figura 3.10 - Graus de liberdade do elemento de viga e tensdes em um elemento infinitesimal (Silva, 2010)

Considerando as hipoteses cinematicas da teoria de viga de Timoshenko e a
aproximacao de que um esforco de tor¢ao nao provoca deslocamentos fora do plano de torgao,
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ou seja, que ndo haja empenamento da se¢do transversal, definem-se as equacdes de

deslocamento como mostradas nas Equacdes 3.89 a 3.91.

u(x, y,z) =u’(x)+z6,(x) (3.89)
W(x, y,2) =V"(x) —z0,(x) (3.90)
wx, y,z) =w (x) + y0,(x) (3.91)

Aplicando um campo de deformacao virtual compativel a um elemento deformavel

tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais, oW, = _m.a[/dgi/dlf. Onde, O; sdo as
V

componentes de tensdes de Kirchhoff, £, sdo as componentes de deformagdo de Green-

Lagrange, 0 ¢é o operador variacional ¢ V' ¢é o volume do sélido indeformado. Para o

elemento de barra da figura 3.10, tem-se:

W, = [lo.5e, +7 86 +7,86, )V . (3.92)
V

As deformagdes e seus variacionais podem ser obtidos a partir das equagdes dos
deslocamentos 3.89 a 3.91. Fazendo isso e substituindo na Equagao 3.92 do trabalho virtual

devido as forgas interna, chega-se a abaixo:
Wy, = [ o, dA(Su, +w 5w )+ [7,,dddv  + [z dAw  +356,)+
L 4 A ’ A
+[0,2d4s6,, + [ (z .y —7,,2)d450, Jdx. (3.93)
A A
Na Equacdo 3.93 pode-se identificar os esforcos internos, N = J.O'di, N, = Iz‘xydA,
A

A

N_ = J.rxsz, M, = I czdd e T, = J.(sz y—7,z)dA. Aproximando as equagdes dos
A A

A

deslocamentos por fungdes de formas associadas aos deslocamentos nodais, chega-se a
Equacdo 3.94 para a formulagio fraca do trabalho virtual interno. Nessa equagdo, @ é um

vetor coluna que representa as fungdes de forma dadas por polindmios quadraticos para os

.« . . ~ 7 . .
deslocamentos axiais, transversais e rotacdes, q = [u oveow, 0, «9},,] com 7 variando de
l
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1 até 9 representa os graus de liberdade do elemento de barra, ¢ 0, ¢ um vetor coluna nulo

com nove elementos.

ow ov, ow, 00,
1nl 5(] J.[N ,X : +Nxv : +Nxz ' +
oq - oq oq 0q

oq
a0, . 00,
+ M, ——+T —]dx. (3.94)
oq aq

O trabalho virtual externo é obtido por W, , ﬁl ., onde T, & o vetor de forcas

externas nodais. Da condi¢dao de Wm 5VVm, chega-se a Equagdo 3.95 para o trabalho

virtual. De forma anéloga aos elementos mostrado nessa secdo chega-se a matriz de rigidez

tangente dada na Equacgdo 3.96.

N.®
N, @,

xy
fint :I %Nxzq),x + qu),xw,x dx .
L To

XX

M® +:N_®

(3.95)

oq
T T T
o
K:J’ q))x[é‘NﬂJ +@ w, aij +NXCI))X( :j dx . (3.96)
L

T T
ON
NCANLA
5 aq

As derivadas dos esforcos internos em relagdo aos deslocamentos nodais que

aparecem na matriz de rigidez tangente sao dadas por:
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ON
oq

®, [E,d4
A

0
w,@ [ EdA
A

0
®, [E,zd4
A

0
-, [ GzdA

D, IAGydA

A
®_[G(y* +27)dA
A

@ j GdA
A

oM
oq

®,[E,zd4
A

0
w,® [ E,zdA
A

0
® [ Ez’dA
A

0
0

@ [Gdd
q o, fGydA

A
cijdA
A

® [ Gdd
A

~@ [ Gzda
A

As expressoes dos esfor¢os atuantes na se¢do transversal, Nc, N Xy N xz» Mx e Tx,

bem como, das rigidezes J.EdA, IEsz, J.Ezsz, J.GdA, J.szA, J.Gzsz, IGydA e
A A A A A A A

ijsz , sdo obtidas de forma analitica transformando a integral de area em uma integral de

A

linha ao longo do contorno da sec¢do transversal que tem forma geral dada por um poligono

fechado qualquer.

3.4 ELEMENTO DE INTERFACE

Para a simulacdo da conexdo deformdvel entre a laje de concreto e a forma de ago ¢

utilizado o elemento de interface mostrado na Figura 3.11. Esse elemento tem a fungao

também de ligar o elemento de barra que representa a nervura de concreto aos elementos

planos de casca de concreto e aco. O elemento de interface utilizado para ligar elementos

planos de casca de concreto aos elementos planos de casca de agco ¢ similar a esse. Para

maiores detalhes desses elementos consultar Silva (2010) e Dias (2016).

52



s ¥
& & & x
Wy A " A o A L
G/I Sl g, L5 e a,
!

1 HE ¥a u;‘

3

Figura 3.11 - Graus de liberdade do elemento de interface (Silva, 2010)

Sendo u,(x,y,z) =u"(x)+ 20,,(x) e v, (x,,2)= vg (x)—z6_,(x) as equacdes dos
deslocamentos na direcdo x e y para os elementos acima (& =1) e abaixo (« =2) da interface
de contato, e considerando W, (x,y,2)= Wg (x) +y9m (X) como a equacao dos deslocamentos

na dire¢do z, tem-se as Equagdes 3.97 a 3.99 para os deslocamentos relativos longitudinal
(direcdo x), transversal (dire¢do y), e vertical (dire¢do z) do elemento de interface da figura

3.11.

$,(%) =1y (x) =] () = (y, =)0, (x) — (d — y,)0,, (x) (3.97)
5,(X) =3 () =V () + (1, — )0, (x) +(d = 3,)0,, (x) (3.98)
5, (%) =W () = (1) + M6, () — 0,4 (x)) (3.99)

Sao ilustrados na Figura 3.12 o deslocamento relativo na direcdo x, e as variaveis que
aparecem nas Equagdes 3.97 a 3.99, d, y e y,. O sobrescrito o nessas equagdes indica
deslocamento em um plano ou um eixo de referéncia adotado. Este indice sera omitido nas

equagoes a seguir para facilitar a notagao.

_____ [N,
. >y
d b Y1 s 1,
T ¥,
&
I 3 1]
¥ Hg
0
Wy
| S— S
sdes
v < -z

Figura 3.12 - Deslizamento longitudinal (Silva, 2010)
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Aplicando um campo de deformagao virtual compativel a um elemento de interface da
figura 3.11 deformavel tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais,

w.

mnt

= [(S, 8, + N, s, +V,,)dQ (3.100)

Q

Na equagdo 3.100, S, ¥, e N, sio forcas por unidade de comprimento na direcdo de u, v e

w, respectivamente. O contato representado pelo elemento de interface tem largura b e

comprimento L. Sendo S, e S, constantes ao longo da largura de contato, tem-se que 3,/b

fornece a tensdo cisalhante na direcdo longitudinal do contato. S, também ¢é considerado

constante em relagdo a b, ja s, varia linearmente, como mostra a equacao 3.101. Dessa forma,

tem-se:

W = I(Sbﬁfl +V, %, )dx+f (INb@vddex. (3.101)
L\b

L

Seguindo a mesma linha de raciocinio dos elementos anteriores chega-se as Equacdes
3.102 e 3.103 para o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente do elemento de

interface da Figura 3.11. Para maiores detalhes consultar Silva (2010) e Dias (2016).

-S,@
-V,®
-N,®
[(d=y)V, -N,1®
J‘ (v, —d)S, @
) S, ®
V@
N,®
[(v, —d)V, + N, J@
(d—=y,)S,®

dx (3.102)
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x (3.103)

Nas Equagdes 3.102 e 3.103, N, =_[Nbdy e N, =Ibedy, D ¢ um vetor coluna
b b

dado pelas fung¢des de forma. Foram utilizados polindmios quadraticos para a interpolagdo dos

diferentes termos do vetor q dos deslocamentos nodais. Esse vetor ¢ dado por:.

T T T T T T T T T T
q = [q u; qv] qwl qul qE’yl quz qu qwz quz quz ]I *

Onde:

qulz[ul u, u3]Ta quzz[u4 Us ué]T’ qvlz[vl V) v3]Ta quz["4 Vs Vé]Ta
qwlz[wl W, W3]T’qw2:[w4 Ws W6]Taq9ﬂ:[9x1 0., ‘93]Ta

X

do, = [‘9x4 0.5 €x6]T7 qd,, = [Hyl HyZ HyS ]T €qy, = [‘9y4 ‘9y5 ‘9y6 ]T-
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As derivadas dos esforcos por unidade de comprimento que surgem na interface de

contato em relagdo aos deslocamentos nodais que aparecem na matriz de rigidez tangente sao

dadas por:
0
_QEVSI7 0 0
0 ~ P, ~®[E, dy
0 0 b
0 (d-y)PE, - d’!% ydy
aS, _ |0 —d)@Es | oV, _ 0 ON, 0 .
oq CDESb ’ oq 0 ’ oq 0
0 oF, 0
0 0 O£, dy
0 —d)DE b
(7 ) v (I)IENb ydy
(d — y,)®E, 0 )
0
0
0
_(DIENhydy
b
—(I).[Ebezdy
b
ON,; 0
oq 0
0
(I)IEbedy
b
CI).[ENhy2dy
b
0

Nas expressdes acima, £ S, s EVb e EN;, sdo as inclinagdes das tangentes as curvas

forca por unidade de comprimento versus deslizamento nas diregdes de x, y e z,

respectivamente. Elas representam a rigidez da conexao.
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4 EXEMPLOS E RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos obtidos a partir dos
elementos finitos apresentados no Capitulo 3 deste trabalho. Para a validacdo desses
elementos sdo utilizados resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura.
Dessa forma, foram desenvolvidos seis exemplos que envolvem a andlise numérica ndo linear
de lajes mistas.

No primeiro exemplo ¢ analisado um ensaio tipico de flexdo em lajes mistas. No
segundo exemplo, armaduras longitudinais sdo colocadas dentro das nervuras das lajes mistas.
Uma laje continua ¢ analisada no terceiro exemplo. Em seguida sdo apresentadas lajes
avaliadas de forma numérica e experimental em ensaios de flexdo com quatro pontos de
carregamento, com a intencdo de simular a situacdo de carregamento uniforme nas lajes
mistas. No quinto exemplo sdo analisadas duas lajes mistas com forma de ago reentrante. Por

fim, sdo feitas analises numéricas com lajes esbeltas e lajes espessas.

4.1 ENSAIO DE FLEXAO

Nesse exemplo ¢ avaliado o uso dos elementos finitos implementados na modelagem
de um ensaio de flexdo tipico de lajes mistas, como o indicado na Figura 2.3 (Capitulo 2, item
2.1). A laje desse exemplo foi estudada experimentalmente por Chen (2003) e analisada
numericamente por Chen e Shi (2011). Sdo realizadas duas anélises, sendo que na primeira
analise o elemento plano de casca fino ¢ usado para modelar tanto a forma de aco quanto a
laje de concreto acima da nervura, ou seja, a laje de concreto de espessura dada pela altura
total da laje menos a altura da forma de ago. Na segunda andlise o elemento plano de casca
espesso ¢ utilizado para modelar a laje de concreto acima da nervura e o elemento plano de
casca fino para modelar a forma de ago. A nervura ¢ simulada por um elemento de barra com
3 nos e 5 graus de liberdade por nd, como apresentado no item 3.3. A ligacdo entre os
elementos e a simulagdo da conexdao deformavel ¢ feita pelos elementos de interface
casca/casca e barra/casca.

A laje possui 914 mm de largura, 2.6 m de comprimento e duas cargas sdo aplicadas
seguindo o indicado para o ensaio de flexdo (mostrado na Figura 2.3), com vao de
cisalhamento de 0.65 m. A espessura total de concreto ¢ 165 mm. Na Figura 4.1 ¢ apresentado

um detalhe da forma de ago que possui espessura de 0.9 mm.
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Figura 4.1 — Geometria da forma (Chen e Shi, 2011)

L 121 184 L 121 184 , 121
1

Na Figura 4.2 pode-se observar a laje discretizada em elementos planos de casca
espessos para o concreto acima da nervura, elementos de barra de trés nés para o concreto da
nervura, elementos planos de casca finos para o aco e os elementos de interface indicados na
cor cinza. Para a caracterizagdo dos materiais foram utilizadas as curvas tensao-deformacao
apresentadas no item 3.1, sendo para o concreto adotado modulo de elasticidade E. = 27133
MPa, resisténcia a compressao f. = 20.1 MPa e coeficiente de Poisson v = (0.2. J para a forma
de aco tem-se o modulo de elasticidade £5 = 210000 MPa, tensdo de escoamento f, =275 MPa
o coeficiente de Poisson v = 0.3. Como ¢ mostrado na Figura 4.2, devido a simetria em
relagdo ao plano yz e ao fato de que a laje ¢ formada pela unido de varias segdes transversais
como a indicada na referida figura, apenas uma nervura e metade do vdo da laje mista ¢
discretizado.

Ainda na Figura 4.2 s3o indicadas as condi¢des de apoio e a posicao de aplicagao da
carga. Os trés nds da extremidade esquerda que estdo marcados, tem os deslocamentos de
translacdo ao longo do eixo x e rotagdo em y liberados. Os nos da extremidade da direita tém

apenas a translagdo em z livre.

Figura 4.2 - Discretizacdo da laje
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A conexdo entre 0 aco € o concreto foi modelada por elementos de interface de seis
nods, que apresentam trés rigidezes, longitudinal, transversal e vertical. Como a falha em lajes
mistas ocorre devido ao cisalhamento longitudinal as possibilidades de separagdo vertical e
deslizamento transversal sao desconsideradas. Dessa forma, uma curva linear que representa
conexio total, ou seja, rigidez elevada E = 10° MPa ¢ utilizada para representar o contato no
sentido transversal e de separacdo vertical.

Chen (2003) fornece resultados experimentais para a curva carga-deslizamento
longitudinal da laje mista analisada nesse exemplo. Esses resultados foram utilizados para
definir a curva tensdo cisalhante versus deslizamento longitudinal no contato ago-concreto da
laje mista. Nesse trabalho, admite-se para essa curva uma fun¢ao definida por sentengas, onde
cada sentenca ¢ dada pela equagao de uma reta. Os limites de cada intervalo da sentenca bem
como dos coeficientes linear e angular da equag¢ao da reta sdo definidos de forma que a
resposta numérica e experimental carga-deslizamento para a laje mista sejam bastante
préximas. Na Figura 4.3 ¢ apresentada a curva fornecida aos elementos de interface para a laje

mista em questao.
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Figura 4.3 - Curva tensdo cisalhante x deslizamento

Os pontos da curva mostrada na Figura 4.3 sao apresentados na Tabela 4.1, na qual s
corresponde ao deslizamento na interface de contato ago-concreto da laje mista, tomado na

direcdo da nervura, e 7 a tensao cisalhante que surge na interface de contato.

Tabela 4.1 — Pontos da curvat x s
s(mm) 0 0.1 2.5 5.0
TkPa) O 46.0 87.0 67.0
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Os resultados numéricos de Chen e Shi (2011) foram obtidos com o programa
comercial ANSYS. A forma de aco foi discretizada com elementos de casca, a laje de
concreto com elementos so6lidos. A conexdao deformavel foi modelada por um par de
elementos de contato, considerando adesdo e friccdo. Com base no modelo de friccao
Coulomb, foi definido que a resisténcia ao deslizamento longitudinal era garantida pelo atrito
na interface. Uma rigidez baixa foi considerada apds a perda do comportamento misto para
manter a conexao na interface e evitar um movimento de corpo rigido. Nas Figuras 4.4 ¢ 4.5
sdo ilustrados os resultados numéricos obtidos nesse trabalho, o resultado numérico de Chen e
Shi (2011) e o resultado do modelo experimental apresentado por Chen (2003). O rétulo
(casca4) refere-se a analise que utiliza apenas o elemento plano de casca fino e o rotulo
(casca9+casca4) a analise que utiliza os dois elementos.

Na Figura 4.4 ¢ apresentado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje
mista em relagdo a carga aplicada. Nota-se que nas duas analises o comportamento obtido
para a fase linear, em que ha a interacdo total entre o ago e o concreto, foi semelhante ao
comportamento experimental. Com o inicio do comportamento nao linear, ha um
distanciamento entre o comportamento experimental e o encontrado com os modelos
numéricos. Essa diferenca se deve a complexidade da simula¢do numérica do concreto apos
fissuracdo e da grande quantidade de fatores que influenciam no comportamento do contato
em lajes mistas, como, por exemplo, efeitos localizados nas mossas. No entanto, em termos
de carga ultima, a resposta numérica utilizando apenas os elementos de casca plano fino
(Cascad), e a resposta numérica de Chen, apresentam valores proximos ao resultado
experimental. A andlise (Casca9+Casca4) apresenta um valor um pouco menor, o que pode
ser explicado pela diferenga nas formulagdes dos elementos Casca9 e Casca4, sendo que o

elemento Casca9 pode apresentar o efeito shear locking discutido no capitulo 2 no item 2.3.
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Figura 4.4 - Carga x Deflexdo no meio do vao
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Na Figura 4.5 ¢ ilustrado o comportamento do deslizamento na extremidade da laje em
relacio a carga aplicada. Nota-se que todas as andlises numéricas apresentaram
comportamento proximo ao real no inicio da fase de comportamento nao linear. Em termos de
carga ultima, tanto a analise de Chen e Shi (2011) quanto a anélise que utiliza apenas o
elemento plano de casca fino (Casca4) fornecem resultados proximos do experimental. No
entanto, observa-se que na andlise com o elemento plano de casca fino (Casca4) o
comportamento da fase ndo linear ¢ muito proximo ao comportamento real, o que ndo ¢é
verificado na andlise numérica de Chen e Shi (2011). Isso sugere que a curva tensao
cisalhante versus deslizamento usada nesse trabalho representa melhor o comportamento da
conexao deformavel. Para a analise (Casca9+Casca4) cabem as mesmas consideragdes feitas

para a curva carga-deslocamento da figura anterior.
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Figura 4.5 - Carga x Deslizamento na extremidade

Na Figura 4.6 esta ilustrada a deformada da laje obtida na analise com o elemento de
casca espesso representando a laje de concreto (Casca9+casca4), sendo indicado o ponto de
maxima deflexdo. Essa deformada foi obtida para a fase ndo linear da curva carga-
deslocamento e observa-se uma maior curvatura da laje mista no ponto de aplicagdo da carga.
Isso justifica o fato de alguns trabalhos adicionarem nesse ponto elementos (indutores de

fissuragdo) que possam representar o comportamento do concreto apos fissuragio (RIOS et

al., 2017).
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Figura 4.6 - Deformada da laje

4.2 LAJE MISTA COM ARMADURA LONGITUDINAL

Nesse exemplo ¢ avaliado o uso dos elementos finitos implementados no presente
trabalho para a modelagem de uma laje mista com armadura longitudinal. Sdo realizadas duas
analises, sendo que na primeira analise o elemento plano de casca fino ¢ usado para modelar
tanto a forma de ago quanto a laje de concreto acima da nervura. Na segunda analise o
elemento plano de casca espesso € utilizado para modelar a laje de concreto e o elemento
plano de casca fino para modelar a forma de ago.

Johnson e Shepherd (2013) desenvolveram uma andlise experimental com essa laje
para determinar a influéncia das armaduras de refor¢o longitudinais na resisténcia ao
cisalhamento de lajes mistas. De acordo com os autores armaduras de reforco longitudinais
sdo colocadas dentro das nervuras de lajes mistas para melhorar a resisténcia em situagdo de
incéndio.

A laje mista em questao possui 4.8 m de comprimento, 0.9 m de largura e espessura de
140 mm. A laje € biapoiada e possui duas cargas aplicadas seguindo o indicado para o ensaio
de flexao (mostrado na Figura 2.3), com vao de cisalhamento de 1.2m. A forma de ago

utilizada possui 0.9 mm de espessura e o detalhe de uma esté representado na Figura 4.7.

- 60 _ 180 - 60 _
—\ /7 -
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300

Figura 4.7 — Forma de ago
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Uma barra de armadura de 16mm de diametro ¢ colocada sobre cada nervura da laje,
como mostrado na Figura 4.8. As outras barras mostradas nessa figura funcionam apenas

como armaduras de distribuicao.
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»

Figura 4.8 - Armadura longitudinal (Johnson e Shepherd, 2013)

Para a caracterizagdo dos materiais foram utilizadas as curvas tensao-deformacao
apresentadas no item 3.1, sendo que para o concreto foi adotado mddulo de elasticidade E. =
22333 MPa, resisténcia a compressdo f. = 20.1 MPa e coeficiente de Poisson v = 0.2. As
barras de armadura sdo modeladas como uma camada de aco com rigidez apenas no sentido
longitudinal da barra, com modulo de elasticidade Es = 200000 MPa, tensdo de escoamento f,
= 320 MPa e coeficiente de Poisson v = 0.3. Para a forma de aco tem-se o modulo de
elasticidade Es; = 212000 MPa, tensdo de escoamento f, = 402 MPa e coeficiente de Poisson v
=0.3.

Sao realizadas duas andlises identificadas nesse exemplo como (casca4) e (casca9+
casca4). Na andlise (casca4), o elemento plano de casca fino ¢ usado para modelar tanto a
forma de aco quanto a laje de concreto acima da nervura. Na andlise (casca9+casca4) o
elemento plano de casca espesso ¢ utilizado para modelar a laje de concreto acima da nervura
e o elemento plano de casca fino para modelar a forma de aco. A armadura de reforgo
longitudinal ¢ modelada como uma camada de ago dentro da laje de concreto acima da
nervura, com rigidez apenas no sentido longitudinal da barra. A nervura ¢ simulada por um
elemento de barra como apresentado no item 3.3. A ligacdo entre os elementos e a simulagdo
da conexao deformavel ¢ feita pelos elementos de interface placa/placa e viga/placa.

Assim como foi apresentado para o exemplo anterior, a conexao entre 0 aco € o
concreto foi modelada por elementos de interface. Como a falha em lajes mistas ¢ devida ao
cisalhamento longitudinal, as possibilidades de separacdo vertical e deslizamento transversal
sdo desconsideradas. Dessa forma, uma curva linear com rigidez elevada ¢ utilizada para

representar o contato no sentido transversal e de separacao vertical.
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Assim como no exemplo anterior, a curva tensdo cisalhante versus deslizamento no
contato aco-concreto da laje mista ¢ definida por uma funcdo dividida em sentencas, onde
cada sentenca ¢ dada pela equacao de uma reta. Os limites de cada intervalo da sentenga, bem
como dos coeficientes linear e angular da equagdo da reta foram definidos utilizando o
resultado experimental da curva carga deslizamento da laje fornecida por Johnson e Shepherd
(2013). Dessa forma, obtiveram-se os pontos apresentados na Tabela 4.2 para a curva tensao

de cisalhamento versus deslizamento fornecida aos elementos de interface, indicada na Figura
4.9.

Tabela 4.2 — Pontos da curvat x s
s(mm) 0 0.01 0.5 1.0 1.3
T (kPa) O 500 647 897 987
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Figura 4.9 - Curva tensao cisalhante x deslizamento

Nas Figuras 4.10 e 4.11 sdo ilustrados os resultados numéricos obtidos nesse trabalho
e o resultado do modelo experimental apresentado por Johnson e Shepherd (2013). Na Figura
4.10 estd representado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje em relagdo a
carga aplicada. Observa-se que na analise (casca4), em que o elemento plano de casca fino foi
utilizado para modelar a laje de concreto e a forma de ago, o resultado mostrou uma boa
aproximagdo com o modelo experimental. O mesmo ndo aconteceu para a andlise em que
foram utilizados os dois elementos planos de casca apresentados nesse trabalho
(casca9+casca4). Novamente cabem as justificativas citadas no exemplo anterior para essa

diferenca.
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Figura 4.10 — Curva carga x deslocamento

Na Figura 4.11 ¢ ilustrado o comportamento do deslizamento na extremidade da laje
em relacdo a carga aplicada. Observa-se que na analise (casca4) o comportamento inicial da
curva ndo ¢ muito proximo do comportamento do modelo experimental. Essa rigidez maior da
analise experimental pode ser devido a uma aderéncia por coesdo que confere esse carater de
interacao total para baixo nivel de carregamento. Ja a curva tensdo cisalhante versus
deslizamento dada na Tabela 4.2 ndo conseguiu conferir na anélise numérica 0 mesmo
comportamento de interagdo total para o mesmo nivel de carregamento. No entanto, para
niveis de carregamento mais altos a resposta numérica ¢ bem proxima da experimental. J4 na
analise em que foram utilizados os dois elementos planos de casca (casca9+casca4), ha uma
boa aproximagdo inicial com o modelo experimental, porém, como ja havia sido visto na

anterior, o modelo numérico atinge uma carga ultima bem menor que a obtida no modelo

experimental.
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Figura 4.11 - Curva carga x deslizamento
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4.3 LAJE CONTINUA

Nesse exemplo ¢ avaliado o uso dos elementos finitos implementados no presente
trabalho na modelagem de uma laje mista com dois vaos continuos, como indicado na Figura

4.12.

A A A

Figura 4.12 - Esquema da laje continua

A laje em questao foi desenvolvida com a forma indicada na Figura 4.13 e avaliada de

formas numérica e experimental por Gholamhoseini et al. (2013).

— = |70 KFT70

600 .

136

Figura 4.13 - Forma de ago (Gholamhoseini et al., 2013)

A laje € continua no apoio central e simplesmente apoiada nos dois apoios extremos.
Armaduras de reforgo transversais e longitudinais foram utilizadas na regido com a presenca
de momento negativo sobre o apoio central. H4 duas cargas aplicadas em cada vao da laje, de
forma semelhante ao indicado para o ensaio de flexdo. Nas Figuras 4.14 e 4.15 estdo
indicados, respectivamente, um detalhe das armaduras negativas e um esquema de um vao da

laje continua.

1200
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Figura 4.14 - Detalhe da armadura negativa (Gholamhoseini et a/., 2013)

66



| 840

/e e e e e e

Figura 4.15 — Esquema da laje continua (Gholamhoseini ef al., 2013)

Na Tabela 4.3 estdo apresentadas as dimensdes € o vao de cisalhamento da laje
avaliada nesse exemplo. Sdo realizadas duas analises (casca4) e (casca9+cascad), as

descri¢gdes dessas analises ja foram feitas nos exemplos anteriores.

Tabela 4.3 — Dimensoes da laje KF70

Laje  Largura Comprimento total Espessura total Vao Vao de cisalhamento
(m) (m) (mm) (mm) (mm)
KF-70 1.2 6.9 150 3350 L/4=2837.5

Assim como nos exemplos anteriores, a separagao vertical e o deslizamento
transversal sdo desconsiderados, ja a conexao longitudinal é representada por uma curva
tensdo cisalhante versus deslizamento no contato ago-concreto da laje mista dada por uma
funcdo definida em sentengas, onde cada sentenca ¢ dada pela equacdo de uma reta, como
mostrado na Figura 4.16. Os pontos que definem essa curva estdo apresentados na Tabela 4.5,
e foram determinados a partir da resposta experimental da curva carga-deslizamento da laje

continua fornecida por Gholamhoseini et al. (2013).

Tabela 4.4 — Pontos da curvat x s
s(mm) O 0.1 0.6 2.5 7.0
T(kPa) 0 2.0 8.0 14.65 0.0

67



15

10

Tensao cisalhante (kPa)

0 1 2 3 4 5 6 7
Deslizamento (mm)

Figura 4.16 - Curva tensdo cisalhante x deslizamento

Os materiais concreto e aco da forma sdo caracterizados pelas suas curvas tensdo-
deformacao sendo para isso utilizados os valores indicados na Tabela 4.4. Para as barras de
reforco a tensdo de escoamento do aco € f, = 495 MPa e o médulo de elasticidade Es = 205

GPa.

Tabela 4.5 - Propriedades dos materiais
Laje  f.(MPa) Ec fy (MPa) Es (GPa) Espessura da
(MPa) forma (mm)
KF-70 47.9 33050 532 203 0.75

Os resultados numéricos de Gholamhoseini et al. (2013) foram obtidos com o
programa comercial ATENA 3D. Na andlise ndo linear para a obtencao das curvas carga-
deslocamentos e carga-deslizamento os autores utilizaram o método incremental em conjunto
com o método iterativo de Newton Raphson. A forma de aco e a laje de concreto foram
modeladas com elementos so6lidos lineares tetraédricos com trés graus de liberdade de
translagdo por no. As barras de refor¢co foram modeladas como barras discretas dentro da laje
de concreto, com conexao total entre as barras e o concreto. A conex@o entre 0 ago € o
concreto foi simulada através de um material de interface que ¢ baseado no critério de falha
de Mohr-Coulomb. Nas Figuras 4.17 e 4.18 s@o apresentados os resultados numéricos obtidos
nesse trabalho e os resultados numérico e experimental de Golamhoseini et al. (2013).

Na Figura 4.17 ¢ representado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje
em relacdo a carga aplicada. Nota-se que nas duas analises, o comportamento da conexao
parcial, caracterizada pela fase ndo linear da curva foi semelhante ao comportamento
experimental. Na analise em que foi utilizado apenas o elemento plano de casca fino (casca4),

a carga ultima obtida foi muito proxima da encontrada pelo modelo experimental, tanto em
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relacdo a analise ‘casca9 + casca4’ quanto em relagdo ao modelo numérico de Gholamhoseini
et al. (2013). A andlise (Casca9+Casca4) apresenta um valor um pouco maior, 0 que assim
como foi apresentado no primeiro exemplo, pode ser explicado pela diferenga nas

formulagdes dos elementos Casca9 ¢ Casca4.
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Figura 4.17 - Curva carga x deflexdo no meio do vao

Na Figura 4.18 esta representado o comportamento do deslizamento na extremidade da
laje em relacdo a carga aplicada. Nota-se que as duas andlises numéricas apresentaram
comportamento proximo ao modelo experimental durante a fase linear, caracterizada pela
conexao total na interface ago-concreto. Em relagdo a carga ultima, tanto a analise que utiliza
apenas o elemento plano de casca fino (Casca4) fornece um resultado muito préximo do
experimental. Para a andlise (Casca9+Casca4) cabem as mesmas consideracdes feitas para a

curva carga-deslocamento da figura anterior.
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Figura 4.18 - Curva carga x deslizamento na extremidade para a laje continua
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Nas Figuras 4.19 e 4.20 estdo apresentadas, respectivamente a laje mista discretizada e
sua deformada. Devido a simetria apenas um vao foi modelado. Observa-se pela deformada,
que a extremidade direita da laje ¢ engastada, sendo essa condigdo de apoio responsavel por

simular o comportamento da continuidade sobre o apoio central da laje original.

Figura 4.19 - Laje discretizada

Figura 4.20 - Deformada da laje continua

4.4 ENSAIO COM QUATRO PONTOS DE CARREGAMENTO

No trabalho de Rios et al. (2017) a forma de ago mostrada na Figura 4.21 foi avaliada
experimentalmente e numericamente para diferentes situacdes de espessura da forma e
espessura de concreto. Nesse exemplo o uso dos elementos finitos apresentados nesse trabalho
¢ avaliado na modelagem de trés lajes mistas com a forma de aco da Figura 4.21. Na Tabela

4.6 estdo apresentadas as dimensdes das lajes avaliadas nesse exemplo.
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Figura 4.21 - Forma de ago (Rios et al., 2017)

Rios et al. (2017) utilizaram um ensaio de flexdo com quatro pontos de carregamento
para simular a situacdo de carregamento uniforme nas lajes. Na Figura 4.22 ¢ apresentado um

esquema desse ensaio e um diagrama que representa os esfor¢os cortantes atuantes na se¢ao.
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Figura 4.22 — Ensaio com quatro pontos de carregamento e diagrama de esforgos cortantes (Rios ef al., 2017)

Tabela 4.6 — Dados das lajes

. N Largura Espessura da forma  Espessura total do
Laje Véo (m) (rl(r-))rll)1 pde ago (mm) Igoncreto (m)
AT6 1.8 0.82 0.8 0.11
AM6 34 0.82 1.0 0.16
AF6 4 0.82 1.2 0.20

As curvas tensao-deformacao dos materiais foram definidas conforme item 3.1, sendo
considerado para o concreto, modulo de elasticidade E. = 31000 MPa, resisténcia a

compressao f. = 39 MPa, resisténcia a tracdo de 3 MPa e coeficiente de Poisson v = 0.2. Para
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a forma de ago adotou-se modulo de elasticidade Es = 200000 MPa, tensdo de escoamento f, =
320 MPa e coeficiente de Poisson v = 0.3. Vem sendo sugerida na literatura, uma redu¢do da
tensao de escoamento e do moddulo de elasticidade do ago nas regides das formas com
presenca de mossas. Rios ef al. (2017) afirmam que o fabricante da forma que utilizaram em
seu trabalho indicou uma reducdo entre 47% e 50% dos valores iniciais. Os autores
concluiram que uma redu¢do de 50% gerava resultados mais adequados. Dessa forma, assim
como na analise numérica de Rios ef al. (2017), foi considerada nesse exemplo uma redugao
de 50% nos valores da tensdo de escoamento e do mddulo de elasticidade para as regides com
mossas (fy = 175 Mpa, E; = 105000 MPa).

Assim como nos exemplos anteriores, foram realizadas as andlises (cascad) e
(casca9+casca4). Na Figura 4.23 ¢ apresentada a discretizagdo da laje AT6 utilizando
elementos planos de casca finos tanto para o concreto acima da nervura quanto para a forma
de aco e elementos de barra de trés nds para o concreto da nervura. Nota-se também, as
condi¢des de apoio, em que os trés nos da extremidade esquerda que estdo marcados, tem os
deslocamentos de translagdo ao longo do eixo x e rotagdo em y liberados e os nds da
extremidade direita t€ém apenas a translacao em z livre. Além disso, estdo apresentadas duas
das quatro cargas aplicadas na laje, pois devido a simetria do problema, apenas a metade do

vao € modelada.

Figura 4.23 - Laje AT6

Na analise numérica apresentada nesse exemplo como referéncia, Rios et al. (2017)
utilizaram o software ABAQUS. A laje de concreto foi modelada por elementos sélidos de
oito nés e o ago por elementos de casca de quatro nos. O ago foi considerado como um
material elastico perfeitamente plastico com critério de falha de von Mises. A conexao entre a
forma de ago e o concreto foi modelada por elementos conectores nao lineares, com rigidez

normal e tangencial.
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A forma da curva tensdo cisalhante versus deslizamento longitudinal (t-s) considerada
por Rios et al. (2017) para os elementos conectores ¢ indicada na Figura 4.24. No caso de
uma laje mista ductil essas curvas podem ser definidas, de forma simplificada, como uma
curva tri-linear com trés pares de valores, relativos ao primeiro deslizamento, carga maxima e
falha da laje. Nos elementos conectores, os valores tl-sl estdo relacionados ao primeiro
deslizamento produzido entre o aco e o concreto € a carga aplicada quando esse deslizamento
ocorre; os valores 12-s2 estao relacionados a resisténcia da laje (Carga e deflexdo méaximas na
curva de carga-deslocamento) e os valores t3-s3 sao definidos apenas para obter uma queda
suave na curva para o comportamento pds colapso.

Na Figura 4.24, o ramo I com a maior rigidez corresponde ao comportamento de
conexao total, o ramo II ao comportamento de conexao parcial e o ramo III ao comportamento
pos-colapso. Os autores definiram um método de célculo para os valores que determinam o

comportamento t-s para elementos conectores a partir de curvas experimentais carga x

deflexao.
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Figura 4.24 — Forma da curva tensao cisalhante x deslizamento (Rios ef al., 2017)

Nesse exemplo, a interface entre o aco e o concreto ¢ modelada por elementos de
interface, sendo considerada conexao total nas dire¢des equivalentes a separagdo vertical e
deslizamento transversal, pois a falha em lajes mistas ocorre devido ao cisalhamento
longitudinal. Para o contato na direcdo longitudinal, sdo utilizados os pares de valores

calculados por Rios et al. (2017), indicados na Tabela 4.7. A partir desses valores sdo
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determinadas as equagdes das retas que formam a curva tensdo cisalhante versus deslizamento
no contato ago-concreto que ¢ fornecida aos elementos de interface. Rios et al. (2017)
sugerem que as curvas tensao cisalhante versus deslizamento devem variar de acordo com a
variacao dos esforgos cisalhantes ao longo das lajes. Dessa forma, sao utilizadas duas curvas,

uma até o comprimento de L/8 mostrado na Figura 4.22 e outra de L/8 a 3L/4.

Tabela 4.7 - Pontos das curvas Tensdo cisalhante versus deslizamento

Valores até L/8 Valores de L/8 a 3L/4
s(mm) 0.0 0.94 29 4.0 0.0 0.94 29 4,0

AT6 T(kPa) 0.0 153 210 88 0.0 76 104 49
AM6 s(mm) 0.0 0.61 1.8 55 0.0 0.61 1.8 55

T(kPa) 0.0 104 170 81 0.0 52 &5 56
AF6 s(mm) 0.0 0.29 0.99 5.0 00 029 099 5.0

T(kPa) 0.0 132 210 75 0.0 66 105 54

Na Figura 4.25 ¢ mostrado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje AT6
em relagdo a carga aplicada. Nas duas andlises numéricas desenvolvidas para essa laje ha uma
boa aproximacao em relacao ao modelo experimental de Rios et al. (2017) até atingir a carga
maxima. Os modelos numéricos desenvolvidos ndo conseguem avancgar no comportamento

pos colapso.
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Figura 4.25 - Carga x deflexdo - Laje AT6

A Figura 4.26 representa o comportamento do deslizamento na extremidade da laje
AT6 em relagdo a carga aplicada. As duas andlises s6 conseguem avangar até deslizamentos
proximos de 1.0 mm. Apesar disso, nos dois casos as cargas ultimas atingem valores

préximos a carga ultima encontrada com o modelo experimental.
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Figura 4.26 - Laje AT6 — Curva carga x deslizamento

Na Figura 4.27 ¢ representado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje
AM6 em relagdo a carga aplicada. H4 uma boa aproximacdo entre as andlises numéricas
desenvolvidas nesse exemplo e o modelo experimental de Rios et al. (2017) até atingir a carga
maxima. Percebe-se novamente que os modelos numéricos desenvolvidos nesse trabalho nao
conseguem avangar no comportamento pos colapso. As cargas ultimas obtidas nas duas

analises foram muito proximas a carga ultima do modelo experimental.

cascad
casca9 + casca4
20 —4 — - = Rios - experimental

10 4, — = = Rios - numérico

0 10 20 30 40 50
w (mm)

Figura 4.27 — Laje AM6 — Curva carga x deflexdo

Para a laje AM6 o comportamento do deslizamento na extremidade em relagdo a carga
aplicada, mostrado na Figura 4.28, ¢ semelhante ao encontrado para a laje AT6. Nas duas
analises obtém-se deslizamentos méaximos proximos de 1.0 mm, com cargas ultimas muito
préximas a carga ultima do modelo experimental.
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Figura 4.28 — Laje AM6 — Curva carga x deslizamento na extremidade

Na Figura 4.29 esta representado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje
AF6 em relagdo a carga aplicada para as duas andlises desenvolvidas nesse trabalho e para os
modelos numérico e experimental de Rios et al. (2017). Nas duas analises desenvolvidas
nesse exemplo, a carga maxima obtida para a laje € superior a carga ultima do modelo
experimental. Para as trés lajes simuladas nesse exemplo, a partir das curvas carga versus
deflexdo (Figuras 4.25, 4.27 e 4.29), percebe-se claramente os pontos em que ha a transi¢ao

de conexao total para conexao parcial.
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Figura 4.29 — Laje AF6 — Curva carga x deflexdo no meio do vao
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Para a laje AF6 o comportamento do deslizamento na extremidade em relagdo a carga
aplicada, mostrado na Figura 4.30, ¢ semelhante ao encontrado para as lajes AT6 e AM6. Para
as trés lajes os modelos numéricos do presente trabalho s6 conseguem capturar os

deslizamentos até aproximadamente 1,0 mm, ponto em que € atingida a carga maxima.
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Figura 4.30 — Laje AF6 — Curva carga x deslizamento na extremidade

4.5 LAJE COM FORMA DE ACO REENTRANTE

Assim como as formas de aco trapezoidais, as formas de ago reentrantes sdo bastante
empregadas em lajes mistas. Nesse caso nao sao utilizadas mossas, pois a geometria da forma
gera um efeito de confinamento do concreto, que contribui para a resisténcia ao cisalhamento
na interface ago-concreto.

Nesse exemplo ¢ avaliado o uso dos elementos finitos apresentados no presente
trabalho na modelagem de duas lajes mistas com a forma de aco reentrante indicada na Figura

4.31. As lajes em questao foram estudadas experimentalmente por Marciukaitis et al. (2006) e

avaliadas numericamente por Chen e Shi (2011).
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Figura 4.31 - Geometria da férma (Chen e Shi, 2011)
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Na tabela 4.8 estdo apresentadas as dimensdes e o vao de cisalhamento das lajes
avaliadas nesse exemplo. As lajes possuem duas cargas aplicadas, na forma que foi indicada
para o ensaio de flexdo na Figura 2.1 (capitulo 2, item 2.1). Sdo realizadas duas andlises

(casca4) e (casca9+casca4), as descricdes dessas analises ja foram feitas nos exemplos

anteriores.
Tabela 4.8 - Dados das lajes
Laje Vao Largura Espessurada forma Espessura total do . Viao de
(m) (m) de aco (mm) concreto (mm) cisalhamento (m)
P1-2 1.8 0.77 0.9 75 0.6
P2-2 1.8 0.77 0.9 98 0.6

Na Figura 4.32 pode-se observar a discretizagdo da laje P1-2 utilizando elementos
planos de casca finos tanto para o concreto acima da nervura quanto para a forma de ago e
elementos de barra de trés nos para o concreto da nervura. Como pode ser observado nessa
discretizag¢do e nos outros exemplos, o elemento de barra que representa o concreto na nervura
ndo ¢ localizado no centro geométrico de sua secdo transversal. Isso porque, o elemento de
interface que faz a ligacdo entre o elemento de barra e o elemento plano de casca deve formar
um angulo de 90° como o plano de deslizamento, que nesses exemplos, € paralelo ao elemento
plano de casca. Nessa figura também s3o apresentadas as condi¢des de apoio e a posicao de
aplicagdo da carga. Os trés nds da extremidade esquerda que estio marcados, tem os
deslocamentos de translagdo ao longo do eixo x e rotacdo em y liberados e os nds da

extremidade direita tem apenas a translagdo em z livre.

Figura 4.32 - Discretizagdo da laje P1-2

Assim como foi apresentado para os exemplos anteriores, a conexao entre o0 ago € o
concreto foi modelada por elementos de interface, sendo que as possibilidades de separacao

vertical e deslizamento transversal sdo desconsideradas, pois a falha em lajes mistas ocorre
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devido ao cisalhamento longitudinal. Dessa forma, uma curva linear que representa conexao
total ¢ utilizada para representar o contato no sentido transversal e de separagao vertical.

Para o contato na dire¢do longitudinal, Marciukaitis et al. (2005) afirmam que o
comportamento tensao cisalhante versus deslizamento longitudinal pode ser definida por um
grafico na forma mostrada na Figura 4.33, representando trés possiveis estagios para a
conexdo. O estagio I corresponde ao comportamento elastico, o estagio Il ao comportamento
elasto-plastico e o estagio III se inicia com o inicio do esmagamento do concreto. Os valores

das rigidezes da conexdo (Gwi € Gw2) foram dados pelos autores.
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Figura 4.33 — Estagios do comportamento da conexao ago-concreto (MARCIUKAITIS, 2005)

Assim como nos exemplos anteriores, a curva tensdo cisalhante versus deslizamento
no contato aco-concreto da laje mista ¢ definida por uma fungao dividida em sentengas, onde
cada sentenca ¢ dada pela equacdo de uma reta, de forma semelhante a sugerida por
Marciukaitis et al. (2005). Os limites de cada intervalo da sentenca bem como dos
coeficientes linear e angular da equagdo da reta sdo definidos a partir das rigidezes fornecidas
por Marciukaitis et al. (2005). As propriedades dos materiais e os valores de Gwi € Gw2 estao

indicadas na Tabela 4.9.

Tabela 4.9 — Dados dos materiais e da conexdo ago-concreto

Laje f,(MPa) Es(GPa) vs f.(MPa) Ec(GPa) Ve Gwi (MPa)  Gw2 (MPa)

P1-2 317 205 0.3 21.6 40.5 0.2 210 149
P2-2 317 205 0.3 28.6 41.5 0.2 210 149
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A curva tensdo de cisalhamento versus deslizamento longitudinal fornecida aos
elementos de interface estd indicada na Figura 4.34 e seus pontos estdo apresentados na
Tabela 4.10.

Tabela 4.10 — Pontos da curvat x s
s(mm) 0 0.1 0.9 2.0
T(kPa) O 21.0 42.6 6.4

N
(=)

30

20

Tensdo cisalhante (kPa)

0 0.5 1 1.5 2
Deslizamento (mm)

Figura 4.34 - Curva tenséo cisalhante x deslizamento

Os resultados numéricos de Chen e Shi (2011) foram obtidos com o programa
comercial ANSYS. A forma de aco foi discretizada com elementos de casca, a laje de
concreto com elementos sélidos e a conexdo foi modelada por um par de elementos de
contato, permitindo apenas o deslizamento longitudinal. Nas Figuras 4.35 e 4.36 sdo
ilustrados os resultados numéricos obtidos nesse trabalho, o resultado numérico de Chen e Shi
(2011), e o resultado do modelo experimental apresentado por Marciukaitis et al. (2005).

Na Figura 4.35 ¢ representado o comportamento da deflexdo no meio do vao da laje
P1-2 em relagdo a carga aplicada. Nota-se que nas duas andlises o comportamento obtido para
os modelos numéricos implementados nesse trabalho, tanto para a fase linear quanto para nao
linear, foi proximo ao comportamento do modelo experimental. De forma geral, os modelos
numéricos desenvolvidos nesse trabalho apresentaram resultados que representam melhor o

comportamento carga-deflexdo para a laje P1-2 que o modelo numérico de referéncia.
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Figura 4.35 — Laje P1-2 — Carga x Deflexdo no meio do vao

O comportamento da deflexdo no meio do vao da laje P2-2 em relagdo a carga
aplicada estd ilustrado na Figura 4.36. Nota-se que para os dois modelos desenvolvidos nesse
trabalho o resultado obtido para a fase linear e para o inicio da fase nao linear € um pouco
distante do comportamento do modelo experimental, o mesmo acontece para o modelo
numérico de Chen e Shi (2011). Apesar disso, observa-se que para os dois modelos, assim
como para o modelo experimental, a presenca do comportamento ndo linear surge com uma
carga aplicada de aproximadamente 15 KN. Com o aumento da carga, o comportamento
apresentado pelos modelos desenvolvidos se aproxima do comportamento experimental. Na
analise numérica de Chen e Shi (2011) observa-se um comportamento semelhante ao
apresentado para os modelos do presente trabalho. De forma geral, os modelos numéricos
desenvolvidos nesse trabalho representam bem o comportamento carga-deflexdo para a laje
P2-2. As cargas ultimas obtidas nas duas analises foram muito proximas a carga ultima do

modelo experimental.
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Figura 4.36 — Laje P2-2 — Carga x Deflex@o no meio do véo
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Na Figura 4.37 esta ilustrada a deformada da laje P1-2 obtida na analise com o
elemento plano de casca fino representando tanto a laje de concreto quanto a forma de ago
(casca4). Essa deformada foi obtida para a fase ndo linear da curva carga-deslocamento
proxima ao colapso. Observa-se dela uma maior curvatura da deformada proxima ao ponto de

aplicagdo da carga concentrada.

Figura 4.37 — Deformada da laje P1-2

4.6 AVALIACAO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA ANALISE DE
LAJES ESBELTAS E LAJES ESPESSAS

No trabalho de Abdullah e Easterling (2009) a forma de ago apresentada na Figura
4.38 foi avaliada experimentalmente e numericamente para diferentes situacdes de espessura
de concreto e vao de cisalhamento. Os resultados obtidos por esses autores sao usados nesse
exemplo para validar os elementos implementados nesse trabalho e também definir um
modelo de curva de tensdo cisalhante versus deslizamento no contato entre a forma de aco e o

concreto na dire¢ao das nervuras.
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Figura 4.38 - Geometria da forma

Na Tabela 4.11 sao apresentados os dados da forma de ago e da laje de concreto para

os diferentes ensaios experimentais realizados por Abdullah e Easterling (2009).
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Tabela 4.11 - Dimensoes das lajes e propriedades dos materiais

Espessura Espessura total

L . Viao da Viao de c
Especime dzzrffnrgla (l\/{f’a) laje (mm) cisalhamento (mm) do Er(r)llrlrcl;eto (1\/{Pa)
#5 1.5 350 1220 410 190 35
#6 1.5 350 2440 810 190 31
#7 1.5 350 3050 970 190 35
#8 1.5 350 3660 1120 125 35
#9 1.5 350 4270 1320 125 31

Na analise numérica considerada nesse exemplo a laje mista ¢ simulada pelos
elementos apresentados nos capitulos anteriores. A forma de ago ¢ simulada por elementos
planos de casca finos, assim como a laje de concreto de espessura dada pela altura total da laje
menos a altura da forma de aco. A nervura ¢ simulada por um elemento de barra com 5 graus
de liberdade como apresentado nesse trabalho. A ligagdo entre os elementos e a simulacao da
conexao deforméavel ¢ feita pelos elementos de interface placa/placa e viga/placa.

Como foi apresentado nos exemplos anteriores, a curva tensdo cisalhante versus
deslizamento no contato aco concreto da laje mista ¢ definida por uma fungdo dividida em
sentencas, onde cada sentenca ¢ dada pela equacdo de uma reta. Essa mesma forma foi
utilizada no trabalho de Abdullah e Easterling (2009). As curvas para os espécimes #5 e #9
sdo apresentadas na Figura 4.39 e seus pontos sdo apresentados na Tabela 4.12. Essas curvas
foram definidas de forma a se ter uma proximidade nas respostas numérica e experimentais

para a curva carga deslizamento desses espécimes, como mostrado nas Figuras 4.40 e 4.42.
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Figura 4.39 — Curva tensdo cisalhante versus deslizamento
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Na Tabela 4.12, s ¢ o deslizamento na interface de contato ago-concreto da laje mista,

tomado na direcdo da nervura. T ¢ a tensdo cisalhante que surge na interface de contato. Os

pontos dados na Tabela 4.12 definem as curvas da Figura 4.39.

Tabela 4.12 - Pontos das curvas mostradas na Figura 4.35

#5 #9

s(mm) 0
T(kPa) O

0.25 2.1 48 20 0 0.15 0.5 2.5 10
171.25 4765 7141 0 0 120 13575 138.75 O

Na Figura 4.40, smax € 0 deslizamento entre a forma de ago e o concreto no apoio, e V' ¢

a reacdo no apoio. Nessa figura sdo apresentadas as curvas carga deslizamento para a laje

mista #5. S3o apresentadas as respostas experimental e numérica (referéncia) obtidas por

Abdullah e Easterling (2009) e a resposta numérica (presente) obtida pelos elementos

implementados nesse trabalho. Na resposta numérica, indicada por referéncia na Figura 4.40,

0os autores utilizam

o software comercial ABAQUS, discretizando a forma de ago em

elementos planos de casca, o concreto em elementos sélidos, € para a conexao deformével ¢

utilizado um elemento de ligagdo. O comportamento do elemento de ligagdao foi definido a

partir de uma curva tensdo cisalhante versus deslizamento calculada utilizando resultados de

ensaios de flexdo e o método do equilibrio das forgas, que foi proposto pelos autores.
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Figura 4.40 — Curva Carga deslizamento para a laje mista #5

Para a obtencdo da curva utilizando os elementos implementados nesse trabalho foi

utilizado uma analise ndo linear como descrita nos capitulos anteriores. Para a caracteriza¢ao
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dos materiais foi considerado a curva tensdo deformacgdo do concreto definida pelo CEB
(2010), uma curva tensao deformacgao elasto-perfeitamente plastico foi considerada para o ago
da forma. Para a curva tensdao cisalhante versus deslizamento na dire¢do da nervura foi
considerada a curva no formato da curva mostrada na Figura 4.39. Os parametros dessa curva
foram variados buscando a convergéncia da resposta numérica com a experimental, dessa
forma, chegou-se a curva da Figura 4.39 para rigidez da conexdo na dire¢do da nervura. Na
direcao transversal da nervura, bem como na dire¢ao da separagdo vertical entre a forma e o
concreto foram consideradas uma rigidez muito elevada, desconsiderando esses
deslocamentos relativos.

Na Figura 4.41, wmax € a flecha no meio do vao da laje mista biapoiada, e V' ¢ a reagdo
no apoio. Nessa figura sdo apresentadas as curvas carga deslocamento para a laje mista #5.
Sao apresentadas as respostas experimental e numérica (referéncia) obtidas por Abdullah e
Easterling (2009) e a resposta numérica (presente) obtida pelos elementos implementados
nesse trabalho. Como pode ser observado dessa figura a resposta obtida utilizando a curva
tensao cisalhante versus deslizamento da Figura 4.39 tem boa aproximagao com as respostas

numérica e experimental de Abdullah e Easterling (2009).
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Figura 4.41 — Curva carga deslocamento para a laje mista #5

As Figuras 4.42 e 4.43 fornecem resultados analogos aos fornecidos pelas Figuras 4.40
e 4.41, considerando agora a laje mista com as propriedades geométricas indicada no
espécime #9. Assim como na Figura 4.40, os parametros da curva tensdo cisalhante versus
deslizamento foram variados buscando a convergéncia da resposta numérica com a

experimental, dessa forma, chegou-se a curva da Figura 4.39 para rigidez da conexdo na
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direcdo da nervura. Observa-se da Figura 4.42, que essa curva fornece um resultado em
termos de deslizamento bem melhor que a curva utilizada pela analise numérica de Abdullah

e Easterling (2009).
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Figura 4.42 — Curva Carga deslizamento para a laje mista #9

Como pode ser observado da Figura 4.43, a resposta em termos de deslocamento
transversal obtida utilizando a curva tensao cisalhante versus deslizamento da Figura 4.39 tem

boa aproximagdo com as respostas numérica e experimental de Abdullah e Easterling (2009).
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Figura 4.43 — Curva carga deslocamento para a laje mista #9
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Sendo b e A, respectivamente, a largura e area da forma de aco, d a altura 1til da laje
mista, ou seja, distancia da face superior da secdo transversal da laje mista até metade da
altura da forma de aco, Ls; o vao de cisalhamento, e V a forga cortante constante atuante na
laje mista, verifica-se experimentalmente uma relagdo aproximadamente linear entre essas
variaveis dadas pela Equagdo 4.1. Nessa equacdo m e k sdo parametros a serem determinados
experimentalmente para uma determinada forma de ago e a partir dessa equagao pode-se obter
a forga cortante maxima suportada pela laje considerando o estado limite ultimo de

cisalhamento longitudinal.

A
S=m vk 4.1
m (4.1)

Admitindo que a rigidez da conexao entre a forma de ago e a laje de concreto também
segue essa relacdo linear, Abdullah e Easterling (2009) propds um método de interpolagdo
linear para se determinar a curva tensdo cisalhante versus deslizamento da conexao para uma
forma de aco em que se tenha resultados experimentais semelhantes aos necessarios para
obter os parametros m e k. Seguindo essa linha de raciocinio, as curvas tensao cisalhante
versus deslizamento para uma determinada forma, que se tenha previamente definido duas
dessas curvas como descrito nos paragrafos anteriores, podem ser obtidas considerando que as
tensdes cisalhantes e os deslizamentos variam com a mesma propor¢ao em que variam as
for¢as cortantes maximas da forma.

Sao apresentados na Tabela 4.13 os valores das forgas cortantes méximas para os
espécimes ensaiados por Abdullah e Easterling (2009). Conhecido os pardmetros m e k da

forma de ago esses valores poderiam ser obtidos pela Equagao 5.1.

Tabela 4.13 — Forga cortante maxima para as diferentes lajes mistas

Espécime #5 #6 #7 #8 #9
V(kN) 62.9 25.9 23.0 12.9 10.6

Nos paragrafos anteriores foram definidas as curvas tensdo cisalhante versus
deslizamento para as lajes mistas #5 e #9. As curvas para as outras lajes mistas serao
determinadas admitindo uma variagdo linear das tensdes cisalhantes e deslizamentos, como no

método m-k, com proporc¢ao igual a variagdo das forgas cortantes maximas para as diferentes
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lajes mistas. Os calculos para um ponto da curva (S;# 6,2’,#6) da laje mista #6 sdo apresentados

nas equagdes 5.2 e 5.3 a seguir.

g1 _g#
#6 i i #6 #5 #5
Si :W(V -V )+Si (52)
#9 #5
w6 _ L T #6 45 45
Tl. :W(V —V )+Ti (53)

Usando as equagdes 5.2 e 5.3 chega-se as curvas tensao cisalhante versus deslizamento

dadas na Figura 4.44 com pontos apresentados na Tabela 4.14.

Tabela 4.14 - Pontos das curvas Tensao cisalhante versus deslizamento

g Smm) 0.0 0.2 1.0 3.2 12.9
7(kPa) 0.0 1350 2354  307.0 0.0
4y Smm) 0.0 0.2 0.9 3.0 12.4
T(kPa) 0.0 1321 2165 2751 0.0
yg  Smm) 0.0 0.2 0.6 2.6 10.4
7(kPa) 0.0 1223 1507  164.1 0.0
800
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Figura 4.44 - Curvas Tensdo cisalhante versus deslizamento
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Usando as curvas tensdo cisalhante versus deslizamento para as lajes mistas #6, #7 e
#8, dadas na Figura 4.44 e Tabela 4.14, pode-se determinar, usando os elementos
implementados nesse trabalho, as curvas carga-deslocamento transversal e carga-

deslizamento, como apresentadas nas Figuras 4.45 a 4.47.
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Figura 4.45 - Curva carga-deslocamento e carga-deslizamento para a laje mista #6

25 — 25 -
V (kN) = V(M
o= Z
7
20 ,’,/ 20 ,,,’ _
/,/ rl
77 ,

L
15 77 15 7 p
/ °
A tw A ’ F 3 A
/ 4 l Vi
10 1 /X = = presente - 105 ) = == presente T
4 .
/! e Abdullah - experimental II e Abdullah - experimental
5 1 = = = Abdullah - numérico - 5 '-’ e = = Abdullah - numérico
/
Wnax (M) Smax (1m)
0 T T T 1 0 T T T T 1
0 10 20 30 40 0 2 4 6 8 10

Figura 4.46 - Curva carga-deslocamento e carga-deslizamento para a laje mista #7
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Figura 4.47 - Curva carga-deslocamento e carga-deslizamento para a laje mista #8

Observa-se das Figuras 4.45 a 4.47 que as solugdes obtidas usando os elementos
implementados nesse trabalho e as curvas tensao cisalhante versus deslizamento da Tabela
4.14 sao bastante proximas das solucdes experimentais e numérica obtidas por Abdullah e
Easterling (2009). Sendo que para curva carga-deslizamento a solu¢do numérica desse
trabalho apresentou comportamento melhor que a solugdo numérica obtida por Abdullah e

Easterling (2009).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 COMENTARIOS GERAIS

As formulagdes de elementos finitos planos de casca finos e espessos implementadas
no presente trabalho foram desenvolvidas para a andlise numérica nao linear de lajes mistas.
Esses elementos podem ser utilizados em outros casos praticos como na analise ndo linear de
lajes de concreto armado, placas de aco, e em associagdo com outros elementos para analise
de estruturas mais complexas como pontes e edificios de multiplos pavimentos.

No primeiro capitulo foi feita uma breve introducdo com a descricdo dos possiveis
modos de falha para uma laje mista e a definicdo do vao de cisalhamento. Além disso, sdo
apresentadas nesse capitulo as justificativas e os objetivos que levaram ao desenvolvimento
do presente trabalho e uma breve descri¢ao da estrutura do programa FEMOOP (Finite
Element Method Object Oriented Program) usado para a implementacao das formulagdes
apresentadas nesse trabalho.

No capitulo 2 sdo apresentados os principais ensaios experimentais realizados em lajes
mistas, o método m-k e uma revisdo bibliografica sobre trabalhos envolvendo analises
numérica e experimental em lajes mistas. Além disso, foram feitas revisdes acerca de
pesquisas que envolvem o uso de andlises numéricas usando elementos finitos para analise
ndo linear de placas de concreto e de placas finas.

Sao apresentadas no capitulo 3 as formulagdes dos elementos implementados nesta
pesquisa. Inicialmente € apresentada a formulacdo do elemento plano de casca espesso que
possui nove nés com cinco graus de liberdade por nd a nivel local considerando a teoria de
placa de Reissner-Mindlin. Em seguida é apresentada a formulagdo do elemento plano de
casca fino que contém quatro nés com cinco graus de liberdade por né desenvolvido a partir
das hipoteses discretas de Kirchhoff. Ainda nesse capitulo, sdo apresentadas de forma
resumida, as formulagdes dos elementos finitos de barra e de interface que foram utilizados na
modelagem das lajes mistas e que ja haviam sido implementados em trabalhos anteriores.

No capitulo 4 foram desenvolvidos alguns exemplos numéricos com o objetivo de
evidenciar a eficiéncia dos elementos finitos implementados. Os resultados numéricos
encontrados sdo comparados com respostas numéricas e/ou experimentais extraidas de

trabalhos encontrados na literatura.
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5.2 CONCLUSOES

Neste trabalho foi implementado um modelo de elementos finitos para andlise
numérica ndo linear de lajes mistas submetidas a sua capacidade tltima. Para isso, foram
desenvolvidos dois elementos planos de casca, sendo um baseado na teoria de placa de
Reissner-Mindlin, que considera a energia de deformagdo devido ao cortante na formulagao, e
o outro baseado na teoria de placa de Kirchoff, que desconsidera essa energia de deformacao.

O comportamento estrutural de placas de concreto foi simulado considerando o
comportamento ortotrépico do concreto apds a fissuracdo com elementos finitos planos de
casca, o comportamento estrutural de placas de aco foi simulado com elementos finitos planos
de casca. A conexdao deformavel entre a forma de ago ¢ o concreto foi modelada com
elementos de interface e as nervuras da laje mista foram modeladas com elementos de barra.

A eficiéncia das formulagdes desenvolvidas e implementadas para simulacao numérica
de lajes mistas foram devidamente comprovadas com resultados obtidos em varios exemplos
numéricos e experimentais encontrados na literatura. Em alguns exemplos a metodologia
sugerida nesse trabalho apresentou resultados melhores que o modelo numérico apresentado
na literatura. Em outros, observou-se que o modelo utilizado neste trabalho ndo conseguiu
avangar nas curvas carga-deslizamento e carga-deflexdo apos o colapso, no entanto, as cargas
limites encontradas foram satisfatorias. Esse fato ¢ devido a utilizacdo de uma analise
simplificada, com o uso de elementos planos de casca e elementos de barra para simular a laje
de concreto, sendo considerado para analise ndo linear do concreto o modelo de dano sugerido
por Huang et al. (2003), enquanto que, nos trabalhos encontrados na literatura, foram
utilizados elementos so6lidos e outros modelos de tratamento do concreto pos colapso, na
maioria dos casos, foram usados modelos de softwares comerciais sem uma apresentacao
clara desses.

Como uma conclusdo geral, o modelo numérico sugerido nesse trabalho permite a
obten¢do das cargas maximas suportadas pelas lajes mistas com a vantagem de apresentar
menor custo computacional comparada aquela que utiliza de discretizac¢do tridimensional da
parte de concreto da laje mista, podendo-se afirmar entdo que o objetivo desse trabalho foi

alcangado com sucesso.
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5.3 TRABALHOS FUTUROS

Os elementos finitos planos de casca fino e espesso, que foram desenvolvidos no
presente trabalho, permitem uma andlise ndo linear de lajes mistas, placas de ago e de
concreto simples ou armado. O elemento plano de casca fino ¢ um elemento retangular com
quatro nés e cinco graus de liberdade por no. Para generalizar o elemento desenvolvido,
possibilitando utiliza-lo na modelagem de cascas planas de formato arbitrario e representaveis
por elementos de quatro nds, sugere-se o desenvolvimento de um elemento quadrilateral com
base no elemento plano de casca fino apresentado nesse trabalho. Além disso, sugere-se o
desenvolvimento de elementos finitos de casca curvos para a analise de casos particulares, por
exemplo, de cascas ou lajes curvas.

Outro estudo interessante seria implementar elementos so6lidos para a analise ndo
linear tridimensional de estruturas, como as lajes mistas. Nesse caso, apesar de exigir um
maior esforco computacional, seria possivel considerar alguns fatores adicionais, como a
presenca de indutores de fissuracdo que sdo colocados na laje de concreto no ensaio de flexao,
pois seria possivel considerar a separacdo no sentido transversal entre os elementos solidos.

Nesse trabalho foi considerado um critério de falha para o concreto tracionado com
uma degradacdo da rigidez apods atingir a deformacdo de 0.15%o. Vém sendo utilizada pela
literatura uma queda na rigidez do concreto tracionado que ¢ relacionada com a energia
necessaria para a abertura de fissuras. Sugere-se para trabalhos futuros a avaliagdo de lajes
mistas com essa consideragao.

Durante o desenvolvimento desse trabalho notou-se a necessidade do desenvolvimento
de uma interface grafica para facilitar a criagdo do arquivo de entrada e a visualizagdo dos
resultados. Para otimizar e melhorar a funcionalidade do FEMOOP em trabalhos futuros seria
interessante desenvolver uma interface grafica para o programa, com pré e pds-processamento
grafico tornando a analise mais rapida e o software mais simples de ser usado por qualquer

usudrio para analises numéricas.
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APENDICE A - DESCRICAO DO PROGRAMA FEMOOP

Neste anexo estdo descritas algumas classes que compdem a estrutura do programa FEMOOP,

e ¢ apresentado um fluxograma com algumas das classes utilizadas na solu¢do do problema

discutido no presente trabalho.

FEMOOP

Existe uma classe filha para
cada elemento que compde a
estrutura do programa. Para
esta classe foram criadas
duas novas filhas: cAnPlatec6
e cAnPlates6

(define o modelo
de elementos
finitos)

Classe cFem . .

Entrada de | (definicdo do cFen‘lFlu‘zd (AnAah.se
> —>>| relativa a mecanica

dados modelo de .
1 dos fluidos)
analise)
\
Classe cAnModel

@h (Analise

< relativa 8 mecéanica
dos sélidos)

\ /

Classe cElment
(define
caracteristicas
dos elementos)

v

Classe cMaterial
(definicdo dos
materiais)

\

Classe
cLoadElement
(definicdo da

forma dos
carregamentos)

Existe uma classe filha para cada
elemento que compde a estrutura do
programa. Foram criadas duas novas

filhas: cElcPlatec6 e cElcPlates6

—

Cada classe filha corresponde a um
método de andlise e conta com uma
funcdo chamada Solver para a
solugéo do problema

-
Classe Cctrl
(definicao do
método de andlise F———| Saida de dados
e solucdo do
problema)
\
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cFem: Classe para fungdes e varidveis globais da andlise numérica usando o método dos
elementos finitos (MEF). Um elemento dessa classe ¢ construido a partir de uma das suas
classes filhas que definem a que tipo de problema serd usado o método dos elementos finitos.
cFemMech: Filha da classe cFem, ¢ usada na andlise numérica de problemas
envolvendo a mecanica dos sélidos.
cFemFluid: Filha da classe cFem, ¢ usada na andlise numérica de problemas

envolvendo a mecanica dos fluidos.

O programa ¢ iniciado criando um elemento dessa classe que ira gerenciar a criagao de
todos os outros elementos de classes necessarios na andlise. Nessa classe estdo escritas as
fungdes principais do MEF, como, por exemplo, fungdes responsaveis pela indexacao dos
indices das equagdes globais com os graus de liberdade de cada nd, montagem da matriz de

rigidez global do sistema, montagem do vetor de forga global, entre outras.

cAnModel: Classe para definir os modelos dos elementos finitos. As filhas dessa classe
representam os modelos de elementos finitos para diferentes analises, como, por exemplo,
analise de porticos planos, espaciais, andlise de placas e cascas, entre outros.
cAnBeam2d: Filha da classe cAnModel, define caracteristicas do elemento para analise
de porticos planos, como, quantidade de nos no elemento e de graus de liberdade por
no.
cAninterface: idem a cAnBeam2d, para elemento de interface entre dois elementos de
barra.

cAnPlate9: idem a cAnBeam2d, para elemento de placa. Entre outras.

Quando se deseja inserir um novo elemento no FEMOOP, deve ser criada uma nova
filha para cAnModel com as caracteristicas desejadas desse novo elemento. Nesse trabalho ¢

criado um elemento plano de casca considerando a teoria de placa de Kirchoff.

cCtrl: Classe que define o tipo de andlise. Ou seja, as filhas dessa classe definem se o método
de analise é para um problema estatico linear, dinamico linear, estatico ndo linear usando
método de Newton-Raphson com controle de carga ou deslocamento, andlise estdtica nao
linear usando método incremental com matriz de rigidez tangente média, entre outros.
cCtrlLinStat: Filha da classe c¢Ctr/, define uma fun¢do, chamada de solver, para analise

de problemas estéticos lineares da mecanica dos solidos.
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cPathNR: idem a cCtrlLinStat, para analise de problemas estaticos ndo-lineares usando
método incremental/iterativo com controle de carga.
cPathDCM: idem a cCtriLinStat, para analise de problemas estaticos nao-lineares

usando método incremental/iterativo com controle de deslocamento. Entre outras.

Quando se deseja inserir um novo método de anélise no FEMOPP, deve ser criada

uma nova filha para cCtrl atribuindo a funcao solver as caracteristicas desejadas.

cElment: Classe que define caracteristicas e fungdes gerais dos elementos. Por exemplo,
parametro que identifica o0 modelo do elemento (cAnBeam2d, cAnBeam3d, ...), e fun¢do que
retorna os deslocamento calculados nos nés do elemento. As filhas dessa classe definem
caracteristicas individuais de cada elemento.
cElcBeam2d: Filha da classe cElment, define caracteristicas individuais do elemento,
como, por exemplo, material que o elemento ¢ constituido, quantidade de pontos de
integragdo numeérica, fungdo para definicdo da matriz de rigidez do elemento, entre
outras.
cElcBeam3d: idem a cElcBeam2d.
cElcPlate9: idem a cElcBeam2d. Entre outras.

Quando se deseja inserir um novo elemento no FEMOPP, deve ser criada uma nova
filha para cElment com as caracteristicas desejadas desse novo elemento. Nesse trabalho
foram utilizados elementos de interface e elementos de barra ja implementados no FEMOOP,
sendo implementados um elemento de casca de Reissner-Mindlin e um novo elemento para

analise de cascas planas sob a teoria de placa de Kirchoff.

cCrossSection: Classe que define as propriedades de secdes transversais para analise de
porticos planos ou espaciais. As filhas dessa classe definem diferentes formatos das segdes e
quantidade de materiais usados nas segoes.

cCrossPolygon: Filha da classe cCrossSection, define uma secao transversal poligonal

composta por apenas um tipo de material.

cCrossCircle: Filha da classe cCrossSection, define uma segdo transversal circular

composta por apenas um tipo de material.
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cMultMatSection: Filha da classe cCrossSection, define uma secdo transversal
poligonal composta por um nimero qualquer de materiais, podendo ainda ser definidas

barras pontuais dentro da secao.

Outros tipos de formatos de secdo podem ser introduzidos no FEMOOP criando novas

filhas da classe cCrossSection.

cMaterial: Classe para defini¢ao das propriedades dos materiais, como, por exemplo, modulo
de elasticidade, coeficiente de Poisson, densidade, entre outras. Na anélise de placa e cascas, ¢
usada também para definir a espessura dos elementos e caracteristicas do material ao longo da
espessura, como, por exemplo, a presenca de armadura numa laje de concreto armado.
cMateriallsotropic: Filha da classe cMaterial, define as propriedades dos materiais
elastico isotropicos.
cMatConcreteReforced: Filha da classe cMaterial, define as propriedades do material
ao longo da espessura para analise linear de placas de concreto refor¢ado com barras
de aco.
cMatConcreteReforcedNL: Filha da classe cMaterial, define as propriedades do
material ao longo da espessura para analise ndo-linear de placas de concreto reforgado
com barras de ago.
cMatSteel: Filha da classe cMaterial, define as propriedades do material ao longo da

espessura para analise ndo-linear de placas de ago. Entre outras.

Outros tipos de materiais podem ser introduzidos no FEMOOP criando novas filhas da
classe cMaterial. Nesse trabalho foram usadas as classes cMatConcreteReforcedNL e
cMatSteel para a definicdo dos materiais na analise ndo linear dos elementos de placa de

concreto € aco.

cLoadElement: Classe que define as caracteristicas dos carregamentos aplicados nos
elementos. Por exemplo, identifica quais elementos da malha de elementos finitos tem
carregamento e que tipo de carregamento ¢ (uniforme distribuido, concentrado, ...). As filhas
dessa classe definem os diferentes tipos de carregamentos que podem atuar em diferentes
tipos de elementos.

cLoadPlatePoint. Filha da classe cLoadElement, define um carregamento pontual no

elemento de placa retangular.
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cLoadPlateUnif: Filha da classe cLoadElement, define um carregamento
uniformemente distribuido no elemento de placa retangular.

cLoadShellUnif: Filha da classe cLoadElement, define um carregamento
uniformemente distribuido no elemento plano de casca retangular.

cLoadBeam2dUnif: Filha da classe cLoadElement, define um carregamento

uniformemente distribuido no elemento de barra para porticos planos. Entre outras.

Outros tipos de carregamentos podem ser introduzidos no FEMOOP criando novas

filhas da classe cLoadElement.

cStressStrain: Classe para definicdo de diferentes modelos de curva tensao-deformacao para
os diferentes materiais. Em algumas anélises nao lineares ¢ necessaria a sua definicao.
cStressStrainSegPoli: Filha da classe cStressStrain, define uma curva formada por um
numero qualquer de sentengas, onde cada sentenca ¢ definida por um polindmio de até
terceira ordem.
cStressStrainExponencial: Filha da classe cStressStrain, define uma curva exponencial
geralmente usada na relagdo forgca cortante versus deslizamento de conexdes

deformaveis.

Outros tipos de curvas para relagdo tensdo-deformacdo podem ser introduzidas no
FEMOOP criando novas filhas da classe cStressStrain. Nesse trabalho foi utilizada a classe
cStressStrainSegPoli para definir as curvas tensdo-deformacdo do ago da forma, do aco da

armadura, do concreto e a curva tensao cisalhante-deslizamento da conexao deformavel.

cNode: Classe que define as propriedades e fungdes exclusivas de cada n6 da malha de
elementos finitos. Por exemplo, suas coordenadas, carregamentos nodais, restricdes de
deslocamentos, funcdo que associa os graus de liberdade do n6 com o indice da equacdo do

sistema global, entre outras.
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APENDICE B - MATRIZ DE TRANSFORMACAO

A matriz de transformacdo T necessdria para transformar a matriz de rigidez do

elemento de 9 nos para o elemento de 4 nds, pode ser escrita pela expressao:

T — T1 18x8 0
3620 0 T2 -

As matrizes T1,5 ¢ ¢ T2 4,,, sdo dadas pelas expressdes a seguir:

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
05 05 O 0 0 0 0 0
0 05 05 0 0 0 0 0
0 0 05 05 0 0 0 0
05 0 0 05 0 0 0 0
T1- 025 025 025 025 O 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 05 05 0 0
0 0 0 0 0 05 05 0
0 0 0 0 0 0 05 05
0 0 0 0 05 0 0 05
| 0 0 0 0 025 025 025 0.25]
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oS O O O

S O O O o O
S O = O O O
S O O O O O

0 O O 0 O 0 T7,7 T7 8 T7,9 T7,10 T7,1l T7,12

Iy Ty, Tis 0 0 0 0 0 0 T T Ty
T2 = Ly T, Ty Ty Tos Ty Ty Tog Too Toy Toy Top
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Tay Tap Tus Tus Tas T 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Tss Tiss Tise Tiss Tisg Tiso 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Tior Ties Teo Teno Ten Tien
Tipy Ty, Tios 0 0 0 0 0 0 Tyy Ton Top
i1 Ds2 Tiss Tisa Tiss Tise Tsr Tiss Tiso Tisao Tisn Tisio i

Em que os termos da matriz T2 , dados por 7,

i,j»emque i€ alinhaej € acoluna em

que o termo se encontra, sao apresentados a seguir:

2
3sena cos' a,, sen'a 3sen(2a
I, =T, =~ 2] 2, L, =15 = > = - 4 1zaTs,s:Ts,sz (8_12)’
12
2 2
T -7 - 3sena,, T T - COS™ @)y Sen ay ro_r 3sen(2a,;)
64 — 167 T — > 1es —Ltes T g =1gg =——"——,
2/, 2 4 8
2 2
T _3senay, 7 og _C0S Oy senay oo 3sen (2a,;)
7,7 7,00 — 2] > 7.8 7,11 2 4 s L79g — L7110 — 8—,
43
2 2
7o _ 3sena,, 7oy _SoS @, sema, o 3sen (2a,,)
8,1 - 8,10 2[ B 8,2 8,11 2 4 ) 8,3 - 8,12 — T,
14
3 3cosa, 31, cos’a,, sen’a,
T9,1 =- - » Loy = sena,, — + s
4., 8, 16/, 8 16

= 3, cosa, + 3sen(2a12)’ T, = 3 N 3sena,, ’
T 16l 32 ’ 4l 81,
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3/ cos’a,, sen’a 3/ 3sen(2a,,)
s = ——sena,, — 12 4 2 T, ,=——2cosa, +———2,

1615, 4 16 ’ 16/, 32
3 3 2 2
T, = | sena, T, = 31, sence,, - COS” @,y  sen’ay ’
, 4l 8L, , 16/, 8 16
31, 3sen(2a,,) 3 3senay,
9,9 = cosyy+———,doy o= >
16/, 32 4l 81,
’ ’ 3l 3sen(2a
Ty =— St SEN 43 _E8 Py | TP Py , Iy, =——2-cosay, M,
, 161, 8 16 ' 16/, 32
2 2
3cosa 3sen(2a,,) sen"q,, COS Q,
Tiyy==Tus :TnlzaTm,z =Tys = le, Tys =Ty = 5 - R
3cosa 3sen(2a,,) sen’a,; cos’ a,;
Tis, =—Ts; 273237 155 = Tisg = TB > TIS,6 = Tls,9 = 5 - 4 ,
2 2
3cosa 3sen(2a,;) _ _sena,; COS”
Tm,7 = _Tm,m :T;B’ 168 = g1 = T“, 7;6,9 _Tl6,12 - 2 - 4 >
2 2
3cosa 3sen (2a,,) B _sena;, ¢OS a,
Taa==Ti7s0 :T"M’Tn,z =Ty = TM Doy =T, = > - 1
3 31 3sen(2
7—18,1 = 3 + Cosal4 > 4182 = 14 Sel’laM +—Sen( a14) ,
4168 8ll4 6168 32
3 ’ ? 3 3cosa
= cosa, - sena,, Cos”a, Ty, = 5
6l 8 16 4l 8L,
3/ 3sen(2a 3] 2 2
18,5 — —isenaﬁ —( 23) , Tige =~ 23 COS Ly — sen Oy, + COS™ &y ,
6l 32 16/, 8 16
T, =- 3 3cosa, T, = 3y N 3sen(2a23)’
4168 8123 16[68 32
T., =3licosa23 _sen’a,, N cos® &, T = 3 3cosay, ’
* 7 16l 8 16 0Ty sl
3l 3sen2a 3/ 2 2
18,11 — —isenam —( 14) s€ Tig, =— 14 cosa,, — sen &y, + cos oy, '
Ol 32 16/, 8 16
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