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ANALISE DINAMICA NO DOMINIO DA FREQUENCIA ATRAVES DO
METODO DO BALANCO HARMONICO

Rafael Aésio de Oliveira Zaltron
Maio/2016
Orientador: Francisco de Assis das Neves

Esta dissertacdo tem como objetivo gerar e avaliar a resposta dinamica de um sistema
estrutural discreto no dominio da frequéncia, através das curvas de ressonancia fazendo
uso do Método do Balango Harmoénico. A reposta do sistema é avaliada na fase
permanente para cargas harmonicas, periddicas e impulsivas, para sistemas dotados de
amortecimento viscoso. O sistema estrutural discreto aqui desenvolvido trata-se de um
Shear Building como apresenta a bibliografia, porém a solucdo é baseada na dimensao das
matrizes de rigidez e de massa, podendo ser facilmente adotada para outros modelos ou
elementos estruturais. As propriedades do sistema tais como massa e rigidez sdo tomadas
como constantes. No desenvolvimento temos entdo varios modelos estruturais, variando
entre eles a fonte de excitagdo dindmica e a matriz de amortecimento sendo primeiramente
apresentados os resultados para sistemas dotados de amortecimento viscoso do tipo
proporcional e posterior a resposta € avaliada para sistemas dotados de amortecimento
viscoso do tipo ndo-proporcional. Para cada modelo além da obtencdo do espectro de
resposta em frequéncia também ¢ obtido o historico de deslocamento no tempo, onde as
duas respostas séo dadas pelo Método do Balan¢co Harmonico. O espectro de resposta em
frequéncia € avaliado em relacdo a analise harménica é comparado com os deslocamentos
maximos na frequéncia de ressonancia, ja o histérico de deslocamento é entdo comparado
como outros dois métodos que também sdo baseados no dominio da frequéncia (ImFT e
Pseudo-Forcas). Essa comparacdo permite concluir que a metodologia apresentada neste
trabalho ¢ eficaz tanto para obter a resposta no dominio da frequéncia quanto no dominio

do tempo. Outras observacdes referente ao estudo realizado serdo estabelecidas.
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DYNAMIC ANALYSIS IN FREQUENCY DOMAIN THROUGH THE HARMONIC
BALANCE METHOD

Rafael Aésio de Oliveira Zaltron

May/2016

Advisors: Francisco de Assis das Neves

This work aims to generate and evaluate the dynamic response of a discrete structural
system in the frequency domain, through the resonance curves making use of the Harmonic
Balance Method. The system response is evaluated in the permanent phase to harmonic,
periodic and impulsive loads, for systems with viscous damping. The discrete structural
system developed here it is a Shear Building features as the bibliography, but the solution
is based on the size of the stiffness matrix and mass, and can be easily adopted for other
models or structural elements. The system properties such as mass and stiffness are taken
as constant. Development then we have various structural models, ranging between them
the source of dynamic excitation and damping matrix is first presented the results for
systems with viscous damping proportional and later type of response is evaluated for
systems with viscous damping type not-proportional. For each model in addition to
obtaining the frequency response spectrum is also obtained the displacement history in
time, where the two answers are given by the Harmonic Balance Method. The frequency
response spectrum is evaluated relative to the harmonic analysis is compared with the
maximum displacement at the resonant frequency, since the displacement history is then
compared to the other two methods which are also based in the frequency domain (IMFT).
This comparison shows that the method presented in this paper is effective both for the
response in the frequency domain and in the time domain. Other observations concerning

the studies will be established.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

A andlise de estruturas no dominio da frequéncia vem ganhando campo nas Ultimas
décadas primeiramente devido ao desenvolvimento computacional e estratégias para
avaliar a transformada discreta de Fourier com mais eficiéncia. Existem varias vantagens
em se avaliar a resposta no dominio da frequéncia uma delas e que ndo ha necessidade de
conhecer as condicdes iniciais, e pode se avaliar a resposta para sistemas com propriedades

dependente da frequéncia, por exemplo, interacdo solo-estrutura com maior preciséo.

A resposta no dominio da frequéncia permite obter um espectro de resposta
associado neste caso as propriedades do sistema tais como massa, rigidez, amortecimento e
a excitacdo dindmica. Em alguns casos a resposta em frequéncia que é caracterizada pelas
curvas de ressonancia, pode ser obtida indiretamente através de uma analise no tempo,

oque leva a um grande esforco computacional para estrutura com varios graus de liberdade.

Entre as solugdes possiveis ou alternativas para obter a resposta em frequéncia temos
0s metodos baseados na superposicdo modal, e os métodos baseados em linearizacdo
equivalente, todos abordados de uma forma implicita. Uma abordagem diferenciada,
porém ndo nova consiste em fazer uso do Método do Balangco Harménico ou Balango
Harmonico Linearizado para obter a resposta no dominio da frequéncia, 0 mesmo sera
entdo desenvolvimento neste trabalho a fim de avaliar a resposta de sistemas estruturais no

dominio da frequéncia e comparar sua resposta no tempo com metodos ja existentes.
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1.2 Objetivos

O presente trabalho tem por objetivo gerar e avaliar a resposta de um sistema
estrutural discreto no dominio da frequéncia através da obtengdo das curvas de ressonancia
fazendo uso do Método do Balango Harmdnico. Esta abordagem servira para entéo avaliar
a resposta na fase permanente para cargas harménicas, periodicas e impulsivas em sistemas
dotados de amortecimento viscoso, tendo como pardmetro a amplitude do espectro e o
historico de deslocamento obtido pelo método proposto. Também sera avaliado a precisao
da resposta no dominio do tempo através de métodos conhecidos baseados no dominio da

frequéncia, tal como a ImFT e a Pseudo-Forcas.

1.3 Justificativas

Uma propriedade que caracteriza um sistema estrutural quanto a sua rigidez sdo as
frequéncias naturais, estas entdo associadas a massa e a rigidez do sistema. Estendendo a
formulacdo para o dominio da frequéncia é possivel entdo avaliar quais sdo as frequéncias
a serem excitadas e suas respectivas amplitudes, nos fornecendo um espectro de resposta
associado aos parametros citados acima. Porem, se sabe que esta amplitude esta associada
a resposta na fase permanente, dependendo da excitacdo dindmica e do modelo de
amortecimento. Com isso pretende-se avaliar qual carregamento apresenta as maiores
amplitudes e em que frequéncia ele tem seu valor mais significativo, se comparado com as
amplitudes na frequéncia de ressonancia, e qual a influéncia do modelo de amortecimento
adotado na resposta em frequéncia. Outro fator que levou ao desenvolvimento deste
trabalho, consiste basicamente em que os métodos que sdo baseados no dominio da
frequéncia citados na literatura, ao apresentar o historico de resposta no tempo tanto para
sistemas dotados de amortecimento proporcional quanto ndo-proporcional perdem o
espectro de resposta, neste sentido pretende-se fazer uso do Meétodo do Balanco
Harmdnico para obter a resposta tanto no dominio do tempo como no dominio da
frequéncia, independente do sistema de amortecimento ou excitacdo que o sistema esteja

submetido, possibilitando 0 método a ser expandido para analise de estruturas complexas.
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1.4 Revisao Bibliografica

A escolha do dominio onde se deseja avaliar a resposta dindmica de uma estrutura
depende basicamente das propriedades fisicas do sistema e de sua fonte de excitacéo.
Como este trabalho consiste em avaliar a resposta em frequéncia entdo sera apresentada
uma breve e sucinta andlise de estudos ja publicos, a fim de se ter um embasamento tedrico

para proceder entdo o desenvolvimento deste trabalho.

Ferreira (2002), em seu livro de Analise Dinamica no Dominio da Frequéncia de
Sistemas Estruturas, cita que os métodos formulados no dominio da frequéncia sao
baseados na resposta de um sistema a uma excitagdo harmonica e sdo implementados pela
técnica da transformada de Fourier (FT). Os métodos baseados no dominio da frequéncia
tornaram-se competitivos, em relacdo aqueles baseados no dominio do tempo, desde o
aparecimento do algoritmo da transformada rapida de Fourier (FFT) para avaliacdo da

transformada discreta de Fourier (DFT).

Em sua publicacdo (Ferreira), apresenta duas formulacGes para analise dinamica: a
formulacdo classica com o uso da FFT para avaliacdo das transformadas discretas de
Fourier e a formulagdo matricial no qual as transformadas discretas de Fourier sdao
executadas implicitamente no mesmo procedimento que leva a resposta no dominio do

tempo, por isso chamada de transformada implicita de Fourier (ImFT).

Ribeiro, (1998) realizou um estudo com base na formulagdo matricial para analise
dindmica de estruturas no dominio da frequéncia, onde as transformadas discretas de
Fourier (DFT) diretas e inversas sdo resolvidas implicitamente através de operacfes
matriciais, tomou como base estudos ja realizado anteriormente por Venancio-Filho e
Claret (1991).

Ainda Ribeiro, (1998) em seu estudo faz uso da transformacdo modal e 0 método das
pseudo-forcas, combinados a formulagdo matricial para entdo obter a resposta no dominio
da frequéncia considerando sistemas dotados de amortecimento viscoso proporcional e
ndo-proporcional. O mesmo se valeu do método das pseudo-forcas, pois dado o
amortecimento ndo-proporcional a matriz de amortecimento ndo pode ser desacoplada,

pois a mesma ndo satisfaz a condicdo de ortogonalidade em relacdo a matriz modal,
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tratando os termos fora da diagonal principal e transferindo para o segundo termo da
equacéo e os tratando como pseudo-forgas para entéo ser resolvidos por processo iterativo.

Seguindo a mesma linha de estudo Camargo, (2008) apresentou erros inerentes ao
processo de discretizacdo da formulagdo discreta de Fourier, usando o teorema da
convolucgdo, onde apresenta um metodo para correcdo da resposta estacionaria obtida pela
(DFT), que dependendo de fatores como intervalos de discretizacdo ou tempo estendido
pode diferir consideravelmente em relacdo a resposta exata. Mostrou também que a
correcdo desta resposta pode ser feita em termos das fungBes unitéria transiente ou
estaciondria da resposta. A alta eficiéncia deste algoritmo foi demostrada através de
exemplos numéricos, nos quais a resposta obtida pela (DFT) com um tempo estendido
inadequado € corrigida e comparada a resposta obtidas em outros métodos, como através

da integral de Duhamel ou pela ImFT, Camargo (2008).

Santolin, (2006) baseado também na IMFT apresentada por Claret (1991) e
Venancio-Filho e Claret (1995) fez uso da formulacdo matricial e implicita para a resposta
dindmica no dominio da frequéncia de maltiplos graus de liberdade em coordenadas nodais
para sistemas dotados de amortecimento proporcional e nédo-proporcional, condicGes

iniciais tanto para deslocamento quanto para velocidade.

Os métodos supramencionados acima tem sua resposta dada a partir das equagdes
desacopladas pelo método da superposicdo modal para resolver o sistema de maultiplos
graus de liberdade. Quando este apresenta amortecimento do tipo ndo-proporcional faz-se

uso do método das pseudo-forcas para entdo avaliar a resposta no dominio da frequéncia.

Uma alternativa para avaliar a resposta em frequéncia e apresentado por Setio,
(1991), 0 mesmo faz uso do método do balango harmonico, onde o processo consiste em
linearizar a equacdo diferencial de 22 ordem e obter a solucdo para cada incremento de
frequéncia. A solucdo pode ser obtida de forma direta utilizando um algoritmo tipo Gauss
ou Cholesky ou um processo iterativo com Newton-Raphson. O processo consiste em
submeter a estrutura a uma excitacdo harménica com uma frequéncia de excitacdo w que
multiplica o vetor de cargas de referéncia. Com isso se assume uma aproximacdo dos
deslocamentos na fase permanente atraves da combinacdo de harmdnicos ou através de

uma série truncada de Fourier.
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A solucédo para cada incremento de w fornece as amplitudes modais valores entéo a
serem determinados. Tendo entdo as amplitudes modais para cada incremento w é possivel
entdo tracar o diagrama ou curvas de ressonéncia, e avaliar a excitacdo das frequéncias

naturais e sua respectiva amplitude.

1.5 Apresentacdo Sumaria

O capitulo 2 apresenta aplicacfes para analise dindmica de estruturas no dominio da
frequéncia. Também ¢é feita uma abordagem sucinta envolvendo as transformadas de
Fourier, tempo estendido, resposta em regime permanente e transiente, solugdes baseada na
superposi¢do modal, solucbes baseadas em linearizacao.

O capitulo 3 apresenta a formulacdo matematica para analise dindAmica no dominio
da frequéncia para os métodos tradicional, ImFT e o método das Pseudo-For¢as. Os
mesmo serdo entdo avaliados para modelos numéricos e verificado a precisdo e

convergéncia da solucdo e tempo necessario para processamento.

O capitulo 4 apresenta o desenvolvimento para obter a resposta em frequéncia
através do Método do Balangco Harménico HBM, formacdo das matrizes de massa e
rigidez, sistemas dotados de amortecimento proporcional e ndo-proporcional, resposta na
fase permanente mediante excitacdo dinamica, também apresenta a interpretacdo fisica
quanto as relagdes dada pelas curvas de ressonancia. Por fim discute a aplicabilidade HBM

combinado com o método dos elementos finitos.

O capitulo 5 apresenta as curvas de ressonancia para modelos numéricos e sua
resposta mediante a excitacdo dindmica em fase permanente tomando uma carga
harmonica, periodica e impulsiva. Também a resposta em amplitude para sistemas
adotados de amortecimento proporcional e ndo proporcional. Ainda sdo validados e
comparados os resultados obtidos pelo método tradicional, ImFT, Pseudo-Forgas e 0 HBM

tendo a resposta no dominio do tempo.

O capitulo 6 sdo feitas as conclusdes finais e sugestdes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Analise Dinamica de Estruturas

2.1 Modelos Estruturais Discretos

A modelagem de sistemas estruturas teve um grande aprimoramento nas Gltimas

décadas, notadamente a partir do surgimento do método de analise por elementos finitos.

A partir de propriedades dindmicas de estruturas de comportamento linear elasticos,
0 que se aplica a este trabalho pode-se modelar tais sistemas por elementos finitos. A
resposta da estrutura para vibrac6es forcadas pode ser obtida com o uso das matrizes de
massa, amortecimento e rigidez pelos métodos de superposi¢do modal ou integracdo direta

ou fazendo-se uso das transformadas.

Para chegar ao sistema de equacfes de equilibrio de uma estrutura em analise
dinamica, o principio dos deslocamentos virtuais serd estendido com a inclusdo do trabalho

virtual das forgas reais de inercia f, nos deslocamentos virtuais &, , assim:
Vi ot Vi t t
[ oc'ody, =] " su'f,dv, +ou'f 2.1
0 0

No método dos elementos finitos, o campo de deslocamento no interior dos
elementos u é definido pela interpolacéo dos deslocamentos nodais d como:
u=Nd 2.2
Onde a matriz N é a matriz de interpolacdo dos deslocamentos nodais. Derivando-se
duas vezes em relacdo ao tempo os dois lados da expressao (2.1), chega-se ao campo das

aceleracGes no interior do elemento U obtido por interpolacdo das aceleragdes nodais:
i=Nd 2.3
Em analogia a (2.2) os campos dos deslocamentos virtuais sdo dados por:
ou =N od 2.4
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Segundo o principio de D’Alembert, as forgas de inércia reais por unidade de volume

séo dadas por:
f =—pii=—pNd 2.5
Onde p ¢ a densidade de massa do material. Substituindo as expressdes (2.4) e (2.5)

nas expressdes do principio dos deslocamentos virtuais (2.1) para um elemento e

desenvolvendo o lado esquerdo da expressao obtém-se:

5d'Kd =-6d" [ " pN'Nv, d +5d'f 2.6

Eliminando &d", que aparece em todas as parcelas,
Kd +Md = f 2.7

Onde M é a matriz de massa do elemento dado por:

M =[" pN'Nav, 2.8
A expressdo (2.7) representa o sistema de equacdes de equilibrio dinamico. As expressdo
completa inclui as forcas de dissipacdo ou de amortecimento, logo:

Kd+Cd +Md = f 2.9
Ou seguindo a nomenclatura a ser utilizada neste trabalho.

Ku +Cu + Mt = p(t) 2.10

Onde C é a matriz de amortecimento do elemento.

A matriz de rigidez K depende do elemento a ser considerado na modelagem do
sistema, e o conceito de rigidez implica que quanto maior a rigidez, maior a forca
necessaria para provocar certo deslocamento. Onde cada um dos seus coeficientes tem um

conceito fisico. Sendo K;; o esforco restaurador elastico na direcdo de u; devido a

imposicao de deslocamento unitario na diregdo u;, mantidos nulos os demais.

Para a matriz de massa M podemos considerar ela sendo consistente porque o
campo das aceleracfes é consistente com o campo dos deslocamentos, ou seja, obtido por
derivagédo dos campos de deslocamentos.
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Uma formulacdo mais simples para a matriz de massaM , é denominada matriz de

massa concentrada que € obtida colocando-se partes m, da massa total do elemento
m= pAL nos nés i de forma que a soma dos m, seja igual a m. A mais simples entre as
matrizes de massa concentrada é formada colocando-se as fragcdes de massa m. associadas

apenas aos graus de liberdade de deslocamento vertical e ndo as rotagdes.

O amortecimento em estruturas acontece devido a mecanismos dissipadores, tais
como histerese do material, friccdo em juntas microfissuras no material. Apesar de o
amortecimento ndo ser do tipo viscoso (amortecimento devido ao movimento de um corpo
solido mergulhado em um fluido) ele é matematicamente tratado como tal, ou seja,
representado pelo produto de uma constante de viscosidade ¢ pela velocidade do corpo.

A matriz de amortecimento C é conveniente representada por uma funcdo linear das
matrizes K e M, ou seja:
C=aK+ M 2.11

Essa forma de representar o amortecimento, denominada amortecimento
proporcional ou de Rayleigh, é conveniente porque a matriz definida em (2.11) é
ortogonalizavel. Ja quanto esta matriz ndo-proporcional, ou seja a adi¢cdo de dissipadores
em graus de liberdade definido a matriz de amortecimento passa entdo a ser dita do tipo

ndo-proporcional, ndo podendo ser ortogonalizéavel.

Este capitulo aborda consideraces quanto a equacdo de equilibrio dindmico e o seu
desenvolvimento via elementos finitos, pois isto permitira que o estudo desenvolvido seja
expandido para varios tipos de elementos desde o mais simples (barras) aos mais

complexos (cascas).

2.1.1 Sistemas Dotados de Amortecimento Proporcional

Em sistemas onde o amortecimento é considerado como distribuido pela estrutura de
forma semelhante a massa e a rigidez expressdo (2.11), ele e dito proporcional ou de
Rayleigh. Sistemas com amortecimento proporcional utilizam técnicas de transformacéo
modal para desacoplar as equagdes de dindmicas. Assim, a resposta em coordenadas fisicas
pode ser obtida pela superposicdo da resposta em coordenadas modais, tanto no dominio

do tempo como no da frequéncia (Clough e Penzien, 1993).
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2.1.2 Sistemas Dotados de Amortecimento Nao-Proporcional

Em sistemas com caracteristicas mais complexas de amortecimento, a matriz de
amortecimento ndo é mais proporcional a massa e a rigidez do sistema. Diz-se entdo que 0

amortecimento é ndo proporcional.

O amortecimento ndo proporcional é representado por uma matriz que ndo €
ortogonal a matriz modal. Uma das técnicas utilizadas para desacoplar as equacfes
dindmicas como dado Hurty e Rubinstein (1964), consiste em utilizar modos complexo,
porem o problema de autovalor para este caso é duas vezes maior que o convencional, e 0s

modos complexo dificultam a interpretacdo fisica da resposta do sistema.

Conforme (Santolin, 1998) pode-se resolver os sistemas dotados de amortecimento
ndo-proporcional através do método das pseudo-forgas. Neste método, os termos da matriz
de amortecimento responsaveis pelo acoplamento das equacdes sdo transferidos para o
segundo membro da equacdo e tratados como pseudo-forcas. Assim, o primeiro termo

permanece desacoplando como ocorre em sistemas de amortecimento proporcional.

2.2 A Resposta no Dominio da Frequéncia

Neste item busca-se referenciar trabalhos ja desenvolvidos quanto a solugdo ou
reducdo da ordem de uma equacdo diferencial ordinaria ou parcial.

Dentre as solugdes possiveis as que mais chamam a atencdo sdo as relacionadas a
reducdo de ordem ou linearizacdo, pois a mesma e avaliada de forma implicita e tratada

posterior como uma solucao de sistema linear.

Tratando-se da resposta do equilibrio dindmico de uma estrutura com material

elastico linear, temos 0s métodos como se apresenta.

2.2.1 Meétodos Baseados na Superposi¢cdo Modal

O estudo do comportamento dindmico de estruturas pode ser feito, entre varios
métodos, através de sua discretizacdo e, por exemplo, com o uso do método da

superposicdo modal. O método da superposi¢cdo modal calcula a resposta de cada modo de
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vibrar separadamente e a seguir obtém a resposta total por meio da soma das contribui¢des
individuais de cada modo.

O conceito de modos normais em sistemas estruturais dinamicos € associado as
frequéncias naturais (ou fundamentais) de um sistema linear (Mamede, 2008). A existéncia
destes modos possibilita a introducdo de coordenadas normais que proporcionam o

desacoplamento do sistema.

Quanto a resposta no dominio da frequéncia que se valem das propriedades
ortogonais dos modos, podemos citar trabalhos desenvolvidos por Claret e Venancio-Filho
(1991) desenvolvimento da formulacdo matricial ImFT, posterior estendido para sistemas

com varios graus de liberdade por Ribeiro (1998).

2.2.1 Métodos Baseados em Linearizacao

O elevado custo computacional para resolucdo de sistemas de grande dimens&o torna
0 uso de métodos de linearizacdo ou reducdo de ordem de fundamental importancia, para
se avaliar a resposta dinamica de um sistema. Tendo em vista que algumas propriedades
sdo ndo ortogonalizavel tal como o amortecimento ndo-proporcional ou dos dependentes
da frequéncia faz-se necessario entdo de um método que sua resposta se avaliada no

dominio da frequéncia.

Outra peculiaridade dos métodos de reducdo da ordem é que podem ser avaliados de
forma implicita, ou seja, a resposta e dada atraves de operagcdes matriciais, que envolva a

linearizagdo do sistema, obtendo a resposta em coordenadas fisicas do sistema.

Avaliando os trabalhos desenvolvidos por Soares (2002), Ferreira (1998) tem-se a
resposta dada no dominio da frequéncia através do uso do método das pseudo-forgas. Este
vem mostrando boa convergéncia do resultado mediante a inclusdo de efeitos ndo lineares.
Também em trabalho publicado por Paullo (2014), temos o método do balanco harménico
linearizado, que consiste basicamente em um método de reducdo de ordem.

Como verificada na bibliografia o método do balango harménico nos permite tanto obter a
resposta em frequéncia neste caso associado a amplitude ou a fase, ou a resposta no tempo
a partir da inversdo do vetor de amplitudes modais dado pela IFFT.
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Com o interesse de averiguar a resposta do sistema mediante a excitacdo pelo
espectro de resposta serd entdo desenvolvida neste trabalno o método do balanco
harmonico, sendo que para sistemas dotados de amortecimento ndo-proporcional sera
avaliado sua resposta no dominio do tempo pelo entdo ja bem estabelecido método das
pseudo-forcas.
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Capitulo 3

Métodos de Analise Dinamica para o

Dominio da Frequéncia

3.1 Introducao

Este capitulo apresenta a formulacdo matemaética dada pela revisdo bibliogréafica,
para se avaliar a resposta de sistemas dinamicos no dominio da frequéncia. Primeiramente
é abordado o método classico que faz uso da transformada de Fourier para a mudanca de
dominio, posterior se estende 0 método para uma formulacdo implicita como apresentada
por Claret, (1991). Os dois métodos apresentados inicialmente sdo baseados na
superposicdo modal. O terceiro e Gltimo método também e baseado em uma formulacao
implicita porem dispensa a necessidade de obter as matrizes em coordenadas modais,

podendo ser avaliado a resposta em coordenadas fisicas.

Ao final deste capitulo € possivel avaliar e comparar entdo a solucdo apresentadas

por cada um dos métodos proposto.

3.2 Meétodo Classico

O método classico consiste basicamente em resolver a equacdo dindmica Eq.(3.1)

com o uso da transformada de Fourier. Onde as transformadas fazem a mudanca de

dominio e, consequentemente de variavel independente.

Tem-se agora a equacdo dindmica Eq.(3.1) para um sistema dotado de amortecimento

VisCcoso.
Mii+Cu+ Ku = p(t) 3.1

A solugdo completa desta equacéo é,
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u(t)=u,(t)+u,(t) 3.2
Onde u,(t) é a resposta permanente a uma vibracdo forcada, e u,(t) é a resposta
transiente em vibragéo livre.
A resposta na fase permanente no dominio da frequéncia para excitacdo periddica é

obtida pela transformada de Fourier. A fungdo complexa de resposta na frequéncia H ()

descreve a reposta permanente do sistema diante de uma excitagéo complexa p(t) = Pe'* .

Para um sistema dotado de amortecimento viscoso a fungdo complexa de resposta na
frequéncia é dada como.
1

[1-(0/a,)" |+i[26(w/@,)]

H (o) =

3.3

|

a taxa de amortecimento.

Onde @, = F é a frequéncia natural, é & = 5 ¢
m

Ma,

Se o sistema esta submetido a uma excitacdo complexa p(t)= Pe“* onde P ¢ a

amplitude da excitagdo neste caso uma escalar e @ € a frequéncia, a resposta permanente

do sistema para excitacdo complexa no dominio da frequéncia passa a ser:

U(w)=H(»)P 3.4
Para 0 dominio do tempo tem-se:

U, (t)=U (w)e" 35
Onde a funcdo de transferéncia H(w) deve ser avaliada dependendo o tipo de

amortecimento adotado.

Ja a resposta permanente para uma excitacdo ndo periddica, pode ser expressa pela

soma de fungbes complexas P(a))ei‘”t para diferentes frequéncias » como mostra a

Eq.(3.6).

p(t) :% ” P(0)e“do 3.6
P(w)=]" p(t)edt 3.7

26



A equacdo Eq.(3.6) é conhecida como transformada inversa de Fourier (IFT) de

P(w) e a equagdo Eq.(3.7) é conhecida como transforma de Fourier (FT) de p(t).
Sendo a reposta no dominio da frequéncia.

U(w)=H ()P (w) 3.8
Para o dominio do tempo.

U, (t)=U(w)e™ 3.9

A resposta permanente é obtida se avaliando p(t) da Eq.(3.6) na integral da
Eq.(3.10) em funcéo da frequéncia.

1 oo .
u(t)=—| U(w)e““do 3.10
(=] V(0
Porém existe uma grande dificuldade em se avaliar as integrais analiticas da FT e a IFT

dadas pela Eq.(3.6) e Eq.(3.7). Uma forma de obter estes pontos discretos é através da

avaliacdo numerica com uso de algoritmos tais como transformada discreta de Fourier e a

inversa da transformada discreta de Fourier.

Avaliando a resposta permanente pela transformada discreta de Fourier (DFT), é
necessario estabelecer alguns pardmetros relacionados ao processo de discretizacdo da
excitacéo.

O processo de discretizacdo de uma funcgdo acaba por transforma-la em uma funcgéo
periodica, com a aplicacdo da DFT o carregamento passa a ser periodizado, e com 0

periodo igual ao tempo estendido T,. O tempo estendido T, deve ser escolhido de maneira

que a resposta do carregamento a um periodo praticamente se anule até que encontre o
carregamento do periodo seguinte, caso iSso ndo aconteca a resposta sera obtida no periodo
seguinte, tendo condigdes iniciais ndo nulas podendo fazer divergir da resposta exata
(Camargo, 2008).

O processo de discretizacdo de p(t) deve-se fazer com que a funcédo tenha um

tempo de duragdo T, em instantes de tempo igualmente espacados N intervalosde 0 a N .

O intervalo de tempo At deve ser dependente da maxima frequéncia a ser obtida
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frax = i OU @y = % fazendo com que p(t) seja definido por um conjunto de pontos

discretos (t,, p,)-

A Fig.(3.1) mostra que se adotar um tempo estendido muito curto a resposta do
sistema sera dada com condigdes ndo nula, e que 0 mesmo deve ser dependente do nimero

de pontos onde se deseja avaliar p(t) espacados de forma igualmente.

Figura 3.1 Periodizagdo de p(t), tempo estendido e N termos da DFT.

No dominio da frequéncia a resposta para cada grau de liberdade e dependente da

amplitude da excitagdo p, logo;

U(wj):H(wj)Pi 311
Tendo:
~ ja, 0<j<N/2
jo_{—(N—j)a)O N/2<j<N-1 3.12

Com isso podemos entdo escrever que a resposta permanente no dominio do tempo é:

N-1

Uy, = > U e 3.13

j=0
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Ja a resposta transiente do sistema dotado de amortecimento viscoso, é:

u, (t) =e =" (Acosw,t + Bsin apt) 3.14

Onde @, =m,\1-&* €é a frequéncia amortecida. Logo A e B sdo condicBes iniciais

u(0) e u(0).
Impondo as condigdes iniciais temos entao:
A=u(0)—-u,(0) 3.15
B ={ui(0)+&m, [ u(0)-u, (0) -1, (0)} /e, 3.16

A Fig.(3.2) mostra a o pseudocodigo para avaliar a resposta no dominio da frequéncia,

onde a DFT de p(t) é avaliada através do algoritmo FFT. J& a resposta no dominio do

tempo e obtida fazendo a IFFT de U (a)J) .

FFT
Pn > P
tn H(w))
Uin
T FFT™! "
AB |, Usn  |g U; = H(w;)P;
Usn  |q U; = iwH(w;)P;

Figura 3.2 Resposta no dominio da frequéncia usando a DFT. (Liangcai, 2003, p.10).

Consegue-se observar desta forma clara que a solucdo da equacdo dindmica depende da
reposta transiente e permanente do sistema. Ao final deste capitulo pode-se avaliar o

resultado do método classico com os outros métodos baseado na superposi¢cdo modal.
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3.3 Método da ImFT

A transformada implicita de Fourier apresentada abaixo tem com referéncia os
estudos realizados por Claret (1991), e Venancio-Filho e Claret (1995). Em trabalhos
publicados por Ribeiro (1998) e Camargo (2008) verificou-se a mesma formulacao
desenvolvida de forma implicita, porem Ribeiro (1998) verifica a resposta para sistema
dotados de amortecimento viscoso proporcional e ndo-proporcional, ja Camargo (2008)
apresenta técnicas corretivas para a resposta tanto em regime permanente e transiente,
como também define parametro para escolha do tempo estendido, a fim de evitar que
condi¢cdes ndo nulas se sobrepGem na resposta do sistema devido a periodicidade da

excitacéo.

O calculo da resposta de um sistema com o uso da transformada discreta de Fourier

é por meio dos somatorios definidos nas Eq.(3.17) e (3.18).

N-1 —7rim
P(@,)=At) p(t)e ™ 3.17
n=0
o N1 Zim
u(t) =22 H(a,)P(a,)e" 3.18

27 1%
Como a multiplicacdo de matrizes envolve a soma de produtos entre linhas e colunas,
pode-se tirar proveito disso e definir matrizes especiais que, quando multiplicadas,

calculam a DFT, efetuando os somatorios que as definem (Camargo, 2008).

O célculo da DFT por meio dessa formulagdo matricial é chamado de método da
transformada implicita de Fourier (ou ImFT) Claret(1991), pois a resposta € obtida por
produtos entre matrizes, sendo a DFT calculada implicitamente nas multiplicagdes.

Por isso, definimos inicialmente um vetor p contendo o carregamento discreto:

T

p={p(t) P(t) P(t) - P(ty.)} 3.19

Definimos também uma matriz E”, com N xN elementos, e elemento genérico dado por:

.mn

E ¢V m=0..N-1 .n=0..N-1 3.20

m,n

Ou, explicitamente:
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e’ e’ e’ e’
27i 47i 27i
e e N e NV B
* Arxi 8ri Arxi
Enn=lg® o N e N NN 3.21
27i Ari 27
o o NN D fW(Nfl)(NA)_

Desse modo, Eq.(3.17), que é a transformada discreta do carregamento p(t), pode ser
reescrita em forma matricial da seguinte maneira:

P=AtEp 3.22
O vetor P assim definido contera os elementos P(@,) da transformada discreta de Fourier

sobre os elementos do vetor p.

Agora, define-se a matriz E, semelhante & matriz E, porém, com elementos

genéricos dado por:
E.=e N m=0.,N-1 ,n=0..,N-1 3.23

E também a matriz H, que é uma matriz diagonal N xN , cujos elementos sdo a funcao

complexa de resposta na frequéncia tomada nas frequéncias discretas @, .

H(@,) 0 0
H (@) 0
H=| H(@,) : 3.24
0 .
0 0 H (@)

Os tempos discretos da Eq.(3.19) e as frequéncias discretas da Eq.(3.24) séo definidos

normalmente como na DFT, seja, t, =nAt e @, = u,A®, onde , € dado pela Tabela 2.1.
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Tabela 3.1 Frequéncias discretas.

m y7. o,
0 0 0

1 1 Aw
2 1 2Aw

N/2-1| N/2-1 | (N/2-1)A&

N/2 N/2 N /2A®
N/2+1 | -N/2+1 (—N/2+1)Aa_)

N/2+2 | -N/2+1 (—N /2+2)AE)

N-2 -2 —2A®
N-1 -1 -Aw

Com E,H e P assim definidos, a Eq.(3.18) pode ser reescrita em forma matricial da

seguinte forma:
u=22Epp 3.25
2r

O vetor u conterd a resposta no dominio do tempo nos tempos discretos. Finalmente,

substituindo-se em u a Eq.(3.22), temos a forma mais compacta:

Aa_) *
u=—EH(AtE 3.26
> EH(AtED)
Onde:
e =EHE" 3.27

A matriz e, que multiplica o vetor p na Eq.(3.27), tem em si as trés etapas

necessarias para encontrar a resposta do sistema: a transformada direta de p(t), a

multiplicacéo pela fungcdo complexa de resposta na frequéncia, e a transformada inversa.

A transformada implicita de Fourier ndo exige que o nuimero N de pontos

discretizado seja uma poténcia de 2, como exige o algoritmo original da FFT, para calcular
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a DFT eficientemente. E, mais ainda, pode-se encontrar a resposta do sistema com um
ndmero menor de pontos. Para isso, basta usar a formulacdo apresentada tomando os
primeiros S+1 elementos do vetor p, os primeiros SxN elementos da matriz E e os
primeiros N xS elementos da matriz E*. A matriz H fica inalterada. Com isso, a matriz

e sera SxS e aresposta serd obtida no vetor u, que terd S elementos.

A matriz e tem varias propriedades Gteis. Partindo-se dos elementos genéricos de

E, He E’, pode-se escrever um elemento genérico de e como sendo:

NITES G 3.28
ern=YH,e" " m=0..N-1  ,n=0.,N-1
k=0

De onde se pode obter que:

em+l,n+1 = em,n 329

Isso significa que a matriz e € uma matriz do tipo Toeplitz, ou seja, 0s elementos
ao longo de suas diagonais séo todos iguais. Essa propriedade facilita a implementacao
computacional da formulagdo, uma vez que ndo é necessario calcular todos os elementos
da matriz, apenas os da primeira linha e da primeira coluna. Isso causa uma reducao
dréastica no esfor¢co computacional requerido para o célculo da ImFT, pois, ao invés de
calcular N? elementos, serd necessario calcular efetivamente apenas 2N —1 elementos,
Uma melhor maneira de representar a matriz e seria como a seguir, onde N

arbitrariamente como sendo igual a 5:

_eo,o €1 €2 €3 €4 W
€o €o €1 €2 €3
€=1€p ©€o €p €1 Eop2
€0 €0 €0 €0 Cop

_e4,o €0 €0 € eo,oj

Um outro fato que facilita ainda mais a implementagdo computacional vem de:

€in—ja1 = i1 3.30
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Isso significa, para um j qualquer, o elemento de ordem N — j+1 na primeira
linha e e igual ao elemento de ordem j+1 da primeira coluna de e, pois os elementos da

primeira linha podem ser encontrados a partir desta.

Outra importante propriedade a ser considerada no algoritmo da ImFT esta
relacionado a condicdo de causalidade. A condi¢do de causalidade requer que eventos
futuros ndo interfiram em eventos passados. Assim, uma consequéncia direta da

causalidade é que a matriz e seja triangular inferior, 0 que ndo acontece, como se pode ver

na Eq.(2.24). Soares Jr. E Mansur afirmar que a matriz e reflete a periodicidade dos

algoritmos da DFT e e sera triangular somente se o periodo T, for infinito.

Ainda segundo Soares Jr. E Mansur, a primeira linha da matriz e € igual a uma
linha virtual de ordem N +1 que seguira apds a N -ésima, e assim por diante. Se o periodo
de forca aplicada for adequadamente estendido, os elementos nulos da parte triangular

superior de e serdo multiplicados por elementos ndo nulos de p e os elementos nulos de
p serdo multiplicados pelos elementos ndo nulos da parte triangular superior de e.

Portanto, se o periodo ndo é estendido adequadamente, um comportamento ndo causal

pode aparecer tanto no procedimento da ImFT quanto na da DFT.

Entretanto, no procedimento da ImFT, pode-se desprezar a parte triangular superior
de e impondo que os elementos acima da diagonal principal sejam nulos. A condicdo de
causalidade estd representada, com a periodicidade inerente aos algoritmos da
transformada de Fourier eliminada. Como consequéncia direta, a extensdo do periodo nédo
mais dependera das caracteristicas do carregamento, e em vez disso serd definida pelas

propriedades fisicas do sistema.

No exemplo abaixo, a matriz e é representada com N arbitrariamente igual a 5:

&o 0 0 0 0
€o €& O 0 O
e={€, €, & 0 0
€0 €0 €po € O

180 €0 €0 € €oo
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A formulacdo matricial também pode ser usada com o amortecimento dependente

da frequéncia. Assim, como na formulagéo cléassica, basta usar a Eq.(2.1), que define

H (@), com o amortecimento substituido pela expresséo que o define.

3.4 Meétodo das Pseudo-Forcas

Realizando a revisao bibliografica me deparei com os metodos de linearizacdo, ou
técnicas para solucdo de equacGes diferenciais através de operacdes que resulta em um
sistema de equacdo linear. O método a ser desenvolvido abaixo foi apresentado por Bernal
(1998), onde 0 método consiste basicamente em reduzir um sistema de equagdes de 22 para
12 ordem. Uma das vantagens em se fazer esta linearizacdo esta na possibilidade de obter
solucBes implicitas, para a resposta de um sistema para maltiplos graus de liberdade

mediante a uma excitacdo arbitraria.

Consideramos a equacdo dindmica como apresentada na Eq.(3.1), onde se define

entéo:
U=x 3.31
Substituindo a Eq.(3.31) na Eq.(3.1), logo.

Mx + Cx + Ku = p(t) 3.32
Onde.
x=M"(p(t)-Cx—Ku) 3.33

Reescrevendo a expressao acima, na forma matricial temos.

B welfdLadel

O vetor que contém os deslocamentos e a velocidade é a resposta permanente do sistema.
. u
Designando{y} = { } , temos.
X

y = Ay +Bf (1) 3.35

Onde a matriz A é dado como a matriz dos coeficientes:
A= 0 ! 3.36
|-MTK -MT'C '
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Logo a matriz B e o vetor f (t) sdo o vetor dos termos independentes, como:

0 0
o w
0 M

fo)= {p(()t)}

Entéo a solugdo para Eq.(3.31) passa ser dada pela solugéo do sistema linear Eq.(3.31).

Ap0s onerosas operacdes matematicas, a expansdo em uma Série de Taylor, a mudanca de
variavel, imposicdo das condi¢cdes de contorno e condicGes iniciais, a fim de obter uma

funcdo que tenha uma representatividade para a resposta do sistema obtém-se.

Y(t)=(Pl+P2) fo_szl"'eAtyo 3.38

Sendo B =A*[e"-1]Bf,, PZ:(B—%j e e =o1>(t):§:t A

. L u
Logo a resposta para o deslocamento, considerando as condiges iniciais Y, = { 0} :
0

u(t)=u, +Y (t) 3.39
Caso tenha necessidade de avaliar o desenvolvimento da solu¢do acima o mesmo e

apresentado em Anexo.

Abaixo e possivel verificar a resposta obtida para um modelo numérico, a partir das

formulagdes apresentadas acima.

HISTORICO DE DESLOCAMENTO

1 T T T

. Duhémel
Classica
0.8~ --=ImFT
----Pseudo-Force
06-
L
g 04
E
(o]
Q
=}
v 0.3
o
-0.2-
_04 | 1 L 1 1 | | | L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tempo

Figura 3.3 Historico de resposta. - Métodos baseados no dominio da frequéncia.
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Observa-se que neste método de reducdo da ordem da equacdo dindmica e da
linearizacdo do sistema, por mais que se de a mudanga da variavel temporal, a resposta
ainda e dada no dominio do tempo. O proximo capitulo entdo apresenta uma formulacao
baseada em uma Série de Fourier que faz a mudanca de dominio e permite a linearizagdo
do sistema, porém com uma abordagem mais facil, nos fornecendo assim a resposta tanto

no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia.
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Capitulo 4

Analise Dinamica pelo Método do Balanco

Harmonico

4.1 Introducéo

Com o objetivo de obter o espectro de resposta no dominio da frequéncia para casos
de excitacOes definidas e avaliar a reposta em funcdo do modelo amortecimento adotado,
desenvolve-se neste capitulo o Método do Balango Harménico. A escolha deste método
para avaliar a resposta no dominio da frequéncia é que as solucBes para estas expressdes

séo dados em funcédo da amplitude U e da fase ¢ da resposta do sistema.

4.2 Formulacdo e Desenvolvimento

Uma das técnicas geralmente utilizada para obter solucdes aproximadas para
equacOes diferenciais é o Método do Balango Harmdnico. Este método permite gerar

solugdes periodicas aproximadas a partir de uma série de Fourier truncada.

O método do Balangco Harménico consiste na aproximacdo dos deslocamentos na

fase permanente através da combinagdo de harménicos, tal como dado pela expresséo:
N
u(t)=>[ A cos(nat)+B, cos(nat) | 4.1
n=0

Onde A, e B, séo os vetores das componentes das amplitudes modais no enésimo

harmonico e N é o nimero de harménicos usados na aproximacao.

Tendo a equagdo dinamica dada pela Eq.(4.2);

M(t)+Cu(t)+Ku(t)=p 4.2
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Submetendo a estrutura a uma excitacdo harmonica com uma frequéncia de excitagdo

@ que multiplica o vetor de forcas de referéncia, o equilibrio dindmico é dado por:
M i(t)+Cu(t)+Ku(t)=Fcos(wt)p 4.3
Onde F e w séo a amplitude e a frequéncia da excitagdo harmonica.

Com base nos trabalhos publicados por Mufioz (2014) e Pasquetti (2008), sendo o caso de

uma andlise linear, a Eq.(4.1), é necessario apenas o segundo termo do somatorio.

Portanto, o vetor de deslocamento é aproximado por:
u(t)=A cos(wt)+B,sin(wt) 4.4
Substituindo a Eq.(4.4) e suas respectivas derivadas na Eq.(4.3) obtém-se:
(@C A - " MB,)cos(wt) - (@’ M A + wCB, )sin(at) = F pcos(wt) 4.5
Considerando F-p=F,, a Eq.(4.1) pode ser reescrita como um sistema de equacdes que

iguala os coeficientes das fungdes harmonicas como:
@C ~" M+ K |[A F
) = 4.6
- M+ K -wC B, 0
A Eq.(4.1) pode ser escrita de uma forma mais compacta, tal como:

K(w)-A=F 4.7

_ B «oC —0° M+ K = A = Fo
K(a)){—wZM+K ~aC }’ A_{Bl}’ F_{o} 4.8

Sendo a frequéncia de excitacdo o e o vetor de amplitudes modais A as variaveis a serem
determinadas. Mufioz (2014) salienta que apesar de uma anélise linear, o sistema de
equacOes é ndo linear, portanto é necessario o emprego de um metodo de solugdo ou

método de controle para solugéo de sistema de equacgdes nao lineares.

A solucdo adotada para o presente trabalho consiste basicamente em fazer
incremento de frequénciaw sendo o vetor de amplitudes modais A determinado por

inversdo da matriz K (), sendo neste caso @ ja estabelecido dentro do ciclo iterativo,

logo a Eq.(4.1) , passa a ser:
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— — -1 j—
A=K(w) -F 4.9
Basicamente este método apresenta a resposta em frequéncia para coordenadas
fisicas, oque permite aplicar o método para sistemas dotados de amortecimento viscoso
proporcional ou ndo-proporcional. Outra vantagem da formulacdo e que como a frequéncia
de excitacdo ® é dada a partir de incrementos e possivel utilizar o mesmo método para

avaliar por exemplo sistemas dotado de amortecimento dependente da frequéncia.

4.3 Resposta em Frequéncia

A solugdo do sistema dado pela Eq.(4.1), é definido em relagdo aos termos

associado amplitude U e aFase ¢.

4.3.1 Curva de Ressonancia — Relacdo Amplitude e Frequéncia

A curva de ressonancia é obtida a partir do vetor de amplitudes modais A, sendo
este avaliado a cada incremento de frequéncia @ . Tendo o vetor de amplitudes modais este

e avaliado pela sua normal, como dado pela expressdo abaixo.

U |,o=+/A2+B/ 4.10

Porém lembrando que o mesmo ¢ solucdo para cada incremento de @, 0 mesmo
tambeém assume posic¢des distintas dentro do vetor de amplitude modais @, por exemplo,

este depende da dimenséo das matrizes envolvidas, logo:

|U |(i,j) max— \f’a\,jz"'an,jz 411

Sendo i=1...n, para n os respectivos graus de liberdade, e j=0...», avaliado para cada

incremento de frequéncia. Desta forma o espectro de resposta € mostrado na figura abaixo:
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Figura 4.1 Espectro de resposta HBM — Amplitude / Frequéncia.

Para a figura (4.1) é possivel observar o espectro de resposta para um determinado
grau de liberdade, mediante uma excitagdo harmonica, é também possivel avaliar que as
amplitudes sdo maximas nas respectivas frequéncias naturais do sistema, dado a partir da

figura (4.1), porem as amplitudes sdo distintas, devido a parametros associado a excitagéo
e amortecimento.

Pelo espectro de resposta gerado, conseguimos observar que as frequéncias que sao
mais excitadas sdo as frequéncias naturais do sistema dinamico, também podemos ter a
respectiva amplitude associada a cada uma destas frequéncias naturais. Verifica-se também
que é possivel averiguar, com mais facilidade quais sdo as frequéncias criticas ou

relacionar a amplitude do carregamento com um certa frequéncia « de excitagéo.

4.3.2 Curva de Ressonancia — Fase e Frequéncia

No item anterior foi apresentada a relacdo entre amplitude e frequéncia oque
caracteriza a curva de ressonancia, sendo a amplitude maxima |U |, dada na primeira

frequéncia natural do sistema como esperado.

Porém podemos ainda associar a resposta com o angulo fase ou simplesmente fase da

resposta do espectro, a partir de uma frequéncia discreta w .
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Tem-se entdo como mostrado na equacao

¢=tan” (ﬁj 4.12
Bl
Ou na forma matricial;
#,; =tan™ A ] 4.13
2+,
Logo ¢(i‘ Y
y r
90°
1802 0° x
—180° -
—90°
L 4

Figura 4.2 Angulo fase assumido no dominio.

A fase no Método do Balango Harmadnico consiste em uma parte real A ; e a parte

imaginariade B, ;. E possivel avaliar entdo a relagdo entre amplitude |U | e a Fase ¢ em

relacdo a frequéncia @, como mostra a figura (4.4) e (4.5).

¢, =tan™ M 4.14
(H) Im[BZ+i,j:|

Entdo tem-se que a mudanga na amplitude e na Fase ndo e fixa, mais sim dependente das

caracteristicas dindmicas do sistema e da frequéncia de entrada o .
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Na figura (4.4) observa-se que a fase tera valores entre —z e 7, implicando no ganho
ou defasagem da resposta em frequéncia.

100

50

Phase DOF1
o

-50 ! ‘
-100 ey b
\ SN
4 ¥ M
~150 3
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
o rad/s

Figura 4.3 Espectro de resposta HBM — Fase / Frequéncia.

4.4 Resposta na Fase Permanente

A resposta associado ao sistema na fase permanente nos remete ao modelo de
excitacdo dinamica a ser adotado ou combinado. Devido ao uso do Método do Balanco
Harménico, para cada incremento de frequéncia w, interessa obter a respectiva amplitude

correspondente a excitagdo para entdo obter a solugdo do sistema em fungdo das
amplitudes modais.

Uma forca de corresponder a excitagdo dindmica dado no dominio do tempo é
através da periodizacdo do carregamento, 0 mesmo método a ser empregado aqui € mesmo
utilizado por Camargo (2008) e por Ribeiro (1998) na formulagdo ImFT, que consiste em

fazer uso da transformada discreta de Fourier e periodizar o vetor de cargas de referéncia.

Os parametros associados a excitacdo no dominio da frequéncia necessitam, por

exemplo, do tempo estendido T, o nimero de termos N aonde se deseja avaliar a resposta
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em frequéncia. Onde que para o vetor de incremento de frequéncias « serd entdo

associado uma respectiva amplitude dado pela FFT(p), onde o vetor de amplitudes

modais A apresenta a solugio respectivamente para o equilibrio dindmico do sistema.

Nos proximos itens serdo mostrados como representar uma excitacdo dindmica que
corresponda a uma funcdo discretizadas no tempo, e apresentar sua mudanca de dominio
através do uso da FFT .

4.4.1 Carregamento Harmonico

Uma excitacdo harménica é uma combinacdo linear de seno e cosseno com mesma

frequéncia. Adotando uma excitagdo como expressa pela Eq.(4.1).

p(t) =bsin(wt) 4.15

Onde b esta associando a amplitude e @ a frequéncia da excitacdo dindmica, temos.

A U A A A A A A AU A A
] ‘ t ¥ ] \ Pt FY i1 Y i1 FY Y
15(7 0 W S U A U A SN A NN S N S SN S SN SN SN R S
SR 08 W 0 U A T W O T Y 0 R W O S R
S U N A O A O A O O R O R O R S A O
i 1 H 1 ] 1 i i N 1 ¥ H
S A Y Y R W A
wl A ! L ! ! \ ! ! ! byl
A \j | \J\ ‘U 1 "ull \J\’ ‘\.r/\ \1.}' L ‘\;/ ‘!z \J! ‘U o)
Tempo s
! T T
oy ]
0B [ .|
ol & |
Exw_ .:i 7
@ os- o -
E i
50 ]
= 03 |lI —
0z i‘, -
IR}
A \-“—u. L | i
[J bl
o rad/s
Figura 4.4 FFT para um carregamento Harménico — Fung&o seno.
Ja se expressarmos a excita¢do dinamica por:
p(t)=acos(mt) 4.16

Temos neste caso a associado entdo a amplitude.
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Figura 4.6 FFT para um carregamento Harménico — Fung&o seno e cosseno.
Tendo entdo a excitacdo expressa por seus valores representativos no dominio do

tempo, podemos entdo proceder a avaliacdo deste vetor no dominio da frequéncia a partir
da transformada rapida de Fourier, sendo seu espectro de resposta mostrado na figura

abaixo.



4.4.2 Carregamento Periddico

Considere uma excitacdo periédica ndo harménica p(t), a qual representa uma

forga, um torque ou um deslocamento de base.

p(t)
e R
T~
-
SR
-
e

1

-z

«
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=X
e
=z

Ten;po s

L L L | 1

25
® rad/s

Figura 4.7 FFT para um carregamento Periddico.

Um carregamento periédico qualquer pode ser expresso na forma de uma série de
Fourier.

p(t)=a,+ iam cos @t +ibn sina t 4.17
n=1 n=1
Com
1,7 2 T, _ 2 T .
aozT—p_[0 p(t)dt, an:ﬁj.o p(t)cosa, tdt, bn=_|_—p'|‘0 p(t)sina, tdt 4.18

Neste caso de excitacdo a resposta fica dependente de n termos que serdo utilizados

entdo para aproximar a fungdo periddica pela Série de Fouirer.

4.4.3 Carregamento Geral

Ja para um carregamento geral, podemos assumir que ele seja transiente ou
impulsivo, pois 0 mesmo apresenta amplitude extremas em tempo de duragdo muito curto,

podemos caracterizar este tipo de excitagdo como uma fungéo por partes definidas entre
um dominio valido.
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Figura 4.8 FFT para uma carregamento Impulsivo.
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Capitulo 5

Avaliacao dos Resultados

5.1 Awvaliacdo da Curva de Ressonancia

Neste presente capitulo serdo apresentados alguns exemplos numéricos analisados
por Clough e Penzien (1993), e verificar a resposta do espectro a partir da formulacéo
desenvolvida neste trabalho para sistemas dotados de amortecimento do tipo viscoso

proporcional e ndo proporcional.

Para facilitar a interpretacdo, os resultados sdo organizados partindo da resposta do
espectro na frequéncia de ressonancia para um dado modelo, onde se tem as frequéncias e
amplitudes criticas, logo entdo é possivel verificar a resposta a partir de um histérico
deslocamento dado no dominio do tempo onde se avalia a amplitude do deslocamento
induzindo a estrutura a uma excitacdo harmonica na frequéncia de ressonancia por um
longo periodo, podendo entdo comparar a resposta dada no dominio da frequéncia e pela
dada no dominio do tempo. Tendo entdo as frequéncias e as amplitudes criticas obtida
pelo método do balango harménico na frequéncia de ressonancia procedesse a avaliagdo do
espectro para varios modelos de carregamento a fim de comparar as suas respectivas

amplitudes maximas com as amplitudes criticas da frequéncia de ressonancia.

Os resultados foram comparados a resposta no tempo para sistemas dotados de
amortecimento proporcional através da ImFT Camargo (2008), e para os dotados de
amortecimento ndo proporcional através do método das Pseudo-Forcas, tendo como base o
trabalho realizado por Santolin (2006) onde ao concluir a analise sdo comparados

resultados com os fornecidos pela bibliografia.
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5.2 Avaliacdo da Curva de Ressonancia para Sistemas

Dotados de Amortecimento Proporcional

Seréo analisados no item (5.2.1) e (5.2.2) dois modelos estruturais discretos dotados
de amortecimento viscoso proporcional, com o intuito de avaliar os resultados do espectro
de resposta.

O modelo 01 consiste em um sistema com um unico grau de liberdade, onde procura
se avaliar o espectro de resposta obtido pelo método proposto no dominio da frequéncia e
compara-lo com um espectro obtido de forma indireta no dominio do tempo, onde se faz
incrementos de @ avaliando a amplitude de deslocamento.

Apoés esta fase de analise e verificacdo dos resultados, procedesse entdo para modelos
estruturais discretos maiores, por exemplo, o modelo 02, ou seja, com varios graus de
liberdade, variando entre eles o tipo de carregamento ou excitagdo dindmica, como pode
ser avaliados a partir do item (5.2.2).

5.2.1 Modelo 01

O modelo estrutural apresentado na figura (5.1) pode ser tratado com um sistema de

um anico grau de liberdade. Onde os seguintes parametros sdo assumidos, expresséo (5.1).

p(t) 2000 Kg
ﬁ
U
1,5792 MN/m
0,3948 MN /m
e verd

Figura 5.1 Modelo estrutural discreto — Modelo 01.

M =2000Kg , K=1,974MN/m, ¢&=1.0% 5.1
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O mesmo modelo foi apresentado por Santolin (2006), porem com a resposta dada no
dominio do tempo. Por mais que seja um sistema dotado de um Unico grau de liberdade,

pelo método do balanco harménico ele é tratado de forma implicita, pois o vetor de

amplitudes modais depende dos coeficientes A e B, .

Os parametros assumidos para avaliar o espectro de resposta na frequéncia de

ressonancia e montar o vetor de forgas de referéncia adota-se um carregamento harmonico,

dado p(t)=100sin(wt) por um periodo de 15,0 segundos com incremento de tempo

At =0.01 segundos. O tempo total da analise foi estendido para se avaliar a amplitude no

regime permanente com a estrutura em vibracéo livre.

52.1.1 Espectro de Resposta na Frequéncia de Ressonancia

A frequéncia natural do sistema @, =31,42rad/s vai ser assumida para entdo

montar o vetor de excita¢do dindmica ou de forca de referéncia.
Na figura (5.2) temos a resposta avaliada de forma indireta através da resposta no
tempo, variando ou fazendo incremento de , desta forma temos o espectro de resposta

para 0 modelo 01 com 20 incrementos de @ .

x10°

25+

05 i

o rad/s

Figura 5.2 M01, @, - Espectro de resposta Modelo 01, com 20 incrementos de .

Na figura (5.3) temos o histérico de deslocamento para 0 modelo 01 assumindo o, = ®.
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Figura 5.3 M01, @, - Historico de deslocamento na frequéncia de ressonancia -

@, =31,42rad/s - DOF,.

Na figura (5.4) temos a resposta em frequéncia, obtida pelo método proposto, onde é

possivel verificar a coeréncia entre o resultado apresentado na figura (5.2) e (5.3).

-3
3x1D |

25+

0.5

mmmmmmm——————

it - purmm 1 e s
U0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.4 M01, @, - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), o, =31,42 rad/s,

|U_, |=0.00257m.
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Consegue-se observar que a amplitude dos deslocamentos avaliados pela resposta no
dominio do tempo foi 0,00252m e a resposta do espectro foi de 0,00257m. Com isso
temos assegurado a convergéncia e precisao do método proposto, onde 0 mesmo sera entéo
no decorrer deste capitulo avaliado para outros modelos estruturais discretos.

O tempo necessario para obter o espectro de resposta através do método do balango
harmonico foi, de 0,019657 segundos. Se formos obter a resposta no dominio do tempo
usando integracdo direta tem-se 0,009196 segundos. Esta diferenca de resultado se deve,
pois a resposta no dominio do tempo ja tem seus coeficientes avaliados de forma implicita
no caso do método do balanco harmonico ele ainda precisa resolver um sistema de

equacdes lineares para entdo obter os coeficientes associado ao equilibrio dindmico do

sistema.

Na figura (5.5) temos entdo a relagdo entre Fase ¢ e frequéncia @ dado no intervalo

relativo a analise.

100 T I I 1 1 T 1

80}

60

40

20

Phase DOF1
(o]

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.5 M01, @, - Relagéo entre Fase ¢ e Frequéncia @ via HBM.

E possivel avaliar o decaimento da resposta em relagdo a uma frequéncia inicial @, e um

ganho da resposta a partir de @, , que respectivamente corresponde a frequéncia natural do sistema.
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5.2.2 Modelo 02

O sistema estrutural discreto aqui apresentado pela figura (5.6) é tratado pela
bibliografia como Shear Building sendo analisado por Clough e Penzien (1993), Santolin
(2006), e sera submetido a varios modelos de carregamentos dinamicos a fim de obter e

verificar quais sdo as frequéncias e as amplitudes criticas para cada caso de carregamento.

p(t) 1,0 Kip-s?/pol
—

Uq
600 Kips/pol

1,5 Kip - s?/pol

Uy

1200 Kips/pol

2,0 Kip - s?/pol

Uus

1800 Kips/pol

Figura 5.6 Modelo estrutural discreto — Modelo 02.

O sistema de unidade utilizado naquele trabalho sera mantido para fins de
comparacgao.
O sistema apresenta os seguintes coeficientes para a matriz de massa discreta M .
1,0 0,0 0,0
M =00 15 0,0 |Kip-s?/pol 5.2
0,0 0,0 2,0

Para a matriz de rigidez K.

600,0 —-600,0 0,0
K=|-600,0 1,800 -1200,0 |Kips/pol 5.3
0,0 -1200,0 3000,0
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Ja quanto a matriz de amortecimento C foi assumido um amortecimento de 5%
para 0s modos 1 e 3, resultando desta forma em uma matriz de amortecimento
proporcional em coordenadas fisicas:

2,09 -0,99 0,0
C=|-0,99 4,63 -1,98|Kip-s/pol 5.4
0,0 -198 7,16

Ja os parametros associado a discretizacdo do tempo e frequéncia de amostragem séo
mantido para todos os casos, onde somente varia a carregamento. O intervalo de tempo
adotado para analise foi de At=0,001 segundos, tempo de andlise de 3,0 segundos. Ja
para obter os espectros os parametros foram definidos N =3072 e a frequéncia de

amostragem F, =100.

As respectivas frequéncias naturais foram obtidas a partir da solucdo do problema de
autovalor e autovetor, pois sera utilizada para comparar com as obtidas pelo espectro de

resposta. Onde @ =14,52rad/s, @, =31.05rad/s e w,=46.09rad/s.

A partir do modelo 02 ja definido, entdo se da inicio a obtencdo da resposta para
varios modelos de carregamento isolados ou combinados, onde o objetivo é avaliar quais

sdo as amplitudes maximas |U_, | e compara-las com as amplitudes criticas |U, | na

frequéncia de ressonancia @, esta por sua vez correspondente com a primeira frequéncia

rit

natural do sistema @, , onde n=1.

Seréa utilizada a seguinte designacéo para as amplitudes, onde o resultado avaliado no
dominio da frequéncia e dado a partir das amplitudes modais em modulo |U |, é para o

dominio do tempo temos entdo associado aos deslocamentos hora representado por u .

52.2.1 Espectro de Resposta na Frequéncia de Ressonancia

Na figura (5.7) temos entdo um carregamento harmoénico mantendo-se a amplitude

porem na frequéncia de ressonancia a., =14,52rad/s, onde é possivel verificar a

crit

amplitude critica |U_,, | que teremos como resposta na fase permanente.
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Tendo a figura (5.7) e (5.8), podemos verificar que ambas apresentam a mesma

amplitude, diante de um carregamento harmonico na frequéncia de ressonancia ,

validando mais uma vez os resultados, porém com a resposta dado em dominios diferentes.

25+

10
Tempa

1 1 + + -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.7 M02, @,,;, - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), ., =14,50 rad/s,

|U,, |=0.00257m.

Na figura (5.8) temos o histdrico de deslocamento para 0 modelo 02 assumindo o = a,

rit

Hstorico de Deslacamento DOF,

Deslocamento
o

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo

Figura 5.8 M02, @, - Historico de deslocamentos na frequéncia de ressonancia - (DOF_1).
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Na figura (5.9) temos o espectro de resposta para 0 modelo 02 assumindo @ = a,

rit ?

para todos os graus de liberdade, onde e possivel avaliar que as amplitude de resposta.

----DOF1
A ---DOF,
25+ i ----DOF,
i
2 i 2
iad
Ei5 £ J
5 I
fii
if \
1 fod-ihy
it 1
Fr 'p HA
f;' \.‘I\\\
0'5_’"‘// \ K
0. L I I \k -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s
Figura 5.9 M02, @, - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @, € |U, . |-

Observa-se 0 espectro de resposta como mostrado na figura (5.7) ou (5.9), e
comparando o, por exemplo, com 0 espectro de resposta de um dado carregamento e
possivel avaliar a relacdo entre as amplitudes em uma frequéncia @ qualquer, com a
frequéncia de ressonancia @, onde entdo as amplitudes serdo criticas | U

crit | .

Na figura (5.10) tem-se a relacdo entre Fase ¢ e frequéncia » para o modelo em anélise.

200

B0 N

Phase DOF1
o
T

20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.10 M02, @,,, - Relacéo entre Fase ¢ e Frequéncia @ via HBM - (DOF_1).
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Nos préximos itens vamos avaliar o espectro de reposta do modelo 02, e qual é a

influéncia do modelo de carregamento na amplitude de resposta do sistema, também como
avaliar a resposta dada no dominio do tempo pelo método proposto.

5.2.2.2 Caso 1 - Resposta Permanente a um Carregamento Harménico

O vetor de forgas de referéncia € montado a partir de uma funcdo harmoénica

p(t)=100sin(5,0t) tal como apresentado por Santolin (2006), atuando de modo

pertinente a excitar a estrutura, ou seja, atuando durante todo o periodo definido pela
analise.

Nas figuras (5.11) é possivel verificar as amplitudes |U ., | no espectro de resposta
provocado pelo carregamento harmdnico.

T

| 1 +
20 25 30 35
o rad/s

40 45 50

Figura 5.11 M02, CO1 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), m,;, =14,50 rad/s,
U, [=1,681in.

A figura (5.12) mostra a resposta do espectro para todos os graus de liberdade
sobrepostos. Onde ¢ possivel verificar que a frequéncia critica w,,, € comum a todos oque
esta coerente, e a amplitude maxima |U,, | é dada no grau de liberdade 1 (DOF_1), que
corresponde ao ponto de atuagéo do carregamento.
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Figura 5.12 M02, C01 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @, € |U, 4 |-

rit

Na figura (5.13) temos o histérico de deslocamento u(t)obtido para o grau de

liberdade (DOF_1), mediante uma excitacdo harmdnica pela ImFT e pelo HBM.

HISTORICO DE DESLOCAMENTO

Deslocamento
A

~ImFT| |
-+-HBM

05 1 I I | 1
0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 5.13 M02, C01 - Histérico de deslocamentos u(t) - ImFT /HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.1) é comparada a amplitude |U, . | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_. | na frequéncia de ressonancia.

crit
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5.2.2.3 Caso 2 - Resposta Permanente a um Carregamento Periodico

O vetor de forcas de referéncia agora € montado a partir de uma funcdo periddica

w [ n+l
dada p(t):%z‘%sinnwt tendo a amplitude h =100, frequéncia de excitacdo
n=5

®»=>5,0rad/s e n=5, obtendo assim a expresséo final, tal como mostrado abaixo:

i 200(—sin (5t)— ;sin (10t) - ;sin (15t) - lllsin (20t) - ;sin (25t))

p(t)=

T

Nas figuras (5.12) e (5.13) é possivel verificar as amplitudes no espectro de resposta

provocado pelo carregamento periddico.

05 T T 0 05 1 Tz‘mqu 2 25 3
0.45 B
0.4~ f mpo
z
0.35} i ,
I “o wm.ow 2 3
T 03 i
g =.
= 0.25- : " il
bl )
_E 4
2 02- /‘ '.\ 1
J
0.15- \‘ —1
N -__/
0.05 i 1
0 I i I I i . -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

o rad/s

Figura 5.14 M02, CO2 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), @, =14,50 rad/s,

rit

|U_, |=0,490in.

A figura (5.15) mostra a resposta do espectro para todos os graus de liberdade

sobrepostos.
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Figura 5.15 M02, C02 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @, € |U, . |-

rit

Na figura (5.14) temos o histérico de deslocamento obtido para o grau de liberdade

(DOF _1), mediante um carregamento periodico pela ImFT.

02
s o
fo2
H

.04
B

05 T T T

Deslocamento

- ImFT
-+—HBM
-1 1 1 I 1 1

0 05 1 15 2 25 3

Ten"lpo

Figura 5.16 M02, C02 - Histdrico de deslocamentos u(t) - ImFT /HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.1) é comparada a amplitude |U, . | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.
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5224 Caso 3 - Resposta Permanente a um Carregamento Transiente

O vetor de forcas de referéncia € montado a partir de uma funcédo por partes, com a

finalidade de representar um carregamento impulsivo tipo triangular dado pela expressédo

im(t)+1oo—>ostso,05

p(t)=1 0,05
0,00 —»0,05<t<3,00

tal como apresentado por Santolin (2006, p. 70).

A amplitude do carregamento acima e idéntica a amplitude adotada para os outros

dois carregamentos anteriormente abordados.

Nas figuras (5.15) é possivel avaliar a amplitude |u,. | no espectro de resposta

provocado pelo carregamento transiente tipo impulsivo.

25 n R 05 T N
1 !
i =
P g
H 3
i 2 ‘ :
bl [ _
g i €
o Py 5 s
g 15~ P a o5 i oy
=) i
- oo
1 ! \
/ \
;F 1
O.SJ K
O 1 1 1 | | 1 . |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.17 M02, C03 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), a,;, =14,50 rad/s,
|U,» =2,591in.

A figura (5.18) mostra a resposta do espectro para todos os graus de liberdade

sobrepostos.
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Figura 5.18 M02, C03 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @, € |U, . |-

Na figura (5.19) temos o historico de deslocamento obtido para o grau de liberdade

= Pavimento 3 - Met. Proposto
— Pavimento 3 - Met. ImFT

(DOF _1), mediante um carregamento transiente.

AN
m ‘ ——Pavimento 3 - Met. Wilson

0.15
01+
£ 005
@
£
g
o
g o
-0.05" 1
. - ImFT
Mét. Proposto -+~ HEM
o1 05 1 15 2 25 3
Tempo

Figura 5.19 M02, C03 - Histérico de deslocamentos u(t) - ImFT /HBM - (DOF_1).

Também na figura (5.19) € possivel avaliar o histérico de deslocamento dado pela

formulacdo no dominio da frequéncia e compara-lo com os resultados apresentados por

Santolin (2006, p. 71).
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Sendo o amortecimento do tipo viscoso proporcional é possivel ainda avaliar o
tempo de processamento para obtencdo das solucdes para equilibrio dindmico do sistema
por trés métodos, onde o método classico apresenta 0,2787 segundos, ImFT 0,8556

segundos é o pseudo-forcas 0,1128 segundos ambos implementado neste trabalho.

Na tabela (5.1) € comparada a amplitude |U, . | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.

5225 Caso 4 - Resposta Permanente a uma Combinacao de Excitacoes

Neste item serd avaliado o espectro de resposta quando ocorrer carregamentos

combinados. Serdo adotados dois casos para carregamentos combinados. O caso (4a)

consiste em um carregamento tipo transiente p,(t) e tipo harmonico p,(t). O caso (4b)

adota-se p,(t) e p,(t) do tipo harménico porem com frequéncias « diferentes. As

expressoes que se referem ao carregamento combinado caso (4a) podem ser avaliadas pelas

expressdes (5.5) e (5.6), ja para o caso (4b) nas expressdes (5.7) e (5.8).

Na figura (5.18) temos o mesmo sistema estrutural mostrado anteriormente figura

(5.5), porem agora com carregamentos combinados.

p1(t)

)
1,0 Klﬁ s /eol .

Ug
600 Kips/pol

p2(t) | 1,5 Kip - s?/pol

—) I —
Uy

1200 Kips/pol

ZiO Kig-szmol
—

Us

1800 Kips/pol

Figura 5.20 Modelo estrutural discreto — Modelo 02 para caso de carregamentos combinados.
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Todas as propriedades como massa, amortecimento e rigidez sdo idénticas as do

modelo 02 que pode ser verificada na figura (5.5), assim como parametros associados a

analise para obtencédo da resposta.

5.2.25.1 Caso 4a

Os carregamentos a serem combinados p, (t) tipo transiente e p, (t) tipo harmonico,

ambos atuam em um determinado intervalo de tempo, mostrado na expressao (5.5) e (5.6).

100-50(t) > 0<t<1,00
p(t)=1 10-100<t<150
0—>1,5<t<300

5.5

A amplitude de ambos os carregamentos sdo mantidas idénticas a analises anteriores.

(t)= 100sin(5t) > 0<t < 2,50
P2{8)= 0,00 - 2,50<t< 3,00

5.6

Nas figuras (5.19) e (5.20) € possivel verificar as amplitudes no espectro de resposta

provocado pelos carregamentos combinados para o caso (4a).

35

Srar

| mﬁﬁmmvwmm

5 10 15 20 25 30 35
o rad/s

Figura 5.21 M02, C04a - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), a,

|U_, |=3,466in.

45

50

=14,50 rad/s,
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A figura (5.20) mostra a resposta do espectro para todos os graus de liberdade sobrepostos.

----DOF
----DOF
---.DOF

max

Figura 5.22 M02, C04a - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @, € | U, 4 |-

rit

Na figura (5.21) temos o histdrico de deslocamento obtido para o grau de liberdade

(DOF _1), mediante aos carregamentos combinados.

Deslocamento

‘-*--HBM ‘

R I I I I
0'40 05 1 1.5 2 25 3

Terﬁpo

Figura 5.23 M02, CO4a - Historico de deslocamentos u(t) - ImFT / HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.1) € comparada a amplitude |U, . | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.
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5.2.25.2 Caso 4b

Agora 0s carregamentos a serem combinados p, (t) e p,(t) sdo harmonico, ambos
atuam em um determinado intervalo de tempo como mostrado na expressao (5.7) e (5.8).

p, (t) =100sin(3,5t) >0 <t <3,00 5.7

A amplitude de ambos os carregamentos sao mantidas idénticas.

100sin(5t) > 0<t<1,25
p,(t)= 5.8
0,00 > 1,25<t<3,00

Nas figuras (5.24) e (5.25) é possivel verificar as amplitudes no espectro de resposta

provocado pelos carregamentos combinados para o caso (4b).

spe sposta-DOF,
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; \
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o rad/s

Figura 5.24 M02, C04b - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), ,,;, =14,50 rad/s,

|U_, |=2.269in.

A figura (5.25) mostra a resposta do espectro para todos os graus de liberdade sobrepostos
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Figura 5.25 M02, C04b - Espectro de resposta HBM - (DOF_1,2¢e3), @, € |U, 4 |-
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Na figura (5.26) temos o histérico de deslocamento obtido para o grau de liberdade

(DOF _1), mediante um carregamento periodico.

HSTORICO DE DESLOCAMENTO

1 T T

0.8

Deslocamento

Figura 5.26 M02, C04b - Historico de deslocamentos u(t) - ImFT / HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.1) é comparada a amplitude |U, . | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.
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5.2.2.6 Resultados

Para melhor avaliar os resultados obtidos em relagéo a amplitude critica |U_, | na
frequéncia de ressonancia e a amplitude maxima |U,, | para um dado modelo de

carregamento temos os resultados obtidos como mostrado na tabela (5.1) onde se observa:

Tabela 5.1 Amplitudes e deslocamentos maximos em funcéo do carregamento

ImFT HBM
Modelo de Excitacdo

|Umax| |umax| |Umax|

Ressonancia | U 2,613 | 2.613 | 2,678 | 2.682

crit |

Harmonico 0.4661 | 1,681 | 0.4246
Periddico 0.4828 | 0,490 | 0.4349
Transiente 0.1067 | 2,591 | 0.0984
Caso 4a 0.7030 | 5,151 . | 0.6326
Combinado
Caso 4b 0.6207 | 3,466 0.5606

crit

A partir da tabela (5.1) podemos observar que as amplitudes méximas U, | sdo

dadas quanto temos carregamentos transientes, os valores ainda ficam mais distintos
qguando estes carregamentos transientes passam a ser combinados, como mostra a tabela
para o0 caso (4a). Verifica-se também que nestes casos as amplitudes produzidas por estes

carregamentos ultrapassam as amplitudes criticas |U obtidas na frequéncia de

crit |

ressonancia.

Quanto ao histdrico de deslocamentos u(t) tem-se que a situagdo mais desfavoravel,

como mostrado no espectro de reposta o carregamento Combinado do Caso 4a, onde temos
um carregamento impulsivo que atua em um curto intervalo de tempo, combinado com um

carregamento harmonico excitando a estrutura de forma pertinente.

Também consegue se verificar que a resposta no dominio do tempo fazendo usos do

HBM, converge em relacdo aos resultados fornecidos pela ImFT.
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5.3 Avaliacdo da Curva de Ressonancia para Sistemas

Dotados de Amortecimento N&o-Proporcional

As proximas analises pretende averiguar a resposta do espectro frente a sistemas

dotados de amortecimento viscoso ndo proporcional.

O modelo 03 consiste em um sistema com as mesmas propriedades atribuidas ao
modelo 02, porem sendo acrescentado um amortecedor discreto no primeiro grau de
liberdade (DOF_1), onde a metodologia de avaliacdo dos resultados consiste em verificar o

espectro na frequéncia de ressonancia @, , para entdo comparar a amplitude critica | U

crit |

com a amplitude maxima |U__ |dada em funcdo do carregamento adotado.

max

O modelo 04 apresenta novas propriedades relacionadas a massa e rigidez do
sistema, porem o amortecimento agora e adicionado ao grau de liberdade 02 (DOF_2) e 03

(DOF _3), passando a ser uma combinacdo apresentada em quatro (04) casos distintos.

5.3.1 Modelo 03

Dada a figura (5.27) podemos observar que o grau de liberdade 01 (DOF 1), foi

adicionado um amortecedor discreto onde c, =20,0Kip-s/pol, desta forma o problema

ndo pode ser mais avaliado utilizando técnicas baseadas em superposicdo modal. A
solucdo agora fica basicamente restringida ao uso do método do balango harménico HBM

e das Peudo-Forcas.

Quanto ao modelo de carregamento a ser avaliado, sera adotado somente dois casos.
O primeiro consiste em uma excitagdo harmdnica a mesma descrita no item (5.2.2.2) e um
carregamento transiente mencionado no item (5.2.2.4). Optou-se por reduzir a analise a
estes dois carregamentos, pois ambos apresentam as maiores amplitudes como se procedeu

a avaliacdo das respostas anteriores.
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p1(t) 1,0 Kip - s?/pol
— 3.,

c1 |c1 =20 Kip-s/pol t

600 Kips/pol

1,5 Kip - s?/pol

IR —>
Uy

1200 Kips/pol

2,0 Kip - s?/pol

Uz

1800 Kips/pol

Figura 5.27 Modelo estrutural discreto — Modelo 03.

Sendo a matriz de massa e rigidez ja apresentada nas expressoes (5.2) e (5.3), temos
entdo a matriz de amortecimento com amortecedor discreto acrescentado, como mostra a
expressao (5.9).

22,09 -0,99 0,0
C=|-0,99 4,63 -1,98|Kip-s/pol 5.9
0,0 -1,98 7,16

A inclusao do amortecedor discreto faz com que se some o valor de ¢, ao termo C,,

da matriz de amortecimento.

53.1.1 Espectro de Resposta na Frequéncia de Ressonancia

Na figura (5.26) temos entdo um carregamento harmonico mantendo-se a amplitude

porem na frequéncia de ressonadncia @, =14,52rad/s, onde é possivel verificar a

amplitude maxima | U, | que teremos como resposta na fase permanente.
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Tendo a figura (5.26) e (5.27), podemos verificar que ambas apresentam a mesma

amplitude, diante de um carregamento harmonico na frequéncia de ressonancia a,

Figura 5.28 M03, @,

Egp eposta- D0 o2
0.35 : : i
£ o

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

.+ - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), @,

|U,, [=0,3244in .

rit *

=14,50 rad/s,

Na figura (5.27) temos o historico de deslocamento para 0 modelo 03 assumindo @, = @.

Deslocamento

™
. A G
HSTORICO DE DESLOCAMENTO § oz / \
0.4 T T T i E A
fou / N\
¢ /s \\
03 // '\
[ Aj/ - Pae
02 4l 1 : 01z o 018 018 ler:pzo 0z 024 026
0.1
0 A
01-
0.2 : 1 ! AN E : 1111
-0.3 AEBBEE
. Pdeurce
04 ' ' : L w L |--~HBM |
"0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo

Figura 5.29 M03, @, - Histérico de deslocamentos HBM - (DOF_1).

rit
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Nas figuras (5.28) é possivel verificar as amplitudes no espectro de resposta
provocado pelo carregamento harmonico na frequéncia de ressonancia para cada um dos
graus de liberdade (DOF_n).

0.35

Figura 5.30 M03, a,;, - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 € 3), w,,, € |U

crit | '

rit

200 T T

150 s s e ‘ — — T~

O N
N T N NG

Phase DOF1
o

i |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.31 M03, @,,, - Relacéo entre Fase ¢ e Frequéncia @ via HBM - (DOF_1).
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53.12 Caso 1 - Resposta Permanente a um Carregamento Harmaénico

A figura (5.29) apresenta a resposta do espectro para um carregamento harmoénico

tendo p(t)=100sin(5.0t).

0.25 T T

Deslocamento

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
w rad/s

Figura 5.32 M03, CO1 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), @, =14,50 rad/s,

rit

|U,,, |=0,195in.

A figura (5.30) apresenta a amplitude maxima |U, , | para cada um dos graus de

liberdade.

0.25 T T T

----DOF,
---.DOF

0.2

0.15

max

Ul

0.1

0.05

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.33 M03, CO1 - Espectro de resposta - (DOF_1, 2 e 3), @, € | U, 4 |-

rit
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Na figura (5.31) temos o historico de deslocamento obtido para o grau de liberdade
(DOF_1), mediante uma excitagdo harmonica pela pseudo-forcas.

HSTORICO DE DESLOCAMENTO o4
0.4 T T T T 03
03
0.2

0.1

0s

Deslocamento

-0.1

-0.2

-0.3

" F’deorce q
——HBM
0.4 1 | 1 1

0 05 1 15 2 25 3

Figura 5.34 M03, CO1 - Historico de deslocamentos u(t) - P_Force / HBM - (DOF_1).

5.3.1.3 Caso 2 - Resposta Permanente a um Carregamento Transiente

A figura (5.32) apresenta a resposta do espectro para um carregamento harménico dado

~290 4y 4100 > 0<t<0,05

pela expressdo p(t)=+< 0,05
0,00 »0,05<t<3,00

1
Especo de Resposts DOF, g ;
0.35 %
1

03

0.25

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o rad/s

Figura 5.35 M03, C02 - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), a,;, =14,50 rad/s,

rit

|U,,, |=0,3176in.
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A figura (5.33) apresenta a amplitude maxima |U,, | para cada um dos graus de

liberdade.

0.35 . . :
L._DOF

max

|

cJ0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o radls

Figura 5.36 M03, CO2 - Espectro de resposta - (DOF_1, 2 e 3), a,;, € | U, |

Também na figura (5.37) € possivel avaliar o histérico de deslocamento dado pela

formulacdo no dominio da frequéncia e compara-lo com os resultados apresentados por

Santolin (2006, p. 81).

f)‘\ —Pavimento 3 - Met. Proposto
006 — Pavimento 3- Met. ImFT |
0.08 (\\ —Pavimento 3 - Met. Wilson
0.05- . oo
i i
004 f o
i i
E . P
o 0-03'-; ! (3 R 15 2 25 3
E 0.02 é
024 002 \f =
§ i Santolin, (2006, p. 81)
2 H
o 3 004
2 0.01 B Tempals)
°
-0.01+- 1
-0.021 Mét. Proposto + Psd orce
——HBM
003 05 1 15 2 25 3

Terﬁpo

Figura 5.37 M03, C02 - Histdrico de deslocamentos u (t) - P_Force / HBM - (DOF_1).
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5.3.14 Resultados

Para melhor avaliar os resultados obtidos em relagdo a amplitude critica |U_. | na

crit

frequéncia de ressonancia e a amplitude maxima |U,, | para um dado modelo de

carregamento temos os resultados obtidos como mostrado na tabela (5.2) onde se observa:

Tabela 5.2 Amplitudes e deslocamento maximos em fungéo do carregamento

Pseudo-Forcas HBM
Modelo de Excitacao
|Ucrit | |uméx | |Ucrit | |uméx |
Ressonancia |uy, | 0,303 0,303 0,324 0,324
Harménico 0,3188 0,195 0,3188
Transiente 0,0571 0,317 0,0571

Avaliando as amplitudes maximas |U ., | dadas em funcéo do tipo de carregamento
podemos verificar que estas se apresentam menores que a amplitude critica |U,, | na

frequéncia de ressonancia. Se compararmos com a amplitude do sistema sem adicdo do

amortecedor discreto para o caso do carregamento transiente |U . |=2.591in dado na

tabela (5.1), e compararmos com o valor apresentado na tabela (5.2), tem-se uma reducéo

significativa na resposta do sistema, relacionado entdo com a amplitude maxima |U, ., |.

Quanto a histérico de resposta, 0 método HBM proposto neste trabalho, apresenta
bons resultados se compararmos com a resposta obtida pelo método das Pseudo-Forgas.
Onde se percebe a Unica diferenca relativa acontece quanto a resposta da estrutura e
avaliada sobre a frequéncia de ressonancia, conforme abordagem do método das Pseudo-
Forgas 0 mesmo tem sua resposta em um dominio onde os deslocamentos véo de pequenos
a moderados, oque ndo acontece com uma estrutura excitada na frequéncia de ressonancia,

por isso os resultados apresentam divergéncia em seus respectivos valores.
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5.3.2 Modelo 04

O modelo a ser analisado agora consiste em um modelo estrutural discreto que sera

. _ i 100—»0<t<0,1 _
submetido a um carregamento impulsivo p(t)= 0.00 - 01<t <300’ para avaliar a

resposta obtida pelo método proposto com o apresentado por Santolin (2006, p. 84).

O grau de liberdade 01 (DOF_1) segue como nos modelos anteriores. O que se difere
dos anteriores é que neste modelo 04 aos graus de liberdade 02 (DOF_2) e 03 (DOF_03)

serdo adicionados amortecedores discretos ¢, e c,, onde se pretende avaliar a influéncia
que o amortecedor pode trazer em relacdo a amplitude maxima |u,, | obtida pelo espectro

de resposta.

A figura (5.35) apresenta 0 modelo estrutural que sera entdo avaliado a resposta em fungédo

da amplitude méxima |u,., | variando pardmetros associados ao amortecimento.

t ip - 52
p. () p1(t) 1,0 Kip - s*/pol

A Uy
100

600 Kips/pol

i
|
L 1,5 Kip * s?/pol
- T >
0.1 t(S) §_| Uy

1200 Kips/pol

: 2
Caso | ¢, Kip-s/pol | ¢, Kip-s/pol §_| 2,0 Kip - s /pol

{ R >
Usz
Caso la 0,00 0,00 3
Caso 1b 10,0 10.0 )
Caso 1c 10,0 20,0 1800 Klps/pol
Caso 1d 10,0 100,0

Figura 5.38 Modelo estrutural discreto — Modelo 04.

Neste modelo 04 optou-se por verificar somente o carregamento transiente, pois 0
mesmo apresenta as maiores amplitudes em relacdo demais modelos de carregamento ja

analisados, mesmo considerando a amplitude maxima em relacdo a frequéncia de
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ressonancia. Na tabela (5.3) mostrada abaixo, € possivel verificar os valores pelo quais se

optou somente por analisar a resposta para excitacdes transientes.

Tabela 5.3 Amplitudes méaximas em relacdo a frequéncia de ressonancia

c Pseudo-Forcas |U., | HBM |U,, |
N =1024 N =1024 | N =3072
Caso la 3,22 3,869 3,435
Caso 1b 0,981 1,110 0.979
Caso 1c 0,900 1,000 0,890
Caso 1d 0,654 0,652 0,655

Os valores mostrados na tabela (5.3) sdo para carregamento harménico como

apresentado nas analises anteriores, na frequéncia de ressonancia.

5.3.21 Caso la - Resposta Permanente a um Carregamento Transiente

Os amortecedores discretos c, e c, adicionados a matriz de amortecimento, sem
contabilizar a suas contribuicdes, ou seja, ¢, =c, =0, sendo a matriz de amortecimento do

sistema dada pela expresséo (5.10).

31 -31 0,0
C=(-31 89 -58|Kip-s/pol 5.10
0,0 -58 16,4

Quanto ao vetor de forgas de referéncia € o mesmo foi apresentado no item (5.3.2),

sendo este 0 mesmo utilizado em todos os quatro (04) casos.

Na figura (5.39) é possivel entdo avaliar a resposta do espectro para um

carregamento impulsivo, e avaliar a sua respectiva amplitude maxima |U _,, |.
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Figura 5.39 M04, CO1a - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), @, =15,0 rad/s,

|U_, |=369in.

A figura (5.41) apresenta a amplitude maxima |U, , | para cada um dos graus de

liberdade.

Espectro de Resposia

---.DOF,
---DOF,
---DOF,
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Figura 5.40 M04, CO1a - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @, € U4 |-



Também na figura (5.41) é possivel avaliar o historico de deslocamento dado pela
formulacdo no dominio da frequéncia e compara-lo com os resultados apresentados por
Santolin (2006, p. 86).

— Pavimento 3 - Met. Proposto
—Pavimento 3 - Mel. ImFT
ento 3 - Met. Wilsor

\/\/\/\/ A

Santolin, (2006, p. 86)

/

Deslocamento

= Pdeorce'
HBM

Mét. Proposto

05 1 15 2 25 3
Tempo

Figura 5.41 M04, CO1a - Histrico de deslocamentos u(t) - P_Force / HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.4) é comparada a amplitude |U, | dada pelo carregamento aqui apresentado,

e aamplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.

cri

5.3.2.2 Caso 1b - Resposta Permanente a um Carregamento Transiente

Os amortecedores discretos ¢, e ¢, adicionados a matriz de amortecimento, séo
agora contabilizados onde ¢, =10Kip-s/pol e c¢,=10Kip-s/pol, para o caso (1b),

sendo a matriz de amortecimento do sistema dada pela expressao (5.11).

31 -31 0,0
C=|-31 189 -58|Kip-s/pol 5.11
0,0 -58 26,4

Na figura (5.42) é possivel entdo avaliar a resposta do espectro para um

carregamento impulsivo, e avaliar a sua respectiva amplitude maxima |U _,, |.
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Figura 5.42 M04, CO1b - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), o, =15,0 rad/s ,

|U,,, |=1,643in.

A figura (5.43) apresenta a amplitude maxima |U, , | para cada um dos graus de

liberdade.

» de Resposia

Espectr

Figura 5.43 M04, CO1b - Espectro de resposta HBM - (DOF_1, 2 e 3), @,; € | U4 |-
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Também na figura (5.44) é possivel avaliar o historico de deslocamento dado pela
formulacdo no dominio da frequéncia e compara-lo com os resultados apresentados por
Santolin (2006, p. 88).

—Pavimento 3 - Met. Proposto
—Pavimento 3 - Met. ImFT
= Pavimento 3 - Met. Wilson
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03 05 1 15 2 25 3
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Figura 5.44 M04, CO1b - Historico de deslocamentos u(t) - P_Force / HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.4) é comparada a amplitude |U_, | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_. | na frequéncia de ressonancia.

crit

5.3.2.3 Caso 1c - Resposta Permanente a um Carregamento Transiente

Os amortecedores discretos ¢, e ¢, adicionados a matriz de amortecimento, séo
agora contabilizados onde ¢, =10Kip-s/pol e c¢,=20Kip-s/pol, para o caso (1c),

sendo a matriz de amortecimento do sistema dada pela expresséao (5.12).

31 -31 0,0
C=|-31 189 -58|Kip-s/pol 5.12
0,0 -58 36,4

Na figura (5.45) é possivel entdo avaliar a resposta do espectro para um

carregamento impulsivo, e avaliar a sua respectiva amplitude maxima |U _,, |.
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Figura 5.45 M04, C01c - Espectro de resposta HBM

Também na figura (5.47)
formulacdo no dominio da frequéncia e compara-lo com os resultados apresentados por

A figura (5.46) apresenta a amplitude maxima |u_,, | para cada um dos graus de liberdade.
Santolin (2006, p. 90).
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Figura 5.47 M04, CO1c - Histrico de deslocamentos u(t) - P_Force / HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.4) é comparada a amplitude |U_, | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.

5.3.24 Caso 1d - Resposta Permanente a um Carregamento Transiente

Os amortecedores discretos ¢, e c, adicionados a matriz de amortecimento, séo
agora contabilizados onde ¢, =10Kip-s/pol e c, =100Kip-s/pol, para o caso (1d),
sendo a matriz de amortecimento do sistema dada pela expresséo (5.13).

31 -31 0,0
C=|-31 189 -58 |Kip-s/pol 5.13
0,0 -58 116,4

Na figura (5.48) é possivel entdo avaliar a resposta do espectro para um

carregamento impulsivo, e avaliar a sua respectiva amplitude maxima |U_,, |.
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Figura 5.48 M04, C01d - Espectro de resposta HBM - (DOF_1), o, =15,0 rad/s,
A figura (5.49) apresenta a amplitude maxima |U, , | para cada um dos graus de

liberdade.
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Também na figura (5.50) é possivel avaliar o historico de deslocamento dado pela
formulacdo no dominio da frequéncia e compara-lo com os resultados apresentados por
Santolin (2006, p. 94).
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Figura 5.50 M04, C01d - Historico de deslocamentos u(t) - P_Force / HBM - (DOF_1).

Na tabela (5.4) é comparada a amplitude |U_, | dada pelo carregamento aqui

apresentado, e a amplitude |U_, | na frequéncia de ressonancia.

5.3.25 Resultados

Para avaliar os resultados obtidos em relacdo a amplitude critica |U na

crit |

frequéncia de ressonancia e a amplitude maxima |U,, | para um dado modelo de

carregamento temos os resultados obtidos como mostrado na tabela (5.4) onde se observa:

Avaliando as amplitudes maximas |U,_ . | para o modelo 04, tem-se que o

carregamento adotado na andlise tende a provocar amplitudes maiores que as amplitudes
criticas | U, | na frequéncia de ressonancia. O amortecimento tem grande influéncia sobre
o resultado como se observa a amplitude obtida pelo caso (1a) e o caso (1b), ou seja,
sistema que vem a serem solicitados por carregamentos repentinos de grande amplitude, os

amortecedores discretos vem a contribuir para o sistema de uma forma muito significativa.
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Tabela 5.4 Amplitudes e deslocamentos maximos em funcdo do amortecimento

Pseudo-Forcas HBM
C
|Ucrit | |uméx | |Ucrit | |uméx |
Caso la 0,3369 3,690 0,3369
Caso 1b 0,3305 1,643 0,3305
Caso 1c 0,3304 1,523 0,3304
Caso 1d 0,3299 1,116 0,3298

Na mesma tabela, podemos verificar que a inclusdo do amortecimento discreto traz
vantagens ao sistema, mais ele se torna mais eficiente se todos os amortecedores
apresentarem o mesmo valor. Como se observa a resposta dada na tabela (5.4) caso (1b) ao

caso (1d), onde o valor de c, aumento significativamente porem as amplitudes néo

responderam em proporcao ao amortecimento adotado.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusodes

No presente trabalho sdo abordadas metodologias que permitem avaliar a resposta de
um sistema dindmico no dominio da frequéncia, cada um apresentando suas peculiaridade
e limitacBes. Optou-se por fazer uso do Método do Balanco Harménico, pois 0 mesmo
fornece o histérico de deslocamento, neste caso no dominio do tempo, sem perder a

resposta do espectro, sendo este ultimo a solugdo em amplitudes modais.

A estabilidade das solugdes fornecidas pelo Método do Balangco Harmonico, em
relacdo aos outros dois métodos, que foram comparados a partir de modelos numéricos,

nos permite as seguintes consideracoes:

O Método do Balanco Harmbnico pode ser utilizado para obter a resposta no

dominio da frequéncia, quanto no tempo ou um processo misto frequéncia e tempo.

O precisdo e convergéncia dos resultados foram satisfatorias, tanto para sistemas
dotados de amortecimento proporcional ou ndo proporcional, oque nos permite facilmente
implementar para sistemas de amortecimento dependente da frequéncia, pois 0 mesmo

passa por este dominio antes de nos fornecer a resposta no tempo.

Em relacdo ao desempenho o Metodo do Balango Harménico, necessita de maior
tempo de processamento para fornecer a resposta do sistema em relacdo aos outros
métodos supracitados neste trabalho. Isto se deve ao fato de que o vetor de amplitudes
modais € obtido de forma implicita, ou seja, a solugdo é baseada na solucdo de um sistema

de equac0es lineares.
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O espectro de resposta fornecido pelo HBM, no caso de carregamentos harmonicos
ou periddicos ¢ uma funcdo suave, enquanto para carregamentos combinados ou

impulsivos este apresenta decaimento da resposta do espectro, este fato se deve a FFT de

p(t) que passa entdo a ser avaliada para cada N termos do carregamento que foi

periodizado.

Ao se proceder uma andalise harmoénica o HBM pode apresentar resultados
satisfatorios, ao se avaliar a resposta em uma frequéncia discreta @, com isso podemos

obter facilmente a amplitude dos deslocamentos |U |, associado a pardmetro do sistema.

Tirando as amplitudes criticas |U na frequéncia de ressonéancia o,

crit ?

crit | CUjOS

valores s80 méaximos, o carregamento que apresenta os maiores deslocamento e amplitudes

sdo os carregamentos impulsivos, como pode ser observado no desenvolvimento do

trabalho. Quanto maior for a amplitude de p(t) e menor o intervalo de tempo de acédo do

mesmo, este provoca deslocamentos maiores do que submeter o sistema a uma excitacao

harménica por um periodo longo ou estendido.

Quanto a inclusdo de dissipadores de energia, neste caso amortecimento discreto,
pode-se avaliar que o mesmo € muito importante na resposta do sistema, seja em relacéo a
|U.;. | ou relagdo |U | qualquer. Porém ao avaliar a resposta no dominio do tempo temos

qgue o melhor modelo de amortecimento a ser adotado seria aquele distribuido de forma

homogénea no sistema.

O método da ImFT nédo pode se utilizado para comparar a resposta no modelo 03 e
04, pois com o0 aumento dos parametros associados ao amortecimento e consequentemente
aumento do acoplamento do sistema, faz com que os resultados divirjam. O método das
Pseudo-Forcas foi utilizado entdo para comparar a resposta no historico do tempo como o
método proposto HBM, apresentando nas duas implementacdes 6timos resultados.

Desta forma os modelos numéricos apresentados tiveram o objetivo de validar o

método € o programa desenvolvido neste trabalho, a fim de permitir o mesmo integre o

forneca resultados quanto a resposta de sistema estruturais maiores ou mais complexos.
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6.2 SugestOes para Trabalhos Futuros

Deixo aqui algumas sugestdes para trabalhos futuros que podem tomar como base a
formulacéo apresentada neste trabalho.

Incluir o método em um programa baseado em elementos finitos, permitindo obter a

resposta de sistemas dindmicos compostos por elementos de pdrticos ou placas.

Avaliar a resposta do espectro mediante a inclusdo dos efeitos de ndo linearidade

geométrica e fisica.

Expandir o Método do Balango Harménico para o Método do Balango Harménico

Incremental.

Avaliar a resposta para sistemas dotados de amortecimento dependente da frequéncia

e histerético.

O desenvolvimento de uma GUI que permita a visualizacdo dindmica do espectro e 0

historico de deslocamento.
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