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RESUMO

Esta tese apresenta uma nova abordagem para Otimizacdo Topoldgica (OT) em
problemas da elasticidade plana, usando o Método dos Elementos de Contorno (MEC).
O problema de OT é resolvido com a técnica numérica denominada Evolutionary
Structural Optimization (ESO) a qual é acoplada com a formulagdo do MEC usando
campos de tens@es iniciais como estratégia para criar as cavidades no dominio na OT.
Deste modo, um campo de tensdes iniciais € somado as tensdes elasticas do problema
inicial resultando em tensdes nulas, simulando de maneira virtual uma cavidade,
evitando assim a introducdo de elementos no dominio da estrutura diminuindo
sensivelmente o custo computacional. Além disso, o acoplamento ESO-MEC é aplicado
na OT com uma técnica simples de criacdo de sub-regides em torno de um ponto interno
cuja tensdo de von Mises atende o critério de remocéo. Os resultados apresentados com
as metodologias propostas mostraram a independéncia da malha, a auséncia do tabuleiro
de xadrez durante o processo iterativo e possuem uma aderéncia as respostas
apresentadas na literatura, mostrando ser capaz de produzir configurac@es robustas para

projetos de engenharia.

Palavras Chaves: Otimizacdo Topoldgica, Otimizacdo Estrutural Evolucionaria,
Método do Elementos de Contorno, Campo de tensdes iniciais, Sub-regido
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ABSTRACT

This thesis presents a new approach to Topology Optimization (OT) in the plane
elasticity problems using the Boundary Element Method (BEM). The topology
optimization problem is solved with the numerical technique called Evolutionary
Structural Optimization (ESO) that is coupled with the BEM formulation using initial
stress fields as a strategy to create the cavities on the domain in the OT. Thus, an initial
stress field is added to elastic stress of the initial problem resulting in zero stress,
simulating virtual manner a cavity, thus avoiding the introduction of elements on the
domain of the structure significantly decreasing the computational cost. The coupling
(ESO-BEM) is also applied in the OT with a simple technique of creating sub-regions at
around an internal point whose von Mises stress attends the removal criteria. The results
presented with the proposed methodologies have shown the independence of the mesh,
absence of the checkerboard during the iterative procedure and have an adherence to the
responses presented in the literature, showing be able to produce robust configurations
for engineering designs.

Keywords: Topological Optimization, Structural Optimization Evolutionary, Boundary

Element Method, Initial stress field, Sub-region.
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CAPITULO 1

REVISAO BIBLIOGRAFICA

1 Revisdo Bibliografica
1.1  Historico

Uma revisdo bibliogréfica se torna necesséria para que se possa compreender o
desenvolvimento histérico da otimizacdo estrutural no ambito da mecénica
computacional. Tal revisdo se faz necessaria por se tratar de uma linha de pesquisa
multidisciplinar.

As primeiras pesquisas relacionadas a otimizag&o estrutural foram desenvolvidas
por Maxwell (1872). O trabalho de Michell (1904) deu continuidade ao trabalho de
Maxwell que visava buscar o critério de maxima rigidez com minimo material para
configuracdo estrutural de trelica submetida a um Unico carregamento sujeito a restricdo
de tenséo.

A otimizagdo estrutural dos anos 60 era restrita & otimizacdo dimensional de
estruturas de trelica. S6 nos anos 70, alguns problemas de leiaute foram, também,
resolvidos, como os de Hemp (1973) e o de Prager (1974), ambos para uma classe
muito restrita de estruturas, vistos como uma extensdo do conceito de otimizagdo de
estruturas de treligas, desenvolvido por Michell (1904).

Na década de 80, com a utilizacdo do método dos elementos finitos (MEF), varias
publicacGes foram produzidas podendo ser citados Cheng e Olhoff (1981), Khon e
Strang (1986a) que investigaram a natureza do problema, correspondente a
maximizacdo da rigidez de placas delgadas considerando a espessura como variavel de
projeto, e concluiram que para este problema de otimizacdo existe varias solucoes

Otimas locais. Rozvany et al. (1982) também chegaram a mesma concluséo.



Os problemas de otimizacgéo estrutural podem ser classificados em trés categorias
de acordo com o seu grau de complexidade: otimizacdo paramétrica, forma e
topoldgica. Nos problemas de otimizagdo paramétrica, figura 1.1a, a forma da estrutura
ndo muda, as variaveis projeto sdo propriedades da rigidez do elemento, como a area da
seccao transversal de barras e espessura de placas. Nos problemas de otimizacdo de
forma, figura 1.1b, a forma dos contornos dos seguimentos e a posi¢do dos furos é
usada para extremar uma funcdo objetivo. Nos problemas de Otimizacdo Topoldgica
(OT), figura 1.1c, as variaveis de projeto sdo as relacbes entre elementos e pontos
nodais da estrutura discretizada chamada de conectividade entre elementos. Consiste em

redistribuir e retirar material em partes das estrutura.

ZINANTN

Figura 1.1 - Tipos de Otimizacdo: a) otimizacdo paramétrica,
b) otimizacdo de forma c) otimizacao topologica.
Bendsge e Sigmund (2002)

Em meados dos anos 80, os resultados das otimizacfes de forma e paramétricas
comecgam a ser questionados, pois estes apresentavam grandes complexidade quando se
desejava alterar a topologia (ou distribui¢do de material) de uma estrutura, uma vez que
a mudanca da topologia implica constante alteracdo, durante o processo de otimizacao,
do modelo de elementos finitos associados a estrutura no inicio do processo, isto €, a
cada iteracdo o problema fisico é modificado e o algoritmo deve prever a atualizacao da
malha de elementos finitos a cada iteracdo, o que é complexo. Com a necessidade de se
aprimorar a otimizacdo de forma, surge no final da década a OT, Bendsge e Kikuchi
(1988), com uma metodologia de dominio fixo estendido, inicialmente no método da
Homogeneizagéo.

A metodologia criada por Bendsge e Kikuchi para OT foi inspirada nos trabalhos
de Cheng e Olhoff (1981) e de Cheng e Olhoff (1982), que tratavam da otimizacdo de



espessuras de chapas e placas, Lurie et al. (1982), Goodman et al. (1986) e Kohn e
Strang (1986a), que estudaram a otimizacao para projetos de barras submetidas a torgédo
construidas com dois materiais com diferentes propor¢des volumétricas e Rozvanay et
al. (1982) que investigaram a formulacdo matematica para o problema de maximizacgéo
da rigidez (com restricdo de volume) de placas delgadas, onde a variavel de projeto € a
espessura, e concluiram que existem varios 6timos locais para este problema de
otimizacdo.

Além destes métodos, tem-se aplicado na resolucdo de problemas de OT as
técnicas estocasticas, com destaque para o uso do algoritmo genético, Kane et al.
(1994), Kawamura et al. (2002), Krishnamoorthy et al. (2002), Lagaros et al. (2002), e
a técnica do Simulated Annealing, Kirkpatrick et al. (1983). Entretanto, a principal
desvantagem destas técnicas aplicadas na OT é a busca da regido 6tima quando esta
associado a otimizacdo de centenas ou até milhares de parametros, 0 que aumenta
consideravelmente o tempo de processamento, muitas vezes inviabilizando sua
aplicagéo.

1.2 Meétodos de Otimizacéo
1.2.1 Introducéo

No campo de otimizacdo estrutural, existem varios métodos que podem ser
usados com sucesso para determinar o melhor conjunto de varidveis de projeto para
proporcionar uma estrutura Otima. Ao classificar esses métodos, eles podem ser
divididos em dois grupos: os métodos baseados em Gradiente e 0s Heuristicos.

A primeira categoria, métodos baseados em gradiente, faz uso do célculo das
derivadas da funcdo objetivo (FO) e as restri¢des para procura do étimo. No entanto, a
hipo6tese é sempre de que o problema seja convexo, que uma solugdo minima possa ser
encontrada, e que esta solucdo exista. Existem alguns problemas em mecénica estrutural
que ndo produzirdo um problema de otimizacdo convexa, Huang et al. (1997), Haftka et
al. (1992). Isto porque o problema pode ser descontinuo. Por esta razdo, outros metodos
que séo independentes dos gradientes das funcdes utilizadas sdo necessarios, tais como
0s métodos heuristicos.

Os métodos de otimizacdo baseados em procedimentos heuristicos foram
desenvolvidos a partir de qualquer percepcao intuitiva para o problema, ou a partir de
argumentos plausiveis de metodologias de otimizacdo baseadas em observacdes da

natureza. Estes sdo os métodos baseados em regras relativamente simples e de senso



comum. Embora tais métodos proporcionam boas solu¢bes Otimas, apresentam uma
aparente falta de rigor matematico. Assim nédo se tem a garantia que uma solugdo 6tima
sera alcancada. Uma caracteristica da maioria destes métodos é que eles tem uma
abordagem ascendente, diferentes do métodos a base de calculos.

1.2.2 Métodos baseados em Gradientes

No campo da optimizacao, existem varios métodos que podem ser empregados
com sucesso para determinar o melhor conjunto de varidveis de projeto que podem
fornecer o valor minimo ou méximo para uma funcdo especifica, Querin (1997).
Quaisquer restricbes colocadas na solucdo, também devem ser tomadas em
consideracdo. Destes métodos, hd duas formas basicas para a determinacdo do 6timo,
usando um método de diferencial ou um método de pesquisa através do campo de
projeto.

Cada um destes dois tipos de métodos podem ser ainda divididos em dois
subgrupos, isto €, problemas com e sem restri¢cbes. Para problemas sem restrigdes, o
método de calculo diferencial fornece a melhor forma de alcancar uma solucdo 6tima.
Para problemas com restricdes ha uma escolha entre os métodos de célculo diferencial
(Lagrangianos e Kuhn-Tucker) ou métodos de pesquisa (programacdo linear e
programacdo inteira-linear). A seguir uma breve explicagdo desses metodos de
otimizacao.

1.2.3 Otimizag&o sem restricoes
O método mais comum de otimizacdo sem restricdes é o calculo diferencial, neste

tipo de otimizagdo de uma funcdo objetiva (FO) do tipo f(X;, X,, X;,..., Xy )cOm N
variaveis de projeto (X, X,, X,,...,X, ) , tem 0 seu valor maximo ou minimo dentro de

um dominio de projeto R quando duas condicdes forem satisfeitas, em primeiro lugar,

quando os pontos x em que as derivadas parciais N s&o todos iguais a zero, a equagao

1.1 é valida.

N

Zﬂ(x*) =0 (1.2)
i1 OX;
A segunda condicdo é quando as segundas derivadas da FO nesses pontos X,
denominada matriz hessiana de f (aqui representado por H), é positiva ou negativa

definida. Isto determina se a FO atinge um minimo ou um maximo nesse ponto. Assim,

a matriz hessiana é representada pela equagéo 1.2.
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—— (X)) . (x7)
OX1 OX\ OX,
H= : E : (1.2)
o'f ... 0f .
(x7) 7 (x)
0%, 0X, OX'y

Este parece ser um método muito elegante, no entanto, as condicdes de H para ser
positiva ou negativa definida pode ndo ser sempre satisfeita, exigindo derivadas de
ordens superiores da FO para satisfazer estas condi¢cGes. Embora possa ser usado para
localizar o 6timo de sistemas estruturais simples, a FO deve ser duas vezes
diferenciavel, algo que pode ndo ser sempre possivel, especialmente quando se lida com
dominios estruturais discretos.

1.2.4 Otimizac&o com restricoes

A maioria dos problemas de otimizacdo estrutural praticos tém limitacbes ou
restricdes em algumas das variaveis de projeto ou de relacdes algébricas em termos
destas variaveis de projeto, Haftka et al. (1992). A forma geral de um problema de
otimizacao restrita com restri¢fes de igualdade é dada abaixo:

minimize  f (x)
sujeto  g;(x)=b, parai=12,..,M (1.3)
X; >0 para j=1,2,...,N

onde f (x) € a FO g;(x) é a funcdo de restricdo que pode ou ndo ser linear X;sdo as

variaveis de projeto que podem ser inteiras.

A fim de resolver este problema, usam-se duas abordagens, se as restricbes de
igualdade podem ser resolvidas explicitamente para as variaveis M em termos das
varidveis de projeto N, em seguida estas podem ser substituidas de volta a FO,
simplificando o problema. A FO pode ser resolvida, como se fosse um problema
irrestrito, este procedimento é chamado eliminagdo de varidvel ou método de
substituicdo direta.

Se as restricbes de igualdade ndo pode ser completamente eliminadas, uma
abordagem para solucionar o problema é a utilizacdo do método dos multiplicadores de
Lagrange, Haftka et al. (1992). Se, por outro lado, o problema tem restricGes de
desigualdade, a condigéo de Kuhn-Tucker deve ser utilizada, Haftka et al. (1992).



1.2.5 Método dos Multiplicadores de Lagrange
Para o problema de otimizagdo restrita do item 1.2.4, que tem restricdes de

igualdade, uma vez que cada fungdo g, (x) =b,, o problema ndo ¢ afetado se a FO f (x)

for substituida pela funcdo Lagrangeana L(x, A) , equacdo 1.4
M
L(x,A) = f )+ 4(9,(x)-b) (1.4)
i=1

Isto é verdadeiro para qualquer valor dos termos A, 4,, 4,,..., 4,, que séo denominados

multiplicadores de Lagrange. A Unica coisa Util sobre esses multiplicadores é que, se

forem encontrados o ponto x tal que L(x,A)é minimizada todas as restricbes do
g (x) =b. sdo satisfeitas e o problema restrito original também é resolvido.
Para encontrar os pontos X, A,4,,4,,...,4,Qque minimizam a equacdo 1.4,

encontra-se a derivada e iguala com as restri¢fes de igualdade, de tal modo que:

M
oL(x, 1) _ of (x) +z/1| 99;(x) =0paraj=1.2,..,N (1.5)
8Xj an i=1 X;
@Léz,ﬂ) =0; (X, Xy, Xy) = =0parai=12,..,M (1.6)

Existem agora um sistema de N+M equacdes com N+M incognitas que na maioria
dos casos pode ser resolvido.
1.2.6 CondigOes Kuhn-Tucker
A forma geral de um problema de otimizacdo restrita com restricbes de
desigualdade, equacdo 1.7, é representada da seguinte maneira:
minimize  f (X)
sujeito  g,(x)<b, parai=1.2,..,M .7
X; >0 para j=1,2,...,N
Esta condicdo de otimizacdo é tdo comum que para resolver este problema criou

um lagrangiano especial, conhecido como formulacdo de Kuhn-Tucker, para tratar este

caso. Assim, uma variavel de folgat,é incluida nas equacGes de restricdo de

desigualdade para transforma-las em equacGes com restricdo de igualdade. Ela €

incorporada na equacao de restricdo desigualdade como segue:
g,(x)+t’=b, parai=12,...,M (1.8)

A funcéo Lagrangiana para este problema passa a ser entdo escrita como segue:



LOGAD = £ 00+ 4, (g, (0 +2-b) (L9)

i=1
A equagdo 1.9 pode entdo ser diferenciada em relacéo as variaveis de projeto e de

folga e equacionada com as novas restricdes de igualdade, da seguinte forma:

M
oL(x,4,1) _ of () +Z/1i Gg,_(x) =Q0paraj=1.2,..,N
i=1 j

OX; OX; i
Mzzziti =0 parai=12,.,M (1.10)
8L(g;1,t) =0,(X,, Xy 0oy Xy ) 30, =0 parai=1,2,..,M

A partir destas equacdes, pode-se supor que o ponto X ¢ um minimo local de um
problema desigualdade restrita somente se um conjunto de multiplicadores de Lagrange
positivos A existirem, de modo que a primeira destas equacdes de Lagrange seja
satisfeita. Se um dos multiplicadores de Lagrange é zero, entdo essa restricdo é
considerada ndo-ativa.

Estes tipos de técnicas de otimizacgdo restrita sdo aquelas usadas no método de
homogeneizacdo, Bendsge et al. (1990,1995), onde a funcdo objetivo é a minimizacao
do inverso da rigidez dos materiais.

1.2.7 Programacéo Linear (PL)

Um processo de otimizacao é dito linear se tanto a FO e as restricdes sdo fungdes
lineares da varidveis das variaveis de projeto x., (i=1,2,...,N), por exemplo, a equagéo
1.11.

f(X) =cX, +C,X, +...4+C, X, =C' X (1.11)

A condicdo para um minimo dentro das funcdes de restricdo é que a primeira
derivada da funcdo em relacdo as varidveis de projeto devem ser iguais a zero. No
entanto, uma vez que na programacdo linear de todas as fungbes sdo lineares, sua
derivadas sdo funcGes com termos constantes, que podem n&do ser necessariamente
iguais a zero. Isto implica que a solucdo viavel ideal pode ndo estar dentro do espaco de
projeto viavel, mas deve situar-se em seus limites. Uma vez que as relagdes de restricdo
também sdo funcdes lineares da variaveis de projeto, o projeto 6timo deve situar-se na
interseccdo de duas ou mais fungdes de restricdo, a menos que a restri¢do de ligacao seja
paralela aos contornos da funcéo objetivo.

Em geral o problema de PL é definido como:



minimize  f(x) =c'x
sujeito  Ax=h, (1.12)
X; 20 para j=1,2,...,N
Onde: ¢ é um vetor coluna NX1, A é uma matriz MXN , b é um vetor coluna MX1.

O método mais eficiente e confiavel para resolver problemas de PL € o chamado
método simplex, Beale (1988). A ideia do método simplex é diminuir continuamente o
valor da FO, indo de uma solucdo bésica vidvel para outra até que o valor minimo da
FO seja alcangado.

1.2.8 Programacéo Linear Inteira(PLI)

A solucdo do vetor x para a programacdo linear e problemas baseados em célculos
é assumida como sendo todos positivas e continuas. Assim, a solucdo 6tima poderia ter
qualquer valor entre os limites superiores e inferiores das variaveis de projeto. Existem
muitas situacdes de projeto no entanto, quando algumas ou todas as variaveis de projeto
sdo restringidas a terem valores discretos. Por exemplo, atravessar areas das seccdes, 0
namero de camadas em um compdsito laminado, etc. Este tipo de problema é chamado
de programacédo linear inteira (PLI), Beale (1988). A forma padrdo deste tipo de
problema é:

minimize  f (x) =c’x

sujeito  Ax =D, (1.13)

x, € X, ={d,,d,,,...d,} comiel,
Onde € o conjunto das variaveis de projeto que s6 podem assumir valores discretos e
X, € um conjunto de valores discretos admissiveis.

Os problemas de PLI também podem ter varidveis de projeto que indicam uma
situacdo de tomada de decisdo, tipo {0,1}. Por exemplo, num problema de criacdo de
trelica, a presenca ou auséncia de determinado membro pode ser representada por um
valor binario. Este tipo de problema é chamado de zero / um (ILP binério).

Pode parecer logico obter uma solucdo inteira para um problema continuo basta
aproximar os valores 6timos do problema continuo para um valor inteiro mais proximo,
Saaty (1970). No entanto, tal método pode ndo garantir a solucdo inteira dentro das

restricoes.
1.2.9 Programacéo Linear Sequencial(PLS)

Existem problemas em que os célculos da FO, restri¢bes e derivadas é bem maior,

em comparagdo com o custo computacional associado ao procedimento de otimizacao.



Para estes problemas, o melhor € simplifica-los redefinindo o problema original em um
unico problema aproximado. Um dos métodos mais populares € a Programacdo Linear
Sequencial (PLS), Haftka et al.(1992).
Considere um problema tipico de otimizacdo dado por:
minimize  f (X)
sujeito  g;(x) <b; paraj=12,..,M (1.14)
X, =0 parak =1,2,...,N
Para este método, uma solug&o teste inicial X, para o problema é requerida. A FO

e as equacOes de restricOes sdo entdo aproximadas por equagdes lineares usando uma

expanséo em série de Taylor sobre a solucéo teste inicial x,,. O problema de otimizacgao

pode entdo ser representada por:

i=1

minimize  f (X,) + ZN:(Xi — X, )(2—;}

N
sujeito g (%) + D (% —Xo;) a9 (1.15)
) TLOX ‘o
a;; <X — Xo,i <a,
O ultimo conjunto de restricdes representam os limites inferiores e superiores,

respectivamente, a,ea, da movimentacdo de x;. Se estes limites sdo pequenos, uma
boa aproximagdo pode ser garantida. A solucédo final para o problema linearizado x_,
pode entédo ser tratada como um valor 6timo, e a solugéo inicial x, € substituida com x,

e 0 processo de otimizagdo, em seguida, pode ser iniciado com esta nova solugéo.

O processo € entdo repetido, substituindo, assim, o problema de otimizacao
original com uma sequéncia de problemas de programacédo linear.
1.3 Otimizacéo Estrutural

A otimizacdo estrutural consiste em encontrar a configuracdo Otima da
distribuicdo da massa da estrutura no dominio da regido viavel do projeto, acatando
certos critérios de projeto. A distribuicdo do material no dominio é alterada, avaliando
as alteracbes em algum comportamento mecénico da estrutura, como exemplo: a
flexibilidade, frequéncias naturais, tensdes, entre outros, que sdo denominadas restri¢oes
de projeto e podem ser de igualdade ou desigualdade, Santana (2002), Bendsge e
Sigmund (2003) e Arora (2004).
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Para isso, a otimizacdo estrutural usa ferramentas computacionais para determinar
de forma sistematica a configuracdo Otima. Assim, a distribuicdo do material de uma
estrutura é avaliada considerando as condi¢Ges de carregamento no contorno e as
propriedades especificas do material como restri¢oes.

A forma sistémica de distribuicdo 6tima do material é realizada por um algoritmo
de otimizagdo que torna o processo mais consistente seguindo um critério pré-definido.
Caso contrério, seria necessaria uma série de andlises para encontrar a distribuicdo
Otima. De acordo com as referéncias bibliograficas Kirsh (1990), Haftka e Grandhi
(1986), a area de otimizacdo estrutural pode ser dividida em trés grandes categorias:
otimizagdo paramétrica, de forma (ou geométrica) e topoldgica.

1.3.1 Otimizacéo Parametrica

Nesta abordagem, a estrutura apresenta a forma e a topologia fixa, ou seja,
variam-se as dimensdes da secdo transversal de seus componentes tais como: diametro
espessura e altura, Vanderplaats (1994). Desta forma, uma vez estabelecido que certa
secdo transversal da estrutura seja circular, esta geometria nao se altera, apenas o valor
de seu diametro é otimizado segundo as funcdes de restri¢oes.

1.3.2 Otimizacéo de Forma

O método de otimizacdo de forma comecou a ser desenvolvido na década de 70
em aplicagBes na area de escoamento de fluido. Hoje se tem uma extensdo desta
pesquisa na area da engenharia estrutural, desenvolvendo a configuracdo Otima da
estrutura pela variacdo da fronteira do dominio. Desse modo, varia-se a geometria pela
fronteira sem alterar a topologia, isto €, 0 nUmero de componentes de conexdes da sua
fronteira manter-se-a igual ao da estrutura inicial, sendo que o seu contorno pode ser
aproximado por segmentos de curvas paramétricas do tipo splines, polinémios ou
funcBes naturais que constituem as variaveis de projeto Haftka e Grandhi (1986), ver
figura 1.1b.

Um problema frequente na otimizacdo de forma é a distorcdo da malha, que
muitas vezes dificulta os resultados devido a problemas de convergéncia da solugédo de
elementos finitos. Salagame e Belegundu (1995), Steffens (2005) indicam a utilizagéo
de um processo de atualizacdo de malha durante o processo de otimizacao.

Métodos baseados nos critérios de otimalidade por Berke e Khot (1987),
abordagem de programacdo matematica Schmit (1981) e algoritmos heuristicos como
Colbnia de Abelhas Artificial Sonmez (2008), Algoritmos Genéticos Wu e Chow
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(1995) e Soh e Yang (1996), tem sido efetivamente utilizados nos problemas de
otimizacdao de forma.
1.3.2.1 Otimizacao Topografica

Uma forma especial de otimizagdo de forma, denominada Otimizagéo
Topogréfica, foi desenvolvida por Voth (1999) para otimizar refor¢cos em estruturas de
cascas. Esta técnica se aplica especificamente para projeto de reforcadores de placas e
cascas. Combina a OT com a otimizacdo paramétrica. Zhou et al. (2004) propde uma
abordagem integrada que combinar dimensionamento, forma e otimizacdo de topologia
em um Unico processo.

Consiste em encontrar a distribuicdo de um padrdo de reforcador nas estruturas
de placas e cascas, figura 1.2 ilustra o tipo de reforcador usado. As variaveis de projeto
sdo os parametros indicados nesta figura. Assim, utiliza o conceito da otimizagédo
paramétrica no sentido de que ndo modifica a geometria do reforcador e utiliza a OT
para encontrar a topologia 6tima do reforcador ao longo da estrutura.

Figura 1.2 — Reforgador

1.3.3 Otimizacao Topoldgica

Diferentemente da otimizacdo de forma, na qual as variaveis de projeto que
definem o contorno sé&o alteradas em cada iteragdo durante o processo de otimizagéo, a
OT apresenta como principais caracteristicas a insercdo de buracos e dominio fixo
estendido (dimensdes do projeto sdo mantidas fixas durante todo o processo iterativo);
Bendsge e Kikuchi (1988). Na procura pela solugdo 6tima, a OT distribui o material por
todo o dominio, de tal forma que se possa otimizar um dado critério — como o de tenséo
méaxima da estrutura.

Na OT sédo obtidos os melhores resultados, pois a inser¢do de cavidades confere a

estrutura melhor desempenho, se comparado as otimizacdes de forma e paramétrica, ver
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figura 1.1.c. Pode-se dizer que a otimizacdo de forma e a paramétrica Sdo casos
particulares da OT.

Desta forma, surgiram no meio académico varios trabalhos com o
desenvolvimento da OT. Em Canfield e Frecker (2000) encontra-se uma formulagéo do
problema de OT via MEF, usando em seu dominio elementos de trelica com critério de
otimalidade e a solugéo via Programacao Linear Sequencial. Cho e Choi (2005) utilizam
a OT combinada com a termo-elasticidade, sendo que a OT foi formulada a partir da
aplicacdo do método DSA, Design Sensitivity Analysis.

Dentre os métodos de OT que consideram malhas variaveis durante 0 processo
estdo os métodos de Otimizacdo Estrutural Evolutiva, conhecidos na literatura como
(ESO), do inglés Evolutionary Structural Optimization. A ideia principal destes
métodos consiste na proposicdo de um critério eficiente capaz de avaliar a contribuicao
de cada elemento na resposta do sistema e na heuristica de remocéo dos elementos que
possuem a menor sensibilidade, ver Hilton e Sienz (1995), Xie e Steven (1996), Chu et
al. (1996), Christie et al. (1998), Reynolds et al. (1999), Querin et al. (2000a), Querin et
al. (2000b) e Rong et al. (2000).

O método ESO é muito sensivel a taxa de remocdo dos elementos da malha e isso
introduz algumas desvantagens. Uma delas € a ocorréncia de extremidades ndo suaves e
de interconexdes estruturais, dando origem a mecanismos e a concentracdo de tensao,
Coutinho (2006).

Tovar (2005) estudou uma técnica que combina regras de evolugdo de células
“autdmatas” com analise estrutural por elementos finitos, do inglés hybrid cellular
automata (HCA). Esta técnica mostrou ser eficiente na resolucdo de problemas de OT
para a obtencdo de estruturas mais leves com méaxima rigidez.

Pereira (2006) faz uma explanacdo sobre a OT em problemas de elasticidade
envolvendo ndo-linearidade geométrica (grandes deslocamentos e rotagdes) e ndo-
linearidade de material (hiperelasticidade ndo-linear quase-incompressivel), aplicando o
conceito de Anélise de Sensibilidade Topologica (TSA) através de uma formulacdo
Lagrangiana Total.

Porto e Pavanello (2007) investigam a influéncia dos pardmetros da otimizagéo
estrutural topoldgica, baseada na teoria da homogeneizacdo, sobre seus resultados
otimos. Neste trabalho ¢é estudada uma celula-base quadrada unitéria de vazio central
retangular, suas propriedades mecéanicas sdo determinadas a partir de uma abordagem de

homogeneizacdo e do MEF. O tensor elastico € definido para cada elemento finito do
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modelo estrutural global e a solugdo 6tima do problema de minimizacdo da energia
potencial total é obtida através de um algoritmo iterativo baseado nos critérios de
otimalidade.

A fim de encontrar o minimo absoluto de uma funcédo objetivo, sem ser sensivel a
posicdo de partida, um meétodo de otimizacdo global tem de ser empregado nos
problemas de otimizacdo estrutural. As técnicas de otimizagdo Estocasticas, tais como
Evolucdo Diferencial, que é um método heuristico baseado em estratégias evolutivas
populacional, Firefly que é algoritmo meta-heuristico, € baseado em comportamentos
encontrados na natureza, sao muito adequadas a este respeito. Estas técnicas ndo sdo
sensiveis ao ponto de partida, podem escapar dos pontos de 6timo local por permitirem
movimento aleatdrio para cima, 0 que constitui uma grande vantagem. Outro aspecto
positivo refere-se ao fato dessas técnicas ndo requererem as derivadas da funcdo
objetivo ou restri¢bes, sendo um algoritmo de ordem zero.

Sonmez (2008) investiga as duas técnicas estocasticas mais populares de
otimizacdo: o Algoritmo Genético (AG) e Simulated Annealing (SA). AG sdo
algoritmos de busca de ordem zero baseados no mecanismo de selecdo natural das
espécies. Combinam a sobrevivéncia do individuo mais adequado com um intercambio
estruturado e aleatério de informacGes para formar um algoritmo de busca. A cada
geracdo, um novo conjunto de individuos é criado usando parte dos antigos. As
principais caracteristicas deste método sdo: codificacdo dos parametros, a busca feita a
partir de uma populacdo de pontos (e ndo em um Unico ponto como dos algoritmos
deterministicos), utilizacdo somente da funcéo objetivo e uso das regras probabilisticas
de transigéo.

O Simulated Anneling (SA) simula o processo de recozimento. Teve seu
algoritmo inspirado por estudos na mecéanica estatistica que trata do equilibrio de um
grande nimero de atomos em sdélidos e liquidos a uma dada temperatura.

Guzman et al. (2008) usam uma nova metodologia de otimizacao topoldgica que
combina andlise estrutural pelo MEF com uma estratégia de otimizacao inspirada no
“bacterial chemotaxis”. O principio do BCBTOA (Bacterial Chemotaxis Based
Topology Optimization Algorithm) é bem simples. A estrutura evolui para uma
configuragcdo Otima por uma redistribuicdo sistematica de material no interior do
dominio de projeto reforgando as areas de sobrecarga e removendo o material onde este
ndo é requerido. Inspirou-se no comportamento coletivo autbnomo organizado mostrado

pelas bactérias marinhas thiovulum majus. O dominio de projeto é construido pelo MEF
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e representa 0 ambiente onde uma colonia de bactérias pode movimentar. O objetivo é
que um ndmero maximo de bactérias da coldnia sobreviva. Assim, para aumentar a
chance de sobrevivéncia de um numero maximo de individuos da col6nia, a cada
iteracdo elas trocam informacdes sobre a concentracdo de nutrientes na sua atual
localizagdo. Com base nestas informacOes, as bactérias localizadas em posi¢cdes com

baixas concentrac@es de nutrientes movem-se para posi¢des mais favoraveis.
1.4 Métodos de Otimizacdo Topologica
1.4.1 Introducéo

Os métodos de OT buscam a solucdo 6tima, ou seja, um ponto extremo, atraves da
variacdo do dominio, isto é, topologia da estrutura, no que diz respeito a estruturas
continuas. Sdo divididos em duas grandes classes de abordagens, conforme Eschenauer
e Olhoff (2001), a abordagem micro ou baseado no material e abordagem macro ou
baseada na geometria.

A abordagem micro, a primeira desenvolvida, é baseada na existéncia de uma
micro estrutura porosa, elemento volumétrico fundamental, que define as relacBes
constitutivas do material em funcdo da sua geometria e da densidade volumétrica de
uma célula unitaria representativa do material. Esta, por sua vez, é representada por
varidveis continuas sucessivamente distribuidas no espaco do dominio fixo estendido
que consiste numa regido do espaco onde pode existir a estrutura, um dado
carregamento, uma dada fixagdo e certa quantidade de material, Stump (2006).

O dominio fixo estendido é discretizado por uma malha de elementos finitos que
ndo se altera ao longo do processo de otimizacdo e permite a determinacao das respostas
mecanicas. A otimizacgéo a definicdo de quais pontos da estrutura devem possuir ou ndo
material. Deste modo, a distribuicdo das densidades é parametrizada permitindo que
cada ponto do dominio fixo estendido possa variar entre (0) e (1), respectivamente, para
auséncia de material e presenca de material. Os algoritmos baseados nesta técnica
buscam a melhor forma de distribuir o material minimizando ou maximizando a funcao
custo. Um exemplo para este grupo é o método SIMP (“Simple Isotropic Material with
Penalization”) Bendsge (1989), Rozvany et al. (1992).

Na abordagem macro (geométrica), a topologia da estrutura € modificada atraves
da insercdo de furos no dominio. Como exemplo deste grupo de OT pode-se citar o
ESO, baseado no célculo da funcéo objetivo quando um elemento é removido da malha
de elementos finitos, e o TSA (Topological Sensitivity Analysis), baseado em uma
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funcdo escalar, denominada Derivada Topologica, que fornece para cada ponto do
dominio de definicdo do problema a sensibilidade da funcéo custo quando um pequeno
furo é criado, Labanowski et al. (2004).

1.4.2 Métodos de Otimizacgdo Topologica via MEC

Dentre os problemas de otimizagdo estrutural, um dos mais desafiadores sao
aqueles que envolvem a OT, que continua sendo uma area ativa de pesquisa. Um
método numérico muito utilizado na modelagem numérica de problemas de engenharia
que envolve a otimizacdo estrutural € o MEF. Neste método, considera-se que o
dominio de integracdo € o dominio da regido a ser analisada. Emprega-se uma funcéo
de aproximacao para as variaveis envolvidas no problema que devem ser integradas em
cada elemento e os valores das func6es envolvidas, em um ponto qualquer do elemento,
séo interpolados a partir dos valores nodais. Assim, as integrais nos elementos podem
ser calculadas numericamente. Desta forma, um sistema de equacGes algébricas é
resolvido para o0s valores nodais incdgnitos que podem ser forgas internas,
deslocamentos ou ambos, dependendo da formulacdo que se utiliza.

Outro método numérico muito utilizado é o MEC, que considera o dominio de
integracdo o contorno da regido do corpo em analise, pois aplica-se o teorema de Green
para escrever o problema em termos de valores de contorno. Esse contorno é
discretizado em elementos denominados elementos de contorno, onde seus campos de
deslocamentos e forcas de superficie também sdo representados por funcdes
interpoladas lineares ou de maior ordem. Vale destacar que os deslocamentos sé
poderdo ser calculados quando o problema de valor de corto for previamente resolvido.
Em alguns casos especificos, 0 MEC necessita da discretizacdo do dominio em células
para aproximacdo de variaveis que ndao foram eliminadas na deducdo da equacdo
integral. Os elementos e células devem ter um ou mais pontos nodais, sendo os valores
das fungdes envolvidas interpolados, em cada elemento ou célula, a partir dos valores
nodais, ver detalhes em Brebbia et al. (1984).

As integrais nos elementos e células podem ser calculadas numericamente, para
as integrais singulares devem ser adotados procedimentos especiais devido as
singularidades nos nucleos das integrais. Monta-se um sistema de equacdes algébricas
que é resolvido para as incognitas do problema. A partir dos valores conhecidos no
contorno, podem ser calculados os valores em qualquer ponto do dominio analisado.

Utiliza-se uma solugdo fundamental para o problema e os resultados em pontos internos,
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das funcGes obtidas por derivacdo, sdo bastante precisos, pois sdo obtidos da derivada
dos tensores da solugdo fundamental, que é exata.

Como a solugdo é necessaria apenas sobre o contorno a técnica adequa-se bem a
problemas de superficies mdveis como é o caso da OT. Outra vantagem do MEC ¢ a
reducdo na dimensionalidade da malha, isso reduz o tempo na preparacdo e
processamento dos modelos. Outra vantagem € a possibilidade do tratamento de
singularidades ou problemas externos (descontinuidades, concentragcdes de tensoes,
etc.), o que é altamente desejado e importante para a OT. Além disso, € possivel
associar o MEC a outros metodos, aumentando as possibilidades na simulacdo de
problemas.

Apesar de ser um método apropriado para OT existem poucos trabalhos que
acoplam a formulacdo do MEC a métodos de OT. A seguir, serdo listados alguns
trabalhos e um breve comentéario sobre o procedimento utilizado por cada um.

Os trabalhos de Cervera (2003) e Cervera e Trevelyan (2005) abordam a OT de
maneira semelhante, via a classica técnica de sub-regido. As cavidades séo criadas nas
regibes com menores valores de tensdes para a remoc¢do material ineficiente dessas
regides e, portanto, realizar mudancas topoldgicas. A diferenca entre os dois trabalhos
se resume no procedimento de como a geometria destes buracos é delineada. O primeiro
trabalho emprega um ajuste de curva B — Spline, enquanto o Gltimo aplica uma variante
desta, a NURBS — non-uniform rational B — Spline. Alguns exemplos classicos da OT
sdo apresentados para mostrar a eficiéncia da formulacéo.

Marczak (2007) aplica o conceito de derivada topolégica em conjunto com o
MEC para a identificacdo da topologia 6tima. Esta derivada topoldgica é avaliada nos
pontos internos da estrutura e para os menores valores obtidos geram-se cavidades
circulares, eliminadas do projeto inicial.

Anflor (2007) aborda a OT via MEC para problemas governados pela equacgéo
Poisson. Em uma das metodologias apresentadas utiliza-se a derivada topoldgica (DT),
adotando a energia potencial como funcdo objetivo. O procedimento adotado € uma
alternativa a técnicas de otimizacdo, evitando solugdes de projeto com densidade de
material intermediaria. S6lidos com comportamentos anisotropicos sdo estudados sob
condicGes de Robin, Neumann e Dirichlet. Uma transformagéo linear de coordenadas é
utilizada para mapear o problema original e as condi¢es de contorno para um novo

dominio equivalente isotropico onde procedimento de otimizacdo é aplicado. A
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metodologia mostrou-se eficiente para este tipo de problema ja que o MEC dispensa o
uso da malha de dominio.

Em Neches e Cisilino (2008), a anélise via MEC ¢é realizada utilizando uma
formulacdo direta. O modelo é discretizado utilizando elementos lineares e uma
distribuicdo de pontos internos sobre o dominio. A energia potencial total é selecionada
como funcdo de objetivo. A avaliacdo da derivada topoldgica em pontos internos é
realizada como um procedimento de pos-processamento. Em seguida, o material é
removido a partir do modelo, suprimindo os pontos internos com menores valores da
derivada topoldgica. Um algoritmo de triangulacdo de Delaunay, capaz de detectar
“buracos”, é utilizado para refazer a malha e a construcdo da nova geometria. O
procedimento € repetido até que um critério de parada dada seja satisfeito. A estratégia
proposta provou ser flexivel e robusta. Exemplos sdo apresentados e os resultados sao
comparados com aqueles disponiveis na literatura.

Os trabalhos a seguir usam o acoplamento do Level Set Method (LSM) com o
MEC para OT. Desta forma, mostrou-se necessario uma simples explanacdo deste
método com o objetivo de facilitar o seu entendimento.

O meétodo do conjunto-nivel é uma abordagem de OT na qual as mudancas
topoldgicas sdo realizadas através de movimento, fusdo, expansdo e evolucdo do
conjunto-nivel zero. E usualmente definida como a fungéo distancia com sinal de um
ponto arbitrario do dominio de projeto. As regides com diferentes valores desta funcao
sdo colocadas com diferentes materiais, de acordo com a topologia descrita. No
tradicional LSM a evolucao dos contornos é governada pela velocidade de movimento e
controlada por uma equacdo diferencial parcial de Hamilton-Jacobi. O LSM foi
introduzido por Osher e Sethian (1988) como uma ferramenta numérica capaz de
controlar frentes de propagacdo e fronteiras livres com velocidade curvatura-
dependente. Deste modo, a curva ou superficie que forma implicitamente uma fronteira

é expressa como um conjunto de pontos no nivel zero de uma fungéo ¢, que contém a

dimensdo mais elevada. A partir desse ponto, a evolucdo da fronteira é acompanhada do
progresso da funcgdo ¢ .

Abe et al. (2007) realizam a OT acoplando o0 LSM e o MEC, denominado pela
sigla LSM-MEC. O LSM é utilizado como uma distancia entre o contorno e os pontos
do grid. O MEC ¢ utilizado para calcular as tensdes e deformacdes e os elementos de

contorno sao criados quando a distancia é minima, isto é, zero.
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Yamada et al. (2013) usa o LSM acoplado ao MEC para OT de estruturas 3D e a
funcdo Level Set (LS) é usada para controlar o contorno 6timo da estrutura. As
condicBes de contorno sdo expostas explicitamente. O funcional a ser otimizado contém
um problema adjunto, problema real, a parcela da regularizacdo LS e as restri¢ches de
volume. A andlise de sensibilidade é utilizada para atualizar a funcdo LS e os
multiplicadores de Lagrange presentes. O procedimento é repetido até que as restricdes
sejam alcangadas e a funcdo LS seja praticamente constante.

Vitorio Jr. (2014) utiliza também o acoplamento MEC ao Método Level Set
(LSM). O problema mecanico € resolvido utilizando as equacdes algébricas do MEC
enquanto o problema de otimizacdo é resolvido usando LSM. A fungdo LS em nivel
zero representa a geometria do corpo e suas evolugdes, o remalhamento é necessario
para a reconstrucdo da geometria que € modificada em cada iteracdo. A topologia 6tima
é alcancada sem a necessidade da utilizacdo de filtros.

Ullah et al. (2014) utiliza um procedimento de OT evolucionario com
acoplamento de MEC-LSM. O método tem a capacidade de inserir cavidades
automaticamente e o zero LS descreve as geometrias internas e externas da estrutura. A
otimizacdo € 2D e o contorno é representado por NURBS.

O presente trabalho lida com uma abordagem inédita no campo da otimizagéo de
topologia em problemas da elasticidade plana, utilizando o MEC. O problema de OT é
resolvido com a técnica numérica denominada ESO (Evolutionary Structural
Optimization) a qual é acoplada com a formulacdo do MEC usando campos de tensdes
iniciais como estratégia para representar as regides que devem ser eliminadas na OT.

As tens0es iniciais sdo introduzidas no modelo por meio de uma combinagéo de
dois problemas evitando assim a necessidade de considerar integrais de dominio ou uso
da classica estratégia de insercdo de sub-regides utilizando elementos de contorno para
introduzir a cavidade. A adicdo destes dois problemas simula o problema real e a célula
é entdo criada no entorno do ponto interno que atende o critério de retirada ESO. Deste
modo, um campo de tensdes iniciais € somada as tensdes elasticas do problema inicial
resultando em tensdes nulas, simulando de maneira virtual uma cavidade.

Assim, durante o procedimento da OT criam-se células triangulares sobre 0s
pontos internos que atendem ao critério de retirada ESO. Desta forma, a construgdo do
sistema linear € realizada com a introducéo iterativa de um termo de dominio, em
termos de tensdes iniciais, com a introducdo de um vetor corretor. Os elementos do

vetor corretor sdo criados com o sinal oposto e sdo adicionados ao vetor livre que esta a
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direita do sistema linear original. Assim, ndo ha a necessidade de alteracdo da matriz de
influéncia inicial, isso traz uma grande vantagem no custo computacional do problema
em analise, pois essa matriz € ndo esparsa e a sua montagem com a insercao de novos
elementos, como ocorre nos processos de otimizacdo via MEC usando sub-regido,
produzindo um alto custo computacional. Desta forma, ndo ha a interferéncia de novos
elementos de contorno, o que altera de forma sensivel o problema elastico inicial a ser
resolvido.

Outra grande vantagem da presente formulacdo em relagdo aos métodos
propostos, é que durante o processo iterativo, ndo ha a necessidade de refazer a malha a
cada passo, a precisdo do MEC no calculo das tensdes internas proporciona a captura da
configuracdo 6tima realizando apenas otimizacao topologia sem a retirada de elementos
no contorno, isto é, sem a otimizacdo de forma. Destaca-se ainda que os problemas da
OT como a dependéncia da malha e o tabuleiro de xadrez ndo apareceram na presente

formulacéo.
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CAPITULO 2

SOLUCAO FUNDAMENTAL DE
KELVIN E EQUACAO INTEGRAL DE
CONTORNO PARA ELASTICIDADE
PLANA

2.1 Introducéo
No ANEXO 1 deste trabalho encontram-se os conceitos basicos da teoria da
elasticidade, necessarios para o entendimento do conteludo desta tese. Apresentam-se
ainda os conceitos fundamentais do problema elastico e as simplificacdes dos estados
planos de tenséo e deformagéo, bem como suas particularidades.

Neste capitulo serdo deduzidas as equacdes integrais do problema elastico a
partir do teorema da reciprocidade de Betti (ANEXO II). O problema a ser tratado
consiste em um meio elastico linear, onde ¢ aplicada uma tensdo unitaria no ponto “s”,
também denominado ponto fonte (source point), e mede-se o efeito desta tensdo unitaria
em outro ponto qualquer “q” denominado ponto campo.

O dominio do problema a ser tratado € infinito e, assim como na literatura em
geral, serd& empregado um asterisco (*) para indicar quando se tratar de variaveis
associadas ao problema fundamental.

Para o desenvolvimento deste capitulo foram consultadas as seguintes
bibliografias: Wittman (1983), Brebbia e Domingues (1992), Lopes (1996), Venturini
(1988), Wutzow (2003), Almeida (2003), Ferreira (2007), Scuciato (2007) e Leite
(2007).

2.2 Solugdo Fundamental de Kelvin

Fisicamente, a solucdo fundamental de Kelvin corresponde a obtencdo das
solucBes das equacOes de equilibrio para um corpo homogéneo e isotropo de geometria
arbitraria, sendo que os campos mobilizados de deslocamentos e tensdes que ocorrem

({4

em um ponto “q” - ponto campo — devido a uma tensao unitaria aplicada em “s” - ponto
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fonte — (source point) na direcdo k. O termo tensdo unitaria estd substituindo o termo
tradicional forca unitéria pois, forca unitaria em problemas planos resulta em tenséo

infinita j& que a area é nula. A figura 2.1 ilustra fisicamente o problema fundamental

=1
s
K |

v

Q-

(= 0]

Figura 2.1 — Problema Fundamental

Com o objetivo de representar o carregamento unitario na equacdo de

equilibrio elastico a parcela b, é escrita como uma distribuicdo de Dirac (ANEXO III)
(5ij)e ponderada por um delta de Kronecker(&ij), que relaciona as dire¢Bes k, de

atuacdo da forca, com a direcdo de efeito i. Assim, tém-se:

aij, j (8) + 6ij (s, )i =0 (2.1)

Substituindo-se na Lei de Hooke (para o problema fundamental), a relacdo

deformagdo/deslocamento e, em seguida, derivando-se em relagdo ax; e substituindo-se

o resultado na equacéo 2.1, obtém-se a:

* s o(s, )i
1o kit it g

=0 (2.2)

Para a elasticidade plana uma solucdo da equagdo 2.2 € obtida via vetor de
Galerkin que substitui os deslocamentos por funcbes derivadas de segunda ordem e é
dada por:

L [(3—4V) In(ljéij +r,ir'j] (2.3)

Uij(S,Q)=m .
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onde o primeiro indice “i” refere-se a dire¢cdo de aplicacdo da carga unitaria e, 0
segundo, “j” a direcdo do deslocamento proposta.

Derivando-se a equagdo 2.3 em relacdo ax,, reorganizando o0s termos e
substituindo-se na relagdo deformacdo/deslocamento, tem-se, para 0 caso

bidimensional, a equagéo:

* 1
€ij(s,d) :m[(l_zv)(r,i5ij +1j0ik) —Tidjk +Iiljrkl (2.4)
Aplicando-se a equacdo 2.4 na lei de Hooke pode-se obter para o caso
bidimensional:
* 1
oij(s, d) :—m[(l_zv)(r,i5ij +1 j0ik —TiojKk)+2rir gl (2.5)

Por fim, aplicando-se a equacdo 2.5 na férmula de Cauchy, obtém-se a
expressdo da forca de superficie para o problema fundamental que é dado pela
expresséo:

1

pij(5|Q):—m

[(1—21/)5”' + 2r,ir7j]r,n + (1—2V)(I’,inj — r7jni] (2.6)

2.3 Equacéo Integral de Contorno para Elasticidade Plana

Apresentam-se nesta se¢do as integrais basicas para resolucdo de problemas
elasticos usando o MEC. Estas férmulas serdo deduzidas para o problema de estado
plano de deformacao, supondo que ndo existam descontinuidades no corpo.

Seja um dominioQ, limitado por um contornoI", submetido a dois estados de
carregamento: sendo o primeiro o problema em estudo e o segundo, o problema de
Kelvin. Através do teorema de Betti, equacdo 2.7, que estd fundamentado na condicdo
que o trabalho realizado pelas tensdes de um estado A, sobre as deformacdes de um
estado B é igual ao trabalho das tensdes do estado B sobre as deformac6es do estado A,

admitindo-se 0 mesmo material em ambos os estados:

jaﬁgﬁdQ=Jaﬁgﬁ‘dQ (2.7)
Q Q

em que os termos que contém simbolo * estdo relacionados as variaveis do problema
fundamental de Kelvin e os que ndo contem o simbolo * estdo relacionadas ao problema
real.

Na figura 2.2 ilustra-se o dominio de um corpo elastico isotropo

bidimensional, Q, em meio infinito, Q;, definido por um contorno I'", onde sé&o
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desenvolvidos o estado de deslocamentos, deformacdes e tensbes mediante as acdes
aplicadas.

Figura 2.2 — Dominio corpo elastico bidimensional

Aplicando-se o teorema da reciprocidade de Betti (demonstrado no ANEXO I1)
e substituindo um dos estados do problema pelo problema fundamental e outro pelo
problema real. Manipulando-se a equacdo 2.7 com o auxilio da relacdo deformacao/

deslocamento obtém-se a seguinte expressao:

[oj @uj , (5.0)dQ = [o (s, q)u i (@)dQ (2.8)
Q Q

Integrando por partes a equacao 2.7, obtém-se:

- jajk (Q)Ui?(s’ q)dQ + _[ij (q)ui]f(s,q)njdr =
Q Q

. . (2.9)
— [oij(@)uj(s,0)dQ+ [oij(a)u j (s, Q)7 AT
Q Q

Substituindo-se na equacdo 2.9 a equacdo 15 (ANEXO 1), conhecida como
equacdo Cauchy, para os dois estados em estudo, tem-se a:
- [ok @uij(s.0)dQ+ [ pjuj(s,q)dr =
@ o (2.10)
—JUij,k(Q)Uj(S,Q)dQ+IUj pij (s,q)dl’
Q r

Aplicando-se na expressdo 2.10 a equacdo de equilibrio para os dois estados,
tém-se:
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—J.bjui]fdQ+J‘ pjui]fdl“z
Q r

X (2.11)
- J§(S,Q)5ijUde+IUj pide
Q r

ok k (@) =-bj
ondes .
Tijk .k =—0(8,)djj
Rearranjando a equagdo 2.11 e resolvendo a primeira integral do segundo
membro 5j;u _[5(5, q)dQ2 = 6j;u j , obtém-se:
Q

[o(s,a)sijujdQ = [ pjuiidl - [u; pjdl + [bjujdQ
Q r r Q

§ijuj :Jpjuijdr—jujpide+ijuide
r r Q (2.12)
COMo Jjju j =Uj entao :

*

i = [ P (s,)uj(@T + [ufj(s,) p; ()T + [bjuide
r r @

A equacdo 2.12 é denominada Identidade Somigliana e fornece os valores dos

deslocamentos dos pontos internos em funcdo dos valores de contorno e de forcas de
* * -
volume. Os termosujj e pjjsao valores de deslocamentos e forcas de superficie

conhecida, pois advém da resolucao da equacao diferencial parcial do problema elastico
para certa combinacdo de condicbes de contorno. S&o expressOes obtidas
analiticamente. Caso ndo se considerem as forcas de volume do problema em andlise, a

equacao 2.12 simplifica-se como:

i (s) == pij (s, a)u ()T + [ ujj(s,) p; (a)dr (2.13)
r T

que a ndo ser a parcela u;(s), as demais integrais sdo relativas apenas ao contorno.

Ao se aplicar a equacdo 2.10 na lei de Hooke obtém-se a equacéo integral de

tensdes para pontos internos cuja expressao é dada por:
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2Gv * * *
oij(s) = ‘J[E%‘ pik,i"‘G(pik,j"‘pjk,i)}ukdr
r

2Gv * * *

+I[—§ijuik7i+G(uik,j+u jk,i)} pde (2.14)
c 1-2v
2Gv

+J2|:Eé‘ijuik,i+G(uik,j+u jk’i):lbkdg

Na equacdo 2.14 faz-se b, =0(ndo considerando as forcas de volume)

obtendo-se a expressao para tensdo de problemas elasticos bidimensionais.
ZG 14 * * *
cij(s) = —I[E&j Pik,itG(Pik,j+ P jk,i)}ukdr
r (2.15)

ZGV * * *
+I[{E5ijuik,i+e(uik,j+u jk,i)} pydl
2.4 Equacéo Integral para Pontos do Contorno

A equacao integral para pontos do contorno sera deduzida a partir da Identidade
Somigliana, equacdo 2.12. Na figura 2.3 apresenta-se um contorno expandido com um

semicirculo de raio ¢ e seja sum ponto do contorno.

-+ ’,..a-”" o

) N
(‘:“‘\- L, \\x
v Q ;

\ /

AN /r-r,
N P

— -

e I

Figura 2.3 — Contorno expandido bidimensional

Com a incluséo do contornoI’,.,S torna-se um ponto do interno do dominio Q2. Assim,

pode-se aplicar a Identidade Somigliana. Porém, para que seja utilizada, é necessario
conhecer os valores dos deslocamentos e forgas de superficie nos pontos pertencentes ao
contorno. E possivel calcular estes valores. Para isso, basta calcular o limite dessa

expressdo quandoseQ —>sel.
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Considerando a regido circular no caso de problemas bidimensionais, ver figura

2.3, com contornoI” , , raio e centroS, tém-se o contorno expandido rE que é dado
&

por:

rE=(r-r,)+r . (2.16)

&

ondeT, é a por¢do do contorno original que foi retirada. O comportamento das solucoes
fundamentais pode ser estudado tomando o limite quando & — Oe, por consequéncia,
rt »r.

Assim, tém-se:

Ui (s)=- [ pij(s,q)uj(a)dr+ [uij(s,a)pj(a)dr (2.17)

rE rk
Desmembrando-se a equacdo 2.13, utilizando-se o contorno expandido, obtém-

se a seguinte expressao:

ui(s)=— [ pij(s.aujadr- | pj(s a)uj(ar

(I'-Tg) (r5+)
) . (2.18)
+ Juijs.a)pj(@dr+  [uj(s,q)p;(a)r
(F-T) (r +)
Para que s eI deve-se fazers — 0, ou seja:
ui(s)=—1Im | [ pij(s,q)uj(@dr |- lim| [ pj(s,q)u;(q)dr
&—0 >0
(F-T) (r +)
(2.19)

+lim | [uij(s,q)p;j(@)dr + lim [uij(s.a)p;(@)dr
28 (0 ,) & (T _+)

Analisando-se cada um dos limites expressos na equacédo 2.19, conclui-se que:

i) im [ [ujj(s,q)pj(@dl | = [ujj(s,q)p;j (@)l
LTy ()

Esta integral é avaliada na forma de uma integral impropria, pois o tipo de
singularidade presente ¢ comumente denominada “singularidade fraca”. Nos problemas
bidimensionais as singularidades sdo de ordem zero (In(1/r)). Portanto, € possivel
dividir essa integral em duas partes: uma singular e outra ndo singular. A parte nédo

singular é integrada numericamente utilizando-se a quadratura de Gauss convencional
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ou de forma analitica (ANEXO 1V) desenvolvida neste trabalho. A parte singular é
também integrada usando a quadratura de Gauss convencional, logaritmica ou como

desenvolvida neste trabalho analiticamente (ANEXO V). Neste caso quando ¢ —0a

outra parcela do limite dada por lim Iuﬁ-(s, ) pj(gq)dl tendera a zero, pois, depende

e
do produtorln(%j—>Oonder:|x(s)—x(p)| continuidade de Holder (ANEXO VI),

umavez quer —0.

i) fim ju’i}(s,q)pj(q)dr =0
& (1_, )
g+
Esta integral tende a zero quandoe—0. Esse resultado pode ser obtido

empregando coordenadas polares para 0s casos bidimensionais.

i) im | [ pjj(s,a)uj(a)dr =vpc{j pij(s,q)u j(q)dl“}
Ty r

Esta integral tem singularidades de ordem zero (r_l)em problemas

bidimensionais. Neste caso, o limite quando ¢ — 0ndo anulara estas integrais, ou seja,

para resolvé-las devemos avaliar o (VPC) Valor Principal de Cauchy.

) lim | Juij(s,0)p;(@dr | = im | [ pij(s el @) -uj @)
) Ty

(2.20)

+uj(s) lim | | pii (s, q)dl
J 1
e—0 T )
€+
Esta integral é regularizada pelo primeiro termo da expans@o em serie de Taylor
em torno do ponto fonte, procedimento que conduz as duas parcelas de 2.20, onde a
primeira integral do lado direito deve ser igual a zero pelo requisito de continuidade dos
deslocamentos, isto é, obedece a condi¢do de Holder. A segunda integral gera um termo

livre, dado por:
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i@ Im | [ ij(s.ar | = o5 (9uj (9 @.21)
T +)

Finalmente, a equacgdo integral de contorno para deslocamentos no contorno

pode ser escrita na forma:
Cij(s)uj(s) = —VPC[ [ pij(s.apu; (q)dr} [uij(s.a)pj(@dr (2.22)
r r

onde VPC.[(...)dFindica uma integral avaliada no sentido do Valor Principal de
r

Cauchy. Para contornos bidimensionais “suaves”, como apresentado na figura 2.3,
. 1
Cjj(s) assume os seguintes valores: Cjj (s)u j(s)ziéijuj(s). Estes valores podem ser

obtidos analiticamente. Seja ra distancia entre o ponto fonte Se um ponto p no

contornoI” | , usando-se coordenadas polares, tem-se as seguintes equagdes:
&

r =(gcos)i+(esend)j (2.23)

dl“ng =rd@d=e0 (2.24)

or 2 2

% =T + 11y =C0S” O+sen“d =1 (2.25)
=C0sé =senéd

m 2 (2.26)

ry =cose r,=send

Substituindo as equagdes 2.23 a 2.25, nas equacdes 2.6 e 2.21, respectivamente,

pode-se escrever:
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c1(s) = "”‘o{ [ paats, q)er

T +)

lim jl[(1—2v).1+2cos«9cos€]ed0}+
1 e—0 08
C 4x(l-v) z
" im | [(1—21/)(00320—0052 9)]&19}
E—> 0
1 T 2
=~ 2y gln_r:o g 8[(1 2v).1+2cos 9]&19}} (2.27)
1
:_471'(1—1/){1 2v) 9| seanosH+6?)|}
_ 2zQ-v) 1
C 4z(l-v) 2

& T +)

C12(S) = |Im0{ [ pi2(s, q)dr}

i (1-2v) O+2cos€sen9]gd49}
&

T
lim | [=[(
1 -0 0
_ (2.28)
Ar(l—-v) r
lim | [[(L—2v )(cos 6sen 6 — cos Gsen ) }ed 0
&—0 0
1 T
=— iim | [[2cosesenoldo
4r(l—v) |e—0 0

= 47r(1 » {[ sen(26) dﬁ}

0
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c1(s) = m | [ pa(s, a)r

T +)
glii)no E [(1—2v).0+2sendcos O]ed e] +
= 1 0 (2.29)
Az(l-v) z
IimO j [(1—2v)(sen@send — send cos O)]ed 9]
E—> 0
=— ;{ lim T[Z cos Gsend]d 9}}
A4r(l-v) |e—0 0
== (1 - {([ [sen(26)]d 6’} =
C22(5)= lm | [ p2a(s, a)dr
BNy +)
|im0 ];1 [(1-2v)1+2senésend]ed 0} +
E—> &
- é ; 0 (2.30)
Tl1l—Vv T
Iim0 j [(1 - 2v)(sen29 - senze)]éd 0}
E—> 0

# lim
C Az(@-v) |e50

_2zl-v) 1
C 4z(l-v) 2

o —3

=

Pode-se entdo escrever o termo livre em funcdo do delta de Kronecker, deste
modo tém-se:

cij(s) = Ll) ﬂ —%cﬁj (2.31)

A equacdo 2.31 vale apenas para contornos suaves, mas em contornos néo
suaves, usam-se limites de integracdo diferentes do caso anterior, como serd mostrado a

sequir.
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Nota-se na figura 2.4 que os limites de integracdo devem variar de ¢, agy, que

sdo os angulos de varredura medidos do eixo para as tangentest; a t,, respectivamente.

~ 27N\
'\.IIII .II
| -L _—

Figura 2.4 — Contorno nao suave

Introduzindo-se 0s novos limites de integracdo nas equacOes de cij(s)e

resolvendo as integrais, tém-se:

ou(9)= im | [ pia(s,q)r

(l"g+)
%2 4
iim | | =[(1—2v)1+2cospcospledp |+
e—0 &
___ 2
Az(l-v) @2
lim I [(1— 2v)(cos2 @ —cos? (p)],sdgo
e—0
71
1|
== J.[(1—2v)+ 2c0s¢cosplde (2.32)
Az(l-v)
71
1

92 2
- m{(1— 2v)(p|¢l +(sengcos g + go)L”l }

_P—pr sen2¢, —sen2¢;
2r 8z(l—v)
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cp(s)=lm | [ pra(s,a)dr
&—0
(r +)

lim
&—0

[(1—2v).0+2cos gsenp]ed (p] +

PRIERENN
M|~

4z(l-v)
lim
-0

[(1—2v )(cos gsen g — seng cos p)ed (p]

R

1 P2
= i) [[sen2pldg (2.33)
71

:—47[(11_1/) {( ~2v) (p| Sen(pCOS(/H—(p)l }

1

- 47[(1 V) {"( Zeen’ g +25n %)}

B sen? oL — sen? »y
Ar(1—v)
Como a matriz cjj(s) € simétrica entdo ¢;»(s) =Cp1(s)

()= lim | [ pza(s, q)r

T +)
P2
lim I 1 (1-2v)1+ 23en(psen(p],sd(p} +
e—0 &
__ 1 il
472'(1—V) ¢,2
lim 1-2 Sen sen
e—0 f/J’.l [ V)( ¢- (D)qu’J
1 @2 )
=~ i) ({l [(1— 2v)+ 2sen go]dgo} (2.34)
1 %2 -
=— nl—) {(1— 2V)§0 |(/71 + (— sengCcos @ + gp)lq)l }
=— 47r(11— ) {2((02 —)1-2v)- % (sen2¢y — sen2¢>l)}

_a-e2 sen2¢pp —sen2¢;
2w 87(l-v)
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De forma matricial pode-se escrever:

PL—Pp  SeN2¢p; —sen2gy senz(pl - senzgoz
cij(s) = 2r . 87[(12— V) Ar(l—v) (2.35)
Sen“g; —sen“ g, AP sen2¢y —sen2¢y
Az(l—v) 2r 8z(l-v)

A equacdo 2.35 é uma equacdo geral para pontos do contorno, isto é, através

desta equacao obtém-se aos valores de c; (s) para os seguintes casos:
i) se 0 ponto fonte s € ponto de um contorno suave entao:

Ap=p —pr=7

(2.36)
Seng; = —Seng, e CoS ¢ = —COS ¢y

Substituindo-se 2.36 em 2.35, tem-se a:

1

1B

cij(s) == 2 > 9ij
210

NI, O
N

i) se o ponto fonte s é ponto de um canto de 90° ent4o:

=Z & =0
=y = 9z (2.37)
sen(2¢) =0esen(2¢,) =0
Substituindo-se 2.37 em 2.35, obtém-se a equacéo 2.38.
1 1

i (5) = ;1 47z(11—v) :%5” (2.38)

4z(l-v) 4
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CAPITULO 3

METODO DO ELEMENOS DE
CONTORNO(MEC)

3.1 Introducao

Para que as equacdes integrais sejam calculadas numericamente, o contorno
deve ser discretizado em uma série de elementos. Nestes elementos, tanto a geometria
quanto a variacdo (campo) das incdgnitas (deslocamentos, forcas de superficies) devem
ser interpoladas a partir de uma série de pontos onde os valores incognitos sdo
considerados. Estes pontos sdo denominados nds e os valores que as incdgnitas
assumem nos mesmo sdo chamados de valores nodais. A figura 3.1 ilustra o elemento
linear e 0 quadratico em coordenadas globais e locais. Para cada elemento € conveniente
definir um sistema de coordenadas locais que segue a dire¢do do elemento, zero no
centro e igual £1nas extremidades.

De acordo com o grau de aproximacdo da geometria, os elementos podem ser
classificados em constantes, lineares, quadraticos, cubicos ou de ordem superior (grau
maior ou igual a quatro). Além disso, é possivel admitir que os graus de aproximacao de
geometria e varidveis sejam diferentes, caracterizando os elementos isoparamétricos,
subparamétrico ou superparamétricos.

Os elementos quadraticos isoparamétricos apresentam a melhor relacdo
precisao/eficiéncia na maioria das aplicacdes envolvendo analise de tensdes, Becker
(1992). Para o objetivo desta tese, a utilizacdo dos elementos lineares isoparamétricos

foi suficiente.
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Figura 3.1 — Elementos de Contorno — (a) Linear — coordenadas globais e

coordenadas locais (b) Quadratico-coordenadas globais e locais.

As equacdes integrais de contorno, desenvolvidas até o0 momento, s6 podem ser
resolvidas analiticamente para problemas muito simples. Para problemas de geometria e
carregamentos mais complexos, somente a utilizacdo de métodos numéricos permite
resolvé-las. Assim, varios métodos numéricos tém sido desenvolvidos visando a solucao
desses problemas. Entre eles, podem ser citados o Método de Diferencas Finitas (MDF),
Método dos Elementos Finitos (MEF), Método dos Elementos de Contorno (MEC) e 0
Métodos sem Malha (MESHLESS). O MDF trata a equacdo diferencial que rege um
problema aproximando suas derivadas. Para isso, utiliza-se uma expansdo em série de
Taylor truncada, exprimindo as derivadas em termos de valores num certo numero de
pontos discretos. Isto resulta numa série de equagdes algébricas, as quais sdo aplicadas
as condicbes de contorno para solucdo do problema. A principal dificuldade deste
método esta relacionada com as geometrias curvas e nas aplicacdes das condigdes de
contorno irregulares. Além disso, surgiram métodos numéricos mais eficientes, por isso,
estd sendo pouco usado no meio cientifico apesar das aplicagbes em problemas
viscoelasticos, resolucdes de equacOes diferenciais parciais e integracdo temporal. O

MEF encontra-se num estagio bastante avancgado, constituindo-se, no método numeérico
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mais utilizado pelos engenheiros para solugdo de diversos tipos de problemas. No
entanto, a impreciséo por vezes existente nos resultados para problemas tridimensionais,
na modelagem de regides infinitas e em problemas com contorno mdveis proporcionou
o aparecimento do MEC que foi desenvolvido como uma resposta as dificuldades
apresentadas. Este método se apresenta como uma poderosa ferramenta para resolugédo
de problemas fisicos habituais das engenharias.

Devido a precisdo e confiabilidade na modelagem de problemas de dominio
infinito, precisdo nas grandezas internas, sistema algébrico menor, mas ndo esparso e a
reducdo da dimensionalidade e a facilidade de associar-se com outros meétodos
numericos o MEC vem ganhando espago e credibilidade nos principais centros de
pesquisas, principalmente em areas como: mecanica da fratura, mecénica das estruturas
e mecénica dos solos.

No sentido de aliviar a necessidade de refazer a malha de problemas de
deformacdo em movimento, tem havido um interesse significativo no desenvolvimento
e aplicagdo dos métodos sem Malha (MESHLESS).

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos e a formulacdo do MEC.
Para tanto, além das referéncias bibliograficas citadas no capitulo anterior, incluem-se
ainda as seguintes referéncias: Telles (1987), Kane (1994), Hall (1994), Almeida
(2003), Ferreira (2007).
3.2 Discretizacdo Numérica

Para resolver numericamente a equacdo integral para o problema elastico atraves
do MEC, o primeiro passo nesse procedimento € dividir o contorno em segmentos
(elementos) com deslocamentos e forcas de superficies escritas em funcdo de seus
valores em uma série de pontos discretos sobre o contorno (nés), como ilustrado na

figura 3.2.
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* Nos

17

e Elementos

Figura 3.2 — Discretizacdo do contorno, Ferreira (2007)

E importante lembrar que ao aproximar o contorno em elementos utilizam-se de
dois tipos distintos de aproximacdo: as funcBes interpoladoras das varidveis do
problema e as fungdes interpoladoras da geometria do contorno. Estas fungdes sdo as
mesmas lagrangianas utilizadas na formulagédo do MEF.

Deste modo, podem-se classificar os elementos em constantes, lineares,
quadréaticos e de ordem superior, de acordo com o grau da funcdo interpoladora. Além
disso, pode-se admitir que o grau das funcGes interpoladoras de geometria e variaveis
sejam diferentes, caracterizando os elementos subparamétricos, isoparamétricos e
superparamétricos.

Assim, ap6s a discretizacdo a equacdo 2.22 pode ser reescrita da seguinte

maneira:

NE NE
[cKu}” + " ([[p*Huddr;) = > ( [[u<Kpddr;) (3.1)
=1 Tj =1 Tj
em que NE representa o nimero de elementos utilizados na discretizagdo do contorno e
P é o ponto fonte considerado e [c] é matriz do termo livre.
3.2.1 Funcdes de Interpolacdo
A adocdo de funcdes interpoladoras consiste em se utilizar uma funcgéo local
parametrizada para cada elemento que assume valores unitarios nos nos base, valores
nulos nos demais nos base e valores entre 0 e 1 entre os nés. E adotado um sistema de
coordenadas homogéneas como mostra a figura 3.3. Para desenvolvimento deste
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trabalho adotou-se o elemento linear isoparamétrico. Nesse tipo de formulacdo o
pardmetro geométrico, as incognitas de deslocamentos e as forgas de superficies séo

aproximadas usando-se a mesma funcéo de interpolagéo.

D, D,
1 1
5 17 5
& =1 T —= £=]
— Yy

Figura 3.3 — Funcdes de forma do elemento linear

Em geral, estas funcbes de interpolagdo sdo derivadas de polindbmios

Lagrangianos, que sao definidos, para graum—1, como:

R
i (&) = 27K (3.2)
[T -4)
=0,k

As equacbes 3.3 e 3.4 representam as funcdes de interpolacdo para elementos

lineares e sdo assim expressas:

n(S) = 1_75 (3.3)
h&) =15 (3.4)

Desta forma, podem-se escrever os deslocamentos, forcas de superficie e a

geometria da seguinte forma:

1
u1
fw] [a 0 4 O]lud| i
wi-f-a o % ool (35
i
:p1:¢10¢20p2: ] 36
wi-{f-h o E ol e el @)
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1
X
A X a0 g Oyt oy
R NS Y JAS O @7
y2
Substituindo-se as equacdes 3.5 e 3.6 em 3.1 obtém-se a:
NE . NE .
[cl[@]7{u}f+ X" ( [p*I@ldrj Kutd = > ( [[uI[@ldr; X p}) (3.8)
i=1 Tj =1 Tj

As integrais da equacao 3.8 relacionam os deslocamentos do ponto de colocagéo,
a forca de superficie e deslocamentos nodais em qualquer elemento j. Por isso, sdo

denominadas matrizes de influéncia e seus valores resultantes representar-se-ao por:

[H]P = [[p*[@lr; (3.9)
Tj

[G]" = [[u*]r; (3.10)
T

Substituindo-se as equacdes 3.9 e 3.10 em 3.8 e considerando que:

H]:{[H]pj: sejeT (3.11)
[H]” +[c[®]P sejcT

Obtém-se:

NE .. NE ..

YIHPHui=>[6]™ {p} (3.12)
j=1 j=1

Que na sua forma tradicional € escrito como:

[H1{u}=[Gl{p} (3.13)
3.2.2 Formacéao do Sistema de Equacdes

Para resolver o sistema linear apresentado na equacdo 3.13 é necessario a
aplicacdo das condicOes de contorno. Para isto, o sistema matricial deve ser manipulado
de tal forma que os valores incégnitos se concentrem de um lado e os valores prescritos
do outro. Isto é feito trocando as colunas das matrizes [H] e [G], obtendo a seguinte

forma.

[AKX}={b} (3.14)
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onde: [A] é a matriz modificada formada pelas colunas de [H] e [G], {x} é o valor das
incognitas, {b} € vetor formados pelas colunas de [H] e [G] multiplicadas pelos valores
prescritos.

Para resolver este sistema linear, utiliza-se um algoritmo de resolucdo de
sistemas adequado, sabendo que esta matriz [A] é ndo esparsa. Para o presente trabalho
utilizou um algoritmo presente na biblioteca matematica da linguagem de programacao
FORTRAN para resolugéo de sistemas.

3.2.3 Formacdo do sistema de equacbes algébricas — Elementos
Lineares

Com o objetivo didatico de mostrar a formacdo do sistema linear para elementos
lineares de contorno, utiliza-se um contorno triangular com trés elementos lineares

conforme figura 3.4

@
.
2

Figura 3.4 — Malha formada para Elementos de Contorno

Lineares.

Fazendo uso da seguinte equacao:

p+2 ZH B = ZZG P parap=1,2,..., NN (3.15)
n=14=1 n=15=1

Onde NN representa 0 nuamero total de nés do contorno, H ‘i’j”ﬁ eG'?j”ﬁ séo

definidas em termos das integrais das solugdes fundamentais sobre os segmentos de
contornoI’, (comdIl}, =J,(£)dE, com J,(&)o jacobiano das transformagOes das

coordenadas), dado pelas expressoes:



equacdo é avaliada nos pontos nodais xk, parak =1,2,...,

H Y= j N 5 (£) pijdn(£)dS

1
= [Ng(&)uijIn(&)ds
-1

O Jacobiano da transformacéo de coordenadas é dado por:

)= (4] (%2
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

Para resolver a equacdo 3.15 usa-se 0 método de colocacdo pontual, isto é, essa

NN, onde NN representa o

numero total de nds de contorno, criando, desse modo, um sistema de equacles

algébricas que sera resolvido ap6s a aplicacdo das condicdes de contorno prescrita do

problema. Mostra-se a seguir a aplicacdo da equacdo 3.15 na resolugéo de elementos

lineares na malha triangular indicada na figura 3.4.

Aplicando a equacéo 3.28, quando o ponto fonte é o n6 1, tem-se:

NE=3
1,,1 1,,1 1nl nl 1nl nl 1n2,,n2 1n2, ,n2
Cllu1+C12u2 + Z(H l:JLu 1+H 1:gu 2+ H llu 1+ H 12u 2):
n=1
NE=3

1nl,A n1 inl,A n1 in2,.n2 in2.,.n2
D (Gp"+GpS+ G ip i+ G'ap"
n=1

NE=3
1,,1 1,,1 1nl  nl 1nl nl 1n2 ., n2 ln2 n2
C21U1+C22U2 + z ,(H 2:]Lu 1+H 22]]"I 2+ H 21u + H )
n=1
NE=3

Inl.nl 1n1 In2..n2 In2,.n2
Z(G 21p 1+G 22 +G 21p l+ G 22p 2

Deste modo, a forma matricial dessas equagdes sao expressas por:

u 1

1 1 1 NE=3 1nl 1nl 1n2 1n2 nl
|:C11 Clz:|{ul}+ z {H 11 H 12 H 11 H 12:| u 2 —

1 1 1 1nl 1nl 1n2 1n2 n2

C21 C22 u2 n=1 H 21 H 22 H 21 H 22 u 1

n2

u 2

nl

P

NE=3 1nl 1nl 1n2 1n2 nl
§ {Gn G G Gn} P
1nl 1nl 1n2 1n2 n2

G 21 G 22 G 21 G 22 p 1

n2
P

n=1

(3.19)

(3.20)

(3.21)



Para o n6 2 tem se:

NE=3 2nl
Z {G 11
2nl

G 21

n=1

1
o
w w

$ {Gzﬁ

n=1

o
i
O R~ O

§ [G?ﬁ

n=1

u")
2 2 2 NE=3 2nl 2nl 2n2 2n2 nl
{Cll ClZ:Hul}+ Z |:H 11 H 12 H 11 H 12:| u 2
2 2 2 2nl 2nl 2n2 2n2 n2
CZl C22 2 n=1 H 21 H 22 H 21 H 22 u 1
n2
u 2
pnl
1
2nl 2n2 2n2 nl
G 12 G 11 G 12:| p 2
2nl 2n2 2n2 n2
G 22 G 21 G 22 p 1
n2
P
Para 0 né 3 tem se:
unl
1
3 2 NE=3 3n1 3n1 3n2 3n2 nl
11 C12:|{ul}+ Z {H 11 H 12 H 11 H 12} u 2
3 2 3nl 3nl 3n2 3n2 n2
Coi Cypy Uy n=1 H21 H22 H21 H22 u
n2
u 2
pnl
1
3nl 3n2 3n2 nl
G G™ Gn} P
3nl 3nl 3n2 3n2 n2
G 21 G 22 G 21 G 22 p 1
n2
P
Assim, pode-se escrever ainda:
unl
1
c 2 NE=3 cnl cnl cn2 cn2 nl
ClZ:HU1}+ z |:H 11 H 12 H 11 H 12} u 2
c 2 cnl cnl cn2 cn2 n2
Coi Cpur Uy n=1 H21 H22 H21 H22 u
n2
u 2
nl
P
cnl cn2 cn2 nl
GlZ Gll GlZ p2 C_12 NN
Gcnl Gcnl Gcn2 Gcn2 n2 TS
21 22 21 22 p 1
n2
P

42

(3.22)

(3.23)

Sabendo que alguns nds sdao comuns entre os elementos e que os deslocamentos

sdo definidos de maneira Unica nesses nos, entdo, pode-se escrever 0 somatorio a

esquerda na equacao anterior da seguinte maneira:

§ {H?i

cnl
n=1 H 21

cnl
H 12

cnl
H 22

I

unl
1}+
nl

u 2

cn2

|:H 11
cn2

H 21

ch2 un2
1§H Selec=12..,NN
H 22 u 2

Ao expandir este somatdrio e agrupar as contribuicdes dos nés comuns a cada

elemento, isto é: 0 n6 2 do elemento 1 é o nd 1 do elemento 2, 0 n6 2 do elemento 2 é 0
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né 3 do elemento 3 e 0 nd 2 do elemento 3 é 0 n6 1 do elemento 1, adotando uma

notacao do tipo nd pode-se escrever a equacdo geral da seguinte forma:
{cﬁ cleui}gquiz Hz;Huz}]:
C C C C C
C21 C22 u2 7=l H 2}1 HZZ Ug

NE=3 cnl cnl cn2 cn2 nl
Z J‘|:G11 Glz Gn G12:| P
cnl cnl cn2 cn2 n2

G 21 G 22 G 21 G 22 p 1

n2
P

ec=1,2,..,NN

n=1 I
Agrupando todos os deslocamentos incognitos tem-se:
SR A fuil)
7=l chyl H% Ug

p"
§ I[Gﬁ 6% G emﬂ P

cnl cnl cn2 cn2 n2
GZl GZZ G21 G22 pl
n2

P

ec=12,.,NN

n=1 I'n

A equacdo anterior pode ser reescrita na forma Hu =Gp com H uma matriz de

ordem 2NN , G uma matriz de ordem 2NNx4NE , u é um vetor com 2NN componentes

e p € um vetor com 4NE componentes.
3.2.4 Pontos de Colocacgéo

Sabe-se que para montagem do sistema algébrico, quaisquer pontos de
colocacdo serviriam. Para este caso, usa-se a técnica de subelementacdo para minimizar
o erro das integrais numéricas. Um problema na resolucdo das integrais singulares que é
o VPC (valor principal de Cauchy). No entanto, se estas integrais forem resolvidas
analiticamente o resultado obtido serd melhor do que resultado apresentado pela
integracdo numérica, justificando, assim, o desenvolvimento das dedugdes dessas
integrais.

3.2.5 Deslocamentos em pontos internos

Depois de resolvido o sistema algébrico determinando o valores de u e p no
contorno os valores das forcas e dos deslocamentos séo conhecidos.

Usando a equagdo Somigliana calculam-se os deslocamentos e as tensdes dos
pontos internos em funcdo dos deslocamentos e forcas de superficies nodais. Deste
modo, os deslocamentos na forma discretizada podem ser calculados usando a equacao
3.24.
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o NE m onB.ng NN 0
uf=> 2.6 e} - 2 H N (3.24)
n=15-1 o

3.2.6 Tensbes em pontos internos

Para calcular as tensdes em pontos internos usam-se as equagdes constitutivas,
transformadas com a aplicacdo da relacdo deformacédo/deslocamento dada pela
expresséo 3.25.

Kk 2Gv

Ij_ﬁé‘”ul | +G(U| J +UJ |) (325)

Manipulando-se os termos de deslocamentos da equacdo 3.25 na equagdo

Somigliana e desprezando o termo de dominio, tem-se a seguinte expressao:

R T
Uilﬁ—J‘ 2Gv 51 3U|k+G 8U|k+ jk o dr +
(1-2v) 7 ox xXj X
(3.26)
* _* a _*
J- 2Gv 5”_ ou i 4G Pik N P jk u, dr
T (1-2v) oXq oXj OXj
Reescrevendo a equacdo 3.26 na forma matricial obtém-se a expressao:
o NE ijk k NE ijk £k
{o}P =101z 1= 2 [D*{pln-2[s " {ufs (3.27)
op) 17 =

onde [D]"e [S]™sto matrizes cuja expressdo discretizada de seus elementos sio

determinadas por:

" Dy Donn .
[D]U =/ D112 Dopo =Im[(r,k5ij +r,j5ik —r,iéjk )+2r,ir,jr,k}ﬂ“(3.28)
Dip Dy | T
" St Sou
[S" =|S112 Sar
S1220 Sox
2r,n [(1— 2V)5j|( ri +V(5J‘i g + Oik r j )+ 4r,i r j M ] (3.29)
_.[ 51+ 2v(Nrgri+ngrjr) -
rérl- v)r

(1—2v)(nir,jr,k + nchji + njéki)— (l—4v)ni5jk
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Onder, indica a derivada do raio na direcdo do vetor unitario normal ao

elemento. Deste modo, as tensfes na forma discretizada podem ser calculados usando,

respectivamente, as equagdes 3.30.

P URU pns, np o Py, ¥
n=15-1 y=1

3.2.7 Tensdes nos nds do contorno e deformacdes em pontos internos
Sabe-se que existem problemas de indeterminagédo dos valores de tenséo para as
extremidades dos elementos de contorno. Para efeito de pds-processamento, mapas de
tensdo e isolinhas de tensdo sdo necessarios que alguns valores de tensdo sejam
atribuidos as extremidades dos elementos. Tem-se, entdo, que isto implicaria num erro
consideravel. Entretanto, para analises e estudos dos resultados dos exemplos
simulados, as tensdes que sdo empregadas sdo aquelas encontradas em pontos internos
ou em pontos localizados no contorno, nao coincidindo estes sobre 0s nés do contorno.
Assim, para determinar as deformacGes em pontos internos e do contorno conhecendo-
se 0 vetor de tensBes do ponto em questdo, basta aplicar a lei de Hooke e se obtém as

respectivas deformacdes do ponto.
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CAPITULO 4

OTIMIZACAO ESTRUTURAL
EVOLUCIONARIA VIA MEC
USANDO UMA ABORDAGEM
SIMPLES DE SUB-REGIAO

4.1 Introducéo

Nas Gltimas duas décadas, ocorreram algumas discussdes a respeito da validade
do ESO (Evolutionary Structural Optimization) como um método de otimizacdo em
relacdo aos métodos de otimizacdo que usam a sensibilidade de uma funcéo objetivo.
Isto, deve-se a sua heuristica de remocdo e/ou adicdo de material realizada com critério
de tensGes locais. Apesar disso, a técnica ESO vem se mantendo popular devido a sua
simplicidade e extensa evidéncia empirica do fato de que suas solucdes dtimas se
assemelham as solugdes obtidas pelos métodos classicos mais rigorosos de otimizagao.

Esta tese lida com uma abordagem diferente no campo da otimizacdo de
topologia em problemas de elasticidade plana, utilizando o método dos elementos de
contorno (MEC). O problema de otimizacdo topoldgica é resolvido com a técnica
numeérica denominada ESO, a qual é acoplada com a formula¢do do MEC para calculo
das tensdes em pontos internos que possibilitara o desenvolvimento de uma estratégia
para representar as regides que devem ser eliminadas durante a OT. A presente
formulacdo apresenta algumas vantagens em relacdo aos métodos propostos, uma vez
que ndo é necessario refazer a malha em cada passo, pois seu dominio é fixo. Desta
forma, a velocidade do procedimento de otimizacdo € bem maior que o Método Level
Set (MLS) acoplados ao MEC. Destaca-se também que ndo houve necessidade da

implementacdo e utilizagdo de filtros, nem a necessidade de refinamento do grid para se
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capturar a topologia otima da estrutura, pois ndo ha dependéncia da malha nesta
formulagdo. O contorno é discretizado com elementos lineares e as cavidades sdo
criadas automaticamente em pontos internos de baixa tensdo e sdo sub-regides
convexas, neste trabalho, uma sub-regido hexagonal cujas arestas sdo também
elementos lineares de contorno.
4.2 Otimizacéo Estrutural Evolucionaria usando MEC

Nesta tese a OT serd tratada na sua abordagem macro (geométrica), a topologia
da estrutura é modificada através da insercdo de vazios no dominio. Como exemplo
deste grupo de OT pode-se citar o ESO, Xie and Steven (1996), Chu et al. (1996),
Christie et al. (1998), Liang et al. (2000), Reynolds et al. (1999), Canfield and Frecker
(2000), Querin, (1997), Querin et al. (2000a,b), Rong et al. (2000), Almeida et al.
(2013), Simonetti et al. (2014). Neste método, o dominio € discretizado usando uma
malha de elementos finitos e os elementos submetidos a um estado de tensdo de menor
intensidade para a estrutura s&o removidos com base em critérios heuristicos de modo
que a configuracdo 6tima em ultima analise é obtida na forma de um subconjunto 6timo
de elementos finitos.

O procedimento utilizado por Xie e Steven (1996) foi adaptado para analise de
Otimizacdo Topologica via MEC. Assim, os pardmetros de interesse para o problema de
otimizacdo sdo avaliados num processo iterativo, a fim de diminuir o volume através da

utilizacdo do critério de tensdo maxima da estrutura. Deste modo, a densidade ndo €

levada em consideracéo, senéojbu*dQ deveria ser calculada. Uma malha inicial de
Q

elementos lineares de contorno circunscreve toda a estrutura, incluindo as condicGes de
contorno (forcas, deslocamentos, cavidades e outras condicdes iniciais) e é definido um
namero de pontos internos (NPI1) preenchendo todo o dominio.

Assim, o problema é resolvido de forma evolucionéria numa analise el&stica
usando MEC; a tensdo de VVon Mises é calculada em cada ponto interno. Deste modo, 0s
pontos internos cuja tensdo atende a desigualdade 4.1 devem ser eliminados do
dominio. Consequentemente, para cada ponto interno que atende esta desigualdade, uma
sub-regido hexagonal, cujas arestas sdo elementos lineares de contorno é criada para

fazer o buraco na estrutura.
o, <RR, -((si"’n”;X ) 4.2)

RR,,=RR, +ER 4.2)
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onde o" representa a tensdo maxima de von Mises do elementos, o, representa a

tensdo maxima de Von Mises da estrutura, RRé a razdo de rejeicdo e ER a razdo
evolucionéria. A razdo evolucionaria ER, definida na equacdo 4.2, é usada para
controlar o processo de inclusdo de uma sub-regido.

Em cada iteracdo o problema é resolvido elasticamente considerando as sub-
regides inseridas no dominio “cavidade hexagonal”, utilizando o procedimento referido
no passo 3 do algoritmo resumido mostrado adiante. O mesmo ciclo de remover as sub-
regibes usadas pela desigualdade 4.1 é repetido até que ndo haja mais regiGes que
satisfacam estd desigualdade; quando isto ocorre, um estado de equilibrio é atingido.
Este procedimento é conhecido como "hard-kill" e pode ser interpretado como se segue:

. D,sejel’

B0) :{ Osejel “.3)
onde D(j) é a matriz constitutiva da sub-regido je Q, D,é a matriz constitutiva inicial,
Q=T+ é o dominio da estrutura, I' = {Q (c!" /o' (Q))> RR}representa a
quantidade de sub-regiGes que ndo serdo inseridas na estrutura (sélido), isto é, toda
regifo onde n&o serdo criadas as cavidadese T'=Q-T' = {Q/(ag”‘ [ (Q)) < RR} éa
quantidade de sub-regides que serdo inseridas nas estrutura para criacdo de buracos e
remocao dos pontos internos.

Resumidamente, o algoritmo do procedimento evolucionario pode ser descrito
da seguinte maneira:

1. Analise de MEC — Discretizar o contorno com elementos lineares, gerar 0s
pontos internos do dominio (NPI), definir o volume final desejado;

2. Resolver o problema elastico linear, aplicando as condi¢des de contorno,
esséncias e/ou naturais;

3. Determinar a tensdo de Von Mises em todos os pontos internos e calcular a

maxima tenséo da estrutura;
4. Remover as sub-regides que atendem a desigualdade ;" <RR, (0 1.) ;
5. Atualizar RR =RR + ER;

6. Enquanto Vi > Viinal, repetir as etapas 3 a 6; (até que um estado de equilibrio seja

alcancado), plotar a topologia final.
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4.3 Criacao de Cavidades
A equacdo 4.2 além de controlar o processo evolutivo, na presente formulagédo

de OT via MEC, controlara também a criacdo de cavidades.

12,13 10411 8.9
7 1] P9
[7] * . .
4
20,21 2223

14,15 ¢ 3 5 .
P4 IP6 $6,7
da
17.28 26,27
» - -
P1 P2 P3
16,1 [ 2.3 4,5

Figura 4.1 — Criacéo da Cavidade Hexagonal

Na figura 4.1 tem-se: DY ¢ a distancia do ponto interno IP5 ao elemento 14, DX
€ o comprimento do elemento 14 e drepresenta a distancia entre dois pontos internos.
Considerando o ponto interno IP5 atendendo a desigualdade 4.1 faz se necessaria a
criacdo da sub-regido em torno deste ponto, ver figura 4.1. Assim, os elementos 11 e 14

tem comprimento L = DX e os outros elementos sdo calculados usando a express&o:
2
L= \/(%] +(DYY (4.4)

d . . x . x
Deste modo, tomando0 < DY < as regides adjacentes ndo se interceptardo

evitando a necessidade de acoplamento dessas regides. Considerando DY :%ﬁa

sub-regido serd hexagonal regular. Se DY = ’E entdo o hexagono néo sera regular, mas

tera a maior area sem que haja a intersecdo de sub-regides.

A seguir, através da figura 4.2, é apresentado um fluxograma com o processo de

criacdo de cavidades.
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Inicio do processo de criagio dos
buracos
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Intamo d= CORDAZTL.

Sim Existem pontos intemo

am COFRDATTUL?

Fim do processo de cnacido do buraco

Figura 4.2 — Fluxograma do processo de criagdo de cavidades
Observa-se que com esta forma de criar buracos o0s problemas com a
dependéncia da malha e o tabuleiro de xadrez, instabilidades numéricas frequentes nos
problemas de OT usando elementos finitos, ndo ocorreram durante o processo de
otimizacdo. Destaca-se ainda que durante o procedimento de otimizacdo ndo séo
retirados elementos da malha inicial de contorno, pois a eficiéncia do MEC para
calcular as tenses em pontos internos proporciona um caminho para o 6timo como

podera ser verificado nos exemplos numéricos apresentados.
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4.4 Exemplos Numéricos

O principal objetivo do desenvolvimento de técnicas de otimizacdo €
proporcionar aos engenheiros uma ferramenta avancada que pode ser utilizada na
préatica de projetos estruturais. A técnica apresentada nesta tese tem a capacidade de
gerar uma configuracdo Otima de projeto. Denomina-se configuracdo Otima a aquela
cuja volume final obtido equivale ao volume prescrito. Isso permite ao projetista
adequar o projeto a um nivel de desempenho estrutural, isto €, se 0 projeto atende os
critérios de seguranga, estético e de construcdo. Nesta tese constata-se que a técnica
ESO via MEC pode ser usada para gerar modelos de topologias 6timas. Apresentam-se
a seqguir trés exemplos numeéricos, nos quais 0s parametros de otimizacdo do método
empregado foram o mesmo, a saber: 1.0%<RR <10.0% e 1.05%<ER <3.0%. O

critério de parada utilizado foi o volume restringido 0.28*V, <V, <0.55*V,. A sub-

regido hexagonal com cada aresta, representado um elemento linear, serd inserida em
torno do ponto interno que atende a inequacdo 4.1.

As integrais singulares do contorno sdo resolvidas analiticamente e as demais
resolvem-se numericamente, via quadratura de Gauss, com o ponto fora do contorno a
uma distancia de 0,5*L, com L sendo o comprimento do elemento. Os campos de
deslocamentos e forcas de superficie nos elementos sdo aproximados com variacdo
linear. Para o calculo dos deslocamentos e das tensdes internas, como as integrais nao
sdo singulares, seus valores sdo calculados numericamente por quadratura de Gauss
empregando 5,7 e 12 pontos de Gauss.

4.4.1 Problemas de duas barras

O primeiro exemplo mostra a otimizagdo de uma estrutura retangular sujeita a
acdao de uma carga concentrada de 100N no ponto médio da aresta lateral conforme
figura 4.3a, que define o dominio inicial de projeto. As propriedades do material
utilizado sdo: Mddulo de Young E = 210000N/mm?*, coeficiente de Poissonv =0.30e
espessurat =1mm. O contorno da estrutura foi discretizado com 59 elementos lineares
e 0 dominio com 364 pontos internos. A carga concentrada 100N foi simulada por um
carregamento distribuido em um elemento de comprimento 10mm, isto €, um
carregamento de distribuido Z0N/mm. O valor de (RR), razéo de rejeicao, foi de 2% e a
razdo evolucionaria (ER) igual a 3%.
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A figura 4.3b mostra a topologia 6tima alcangada na iteragdo 18 com a presente
formulacdo, a figura 4.3c mostra a topologia 6tima final para projeto e a figura 4.3d
mostra o fluxo de tensdo da topologia 6tima para projeto.
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Figura 4.3— (a) Dominio inicial de projeto, (b) Topologia 6tima com 59 elementos
lineares de contorno (c) Topologia final para projeto e (d) Fluxo de

Tensdo na topoldgia 6tima.
Este problema foi proposto por Cervera (2003) usando como funcédo objetivo a

expressao definida pela equacéo 4.5.
f, =UV (4.5)
em que U é a energia de deformacéo e V o volume da estrutura.

O historico do processo de otimizacdo proposto por Cervera (2003) pode ser
observado na figura 4.4. A topologia 6tima alcancada na iteracdo 42 com uma razédo de
volume de V/V, =0.25.

Destaca-se ainda que durante o processo otimizacdo, o tabuleiro de xadrez, um
dos gargalos da otimizacéao topoldgica via Método dos Elementos Finitos (MEF) usando
0 método ESO nédo se configurou neste problema, com a presente formulagdo, como
pode ser observado no historico de otimizagdo e no fluxo de tensdo apresentado na
figura 4.5. Neste exemplo, a sub-regido hexagonal regular tem L=0.15cm,
DX=DY=0.129cm e d=0.34cm.
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Figura 4.4 — Histdrico do processo de otimizacao proposto por Cervera (2003).
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Figura 4.5 — Historico de otimizacdo com a presente formulacéo — (a) topologia
na iteracdo 1, (b) topologia na iteracédo 6, (c) topologia na iteracdo 14.
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O grafico apresentado na figura 4.6 mostra a reducdo de volume de 67%. Vale
destacar que no processo de otimizacdo ESO via MEC usou para integracdo numerica a
quadrutura de Gauss com 5 pontos e a técnica de nds duplos na discretizacdo do

contorno.

10004 W
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Figura 4.6 — Volume por numero de iteragdes.

4.4.2 Chapa quadrada

Este exemplo se refere a um dominio quadrado e é proposto nesta tese com a
técnica numérica de otimizacao topoldgica SESO de Simonetti et al. (2009,2014). O
dominio inicial de projeto e as condi¢bes de contorno podem ser observados na figura
4.7. O procedimento SESO determina a topologia 6tima mediante uma heuristica de
remocdo suave, isto &, “soft-kill”. Assim, os elementos do dominio que atendem o
critério de retirada uma parte e removido e a outra parte € ponderada e devolvida a
estrutura. A topologia 6tima € obtida quando um volume prescrito é alcangcado. Destaca-
se também que um indice de performance monitora todo o processo iterativo para que a
configuracdo Otima seja vidvel para projeto. Um histérico do processo iterativo de
otimizacgdo é apresentado na figura 4.8. A topologia 6tima alcangada na iteracdo 119,
com um volume final de 38,7% do volume inicial com custo computacional de 203
segundos. A razdo de rejeicdo e a razdo evolucionaria utilizadas foram, respectivamente,
iguais a 1% e 1,25%.
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F=100N#

L 4
F=100N

Figura 4.7 — Dominio inicial de projeto

(@) () (©) @

Figura 4.8 — (a) Topologia na iteragdo 30, (b) Topologia na iteracao 60, (c)
topologia na iteracdo 90, (d) Topologia 6tima na iteragdo 119.

Para simular este exemplo usando a presente formulacdo o dominio quadrado de
dimensdes (100x100) mm foi discretizado com 361 pontos internos e o contorno com
72 elementos lineares integrados com 12 pontos de Gauss com parametros de
otimizacdo RR=10% e ER=2%. As propriedades do material utilizado s&o: Mddulo de
Young E=210GPa, coeficiente de Poissony =0.30 e espessura 1mm. Um breve
historico do processo de otimizacao, incluindo a topologia 6tima alcangada na iteracao

11, com a razéo de volume igual a V/V, =0.426e custo computacional igual a 2horas

38minutos utilizando um Pentium CPU P6100 (2 GHz) processador, figura 4.9.
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Figura 4.9 — (a) Topologia iteracdo 1 com V/V, =0.903, (b) Topologia  iteragéo 6
com V/V, =0.648, (d) iteragdo 13 com V/V, =0.426.

Para as integrais numéricas considerou-se a distancia do ponto ao elemento igual
a 0.5L e a distancia do ponto no elemento de 0.15L. Destaca-se que os elementos
lineares tém comprimento igual a 1cm, exceto, nos cantos e onde o carregamento foi
distribuido (10N/mm) tais elementos tem comprimento 0.25 cm.

Com o objetivo de analisar a influéncia da sub-regido no processo iterativo de
otimizacdo a chapa quadrada foi simulada com trés sub-regiées (DX =DY =0.05cm) ,
(DX =DY =0.10cm), (DX =DY =0.20cm) e d=0.50cm. Destaca-se que a topologia
6tima alcangada nos trés casos sdo semelhantes e diferem apenas no volume final

conforme pode ser verificado no gréfico da figura 4.10. O menor custo computacional

ocorreu com (DX =DY =0.10cm) e tempo de analise igual a 2,5 horas. Ao dobrar a

aresta da sub-regido e consequentemente a distancia do ponto interno ao vértice o custo
computacional aumentou para 3,5 horas. Quando a aresta da sub-regido foi reduzida a
metade o0 custo computacional passou para 5,4 horas.

A figura 4.11 mostra a tensdo méxima de Von Mises por nimero de iteracdes
para as distancias indicadas no grafico acima (DX=DY) que estdo em cm. Verificou-se

que quanto maior a sub-regido (maior a cavidade) maior a tensdo maxima da estrutura.
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Assim, quando as distancias entre os pontos fontes e campo dos elementos das sub-

regides diminuem, isso afeta as integrais tanto de contorno como de dominio

proporcionando uma suavizagdo nas tensoes.
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Figura 4.11 — Tensdo maxima de VVon Mises dada (kN/cm?) por numero de
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Com o0 objetivo de mostrar que a otimizacdo topologica ESO via MEC
apresentada elimina um dos gargalos da topologia, que € a dependéncia da malha, o
exemplo de dominio quadrado foi simulado com 441 pontos internos mantendo todos 0s
parametros de otimizacéo iguais, inclusive a malha de contorno. A figura 4.12 mostra a

otimizacdo alcancada na iteracdo 11 com 50% do volume inicial.
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Figura 4.12 — (a) Topologia 6tima e (b) fluxo de tensédo na topologia 6tima
A figura 4.13 mostra o grafico do volume por iteracdo da estrutura com 441 e
361 pontos internos verificando uma convergéncia para volumes bem préximos o

volume indicado no gréfico é V/V,=0.426para 441 pontos internos e V/V, =0.500

para 361 pontos internos. Neste exemplo foi utilizado DX=DY=0.10cm e d=0.44cm.
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Figura 4.13 — VVolume por numero de iteragdes
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4.4.3 Viga biapoiada

O dominio de projeto e as condi¢bes de contorno da viga biapoiada estdo
representadas na figura 4.14. Um carregamento distribuido de 5N/mm foi aplicado na
parte central superior da viga em dois elementos lineares de 1.0cm cada um. O Mddulo
de Young E=210GPa e coeficiente de Poisson v =0.30séo usados na andlise linear de
elementos de contorno. O procedimento de otimizacgdo evolui para uma topologia 6tima
de volume final 28% do volume inicial com pardmetros de otimizagdo RR=5.75%
(razdo de rejeicao) e ER=1.4% (razdo evolucionaria).

P=100N

v

100mm

4

@ 100mm * 100mm

[
Figura 4.14 — Dominio inicial de projeto.

O método de otimizacdo ESO via MEC proposto nesta tese usa 72 elementos
lineares de contorno integrados com 12 pontos de Gauss e 200 pontos internos. Uma
sub-regido hexagonal com DX=DY=0.40cm e d=1.0cm, é criada em cada ponto interno
cuja tensdo de von Mises atende ao critério de retirada. Assim, um buraco é criado com
esta sub-regido e os elementos lineares representados por suas arestas sdo inseridos na
matriz constitutiva para entrarem no célculo das tensdes na proxima iteracdo. A figura
4.15a mostra a topologia 6tima alcangada na iteracdo 15 enquanto as figuras 4.15b e
4.15c mostram, respectivamente, a topologia final para projeto e o fluxo de tensdo na

estrutura para a configuracdo 6tima alcancada na iteracdo 15.
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(010201010 C RN 010 KARIRR L0101 02010, "
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01010101010101010]10L0101010101 AN

®) ()
Figura 4.15 - (a) Topologia 6tima, (b) configuracdo final para projeto
(c) fluxo de tensédo na iteracao 13.
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Este exemplo foi resolvido com a técnica numerica SESO via MEF, Simonetti et
al. (2009,2014) para uma comparacao dos resultados obtidos com a presente formulagéo
usando MEC. A malha refinada de 60x30 totalizando 3600 elementos finitos
triangulares, com RR=1% e ER=1.25% elementos finitos triangulares. A figura 4.16
mostra a topologia 6tima com volume final de 33% do volume inicial, alcancada na

iteracdo 140.

(@) ®)

Figura 4.16 — (a) Topologia na iteracdo 33 e (b) Topologia 6tima na iteracéo
140.

4.4.4 Viga em balanco

A figura 4.17a mostra a geometria e as condi¢des de contorno para a viga em
balanco, aplicou-se uma carga concentrada de 5.0kN no centro da extremidade livre. A
espessura da viga é de 1.0mm. O modulo de Young € igual a E=210GPa e o coeficiente
de Poissony =0.30. Este exemplo foi resolvido com a técnica SESO com parametros
de otimizagdo RR=1% e ER=1% e volume restringido em 30% do volume inicial. A
figura 4.17b mostra a topologia 6tima, na iteracdo 94, alcancada com a formulacéo

SESO, Simonetti et al. (2009,2014), com critério de tensdo maxima de von Mises.

. 160mm v

«50mm ~

100mm

o

IOONY
lmm

" @ (b)

Figura 4.17 — (a) Dominio de projeto e (b) topologia étima SESO com critério de
von Mises
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A Figura 4.18 compara o projeto 6timo obtido com a presente formulacao, isto €,
usando sub-regido através do MEC - ESO com a configuragdo 6tima proposta por Kim
et al. (2002) que avaliaram este problema utilizando o classico ESO em conjunto com
uma formulacdo modificada do ICC (criacdo cavidade inteligente), em que a eliminacéo
das novas cavidades criadas é controlada em cada passo. No entanto, o critério de
parada ¢ em volume final prescrito (V=43.7%) e a otimizagdo foi realizada usando
elementos quadrilaterais com uma malha refinada de 64x40, usando critério de von

Mises.

(a) o d))

Figura 4.18 — Configuracdes 6timas — (a) Topologia 6tima por Kim et al. (2002)
(b)Topologia étima usando MEC-ESO.

Usando a presente formulacdo de otimizacdo topoldgica via MEC com sub-
regido, a topologia 6tima para projeto foi alcancada na iteracdo 21, figura 4.18b. A
reducdo do volume foi de aproximadamente 71% em relacdo ao projeto inicial. O
procedimento de otimizacdo evolui com uma razdo de rejeicdo de RR=5% e razéo
evolucionéaria ER=1.05%. Como pode ser observado, figura 4.19, o volume via técnica
numerica SESO, devido a sua heuristica de retirada de elementos ineficientes da malha,
tem um reducdo mais suave que o apresentado pela otimizacdo topoldgica via MEC-
ESO.
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Figura 4.19 — Volume por numero de iteragoes.

O método de otimizacdo ESO-MEC proposto neste trabalho usa 64 elementos
lineares de contorno integrados com 12 pontos de Gauss e 160 pontos internos. Uma
regido hexagonal com DX=DY=0.40cm e d=1.0cm é criada em cada ponto interno cuja

tensdo de VVon Mises atende o critério de retirada.
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CAPITULO 5

UMA NOVA ABORDAGEM PARA
RESOLVER PROBLEMAS
TOPOLOGICOS USANDO CAMPO DE
TENSOES INICIAIS VIA MEC

5.1 Introducéo

Esta tese apresenta uma abordagem inédita no campo da otimizacédo de topologia
em problemas da elasticidade plana, utilizando o MEC. O problema de otimizagédo
topoldgica € resolvido com a técnica numérica denominada ESO (Evolutionary
Structural Optimization), a qual é acoplada com a formulacdo do MEC usando campos
de tensdes iniciais como estratégia para representar as regides que devem ser eliminada
na OT.

As tensdes iniciais sdo introduzidas no modelo por meio de uma combinacéo de
dois problemas considerando apenas as integrais de dominio na célula evitando o uso da
classica estratégia de inser¢do de sub-regifes utilizando elementos de contorno para
introduzir a cavidade. A adicdo destes dois problemas simula o problema real e a célula
é entdo criada em torno do ponto interno que atende o critério de retirada ESO. Deste
modo, um campo de tensdes iniciais & somado as tensdes elasticas do problema inicial
resultando em tensdes nulas, simulando de maneira virtual uma cavidade.

Assim, durante o procedimento da otimizacdo topoldgica criam-se células
triangulares para aqueles pontos internos que atendem ao critério de retirada ESO. Deste
modo, a construcdo do sistema linear ao longo do processo de otimizacao é realizada
com a introducdo iterativa de um termo de dominio, em termos de tensdes iniciais, por

meio da inclusdo de um vetor corretor. Os elementos deste vetor corretor (contendo 0s
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termos de tensdes iniciais) sdo criados com o sinal oposto e sdo adicionados ao vetor
livre, posicionado no segundo membro do sistema de equacgOes lineares original. Como
ndo h& a necessidade de alteracdo das matrizes de influéncia inicial durante o processo
de otimizacgdo, reduz-se o custo computacional do problema em andlise, uma vez que
essa matriz é ndo esparsa e a sua montagem com a insercdo de novos elementos, como
ocorre nos processos de otimizacdo via MEC usando sub-regido, produz um alto custo
computacional. Em vista disso, ndo havendo a interferéncia de novos elementos de
contorno, visto que a malha inicial ndo é modificada, o problema elastico inicial a ser
resolvido € alterado sensivelmente quando se compara o procedimento de solucdo aqui
proposto com aqueles tradicionais usando o MEC com OT.

Outra grande vantagem da presente formulacdo em relagdo aos métodos
propostos, é que durante o processo iterativo ndo ha a necessidade de refazer a malha a
cada iterag&o. A precisdo do MEC no célculo das tensdes internas proporciona a captura
da configuragdo Otima realizando apenas otimizagdo de topologia sem a retirada de
elementos no contorno, isto €, sem a otimizacdo de forma. Destaca-se ainda que 0s
problemas da otimizacdo topoldgica como a dependéncia da malha e o tabuleiro de
xadrez ndo apareceram na presente formulag&o.

5.2 MEC usando campo de tensdes iniciais

A presenca dos campos iniciais de tensbes aplicada ao dominio do corpo é
importante nos problemas, onde as variaveis do dominio tém um papel relevante no
problema mecanico tal como a otimizacao topoldgica. Neste item, serdo apresentadas as
equacdes integrais de contorno para problemas de campos iniciais no dominio e as
equacOes algébricas do MEC com campos de tensdes iniciais. Para o procedimento da
analise de contorno desenvolvida neste item foram consultadas as seguintes referéncias:
Brebbia et al. (1984), Brebbia e Domingues (1992), Lopes (1996), Venturini (1988),
Wutzow (2003), Botta (2003), Azevedo (2007).

5.2.1 Integral com campos iniciais

Considere-se que um solido elastico isotropico esteja submetido a um estado de
tensdo, e, ainda, submetido a um campo de tensdes iniciais. Admite-se que este campo
de tensdes tenha provocado deformacgOes, denotadas por deformagdes iniciais. No
intuito de tentar visualizar o comportamento do sélido na presenca de deformacgoes

iniciais, toma-se o0 exemplo da Teoria da Plasticidade, mostrado na figura 5.1.
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Elastico Linear

-
&

Figura 5.1 — Modelo Elastoplastico — Parcelas de Tens6es de Deformacgtes

Observando o grafico, pode-se afirmar que a tensdo elastica é igual a soma da

tensdo (o) com a tensdo inicial 6°, isto é:

c6*=c+c’ (5.1)
Deste modo, escreve-se as componentes do tensor de tensdes em um ponto “‘s”
segundo a equacao:
0
6;;() =7(S) — 0;(5) (5.2)

ondec;; representa o tensor de tensdes, o representa o tensor de tensges elasticas e cf}
0 tensor de tensdes iniciais.

Assim, 0s tensores com campo tensdes iniciais preservam a relacdo constitutiva
dada por:

0?,'(5) = Cijkmggm(s) (5.3)

Desta forma, a lei de Hooke, sofre modificagdes uma vez que, utilizam-se as

tensdes obtidas a partir da diferenca entre as deformaces elasticas e tensdes iniciais.

Assim, para um material elastico, tem-se:

6,(s) = %sij[gkk (5) —£2(5) |+ 2Ge, (5) —€%,(9)] (5.4)



66

Manipulando matematicamente a equacao 5.4, fazendo
2 . . x
%Sijs"kk(s) +2Ge; () =o;(s) obtém-se a seguinte equacdo em termos de
deformacdes e tensdes iniciais:
2Gv
c;;() :Esijgkk () +268ij(5)'0'ﬁ(5) (5.5)

Manipulando matematicamente os termos do tensor de tensdes e deformagdes
para 0 problema real no teorema da reciprocidade de Betti e usando a solucdo
fundamental de Kelvin obtém-se a identidade Somigliana em termos de tenséo inicial.
Assim, a equacgdo integral de contorno para o problema eléstico € dada por:

Cu©)UL () + [ PSP (P)AT = [ U5 PP, (PIT + [ 874, (5, D (P)AQ  (5.6)

Quando o ponto q (ponto campo) estd localizado na parte suave do contorno
u; e p; séo as solugdes fundamentais dadas pelas equacdes:

. 1 1
uij(S, q) = m{(s - 4V)In (FJSU + r’ir'j:| (57)
p;(s,q) = —m [a- 2v)3; + 2ryirvj]ryn +(@-2v)(rn;—r;n;) (5.8)

onde G é o0 mddulo de elasticidade transversal do corpo elastico e v é o coeficiente de
Poisson. Onde o primeiro indice “i” refere-se a direcdo de aplicagdo da carga unitéria e,

131D
1

o segundo, “j” a diregdo do deslocamento proposta, r;¢ a derivada do raio na diregdo

en; € o vetor normal.
Derivando-se a equacdo 5.7 em relagdo ax,, reorganizando o0s termos e

substituindo na relacdo deformacdo/deslocamento, tem-se, para o caso bidimensional, a
equacao:
1

87 G(1—-v)r
Derivando-se o nicleo das integrais da equacao 5.6 e aplicando a lei de Hooke

[(A=2v)(r, 8, +1,8,) =18, +1,1 1, (5.9)

gij:(s' q)=-

generalizada, encontra-se a representacao das integrais para tensao, Brebbia (1984):

Gjj (s) = _.[r Sijk(s, qu K (q)dr +J‘1_ Dijk(s! q)pk (g)dr" + J.Q Dijk(S, q)bk (q)dQ
L 0 0 (5.10)
8(1— V) [20 ij (S) + (1— 4V)($nm (S)Sij]

+ IQ Eijkm(S: Q)6 gy (@)dQ2 -

Onde:



67

2r [(1- 2‘/)8ijr,k + V(aikr,j - 6jkr,i )— 4r,ir,jr,k] +
2v(n; Nl +1750; r,k) +(1-2v)(2n, rir; + 77j8ik + 77i6]k) (56.11)

S -—— =
2 (@-v)r?
_(1'4V)77k6ij

1

D,y = m{(l—Zv)[Sikl”j +8, 0, -3, r]+2nr ) (5.12)
(L= 20) [ + 8,84 — B3 8yem] +

im™ jk jmYik
- & 2V (8 F o + 8T+l F +0, 1)+ (5.13)

E.
= 4 (- V) i’

imr,J'
20,11 —8ririr r

As equac0es integrais (5.6) e (5.10) expressam o equilibrio de um corpo elastico
com condic¢des de contorno apropriadamente definida. O termo relativo ao dominio
pode ser usado para diferentes propostas: modelagem com efeito da temperatura;
corrigindo campo de tensdo de modelo ndo linear e problemas de propagacédo néo linear
de fissuras; delimitacdo de zona elastica, correcdo de parametros elasticos para simular
materiais ndo homogéneos e anisotropicos.
5.2.2 Integracdo de Célula

A consideracdo de campos iniciais introduz as integrais de dominio no
equacionamento do problema. A maneira mais simples de calcular tais integrais €
transformando-as em somatorias sobre unidades de dominio discretizadas, ou células.
Neste trabalho, séo utilizadas células triangulares e todas as equacdes de tensbes sdo
escritas para pontos pertencentes ao dominio. Ou seja, todos os nés das células ndo
coincidem com seus respectivos vértices (ou nos geométricos), pois sao “puxados’ para
o dominio da célula, passando a pertencerem ao dominio do corpo.

Desta forma, em cada célula tem-se:
k
mGiC}(S) =4, (s)." G?j (5.14)
onde"‘cg(s) Representa a variavel nodal da componente ij o tensor de tensdes iniciais

da célula m para 0 no k, ¢,(s)sdo fungdes polinomiais, neste trabalho séo adotadas

funcGes de forma lineares.

A integral de dominio, com nlcleo &, proveniente da equagdo dos

deslocamentos apresenta singularidade fraca (1/r). Para resolver esta integral usa-se um
sistema cilindrico de coordenadas, de modo que a integral de dominio seja reescrita da

seguinte forma:
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[25.65 P, (D)L d =[] 5“*(:’ Py (r,0)." o rdrd (5.15)

Om

onde & (s, p) = rgi;((s, p). As funcdes de forma ¢, (r,d) séo escritas em funcéo das

coordenadas cartesianas dos nés definidos para cada célula. Assim, tem-se:
0

4. (r,0) = % + @ [X(3) + rcosd] +m,[y(s) + rsend] (5.16)

m

W77, —W .
Onde afn’:xjyk—xkyj,a) =Yi—Yer M =X —X;e A:#A e area da

célula. Comi=1,2,3, j=2,3,1 e k=3,1,2.
A integral da equacéo 5.15 é resolvido primeiro em relagdo a r e depois em

relacio 6. A figura 5.2 ilustra o raio r e o angulodda equagdo 5.16.

v(s) A

b2

8

/.'
1(6.)

X(p)-x(s)=rcos 6 3
¥(p)-y(s)=rsend 1(6,)

1(6)=1(8,) - 1(6))

Figura 5.2 — Coordenadas Cilindricas

A integral da equacdo 5.16 na equacdo 5.15 e integrando analiticamente em r,
tem-se:

_ {%* (@, X(s) +nmy(s))}r(e)
.[ Eijk (s, p)

2
’ +[w,, cos@ +n,,sen e]r?@

0’ (5.17)

Mudando a variavel de integracdo da equacdo 5.17 para o contorno da ceélula,

obtém-se:
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ap
S x (@, X(8) +77,Y(8)) [r(6)
— 2A 1or om
j Eijk (s, p) __drmajk (5.18)
i r2@) ||'on
+[w, cos@+n,.sen G]T
: . 1or . : : . or
onde o dlferenC|aId49:Fa—dFme dr,, e o diferencial no contorno da célula e P
n n

€ %

representa a derivada do raio em relacdo ao vetor normal unitario  no ponto campo “p

€C_ 9 € _ %

e r a distancia entre o ponto fonte “s” e o ponto campo “p”.

A integral representada pela equagdo 5.18 é resolvida numericamente usando a
quadratura Gaussiana e equivale a somatdria:

0

a
" {—m + (@, X(s) +1,, y(S))}r(é’) 1 or i
‘J‘ Eijk(s’ p) W, ——dquo (5-19)
o r2(0) ron
+[o, cosH+nmsen0]T

)

q=1

=3

Com NG o nimero de pontos de Gauss,w, a ponderacdo da integral numérica

Gaussiana, & coordenadas adimensionais variando de [-1,1] e |J|q é o0 determinante do

Jacobiano que no caso plano vale metade do lado de cada célula.

5.2.3 Equacdes Algébricas para o MEC com problemas de campos de
tensdes iniciais

A equacdo integral dos deslocamentos, equacdo 5.6, quando escrita na forma
discretizada, pode ser escrito em uma forma algébrica, com coeficientes resultantes da
integracdo numérica multiplicando variaveis nodais de contorno e de dominio, para cada
ponto fonte “s”, segundo cada dire¢do do sistema global de coordenadas cartesianas.
Para a analise direta a equacdo 5.6 é transformada em um sistema de equacdes
algébricas e € resolvido diretamente. Em seguida, € utilizada a forma discretizada da
equacdo 5.10 para calcular o campo das tensdes ao longo de todo o dominio.
Usualmente, trés conjuntos de equacdes algébricas sdo escritos depois de realizada a

discretizacdo.
[H]- {U}=[G]- {P}+[Q]-{o° (5.20)
u}=-H1- U+ 161 P11 '} (5:21)
o} =—AH1-{U}+[61- PI+[Q1- ) (522)
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Onde [H], [G], [Q], [H’], [G’], [Q’], [H”’], [G’’] € [Q’’] sdo matrizes com coeficientes
de integracdo. {U}, {P}e {oo}séo vetores com as varidveis nodais de deslocamentos,

forcas de superficies de contorno e tensdo inicial de dominio.

A equacdo 5.20 ndo considera as forcas de massa e é a representacédo algébrica
dos deslocamentos para pontos de contorno; a equacdo 5.21 € a representacdo algébrica
do deslocamento para pontos internos e a equacdo 5.22 é a representacdo algébrica da
tensdo para pontos de contorno.

As matrizes da equacdo algebrica 5.20 tém coeficientes que se originam das
integrais da identidade de Somigliana, equacdo 5.6, calculadas sobre contorno e
dominio discretizados. Esta equacdo tem uma integral singular de contorno (1/r) cujo

nacleo é a solucdo fundamental p;(s, g) e deve ser integrada no sentido do valor

principal de Cauchy. Esta integral resulta nos termos da matriz [G].
5.3 Algoritmo de otimizacdo com campos de tensdes iniciais

A utlizaggdo do MEC no campo da otimizacdo topoldgica possui poucas
publicacdes devido a caracteristica intrinseca do método, cuja formulagdo convencional
se baseia apenas nos parametros de contorno, 0 que representa um procedimento
complicado para lidar com o campo do dominio. Dentre os trabalhos desenvolvidos na
area da OT usando MEC podemos citar: Ullah et al. (2015), Neches e Cisilino (2008),
Marczak (2007), Cervera e Trevelyan (2005), Cervera (2003), Cerrolaza et al. (2000). A
maioria destes artigos sdo baseadas no procedimento otimizacdo heuristica ou
determinista e sdo formulados através da aplicacdo da técnica de sub-regido
convencional via MEC, através da remocao de regides de baixa sensibilidade com a
criagdo de cavidades. Mas, estas abordagens requerem o desenvolvimento de algoritmos
de geometria complexa a fim de controlar a curvatura e tangéncia das mudancas do
contorno utilizando, por exemplo, curvas B-spline ou curvas ndo uniformes NURBS.

A proposta desta tese € um avanco no campo da Otimizacdo Topoldgica via
MEC, pois € um método alternativo para superar estes inconvenientes, onde a presente
estratégia é dividir o problema em duas partes: Na primeira parte, denominada de
problema “0”, ¢ resolvido o problema elastico, sem a presen¢a de cavidades, aplicando
as condicOes naturais e essenciais numa andlise via MEC, obtendo os deslocamentos,
forcas de superficies e tensdes para o dominio (para todos 0s pontos internos) para o
contorno. Na segunda parte, denominada de problema “1”, identifica-se cada ponto

interno que deve ser ou ndo removido, e para cada ponto removido cria-se uma
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poligonal fechada (célula) em seu entorno onde séo aplicadas as tens@es iniciais com 0
sinal oposto e o problema “1” ¢ resolvido usando a equagdo 5.22. Assim, um novo
campo de deslocamento e forcas de superficies é obtido. Estes dois problemas séo
adicionados e a resultante, € um campo de tens@es nulas, que simula o problema real
como se existisse uma cavidade. A figura 5.3 facilita a interpretacdo do procedimento

mencionado.

A AN
AV
AL AN

(0) (1)

Figura 5.3 — Estratégia para simulacéo da cavidade do problema original
Em sintese, o procedimento descrito pode ser realizado pelo algoritmo a seguir:

Etapa 1) Resolver o problema “0”, isto €, resolve o problema elastico sem cavidades,
usando a equacdo 5.20, depois de discretizar o contorno externo e definir uma

quantidade representativa de pontos internos do dominio, resolve rapidamente o

problema “0”: [H]-{U}° =[GI{P}°.

Etapa 2) Para cada cavidade conhecida “1”, a qual ¢ definida por uma poligonal
fechada usando células triangulares com funcbes de interpolacdo linear, € calculado o
campo de tensdes em cada regido e, no contornol’. , pela aplicagdo da equacéo 5.22:
{c}, =—[H"']-{U}’ +[G"'{P}°com (i=1,2,3,..,n) e n representa o nimero total de

cavidades em cada iteracao;

Etapa 3) No problema “1”, as tensdes calculadas no passo 2, sdo prescritas com o sinal

oposto no dominio e no contorno de cada cavidade “i”, isto ¢, prescreve-se em cada



72

contorno I’ as tensdes iniciais{c}’= —{c}.; que representa um vetor corretor no ultimo

termo da equagdo 5.20, portanto: {f}. =[QKo"},com (i=1,2,3,...,nip) ;

Etapa 4) Resolver o problema inicial discretizado considerando o vetor corretor
[H]-{U} =[G]-{P}+ Zn:{f}i com(i=1,2,3,...,nip) ;
i=1
Etapa 5) Depois de calcular as incognitas do contorno, etapa 4, a equacgdo 5.22 pode ser
usada para encontrar as tensoes. Assim:{c};, =—[H"], -{U} +[G"']; -{P} + Zn:[Q”]j{ao}i
i=1
com(j=1,2,3,...,nip) ; onde nip representa o0 numero de pontos internos.

Este procedimento evita a criacdo de cavidades através da construcdo de sub-
regides em cada iteracdo e a conectividade entre os elementos destas sub-regides, que é
um algoritmo extremamente dificil de ser controlado. Dentre as vantagens que esta
abordagem apresenta cita-se: a ndo necessidade de criacdo de nos adicionais, 0 que
aumenta consideravelmente a opera¢do computacional e tempo para a solucdo do
sistema linear. Uma vez incorporada a influéncia de uma cavidade especifica, ndo é
necessario realizar a reavaliacdo da sua contribuicdo na iteracdo seguinte, ja que esta foi

introduzida pelo vetor corretor, que evita erros numéricos intrinsecos.

Estas vantagens destacadas podem trazer enormes beneficios se a arquitetura de
computacdo paralela é utilizada, no fato de que a contribuicdo de cada cavidade pode
ser feita de forma independente, como bem conhecido para um método numérico mais
independente, 0 mais eficiente é o uso de computacéo paralela, isto €, um conjunto de
processadores fisicamente préximos o0s quais tém como objetivo trabalhar
conjuntamente para resolver um problema, no mesmo intervalo de tempo e se
comunicam de forma confiavel e previsivel.

A Figura 5.4 mostra como o célculo da média ponderada de tensdo de von Mises

em cada no é realizada.
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Figura 5.4 - Ponderacao da tenséo de von Mises.
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A forma como a tensdo sobre o ponto interno i é influenciada pela tensédo do

ponto interno j, dentro da circunferéncia de raio R,,,, , € dada pela equacédo 5.23.

N
ol"A+WY oA

ponderado__ j=L
o, = N (5.23)
A+W-3 A
i1
ponderado ~ : JT3LY)
O termoo; representa a tensdo de von Mises para o nod “i”, que

inicialmente possui uma tensdo de von Miseso™, A e A,séo, respectivamente, a area
(13421

da célulai e j; e o] representa a tensdo de von Mises para o n6 “j”. A ponderagio é

realizada com o peso W , equacdo 5.24 que pondera a distancia entre os elementos j € 0

elemento i. Assim, os elementos j mais proximos de i tem um peso maior.

N
2w
=1

W= 5.24
NIP ( )
Onde:
R -R..
W, = _MAX i (5.25)

J
R MAX
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N é o nimero de pontos internos dentro da circunferéncia. Na equacgéo 5.25,

Ry. € 0 raio da circunferéncia. Nos exemplos numéricos adotou-se um

Ruax =1.25cm e R representa a distancia entre os nos i € j.

5.4 Exemplos Numericos

O principal objetivo do desenvolvimento de técnicas de otimizacdo é
proporcionar aos engenheiros ferramentas para a determinacao de valores no problema
envolvido que minimiza ou maximiza uma dada propriedade. A técnica apresentada
nesta tese tem a capacidade de gerar uma configuracdo 6tima de projeto. Constata-se
que a técnica ESO via MEC com campo de tensdes iniciais pode ser usada para gerar
modelos de topologias étimas. Apresentam-se a seguir quatro exemplos numéricos, nos
quais os parametros de otimizacdo do método empregado foram os mesmos, a saber:
0<RR <5%¢e0.25% <ER <2.0%. O critério de parada utilizado foi o volume

restringido 0.28*V, <V, <0.42*V,. A célula criada no dominio circunscreve o ponto

interno que atende o critério de retirada (inequacdo 5.1). A poligonal fechada que
circunscreve o ponto interno é um poligono quadrangular regular ou ndo, que contém 16
células triangulares. As dimensdes deste poligono nos exemplos apresentados sao
(0.18x0.18) cmz para o problema de duas barras, (0.40x0.40) cm? para a viga biapoiada,
(0.50x0.50) cm2 para o viga biapoiada com atuacdo de duas cargas e (0,45x0,45) cm?
para a viga em balanco.

Nesta tese, foi definido um critério particular para a escolha dos nos das células
com as variaveis de tensdo inicial. Os nés sdo escolhidos para pertencer ao dominio do
corpo. Para uma célula interna ao dominio, cujos lados ndo coincidem com o contorno
do corpo, os nds sdo adotados na posi¢do dos vértices do triangulo. Quando um dos
lados coincide com o contorno, 0s nés sdo adotados internos ao dominio da célula.
Assim, quando o tamanho da célula aumenta tem-se uma maior densidade de pontos
préximos ao contorno e proximos aos contornos das células vizinhas proporcionando mais
picos de tensdes nas proximidades destes contornos. Desta forma, para uma célula menor,
0s pontos internos dentro do tridngulo se aproximam do centroide da célula uniformizando
os calculos das integrais numéricas para tensdes em pontos internos e consequente uma
configuracdo 6tima para o projeto € alcangada.

5.4.1 Problema de duas barras
O primeiro exemplo mostra a otimizagcdo de uma estrutura retangular sujeita a

acao de uma carga concentrada de 100N no ponto medio da aresta lateral conforme a
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figura 5.5a que define o dominio inicial de projeto. As propriedades do material
utilizado sdo: Modulo de Young E = 210000 N/mm?, coeficiente de Poisson v = 0.3 e
espessura t = 1 mm. Este problema foi proposto por Cervera (2003) usando como

funcdo objetivo a expressao definida pela equacéo 5.26.
f,=UV (5.26)
onde U ¢ a energia de deformacédo e V o volume da estrutura.

O contorno da estrutura foi discretizado com 120 elementos lineares e o dominio
com 171 pontos internos e 2736 células triangulares. O carregamento distribuido para
simular a carga concentrada de 100N foi de 10N/mm. O valor de (RR), razdo de

rejeicao, foi de 1% e a razdo evolucionaria (ER) também igual a 1.25%.

A topologia étima foi alcancada na iteracdo 23, figura 5.5b, com um custo
computacional de 1.48 segundos usando um Pentium CPU P6100 (2 GHz) processador.
Comparando a topologia étima com a configuracdo inicial de projeto houve uma
reducdo de aproximadamente 62% do volume inicial. Nas figuras 5.5¢c e 5.5d estdo
representados, respectivamente, o fluxo de tensdo da topologia 6tima (iteracéo 23), com
a presente formulacdo, e a topologia 6tima alcangada por Cervera (2003) com uma

reducdo de volume de 75%.
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Figura 5.5 — (a) Geometria e posicdo da carga aplicada, (b) topologia 6tima com
120 elementos lineares de contorno (c) Fluxo de tensdo na topologia

Otima e (d) topologia 6tima por Cervera (2003) .

Na figura 5.6a esta representado o grafico de uma taxa de otimizacdo por

iteracdo, esta taxa foi criada para assegurar 0 processo iterativo. Deste modo, ela
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representa a razéo entre a fragdo de volume removida pela tensdo maxima de von Mises
equivalente obtida considerando todos os pontos internos envolvidos na anélise. A
figura 5.6b mostra a fragdo de volume reduzido por iteracéo.

Em termos de reducdo de volume / peso, o projeto final tem uma reducdo de
volume de 62% em relacdo ao projeto inicial. Nota-se que, apesar das posi¢bes dos

pontos internos, a configuragdo étima proposta é simétrica.
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[} " 999 RN
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Numero de iteracdes Numero de iteracdes
(a) (b)
Figura 5.6 — (a) Razdo de otimizacao do processo evolucionario (b) Volume por
iteragéo.

A figura 5.7 mostra a geometria da celula definida para representar cada
cavidade criada entorno do ponto interno enquanto o processo evolucionario avanca e a
discretizacdo do contorno. Isto depois de implementada a formulacdo descrita nos itens
3ed.

Figura 5.7 — Discretizacdo do problema inicial e a geometria de cada regido,
formada por 16 células triangulares



77

Na figura 5.8 estdo representadas as configuraces Otimas para o problema de
duas barras considerando diversos tamanhos de células. Nota-se que quanto maior o
tamanho da célula menor é a tensdo maxima de von Mises da estrutura. Verifica-se
também que a tensdo é mais uniforme quando o tamanho da célula é menor. Entretanto,

a configuracdo final da OT é atendida para todos os casos indicados.

—u— (). 10cm
—e— ().20cm
0.30cm
—wv— (0.40cm
) 0.45cm
600 S
Eﬁ £50 _- gt . BE. ::f:f':':'Z':!::—l-h-_._. B
e | _"“’..,'/ “‘v"‘.x'
E 560 4 Dl ST
Z 5404 v
> 5204
-V
[ 1 Y vy
a) 500 ] wﬁ""" 3
- e -
I 4804 v
= ] ¥y
B 460 vy
T 440
= ]
O 420
=T} 1
O%‘J 400
380 4
B T T T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30

NUMERO DE ITERACOES
Figura 5.8 — Tensdo méaxima de Von Mises por nimero de iteracoes.
5.4.2 Viga biapoiada

A figura 5.9 mostra como dominio inicial de projeto um com comprimento de
(200mm) e altura (100mm). Os dois cantos inferiores séo fixos e o carregamento
distribuido de 5N/mm ¢é aplicado no meio do vao superior. O modulo de Young
E=210GPa e o coeficiente de Poisson v =0.30sd0 usados para analise via MEC. Para
0s parametros de otimizacao, razdo de rejeicdo e razao evolucionaria, utilizou-se o valor
de 1%.
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Figura 5.9 — Dominio de projeto

A figura 5.10 mostra o procedimento de otimizacdo via MEC usando 66
elementos lineares, 200 pontos internos e 3200 células triangulares. As figuras 5.10a e
5.10b mostram, respectivamente, a topologia na iteracdo 12 e o fluxo de tensdo na
mesma iteracdo. Enquanto as figuras 5.10c e 5.10d mostram, respectivamente a

topologia 6tima na iteracdo 25 e o fluxo de tensdo da topologia 6tima.

~(a)

() (d)
Figura 5.10 — Historico das topologias com a presente formulacdo: (a) Topologia
na iteragdo 12, (b) Fluxo de tensdo na iteragcdo 12, (c) Topologia 6tima,
Iteracdo 25 e (d) Fluxo de tensdo na iteracédo 25.

=

Na analise numérica via MEC, as integrais foram resolvidos com 12 pontos de
Gauss e a distancia adimensional de pontos de colocagdo para os nés de elementos era
de 0,50. Vale destacar que foi utilizada uma estratégia de discretizacdo nos cantos, onde
a estrutura é fixada e na regido onde a carga € distribuida para melhorar as

configuracgdes 6timas.
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A viga apoiada deste exemplo foi resolvida também com a técnica numérica
SESO atraves da analise de elementos finitos, Simonetti et al. (2009,2010,2014), a fim
de comparar os resultados obtidos com a presente formulacdo usando o MEC com
campo de tensdes iniciais. Os parametros de otimizacdo foram mantidos 0s mesmos e 0s
resultados sdo mostrados na Figura 5.11. Esta estrutura foi modelada com uma malha
fina 60x30 totalizando 3.600 elementos finitos triangulares e o volume final alcancado
igual a 33% do volume inicial. A area final da configuragdo 6tima proposta na presente
formulacdo é igual a 34,3% da area inicial. A Figura 5.10a mostra a topologia na
iteracdo 33 e a Figura 5.10b fornece a topologia 6tima da viga apoiada usando a técnica

numeérica SESO.

() ®)
Figura 5.11 — (a) Topologia na iteracdo 33 e (b) Topologia 6tima na iteracdo
140.

5.4.3 Viga biapoiada com dois casos de carga

A figura 5.12a mostra o dominio de projeto enquanto a figura 5.12b a
configuracdo 6tima proposta por Liang (2005). O médulo de Young é igual 28,567MPa
o coeficiente de Poisson € igual a 0.15 e a espessura de 350 mm. Duas cargas
concentradas de valor P=2050kN séo aplicadas na parte superior da estrutura. A viga
biapoiada é modelada com uma malha refinada de 78x36 elementos finitos. A
Perfomance-based Optimization of Structures (PBO) técnica com base no critério de
desempenho do sistema foi aplicado com uma taxa de remoc¢do de elemento de 2%

durante o processo de optimizacao.
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Figura 5.12 - (a) Geometria e posigéo das cargas aplicadas,
(b) Topologia étima por Liang [2005].

Este problema foi proposto com a presente formulagdo usando 92 elementos
lineares de contorno, 646 pontos internos com um total de 10336 células triangulares e
parametros de otimizacdo RR=ER=1%. A configuracdo 6tima apresentada na figura
5.13b foi obtida com volume final de 45.8% na formulacdo apresentada por Liang
(2005). A topologia apresentada na figura 5.13a (iteracdo 8) apresenta um volume de
90,7% do volume inicial enquanto a figura 5.13b mostra o fluxo de tenséo nesta
iteracdo. Na figura 5.13c encontra-se a topologia 6tima obtida na iteracdo 31 e na figura

5.13d o fluxo de tensdo desta topologia.

Figura 5.13 — Topologia 6tima coma presente formulacao: (a) Topologia na iteracéo
8(volume 90.7%) — (b) Fluxo de tensdo na iteracdo 8, (c) Topologia 6tima na
iteracdo 31 (Volume 42.7%), (d) fluxo de tensdo na iteracdo Otima.
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Com o objetivo de mostrar que a proposta de otimizacdo topoldgica via MEC
com campo de tensdes iniciais ndo apresenta nenhuma dependéncia da discretizagdo do
dominio; este exemplo também foi resolvido com 92 elementos lineares de contorno,
796 pontos internos e 12.736 células triangulares e todos os parametros de otimizacao
utilizados durante o procedimento evolucionario foram mantidos iguais. As figuras
5.14a e 5.14c mostram o histérico do processo evolucionéario e a mesma topologia
apresentada nas figuras 5.13a e 5.13c. A figura 5.14b mostra o fluxo de tenséo para a
topologia na iteracdo 8 enquanto a figura 5.14d apresenta o fluxo de tensdo para a
topologia 6tima alcancada na iteracdo 33.

Geralmente, o contorno externo comporta-se de um modo semelhante,
independentemente do tamanho do elemento. Assim, a convergéncia para a mesma
topologia ocorre quando o tamanho de célula e os pardmetros de optimizacdo séo
mantidos, independentemente do ndmero de pontos internos. No entanto, observa-se
que uma malha grossa, ou seja, menor numero de pontos internos com células de maior
tamanho proporciona um aumento da quantidade de pontos proximo ao contorno.
Apesar das tensGes serem menores nestes casos, existem muitos picos de tensdo que,

por sua vez, podem perturbar a estrutura ou causar um erro de dominio.

Figura 5.14 — Topologia 6tima coma presente formulacédo: (a) Topologia na iteragéo
8(volume 90.1%) — (b) Fluxo de tensdo na iteracdo 8, (c) Topologia 6tima na
iteracdo 33 (Volume 39.1%), (d) fluxo de tensdo na iteragdo otima.
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Com o objetivo de comprovar que a configuracdo 6tima nédo apresenta nenhuma
dependéncia da discretizacdo do dominio; este exemplo também foi resolvido com duas
malhas diferentes de pontos internos, a mesma malha de contorno e 0S mesmo
parametros de otimizacdo. A figura 5.15 mostra a topologia final com 121 e 1254
pontos internos totalizando, respectivamente, 1936 e 20064 células triangulares. As
configuragdes apresentadas na figura 5.15 sdo semelhantes as configuracdes ilustradas
nas figuras 5.13 e 5.14 e diferem apenas em seus volumes finais.
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Figura 5.15 — Topologia 6tima: (a) Topologia na iteracdo 46 (volume 43,3%) (b) Fluxo
de tensdo na iteracdo 46, (c) Topologia 6tima na iteragdo 41 (Volume 31,2%),
(d) fluxo de tensdo na iteracdo 6tima 41.

O gréafico da Figura 5.16 mostra a varia¢do da tensdo maxima de von Mises por
namero de iteracGes. Nota-se uma pequena diferenca, cerca de 1,29% na tensdo de von
Mises, na configuracdo 6tima, devido ao aumento da discretizacéo de pontos internos de
malha. Em ambos os casos analisados, as células triangulares tem uma area igual a
1.5625mm2
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Figura 5.16 — Méxima tenséo de von Mises por Nimero de iteragdes.

5.4.4 Viga em balanco

Na viga em balango mostrada na figura 5.17, aplicou-se um carregamento de
100N distribuido em um elemento linear de comprimento 1cm no centro da extremidade
livre. A espessura da viga é de Imm. O modulo de Young ¢ igual a E=207GPa e o
coeficiente de Poissonv=0.30. O procedimento de otimizacdo usando MEC com
campos de tens@es iniciais foi aplicado a esta viga em balango. O dominio da estrutura
foi discretizado com 160 pontos internos e 61 elementos lineares de contorno e 2560
células triangulares. A configuracdo 6tima apresentada, na figura 5.18, foi obtida com

0s parametros RR = ER = 1%.
160 mm

S0 mm

100 mm

t=1 mm

rd |

4

/

Figura 5.17 — Dominio de projeto
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A Figura 5.18 compara o projeto 6timo obtido com a presente formulag&o, isto é,
campo de tens@es iniciais através MEC - ESO com a configuracdo 6tima, analitica,
proposta pela teoria de Rozvany (1995) e de uma solucdo 6tima obtida por Chu et al.
(1997) usando FE-ESO. A solucdo analitica mostrada na figura 5.18a é uma estrutura de
trelica.

Figura 5.18b mostra a solucdo 6tima obtida usando ESO sob restri¢do de rigidez.
O projeto 6timo obtido com a abordagem atual encontra-se na figura 5.18d e mostra
uma boa semelhanca com a FE-ESO. Também demonstra uma boa semelhanga com a
figura 5.18c proposto por Cervera (2005) usando otimizacdo estrutural evolucionaria
com base na representacdo dos elementos de contorno delineando a geometria com
curvas b-spline. Figura 5.18e mostra o fluxo de tensdo da configuracdo 6tima para esta

estrutura com a presente abordagem.

'ﬁ!l“!!i!&m;.a: —

e T TN
o o
it i 0
(b) (c)

(d) (e)
Figura 5.18 — Configuracdes 6timas — (a) Solucdo Analitica, (b) FE-ESO, (c)
MEC-ESO, (d) Presente abordagem MEC-ESO e
(e) Fluxo de tensdo na topologia 6tima.

A topologia 6tima para o projeto é alcancada apos 38 iteracdes. A reducgédo do
volume ¢é de aproximadamente 63% em relacdo ao projeto inicial. A evolucdo do
volume € apresentada na Figura 5.19. Como pode ser observado, o volume diminui
suavemente ao longo do processo iterativo. Na primeira para a segunda iteracdo hd uma
pequena diminuicdo no volume devido a insercdo dos dois buracos no inicio do

processo de otimizacao.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste capitulo serdo apresentadas as principais conclusbes sobre a pesquisa
desenvolvida bem como as sugestdes para trabalhos futuros no campo da otimizagédo
evolucionaria estrutural.

6.1 Conclusdes

As conclusdes serdo apresentas na ordem em que aparecem no texto. Desta
forma, as conclusdes serdo apresentadas em duas etapas: Otimizacdo Topoldgica (OT)
via MEC abordagem de sub-regido e a OT via MEC com campo de tensdes iniciais.
6.1.1 Otimizacéo topologica via MEC — Usando sub-regiéo

A formulacdo do MEC ¢é acoplada ao ESO para célculo das tensdes em pontos
internos como estratégia para representar as regides que devem ser eliminadas durante a
OT. Esta formulacdo apresenta algumas vantagens em relacdo aos métodos propostos,
uma vez que nao foi necessario refazer a malha em cada iteracdo pois seu dominio é
fixo. Desta forma, a velocidade do procedimento de otimizacdo é bem menor que 0s
métodos MLS acoplados ao MEC. Destaca-se também que ndo houve necessidade da
implementacdo e utilizacdo de filtros nesta formulacdo. A partir dos exemplos
analisados verificou-se que ndo existe a necessidade de refinamento no grid para se
capturar a topologia 6tima da estrutura, pois ndo ha dependéncia da malha nesta
formulacdo. As cavidades sdo criadas automaticamente em pontos internos de baixa
tensdo e sdo sub-regides convexas, nesta tese, uma sub-regido hexagonal cujas arestas
sdo elementos lineares de contorno. Vale ressaltar que nesta técnica a otimizagéo
evolucionéria resolve um sistema linear a cada iteracdo. Assim, o sistema linear além de
ndo esparso aumenta o0 numero de variaveis a partir do aumento do ndmero de
cavidades, aumentando também o custo computacional. Esta formulagdo mostrou-se

eficiente e eficaz na captura da topologia 6tima para projetos de engenharia.



87

6.1.2 Otimizagdo topoldgica via MEC — Usando campo de tensfes
iniciais

Nesta abordagem o problema de OT é resolvido com a técnica numérica
denominada ESO a qual é acoplada com a formulacdo do MEC usando campos de
tensdes iniciais como estratégia para representar as regides que devem ser eliminadas na
OT. Nesta formulacdo ha necessidade de considerar integrais de dominio. No entanto,
ndo é usado a cléssica estratégia de insercdo de sub-regides utilizando elementos de
contorno para introduzir a cavidade. Deste modo, um campo de tensdes iniciais é
somado as tens@es elasticas do problema inicial resultando em tensdes nulas, simulando
de maneira virtual uma cavidade. Conclui-se entdo que, ndo ha a necessidade de
alteracdo das matrizes de influéncia inicial. Desta forma, esta formulacdo apresenta uma
grande vantagem no custo computacional do problema em analise, pois essa matriz é
ndo esparsa e a sua montagem com a inser¢do de novos elementos, como ocorre nos
processos de otimizacdo via MEC usando sub-regido, produz um alto custo
computacional. Destaca-se ainda que os problemas da OT como a dependéncia da
malha e o tabuleiro de xadrez ndo apareceram nos exemplos analisados com a presente
formulacéo.

Por fim, a “subdiscretizagdo” dos cantos, pontos de apoio, carregamento e a
implementacdo de um filtro espacial de tensdo capaz de minimizar as tensdes dos
pontos internos mais proximos proporcionam uma melhor evolugdo para o caminho
otimo. Desta forma, tanto a formulacdo usando sub-regido como a de campo de tensdes
iniciais s80 menos sensiveis aos parametros de evolucdo RR e ER mas, sdo dependentes
dos mesmos, como ocorre no procedimento de otimizagdo topologica ESO via MEF.
6.2 Sugestbes para trabalhos futuros

O procedimento de otimizacdo estrutural evolucionaria via MEC mostrou-se
capaz de realizar otimizacdo estrutural topoldgica. Assim, para pesquisas futuras das
técnicas apresentadas nesta trabalho, propde-se:

1) Acoplar ao MEC a técnica numérica SESO;

2) Testar estratégias diferentes de integracdo da singularidadei;
r



3)

4)

5)
6)
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A utilizacdo da otimizacdo estrutura evolucionaria multiobjetiva, onde a
retirada de elementos satisfagca simultaneamente a mais de um critério de
projeto;

Testar um procedimento hibrido de otimizacao topoldgica via MEF e MEC,
onde o célculo das tensdes séo realizados via MEC no centroide de cada
elementos finitos (ponto interno) e a retirada dos pontos internos realizada via
técnica numérica SESO. Assim, poderia ser realizada otimizacdo de forma e
topologia;

Aplicar a técnica MEC-ESO com critério de frequéncia.

Implementar um critério de seguranca ou desempenho. Uma vez que, o estado

de tensdo é constante e uma pequena falha pode levar a falha do corpo.
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ANEXO |

NOCOES ELEMENTARES DA
TEORIA DA ELASTICIDADE

1 Nocg6es Elementares da Teoria da Elasticidade

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos basicos da teoria da
elasticidade, necessarios para o entendimento do contetdo deste trabalho. Apresentam-
se ainda os conceitos fundamentais do problema eléstico e as simplificagdes dos estados
planos de tensdo e deformacéo, bem como suas particularidades.

1.1 Equac0es Bésicas da Teoria da Elasticidade
A seqguir serdo apresentadas as hipoteses basicas que deverao ser respeitadas:

i) é valida a geometria de pequenos deslocamentos;

i) o estado deformado do corpo pode ser escrito em funcdo do estado

indeformado (aproximacéo Lagrangiana);

iii) o material que constitui o corpo é elastico linear, homogéneo e isotropico.

O problema elastico, de maneira geral, pode ser resolvido tanto pelo método
direto como pelo procedimento inverso.

No procedimento direto de resolucdo integram-se as equacOes diferenciais que
governam o problema, determinando-se a solu¢do mediante o atendimento as condigdes
de contorno. Se forem escolhidos como incognitas basicas os deslocamentos, utilizam-
se as equacdes de equilibrio escritas em termos dos deslocamentos, mediante
substituicdo das tensdes pelas deformacbes, via lei de Hooke, e destas pelos
deslocamentos, através das relacbes deformacgdo-deslocamento. Se forem escolhidas
como varidveis béasicas as tensbes, as trés equagdes de equilibrio mostram-se
insuficientes, e é necessério utilizar também as equagdes de compatibilidade, escritas
em termos de tensdes atraves da lei de Hooke. Em qualquer dos casos observados acima

€ necessario que sejam atendidas as condi¢des de contorno.
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No procedimento inverso, a solucdo, usualmente dada em tensdo, é fixada a
priori, atendendo as condi¢des de equilibrio e conduzindo a um campo de deformac6es
compativel. Determinam-se entdo as forcas de superficie correspondentes, pelas
condi¢cdes de contorno. Outra possibilidade seria fixar o campo de deslocamentos
(atendo as equacdes de equilibrio escritas em termos destes), determinando-se entéo as
deformacdes e tensdes (pelas relagdes de deformacéo).

1.1.1 Equacdes de Equilibrio de Momentos
Na Figura 1 observa-se um corpo em equilibrio. Sob a agdo de forcas externas,

forgas internas serdo produzidas entre as partes do corpo.

AA

Plano S

F,

Figura 1 — Corpo em equilibrio Ferreira (2007)

Para estudar estas forcas imaginem que este corpo seja dividido em duas partes,
conforme Figura 1. A seccdo transversal esta passando pelo ponto onde sera estudada a
grandeza destas forcas. As grandezas destas forcas séo definidas pela forga que atua por
unidade de area infinitesimal da superficie considerada, que sdo denominadas tensdes.

Existem dois tipos de forcas que podem atuar sobre um corpo. As forcas
distribuidas sobre a superficie do corpo, como pressao de um corpo sobre outro, pressdo
hidrostatica que sdo denominadas forcas de superficie. As forcas distribuidas pelo
volume de um corpo, tais como: forgas gravitacionais, magnéticas, forcas de inércia, séo

denominadas forcas de massa ou forcas de volume.
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O estado de tensGes em um ponto de um corpo tridimensional pode ser descrito
pelas componentes de tenses que atuam em um paralelepipedo infinitesimal de lados

dx, dyedz , ver figura 2.

Txz Gy

A

Figura 2 — Elemento infinitesimal, Ferreira (2007)

Nota-se que o estado de tensdo em um ponto esta completamente definido com
nove componentes de tensdo e se reduzem a seis, devido a simetria das tensbes de
cisalhamento.

Para consideracdo do equilibrio do elemento, basta realizar a conservacao do

momento angular no CG (centro de gravidade) do elemento de diferencial dV=dxdydz .

As forcas de massa, tais como peso préprio, podem ser desprezadas neste caso porque o
elemento tem suas dimensdes reduzidas e as forcas de massa que agem sobre ele
diminuem com o cubo das dimensdes lineares, enquanto as forcas de superficie
diminuem com o quadrado das dimensdes lineares. Portanto, estas forgas sé&o
infinitésimos de ordem superior e podem ser desprezadas no calculo do momento.

Para provar que as tensdes cisalhantes de duas faces perpendiculares de um

elemento cubico sdo iguais tem-se:

> Mg =0 (1)
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Figura 3 — Elemento em equilibrio, Ferreira (2007)

Observa-se na Figura 3 que:

dy dz or,, dz
dz)dxdz—= = dydx) — + +—2dy)dydx —
) 5 (z,.dy )2 (7y Y y)dy 5

or,,

dy
(ryzdxdz)7+(ryZ + Y

ryzdxdz%y +7, dxdzd—2y = rzydxdz%y + szdxdzd—zy

r,,dxdzdy = 7, dxdzdy
T, =T

yz zy

Por analogia pode-se encontrar as outras duas relacdes. Assim, tem-se:

z-yz = sz (2)
Ty = Tyx (3)
T, =T 4)

Xz X

Portanto, para as duas faces perpendiculares de um elemento cubico, as

componentes da tensdo de cisalhamento perpendiculares a linha de intersecdo destas

faces séo iguais.
1.1.2 Equagdes de Equilibrio de Forcas
Considerando o equilibrio para o corpo apresentado na figura 3, pode-se

escrever as equacdes diferenciais de equilibrio fazendo » F =0, F, =0e» F =0.
X y z

Para demonstrar uma dessas equacdes, por exemplo, tem-se:
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> F,=0 (estatica)
oo
—o,dxdz -7, dxdy -z, dydz + (o, + —=dy)dxdz+
2 5
()
or,, or,
(z,, +—dz)dydx +(z,, + —-dx)dydz + b, dxdydz = 0
oz OX
Simplificando a equagéo 5 chega-se a:
0 0 0
Dy 9% ey g (6)
ox oy oz
Por analogia, as equagdes nas outras duas dire¢des séo:
0
oo, Sy 0% +b, =0 (7
ox oy oz
0
0 , 9% 9% 1 _g (8)

OX " oy " oz °

Sendob, b eb,, as forgas por unidade de volume atuam nas direcdes X, y € z.
Escrevendo as equacdes 6, 7 e 8 em notacdo indicial para todas as direcdes tém-se:

o;;+ b =0 parai, j=12,3 9)

As equacdes de equilibrio devem ser satisfeitas em todos os pontos do corpo.
Assim, as componentes de tensdo devem estar em equilibrio com as forcas externas.
1.1.3 Componentes de Forcas de Superficie — Formula de Cauchy

As equacdes de equilibrio devem ser satisfeitas em todos os pontos do corpo.
Assim, as componentes de tensdo devem estar em equilibrio com as forcas externas.

No tratamento das condic¢Bes de equilibrio de um pequeno tetraedro, a forga de
volume pode ser desprezada como um infinitésimo de ordem superior. As forcas que

atuam no tetraedro podem entdo ser determinadas multiplicando-se as componentes de

tensdo pelas areas das faces, ver figura 4.
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Figura 4 — Elemento de Superficie - (a) Estado de tensdo em um ponto.

(b) Componentes do vetor forca de superficie, Ferreira (2007)

Os cossenos diretores sdo dados pelas expressdes indicadas em 10.

n, =cos(n, x)
n, =cos(n,y) (10)
n, =cos(n,z)

Considerando o plano zy , ver figura 5 tem-se que Z F, =0entéo

dAP, = dAn + 7, dAn, + 7 dAn, (11)
Dividindo a equacgdo 11 por dAchega-se a:

P,=o,n, + 7,n + 7,N, (12)
Por analogia pode-se escrever as equagdes de P, e P, logo:

P ,=on, + t,n + 7,N, (13)
P,=o,n,+ 7,0, + 7N, (14)
Onde P, ,P, e P,sdo as forcas de superficie “traction”. Assim, pode-se escrever:

Em notacdo indicial as equacgbes 12, 13 e 14 podem ser escritas da seguinte
forma:

P =o,n parai, j=12,3 (15)

US|
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dA - n

Figura 5 — Planificacdo do tetraedro (zy)

A equacdo 15 relaciona a tensdo proxima do contorno com os valores de forcas
de superficie no contorno.

1.1.4 Relagdes deformacao - deslocamento

Admitem-se as hipoteses de pequenas deformacdes, tais como usualmente
ocorrem na engenharia estrutural. Assim, desprezam-se os quadrados e os produtos dos
termos infinitesimais.

Considerando-se um elemento infinitesimal de diferencial dV = dxdydz de um
corpo elastico. Se o corpo sofre uma deformacdo e u, vewsdo as componentes do
deslocamento num ponto qualquer, ver figura 6, os deslocamentos nas direcées x, y e z
sdo dadas por:

u+ a—udx
OX

v+ @dy (16)
oy

w + @dz
0z
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cu
H+T(i1'
v
A i
- -« >
Y cu
- T”T"
& T :
1 +—(ﬁ.' 'y 4, A
oy wi
] o
_— = o ] 5
v cov
. v B D —dx | v+—dx
o
_ cox c
\ 4 dx A4
OF S—
A A C
=, i - ‘ p-
T N x_
- P"l
X u cu
:r+Tdr
ox

Figura 6 — Projecdes das faces do elemento infinitesimal no plano xy.
Ferreira (2007)

Considerando a distor¢do do angulo entre os elementos e queseng = ge

coso =1, podem-se escrever as equacOes das componentes de deformacdo da seguinte

maneira;
_ou
&= —
OX
ov
&, =—
y ay
_ oW
£,= —
0z
1(6u ov (7)
Ey=—| —+—
Yo2loy ox
1(ou ov
=7 —t+t =
2\ 0z oy
1(ou ov
E,=—| —+—
o 2ler oy

Usando notacgéo indicial tem-se:
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& = %(u” +u;;)para i, j=1,23 (18)
1.1.5 Equacotes de compatibilidade de deformaces

. : x 1({ou ov :
Diferenciando-se a equagdo ¢&,, =3 §+& em X ey, reorganizando-se 0S

termos em ordem de derivadas parciais e substituindo-se pelas trés primeiras relacdes de

17, chega-se a expressao:

%e, 0 (ov) & (au

2 = — |+ — =0
OXoy  OXoy\ Ox ) Oxoy\ ox
82 82 2

2%% iyy L0 gzxx =0 (19)
oxoy  oX oy

Procedendo-se de forma similar com as demais expressdes deduz-se que:

2 2 2
_28 &y +8 gzzz +8 6‘;)( 0 (20)
oxoz  oX oz
0’ ol 2
2% Ty T (21)
oyoz oz oy
Diferenciando-se a quarta expresséo de 17 da seguinte forma:
azgxy 1| 0(ov) & (aou
o 2la\ax) alay)|”
(22)
g(ﬂj_zﬁz%_g u
0z \ oX oz 0z\ oy
%, 1| o(ow) o (au
:E 5 & +5 E =
v (23)
ala 253l s)
oy \ oz oy oy\ ox
e, 1| ofow) o (ov
x 2lox\ay) ox\a )|
(24)

o[ ow :26%_3(@)
ox\ oy oX  ox\ oz

Diferenciando-se a primeira expressao de 17 em relacéo a y e z, organizando-se

as derivadas parciais e substituindo-se os termos isolados anteriormente, obtém-se:
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aﬁhﬁié{@]_ﬁ j
oyoz oyloz\ox)) ox

% :é{zék_zﬁgﬁ+ (_Jj
oyoz  ox oy ox ox\oz

OX oy OX oz oz\ oy
%— i _88y2+agxz+a8xy _i 2 a_u
0yoz OX OX oy 0z ox\ oz \ oy
82‘c"xx _ i _ agyl + a‘C"xz ang _ 82‘C"xx
oyoz OX ox oy 0z oyoz
82‘s‘xx a Ggyz 8gxz agx)’

=—|— + +

oyoz  ox OX oy 0z

2 oe Oe
Oba _Of %n  0fg O (25)
oyoz  oX ox oy oz
Procedendo-se de modo analogo com as demais expressdes chega-se a:
0 0 0

Eyy — 2 Eyz _ agXZ + gxy (26)
oxoL oyl ox oy oz

2 oe oe
0 ‘922 — g _ yz + acc"><z _ Xy (27)
oxoy oz oXx oy oz
As equacOes 25 a 27 podem ser escritas em notacao indicial como:
i T Eij — gy — € =0 parai,jk,1=1,2,3 (28)

1.1.6 Relacéo tensdo-deformacao
As relacOes lineares entre as componentes de tensdo e as componentes de

deformacéo séo conhecidas geralmente como Lei de Hooke.

Considere-se um paralelepipedo submetido a acdo da tensdo normal o

X

uniformemente distribuido sobre duas faces opostas. O alongamento unitario do

elemento até o limite de proporcionalidade € dado por:
& =— (29)

onde E é o mddulo de elasticidade longitudinal ou médulo de Young.
O efeito de Poisson que ocorre em materiais homogéneos e isotropicos, atua

como um (efeito bexiga), “aperta em uma dire¢do e expande nas outras duas e vice-
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versa”, isto ¢, o alongamento na dire¢do x ¢ acompanhado (de contracdes) pelas
componentes laterais de deformacdo. Existem materiais com espessuras cristalinas

complexas que se comportam de maneira diferente (Materiais Andmalos).

&, =—KaX para0£v<l
E y 2 (30)
&, =——0
z E X

Assim, supondo-se que o paralelepipedo infinitesimal esteja submetido as

tensGes normais o, , o, e o,, uniformemente distribuidas sobre as faces, as componentes

de deformagéo resultantes sdo dadas por:

6= o -v(o,+0,)]

g = I:O'y —v(o,+0, )} (31)

_1+v
gxy B E Xy
1+v
&, =—o0O 32
Xz E Xz ( )
_1+v
=g O

Invertendo-se as equacBes 31 e 32, escrevem-se as tensdes normais em funcéao

das deformagdes. Para isso basta isolar as tensdes principais o,,o, € o,. Assim, devem-

se escrever as equacdes na forma matricial e resolver o sistema chegando-se as

seguintes expressoes:

O'X:i £, —— (€x+€y+8z)}
1+v | 1-2v
E [ v
o=—1¢& — g, +E,tE 33
Yol 1—2‘/(X y Zﬂ (33)
o= —| o -—Y (e, +2,+2,)
1+v| 1-2v
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ro= £ ¢
S RV
TXZ:%EXZ (34)
S S
14y

Sabe-se que 0 mddulo de elasticidade transversal, G, e a constante de Lamé, A,
séo dadas por:

G= E
2(1+v)

(35)

i= Y= (36)

(1+v)(1-2v)

Manipulando-se a primeira expressdo de 33 e substituindo-se as equacdes 35 e

36, tém-se:
E 1%
o, = &, + & +e, +¢&
X l+v[ X 1—21/( X y )
E Ev

o, = e, + e t+e, +& 37
S RV (ZI.+1/)(1—21/)(X y ) (37)

o, =2Ge, +Ale, +¢, +¢,)
De maneira analoga, para as outras duas expressdes de 33 chega-se a:
o,=2Ge, + (e, +&,+¢,) (38)
o,=2G¢g, + e, +&, +¢,) (39)
Em notacdo indicial com k, indice mudo, chega-se a seguinte expressao:
o; =2Gg; + Agy 0, parai, j,k=1,2,3
~ {1se i=j (40)
" |0sei#j

O simbolo &; ¢ conhecido como “delta de Kronecker”

1.1.7 Condic6es de Contorno

Em todo problema elastico, além das equagdes que devem ser satisfeita no
dominio, outras condi¢Bes devem ser atendidas no contorno, isto &, um problema de
valor de contorno envolve a aplicacdo de uma equacéo diferencial a um  dominioQ
limitado por um contornoI”. De maneira geral pode-se ter: forgas prescritas,
deslocamentos prescritos e prescrigdo mista.

i) forgas prescritas
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R(a) = (a) =0;(a)-n;(q) comgeT, (41)
i) deslocamentos prescritos
u; (@) =0;(q) comqel, (42)

iii) prescricdo mista

u;(q) =t(q) comqel,

R(a)=p(a)=0;(a)-n;(a) comqgel,
1.2 Estados Planos

Para representar um problema elastico, podem-se adotar simplificacbes de

(43)

modo que ele independa de uma de suas coordenadas, para que possa incidir num
problema de estado plano de tensdo ou de deformacao.
1.2.1 Estado plano de deformacéo (EPD)

Quando uma das dimens6es do corpo for muito maior que as outras duas, € 0
carregamento é unicamente perpendicular aos elementos longitudinais e ndo variam ao
longo do comprimento, supGe-se que todas as sec¢Oes transversais estdo com as mesmas
condices, de tal modo que a deformacdo na direcdo axial é impedida. As componentes
u e v do deslocamento sdo fungdes de x e y, mas sdo independentes da coordenada
longitudinal z. O estado de deformacdo fica representado apenas em funcdo de

&,,€, € &, , que é denominado estado plano de deformagdo, sendo estas componentes

Xy !
somente definidas no plano xy.
As relagBes constitutivas para este caso sdo dadas por 40, no entanto os indices

variam apenas até 2. As tensdes tangenciais na dire¢do z sdo nulas e a tensdo normal o,

tem seus valores expressos em fungéo deo, e o, .

1.2.2 Estado plano de tenséo (EPT)

Quando uma das tensdes do corpo for muito menor que as outras duas, e 0
carregamento é unicamente no plano destas, pode-se supor que as tensdes ao longo da
primeira direcdo sdo nulas. Ficando o estado de tenséo representado apenas em funcdo

o0, €1, que € denominado estado plano de tensdo. Sendo admitido que estas trés

Xy !
componentes sejam independentes de z e que ndo variam ao longo da espessura, séo
definidas no plano xy.

Neste caso as rela¢Oes constitutivas podem ser obtidas a partir das relagcdes do

estado plano de deformacéo fazendo-se as seguintes transformacdes:
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Y
Vi=——

1+v
G'=G (44)

E'=1+v)1-v)E
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ANEXO I1

Teorema de Betti

Considere um corpo em equilibrio quando submetido a acé@o de dois estados de

carregamento, cada um deles levando a um dos estados de tenséo definido a seguir:

1) Para um estado de carregamento (1), tenséeScs(li} que d&o origem ao conjunto

de deformagdese®) .

i) Para um estado de carregamento (2), tensﬁeScs("'i} que dao origem ao conjunto

de deformagdes e .

O teorema de Betti (também conhecido como teorema do trabalho reciproco)
estabelece que: o trabalho realizado pelas tensdes do sistema (1) sobre as deformacdes
do sistema (2) é igual a trabalho realizado pelas tensbes do sistema (2) sobre as

deformacdes do sistema (1), ou seja:

[o%.c2d0=[c?.c0da ®
Q Q

ij ij

O teorema de Betti serd demonstrado a seguir:

Usando-se a lei de Hooke, tem-se:

Gij:Cijkl‘gkl (2)
que particularizada para um material isotropico no estado plano de deformacdo é dada
pela expresséo:

2Gv
Gij:ESkKSij-i_ZGgij (3)
Substituindo a equagéo (3) emo“).&%) obtém-se:
2Gv
M . @_ ® W |.@
CYey = (EekkSiﬁng i JS i (4)
Aplicando a propriedade distributiva em (4) tem-se:
2
W .@_ 2Gv e 05,6 912Ge Ve ® (5)

1T 1y
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como

5,6 @ @_g®—g® ©6)

@ _ (l) _ @
€ =¢85 = 5ij8 ij (7)

Substituindo (6) e (7) em (5) obtém-se

2Gv
off 6= 1o i el +2Ge e (8)
-2v
Colocando em evidéncia o fator comum s(l) chega-se a:
2Gv
G(ilj)'g(izj)z 8¢ (2) ) 12Ge (2) )
1-2v
oW e@_50 O (9)
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ANEXO I

Distribuicdo Delta de Dirac

1 - O degrau unitario de Heaviside

Considere a seguinte funcdo f (x), continua e seccionalmente diferencavel:

0 se X<X,
X-X
f(x)= ©se xe[XeX] (1)
XXy
1 se X>X,;

Esta fung@o ¢ conhecida como “rampa” limitada, sua derivada e conhecida em toda

parte exceto nos pontos X, € X;.

0 se X<X,
d(f
(d(X)) =1 se Xe[Xex] )
X X, X,
0 se X>X,

Nas figuras 1 e 2 ilustra-se a funcdo e sua derivada. Fazendox, — X,, no limite
chega-se a H(x)denominado degrau unitario, proposto por Heaviside para descrever

transigoes abruptas idealizadas. Sua “derivada” pode ser estimada a partir da derivada

de f(x), fazendo-se x, — X,. Essa construgdo esta ilustrada nas figuras 4a e 4b.



7=

ME-— ===

Figura 1 — funcéo “rampa” limitada

S

4

Figura 2 — A derivada da funcéo “rampa” limitada

/)

t(x)

X

Xy =X,

Figura 3 — Funcdo rampa tendendo ao degrau unitario

113
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& r a0
1 1 o I Area=1
— ('xl_'xﬂ}
(x1_xo}
Fix) Fx)
1-——44F - 5 o -
| |
|
/ I
I ) I
I f(x) | f(x)
0 o) * 0 e
Xy &= L-x[=0
4 b

Figura 4 — 4a) Funcdo rampa tendendo ao degrau unitario
4b) Situacao limite
Nas figuras 4a e 4b verifica-se a evolugdo da funcdo f(x) transformando-se
praticamente no degrau unitario de Heaviside, definido como:
0 se x<X,

H(x—xo):{ 3)

1 se x>X,

Nota-se que a altura do pulso aumenta & medida que x, —X, tende para zero,

mas a sua area se mantém igual a 1, ver figura 4a. No estado limite, ver figura 4b, a

largura do pulso torna-se nula e a altura tende ao infinito, mantendo sua area igual a 1.

2 - O Delta de Dirac

O Delta de Dirac passou a existir como consequéncia da derivacdo da funcgéo
“Have Size” ou fungio degrau de Heaviside, conforme ilustrado na figura 1. E comum

deparar com a seguinte definicdo para o Delta de Dirac:

0 se X # X,
O(X-X,)=q0  se X = X, (4)

com [ 5(x-x,)dx =1

No entanto a interpretacdo de tal definicdo ndo € correta, pois:
(i) ndo define uma funcéo, j& que oo ndo € um valor que se possa aplicar a um
ponto do dominio.

(i) N&o € integravel ja que é divergente em X, .
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Assim, a definicdo mais correta para o Delta de Dirac em uma dimensdo é dada

por:

o(x=%)=0 se x=#X,

+jioé(x—xo)f(x)dx: f(x,) ©)

Esta definicdo ¢ mais formal uma vez que contorna os problemas (i) e (ii),
fazendo uso do dominio estendido R dado para todo —oo < X <+o0 para contornar (1) e
usando a integral para resolver o problema «-0=1.

O conceito da “fun¢do” Delta de Dirac pode ser estendido a dominios n-
dimensionais. Considerando-se uma funcéo f que depende da localizacdo de cada ponto
do corpo, define-se 5(p,Q), como a funcdo Delta de Dirac, quando sdo validas as
seguintes propriedades:

o se p=Q

5(p’Q):{O se p=Q

[ 1(Qs(p,Q)dQ = f(p)



116

ANEXO IV

Integrais analiticas nédo singulares

Para assessorar na deducdo das integrais, algumas constantes foram agrupadas
de forma ordenada como segue:

1

‘=G (1-v) )

k,=(3-4v) )
-t

K= 47 (1-v) )

k,=(1-2v) (4)

k,=(1-4v) (5)

k=(3-40) (6)
_ G

™ (i) 0
(1Y

(1) ;

=2 ©)

As constantes f, e f,sédo as partes constantes das funcdes de forma que foram

usadas para simplificar a apresentacdo dos resultados.
Para as integrais ndo singulares avaliou-se o ponto fonte em trés posicdes, que
sdo: ponto fonte fora do alinhamento do elemento, alinhado com o elemento, antes e
depois do elemento, ver figura 1.
i(

g=-1 A g=+1 P " E=+l | E=1 -

3 r T

Figura 1 — Posic¢des do ponto fonte para integracédo

néo singular
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1 — Ponto fonte ndo alinhado com o elemento

Para a posicdo do ponto fonte ndo alinhado com o elemento, conforme ilustra a

figura 2, serdo apresentados todos os resultados das integrais analiticas para este caso.

X
Figura 2 — Ponto fonte ndo alinhado com o elemento
Wutzow (2003)

Hi Hp+HZ H2
Os resultados dos elementos da matriz [H]:{ 1 2o 12 estdo

1 1 2
H 21 H 22+H 21 H 22

representados a seguir:

sen(26,)

H =k, {k4 {% Ln(cos(6,))+6, ~f1}Lf1 -(—+92]+%005(92)2}+

2
sen (26, )

K, {k4 [% Ln (cos(el))%)l-fl}rf1 -(T+91J+%COS(91)Z}



2
szlzks{k4 |:%LH(COS(62))+02.flil_fl.[sen( 92)_02J+ en (0. Y

2

-k?,{k4 {% Ln (cos(el))+(4)1 -fl}-f1 -[m:el)-el}r sen(6,)’

2
Hli:k3{k4 [—%Ln(cos(ez))ﬂ)z,fz}rfz{sen(z 62)+62)— cos
a sen (260, )
Ky 1Ky _ELn(COS(el))Jrel‘fz +f, - +0, |[-—cos
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H1§=k3{k4 {-fz : Ln(cos(ez))—%(ez _tg (62))}_%[Sen (2292) —92]_ (. .COS(62)2}+
K, {k4 {-fz : Ln(COS(Ol))—%(el _tg (%))}—%(S%(z&) _elJ_ f -cos(el)z}

2

H =k, {k4 [fz - Ln(cos(ez))+%(92 —tg (92))}_%[Sen (2262)-92}3_ ~Cos(62)2}+
-k3{k4 {fz . '—n(COS(ﬁl))+%(el—tg (91))}—%(8‘3”(261)'91]-2 ‘Cos(el)z}

2

H 2=k, {k4 {% Ln(cos(6,))+, -fz]fz -[Sen (2262) +62J—%sen(62)z —Z—SLn(cos(Gz))}Jr
K {k4 [% Ln (cos(6,))+6, -fz}fz -(Sen (2261) +61J-%sen(01)2 -Z—LaLn(cos(ﬁl))}

1 ) 2
GZl G22°Gzl Gzz

1 12 2 2
Os resultados das integrais da matriz[G]:{Gll GGy Glz} seréo

apresentados a seguir:

Gli:kl{kz [[fl . tg(ez)' 2L00:(92 )2 JLn[COS&EGZ )J+f1 '(ez'tg(GZ))—i_m}ez .fl-%Ln<cos (62 ))}+

K {kz Mfl -tg(6,)- 2Lco:(el)2 JLn[CO:Eel)}rfl -(0,-t2(6,))+ 4LCOZ‘(61)2 }-91 .fl-%Ln (cos(@l))}
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6 (s 2L it (40

G 21=G 121=k1 [fl -Ln (COS(62 ))+ (tg (ezL) _62 ):l-kl {fl : LH(COS(Gl))-i- (tg(e:_)_el)jl

G =k, {kz Mfl 19 (92 )- 2LCO§(62 )2 ]LH[COS?GZ)J+fl ' (ez_tg(GZ))+ 4Lc0:(92 )2 }L

+f (ez-tg(ez))+%+%m (cos(ez))}Jr

-k, {kz [{fl 19(0,)- 2Lcos(el)2 ]LH(COS(el)J—’_fl '(el-tg(el)) + 4Lcos(91)2 } +

+f,- (el-tg(el))+%+%m (cos (91))}

G 2=k, {kz Hfz.tg (6,)+ 2Lco:(92 )2 jLn[cosa(lez )J+fz.(92-tg (6, )) - 4L00:(92 )2 ]+

- fZ.GZJr%Ln(cos(O2 ))}-i-

_kl{k2 [[fz.tg (6:)+ 2cos(0,) ]Ln(cos (el)}fz.(el-tg(el))_ ALeos(6.) } +

; f2.61+%Ln(cos(61))}

G 2=k, l:fz-Ln (cos(ez))+ 3 0 )}-kllzfz -Ln(cos(el))+ 2
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G4=G;=k |:f2 -Ln (Cos(ez))Jr(tg(Oz—L)—Gz)}kl |:f2 ~Ln(cos(61))+w}

L

o o N R

+f, -(ez—tg(G ))—Ztg(G )2 —%Ln(cos(@z))}+

*, {kz Hf 19(0,)+— i JLII(COS (el)]+f2 .(el—tg(Gl))——4LCOS(Ol)Z } +

+f,-(6,-tg (6, ))—Ztg(6 ) —%Ln(cos(el))}

1 1: 2 2

S 11 S 12 : S 11 S
Os resultados das integrais da matriz[S]=|S, S,iS,; S, | serdo
1 1: 2 2

S 31 S 32 : S 31 S

apresentados a seguir:

Sﬁ=%{f {(ZK +4y ( +92J (2sen

+(2K,k,)0, - [(2k +4v)cos (0, ) +2c0s (0, ) -(2k, ks ) L cos (0, J}+

)co
29 3
-k—{f {(Zk +4y (Sen +0, (2sen )cos(8,)’+ sen( +391J+

3sen

s)3

+392j+

a

+(2k, k)90, |- [ (2k,+4v)cos (0, )" +2cos (0, ) -(2k, k, )Ln (cos( }}
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=211, [-(k #20)cos(0. ) +2c05(0,)' ]+

: {(k1+20){92-Sen(ZGZ)J—(—Zsen(OZ)cos(GZ)3+Sen(2282)+92ﬂ}+

2

-—7{f -[-(k4 +2v)cos(8,)” +2cos (61)4}L

_%[-u(sen(ez )2 +cos (6, )2 +2Ln(cos(62 )))-2sen(92 )4 k,Ln (COS (6, ))J} +

s, sen(26,)

-%{fl-[(kﬁzu)el-(-2sen(el)cos(el) ol 1+elﬂ+

_%[_D(Sen(el)z +C05(91)2 +2Ln(cos(61)))—256n(61 )4 _k4Ln(COS (91))}}

S k;{f{ zsen(e Jeos(, )1+ 2% )+92H+
%[ -2sen (0, )" -(2k,k, ) Ln (cos (6, ))}}
Lars { 2sen(e )cos (6, )3+Se”(22e )+elﬂ+

|—|m ©

- [ZSen 0,)’ -(2k4-k5)Ln(cos(91))J}+
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]
1
rle |

AT —

e O S R (292)+392m+
ol sz 2sen(n) ]

oo 8] s =0




1
=~
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s? j{fz [ -(k,+2v)cos(0, )" +2c0s(0,) |+
+%{(k4+21))£9 Sen(ZZOZ)J-(-z (0,)cos(0,) + (2292)+92H}+
%{f [-(k,+2v)cos (6, +2c0s(6,)* |+
+%{(k4+2u)(e -Sen(zel)J (2 en (6, )cos (6, )" + (229 )4 H}
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Kk

Sﬁ=;’{f2 ~{(2k4 _ k5)92-(-2sen(62)cos(92)3+Sen(262)+ezﬂ+

+%[-25en (8,)’ -(2k, ;) Ln(cos(6, ))]}JF

-ﬁ{fz -{(2k4 - ks)el-(-Zsen(Gl)cos(Olf 4 sen(29,) +elﬂ+

a

+%[-Zsen (6,)"-(2k, % )Ln (Cos(el))}} ¥

8352;7{@ -[-(k4+2u)cos(02)2 -2sen(0,) J-i-
a sen(26,) s 3sen(26,)
+E (k,+2v)| 0,- - | -2cos(8,)sen(6,) - +360, ||+
—%{f2 -[-(k4+2v)cos(el)2 -2sen(61)4}+
a sen(zel) 3 3sen(291)
+E (k4+21)) 0,- - —2cos(91)sen(91) - +36,
Dli Dlé:Dli Dli
Os resultados das integrais da matriz[D]=|D, D,:D, D, | serfo
D, DDy Dy

apresentados a seguir:

D=k, {fl .{(k4+1)62+ sen(29, ):|-%|:-k4Ln(cos(92 ))-cos (6, )Z]} +

+k3{f1.{(k4+1)61+ . }-%[-k4Ln(cos(el))_cos(gl)zJ}



Dl_

12

+k, {fi ' [k4|—n (Cos(el))'cos(el)2 ] )

D,'=

21

K, {fl ' [-k4Ln (Cos(92 ))'COS(OZ )2]
o sy

D=k, {fl . [( k,+1)0, - %2292)

+k, {fl .{(k4+1)91 =

o _sen(20,) |

31

X {fl

+k, {fl .{(-k4+1) 0, —

.{(_kﬁl)ez

sen(20,)

=k, {fl -[k4Ln (cos(6,))-cos (6, )2}

ETa——"

_%[(k4-2)Ln(COS(92 ))-sen (6, )2]

| _%[(k4_2)Ln(cos(61))—sen(91)2}

e e
T 1T '
1

a
L_
a
L

M

|2 e anafeoso)seno ]|

—+

|
|
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D=, {fl {(-k,-2) Ln(cos(ez))-sen(ez)2}-2[1{4 (tg(6,)-0,)+
, 2sen(6,)°

cos(6,

| |
{fl [( k,-2) Ln cos(0 sen(el)z]-%[k4(tg( _
) }

3sen(26,)

+2sen(0,)’ +cos (8, )+

5

, 2sen (6,
cos(Ol)

+2sen (6, ) +cos (6, )+3sen(291)-391} -

W
=
=
—
(@)
(@)
w2
~—~~
D
£
N
N—
1
(@)
o
w2
—~~
._\CD
N—
L 1
%K_J

D=k, {fz -[k4Ln (COS(GZ))-COS(GZ )2] +

e e
[ 1 T 1
1 1

+k, {fl ' [k4Ln (cos(6,)) 'Cos(el)z} "

sen(20,) |

D321:'k3 {fz ’ |:('k4 +1)62 -

sen(20,) |

+k, {fz : {(-k4 +1)0, — + %[(k4-2)Ln(cos(91))—sen (6,) }

+2[Ge,2)Ln(cos(0,))-sen 0, |

L

%f_/
+



D 2=k, {fz -[-k4Ln (COS(GZ))—COS(GZ)Z} L2 k,(tg(6,)-0,)- >en (262)+€)2}}+

+k, {fz -[-k4Ln(cos(el))—cos(el)z]+% k4(tg(91)-81)-w+61}

sen(26,)

D 2=k, {fz -{(kﬁl)ez - + %[(-k4-2)Ln(cos(ez))-sen(92)z]} +

Ky {fl '{(kﬁl)@l _mzzel)} + %[(-k4-2)Ln(cos(61))—sen(91)2}}

D =k, {f, [ (k,2)Ln(cos(6,))-sen(6, )" |+ [ (tg(6,)-0

+ 2 +2sen(0,) +cos(0, )+ —— 2 3sen(20,) 362}

L

)
{1, [(4,2)Ln(c05(0,))-sen(0, ﬂ-a[ (12(0,
)

+ 1 +25en (6, )’ +cos(91)+3senT(291) -391}}+

2 - Ponto fonte alinhado com o elemento, posicionado antes do mesmo.

Neste item avaliam-se as integrais ndo singulares analiticamente para o ponto
fonte alinhado com o elemento, mas posicionado antes do mesmo. A figura 3 mostra
geometricamente a posicao do ponto fonte.

Figura 3 — Posicdo do ponto fonte (s) alinhado

e antes do elemento.
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Os resultados das integrais ndo singulares para este caso serd apresentado a
sequir:

H,=k,kK, {fl -Ln [r—zj-i(rz-rl)}
n) L

H 2=k, [fz -Ln (r—z}rl(rz -rl)}
n L

1_ 1
H21_'H12

2_ 2
H21_'H12

HJ:H 121: H221:H 2520

) ) ) Gl GG G2
Os resultados das integrais da matrlz[G]:{Gli Gli'Gli Glé serdo
21 22 ° 21 22

apresentados a seguir:

Glizkl{kﬁ.rz [fl(Ln(rz)-l)_(zr_Z)(Ln(rz)_%ﬂ}_'_
_kl{ke.r{fl(Ln(rl)-l)_(zr_l)(Ln(rl)_%ﬂ



Gzi=k1{k6 T, {fl(Ln(rz)-l)-%[Ln(rz)-%ﬂ—rz [fl-zr_zl_j}+
() Ln

Y AL PR PR

GZ§:k1{k6 T {fz(l-n(rz)-l)+@

2L
n

_kl{ke.rl[fl(Ln(rl)-1)+%(Ln(rl)-%ﬂ_rl(fl+2f_1Lj

7N\
[
]
—~
-
N—
1
N |-
N
1
|
l\)ﬂ
7\
—
+
N|,
~
N—

Gl;:G zizG 1§:G 221:0

Sll SlZ°Sll SlZ
Os resultados das integrais da matriz[S]=|S, S,iS,; S,
S, S.iS2 S

apresentados a seguir:

130
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S,i=k, {fl -{(kﬁZu)[-iﬂ-%[(kﬁZu) Ln (rz)]}+
K, {fl -{(kﬁZu)(-lﬂ—%[(kﬁZU) Ln (rl)]}
S i k7(k4+20){—Kri21 +%Ln(r2)_+_ L}%Ln(q)}}

o[ 2w ]

1_ol1
S n— S11

S 32128121
S 1%28 2128 3328 1§:S 221:S 3320

1 1: 2 2
Dll D 12 : Dll D12
Os resultados das integrais da matriz[D]=|D, D,:D, D, | serfo
1 1: 2 2
Dy Dy:Dy Dy

apresentados a seguir:

D=k, -k, _(1-f2)- Ln(rz)-(1+f2)-Ln(r1)—%(r2 —rl)}

D 2=k, -k, %(rz—r1)+f2-Ln£;—2H
B 1

D.,=-k,(k,+2) —%(r2 —r,)+f,-Ln(r,-r,)+Ln (r—zﬂ

I

D 2=k, (k,+2)| L (r,)+, - Ln(r—zﬂ
L I,

Dzi: _Dli
Dzi: _Dl§
Dli:D 2;: D31:D ﬁ: D2§:D 321: 0
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3 — Ponto fonte alinhado com o elemento, posicionado depois do

mesmao.
Neste item avaliam-se as integrais ndo singulares analiticamente para o ponto
fonte alinhado com o elemento, mas posicionado depois do mesmo. A figura 4 mostra

geometricamente a posicao deste ponto.

Figura 4 — Posicao do ponto fonte (s) alinhado,

posicionado depois do elemento.

Os resultados das integrais ndo singulares para este caso serd apresentado a

sequir:

H,=k.K, {fl -Ln Lr—z}l(rz-rl)}
n) L

2_ 2
H21_'H12

H11=H 121= H221=H 2220
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1 10 2 2
Os resultados das integrais da matriz [G]:{G11 G2iGy G”} seréo

Gu GG, Gy

22

apresentados a seguir:

s 2
NS

G£=G£=GS=G£=0



Sli S 1;585. S ;
Os resultados das integrais da matriz[S]=|S, S,iS,; S,
Sy SaiSy Sy

apresentados a seguir:

S.i=k, {fl -{(2k4-k5 )[r_lzﬂ

s {fl .[(2k4-k5)[—%ﬂ '%[(Zkﬂ,'ks) Ln (fl)]}

S22k, {fz.{(zkfks)(% }+%[(2k4-k5)Ln(r2)] +

|~

[(2k4-k5)Ln(r2)]}+

3™ Pu
2 o2
Sm_sn

81§=S 2128 3§:Sé:S 221:S 3520

Dy, D.iD; D,
Os resultados das integrais da matriz[D]=|D, D,:D,.
D! D.D2

apresentados a seguir:

134

serdo



D=k, -k, (1—f2)-Ln(r—2J+l(r2—rl)}
i I L

I I 1
AR Ln(éj—t(r2 —rl)}

D.,=-k,(k,+2) %(rz- r,)-f,-Ln(r,-r)+Ln {:—Zﬂ
1

12

D3§=-k3(k4+2) 1(rz"' r1)"'f2 -Ln (r_ZJ}
L I,

Dziz'Dlé

D221:'D1§

Dli:D 221: Dsi:DlzlzngzD 3?20
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ANEXO V

Integrais analiticas singulares
Para assessorar na deducdo das integrais, algumas constantes foram agrupadas

de forma ordenada como segue:

.= (1-2v) o
4n(1-v)
_ L
" 1626(1-20) @
__ G ]
K= ot (1) (22 (st H(-20) (g i, ) o
-(1-4D)ni61k}
1
k,= m {'(1'20)(r,k6ij +r,j8ik _r,i8jk )+2r,ir,jr,k } 4)

As variaveis 0, e 0, sdo os cossenos diretores da normal ao elemento a ser
integrado.
1 - Ponto fonte coincidindo com o primeiro né do elemento de
integracao.

A seguir serdo apresentados os resultados analiticos das integrais singulares,

para o elemento de contorno linear, das matrizes H, G, S e D para o caso do ponto fonte

coincidindo com o primeiro n6 do elemento, conforme ilustra a figura 1.

Figura 1 — Posicéo do ponto fonte (s) coincidindo



Sao:

Sao:
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com o primeiro no do elemento a ser integrado

Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz H

Hé :'kl
H 21 =-H 121
H 2?2 _ng

H 11: H 2;: H 121: H 2520

Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz G

G ik, {(3-40)(%-Ln(L)J+(92)2}
6,1k, {(3-41))(%;11@)}(91)2}
G 2=k, {(3-40)(%-Ln(L)J+(92)2}

G =k, {(3-4U)(%-LH(L)j+(el)2}
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G 1;:6 15 =G zi:G 221:'k16192

2 - Ponto fonte coincidindo com o segundo né do elemento de
integracao.
A sequir serdo apresentados os resultados analiticos das integrais singulares,

para o elemento de contorno linear, das matrizes H, G, S e D para o caso do ponto fonte

interno ao elemento de integracdo, conforme ilustra figura 2.

Figura 2 — Posicao do ponto fonte (s) interno

ao elemento a ser integrado

Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz H
séo:

Hlézﬁ{b-Ln(9j+L}

L a

He=X a~Ln(Ej+L
L b

1_ 1
H21_'H12

2_ 2
H21_'H12

H 11:H 2§:H 121:H 2; =0



Sao:

Sao:

sdo:
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Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz G

Gﬁ=2Tk22{-(3-4»){(ab+a_22jLn(a)+b_22Ln(b)_%(a+b)(a+3b)+%2(ez)z_}

b2
Ln(a)+?Ln

G 1;:(3 15:6 21:6 221:'k29192

Os resultados obtidos pelas integrais singu

(-t 0 |

(a)-%(a+b)(b+3a)+l'?2(92)2:}
o)

(a)-%(a+b)(b+3a)+%(el)2_

lares para os elementos da matriz S

Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz D

o {3}
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o5}

3 - Ponto fonte coincidindo com o segundo né do elemento de
integracao.
A seguir serdo apresentados os resultados analiticos das integrais singulares,

para 0 elemento de contorno linear, das matrizes H e G para o caso do ponto fonte

coincidindo com o segundo né do elemento, conforme ilustra a figura 3.

Figura 3 — Posicéo do ponto fonte (s) coincidindo

com o segundo no do elemento a ser integrado

Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz H

Sao:
H, =k,
H,;=-k, (1-Ln(L))
H,=H,,
H/i=—H}

n= =

H 11: H 2;: H 121: H 2520
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Os resultados obtidos pelas integrais singulares para os elementos da matriz G

G i=k, {(3-40)6111@)}(92)2}
G ik, {(3-40)(%111@)}(91)2}
G 2=k, {(3-%)@@ (L)J+(92 )Z}

G 2=k, [(3-40)(%-Ln(L))+(61)2}

G 1;:G 13 =G 2126 221:'k19162
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ANEXO VI

Condicao de Holder

1 Introducao

Neste apéndice sdo apresentadas a definicdo de continuidade de Holder e a
justificativa para a aplicacdo dessa condigdo na equacdo integral de contorno. Assim,

. 1 N .
demonstra-se que a funcdo ¢(r) =1In (Fj que aparece na solucdo fundamental de Kelvin

¢ Holder continua. Deste modo, para o desenvolvimento deste apéndice foram
consultadas as seguintes bibliografias: Brebbia e Domingues (1984), Porto (2006),
Santos (2010), Reis (2009).

2 Cotinuidade de Holder

Definigdo: Seja L um contorno suave, ¢ uma fungdo real de variavel (real ou
complexa) definida sobre L. Diz-se que ¢ satisfaz a condicdo de Holder se para
quaisquer x ey em L, tem-se:
|p(x) —p(y)| < As”(x,Y) 1)
onde A>0é uma constante, denominada constante de Holder, 0 < <1 é denominado
indice Holder e (x,y) =|x—Y|.
Para que funcdo ¢(x)atenda a condicdo de Holder ela ndo pode crescer mais
rapido que o fator £“(x,y)no ponto y. Quando ¢(x) satisfaz a condicdo de Hdélder

para os mesmos valores de A e o diz-se que (y) é uma funcio do tipo C*“.

A condicao de Holder pode também ser interpretada como um “meio termo”

entre uma condicao de a funcao aceitar o operador diferencial (ser “diferenciavel”) e de
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ser continua. Ou seja, € uma condi¢do mais restritiva que a mera continuidade de uma

funcdo, porém menos que o requisito de ser diferenciavel.
3 Aplicacéo da continuidade de Hoélder em Logoritmo

A definicdo usual diz que uma funcéo f € Holder-continua se existem constantes
A>0, O<a<1 tais que |p(x)—g(y)|< As*(x,y) para quaisquer x e y no dominio,

mas isso implica que f é limitada em qualquer intervalo limitado, mas isso ndo ocorre

com In(—j, que certamente ndo é limitada no intervalo (0,1). O problema entéo é
X

mostrar que In (— é localmente Holder continua - de fato ela é derivavel com derivada
X

continua, logo localmente Lipschitziana, ou seja, localmente Hdélder-continua com

expoente o =1.
1), " .
Para provar que ¢@(x)=In| — | é localmente Hdélder continua usa-se o teorema
X

do valor médio. Destarte enunciado:
Seja ¢(x) uma funcéo, tal que:
(i) seja continua no intervalo fechado [a,b]

(ii) seja derivavel no interlevalo fechado [a,b]

Entdo, existira um niimero ¢ no intervalo [a,b], tal que

OB @
—a

Diz-se que ¢(x)é Lipschtz continua se, e somente se, [p(x) —@(X,)| < Alx, — x|
com X, X, €[a,b]. De fato sep(x) é derivavel em [a,b] entdo existe A igual ao
maximo de |(p'(x)| para x em [a, b] . Pelo teorema do valor médio tem-se:

P(x) (%) =9'(€)- (X, —x,) ©)

Aplicando o modulo nos dois membros da equacdo 3 e tomando A como o

méximo em [a,b], chega-se a:

lo(x) —o(x,)| =|e'(©)- (x, —x)|

4
00%)— 9] = [P @0 = )| < A0, 1) @
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logo ¢(x) € Lipschtziana com « =1.

Em especial para a funcdo ¢(x)=1In (%) tem-se @'(x) = —% entao:

i) Se xe[1,:0) implica que x>1 Iogo%sl. Usando a equacdo 4 chega-se

a:

[In(x,) = In(x,)| = |e'(€) - (X, — %)
[In(x,) = In(x,)| = @' ©)[|(x, = X)) <L-|(x, = %,)|

. 1),
Deste modo, conclui-se que A=lea=1 e go(x)zln(—Je
X
Lipschtziana, portanto localmente Holder, no intervalo X e[l, ).
. L 1.1 x
ii) Se xe[a,1) implica que a<x<1logo 52;>1. Usando a equagéo 4

tem-se:
In(x) = In(x)] = )+ (x, =)
In(x) ()| =l @)%, = )] =[x, %)
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Assim  sendo, conclui-se que A=—-ea=1, portanto
a

1), . . . .
go(x)zln(—je Lipschtziana, portanto localmente Hdélder, no intervalo
X

xe[a,1) com a=1.

Matematicamente ndo € correto dizer que a funcdo deslocamento na integral de
contorno é continua de Holder. O termo correto para uso € dizer que o deslocamento e

localmente Holder, uma vez que, esta funcdo ndo atende a condicdo de Holder no

intervalo de (0,1).



