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Com o propésito de tornar os sistemas estruturais econémicos tem-se um aumento da
utilizacdo de estruturas cada vez mais esbeltavé&ias areas da engenharia. Para a
concepcdo de estruturas mais esbeltas, a realizkcaodlises ndo lineares geométricas,
em que os efeitos de segunda ordem séo expliciteanmariuidos, torna-se cada vez mais
comum. Nesse ambito, com esta dissertacdo tem-séinadidade principal o
desenvolvimento de formulagbes para estruturacsutatias 2D, que consideram o
comportamento ndo linear geométrico, dentro doestotdo Método dos Elementos
Finitos. As implementacbes foram realizadas no namg@ computacional CS-ASA
(Computational System for Advanced Sructural Analysis), com o qual é possivel a
realizacdo de analises avancadas de estruturasie@mslo varios efeitos ndo lineares. As
formulacdes de elementos finitos geometricamentelingares implementadas aqui estao
adaptadas a metodologia de solu¢do que usa o mdwdlewton-Raphson acoplado as
estratégias de incremento de carga e de iterac8easEestratégias permitem a
ultrapassagem de pontos criticos (bifurcacéo ddjnaio longo da trajetéria de equilibrio.
Vale enfatizar a adocao nessas formulacdes naardisele elementos finitos do referencial
corrotacional, que permite a separacéo explicitige @ movimentos de corpo rigido e 0s
deformacionais. Nesse tipo de abordagem, soment@&leskhcamentos que causam
deformagbes estdo presentes e, dessa forma, esatashtos e rotagdes medidos nesse
sistema local corrotacional podem ser considerpegsienos e permitem a consideracéo
de medidas de deformacéo lineares sem perda degwe&ssas formulagdes utilizam a
teoria de viga de Euler-Bernoulli e também a tedaalimoshenko. Os resultados obtidos
no presente trabalho foram avaliados atravées dal@ste problemas estruturais classicos
de estabilidade fortemente néo lineares encontnaaditeratura.

Palavras-Chave: Analise Nao Linear Geomeétrica, Referencial Coniotaal, Estruturas
Esbeltas.



Abstract of Dissertation presented to PROPEC/UF@Paapartial fulfillment of the
requirements for the degree of Master of Scienc@wil Engineering.

2D CO-ROTATIONAL FORMULATIONS FOR GEOMETRICAL NONLI NEAR
ANALYSIS OF STEEL FRAMED STRUCTURES

Jéssica Lorrany e Silva

August/2016

Advisors Ricardo Azoubel da Mota Silveira
Andréa Regina Dias da Silva

In order to make the most economical structuratesys has been an increased use of
slender structures in many areas of engineering. fhe design of slender structures,
becomes increasingly common, the adoption of neatigeometric analysis, wherein the
second order effects are explicitly included. Irs thontext, the main purpose with this
dissertation was the development of formulation®® frames structures, considering the
geometric non-linear behavior within the Finite Elent Method. Implementations were
done in the computer program CS-ASA (Computati®@yastem for Advanced Structural
Analysis), which performs advanced analysis of cstmes including several nonlinear
effects. The formulations of geometrically nonlmtaite element implemented here were
adapted to methodology solution that applies thevtde-Raphson method coupled with
the load increment and iteration strategies. Thetsategies allow the trespass of critical
points (bifurcation and limit) along the equilibriu path. It is worth to mention that the
adoption of these non-linear finite element forniolas with Co-rotational System,
allowed the explicit separation between the natwlisplacements and rigid body motion.
In this approach, only the displace that cause deé&tions are present, therefore, the
measured displacements and rotations in this Catiatal local system may be
considered small and allowed the linear deformatie@asurements more precisely. These
formulations apply the beam theory Euler-Bernoatid also the Timoshenko's theory. The
answers of this study were evaluated by the stlidgrongly nonlinear classical stability
structural problems found in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

A utilizacdo de materiais mais resistentes, 0 egge novas técnicas construtivas e a
utilizacdo de recursos computacionais cada vez mascados vém contribuindo com
projetos mais arrojados, em gue sistemas estrstorais leves e esbeltos sdo adotados. A
medida que se aumenta a esbeltez de um elemenituest este se torna cada vez mais
sujeito a sofrer flambagem, isto €, apresentardgmdeflexdes laterais que tendem a ocorrer
antes da ruptura fisica do material. Essas carsiitess fazem com que o comportamento
nao linear das estruturas passe a ser relevameaesdr considerado nas analises.

Em alguns casos, os projetos de estruturas airmddes®nvolvidos considerando a
geometria da estrutura perfeita e utilizando aismatlastica linear. As equacdes de
equilibrio sdo formuladas baseando-se na confi§oragcial indeformada da estrutura e
assume-se que as deformacoes, deslocamentos @&&#p pequenas. Uma desvantagem
da andlise eléstica linear tem sido sua incapaeidiadretratar o comportamento real de
estruturas sob condi¢cdes ndo usuais de carregamedwcarregamento limite. No entanto,
face o aumento de esbeltez, as estruturas podesseapasr comportamento nao linear
relevante antes mesmo de atingirem seus limitessisténcia.

Com o emprego de recursos computacionais avaneaaasilizacdo de formulacdes
numeéricas adequadas € possivel simular um compamtanmais aproximado de uma
estrutura real considerando os efeitos nao linequespodem basicamente ser divididos em:
fisico e geométrico.

A ndo linearidade fisica esta diretamente asso@adabmportamento mecanico dos
materiais constituintes da estrutura. Em alguntaag@es, pode existir uma degradacéo da



resisténcia do material, que passa a ndo apresent@ortamento elastico linear (ndo segue
a lei de Hooke). Assim, a perda da capacidadeeesisda estrutura durante a andlise deve
ser considerada de forma que, a partir de certor \did carregamento aplicado, alguns
elementos ou partes que a compdem perdem a cagp@cdaecuperar a sua forma inicial
quando descarregados, acumulando deformacdes pmrtesanchamadas deformacdes
plasticas.

A néo linearidade geométrica, entretanto, surgéddew modificagcbes da geometria
da estrutura que pode aparecer ao longo do processarregamento e deformacdo do
corpo. Segundo Silva (2009) e Alvarenga (2005, PO0&Opresenca de imperfeicoes
geomeétricas iniciais devido as tolerancias de €algdo e/ou montagem, bem como a
movimentac&do horizontal dos andares induzidos pfmrgos de vento (e similares) tem
como consequéncia o aparecimento de momentoseiéedidicionais, em virtude da presenca
de esforcos normais. Esse tipo de comportamentosathamados efeitos de segunda
ordem, isto é, os efeitos/Rfglobal) e P3 (local, a nivel de elemento), que sao oriundos das
imperfeicdes iniciais e/ou das deformacfes da tes&ria medida que € carregada. Esses
efeitos sdo exemplificados na Figura 1.1. Trataiseuma importante fonte de né&o
linearidade no problema estrutural, principalments sistemas estruturais esbeltos, e
empregando formulagbes numeéricas propostas sudagd@l € mais rigorosa. Esta

dissertacéo se insere exatamente nesse contexto,sava esclarecido na proxima secao.

Antes do
carregamentd

\
\

|

Figura 1.1 Efeitos de segunda ordemAPe P& (SILVA, 2009)



Para a consideracao dos efeitos geométricos néardis, duas formulacdes tém sido
propostas para descrever o movimento de corpansdiGALVAO, 2004): a Euleriana e a
Lagrangiana. Na formulacdo Euleriana, as coordenatitzadas como referéncia séo as
coordenadas espaciais, isto €, aquelas associadasp®d deformado. Esse referencial tem
sido amplamente adotado nas andlises de probleamaschnica dos fluidos, onde a atencéo
é focada no movimento dos pontos materiais ao ldegam volume especifico de controle.

Ja na formulacéo Lagrangiana, as coordenadas t@spmateriais, ou seja, aquelas
associadas ao corpo antes de sua deformacdo, iBaadas como as coordenadas de
referéncia. Esse referencial é particularmentep@do para analises nao lineares do tipo
passo-a-passo (incremental), onde o interessecestéado na histéria de deformacédo de
cada ponto do corpo durante o processo de carreganfeosto isso, destaca-se que o
presente trabalho se restringe as formulacdegpdd._tigrangiana, tendo-se em vista que a
maioria das formulacdes de elementos finitos comlingaridade geométrica encontradas
na literatura baseiam-se nesse tipo de refererig@st tipos de referencial Lagrangiano
podem ser identificados: referencial Lagrangiartalt(RLT) e referencial Lagrangiano
atualizado (RLA).

Como descrito em Silva (2009), o desenvolvimentmdtdologias incrementais para
andlise ndo linear comeca com a divisdo do camilehcarregamento de um corpo soélido
em um certo nimero de configuracdes de equilibriés configuracdes para o corpo podem
ser estabelecidas em termos de um sistema de oadiaie cartesianas: a configuracao
inicial, t=0; a ultima configuracdo deformada,e a configuracdo deformada corrente,
t + At. Assume-se que todas as variaveis de estadocdmis, tensdes, deformacdes e
deslocamentos, juntamente com a historia de cameg@, sdo conhecidas na configuracéo
t. A partir dai, tem-se como objetivo a formula¢cd wWn processo incremental para
determinar todas essas varidveis de estado pango ca configuragdb+ At. Isso é feito
considerando que o0 carregamento externo que awaomfiguracad tenha sofrido um
pequeno acréscimo de valor. O passo que caractepmacesso de deformacao do corpo de
t parat + At € comumente referido como um passo incrementao Gaja adotada a
formulacdo RLT, toma-se sempre como referéncianfigioracao inicialt = 0; ja no RLA,

a ultima configuracdo deformada do sistema estaltyré tomada como referéncia. No
Capitulo 2 deste trabalho estao os detalhes dalpletpa incremental adotada para analise

nao linear dos problemas estruturais de interesse.



Além desses dois referenciais para as analiseine@oes, pode ser utilizado também
o referencial Corrotacional (RCR), que segundodisial. (1987), Battini (2002) e Santana
(2015), pode ser adaptado tanto a formulacédo Riahtpua RLA. Nesta dissertacdo adotam-
se descricbes cinematicas através do RCR, quesstah@a separacdo explicita entre os
deslocamentos devido ao movimento de corpo rigidefermacionais (Capitulo 3). Nesse
tipo de abordagem, via método dos elementos fifMis-), somente os movimentos que
causam deformacdes estdo presentes. Portantcslosateentos e rotagcdes medidos nesse
sistema referencial podem ser considerados pequemssmedidas de deformacao lineares
podem ser utilizadas sem perda de precisao. Adibieente, nesta dissertacéo, as descricoes
cinematicas através do RCR serdo adaptadas a g@wRLA, em que se tomara como
referéncia, como ja descrito, a configuracdo defolado sistema estrutural em,

Portanto, no contexto do MEF e dos referenciais RORLA, nesta dissertacdo se
mostra o0 desenvolvimento e implementacdo computaciale novas formulagbes
geometricamente nao lineares (BATINNI, 2002; TARal, 2015), baseadas nas teorias
de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, parareeusadas em analises de sistemas
estruturais reticulados planos fortemente ndo teseed&ssas implementacfes séo realizadas
na base computacional do CS-ASACofnputational System for Advanced
StructuralAnalysis SILVA, 2009), que € um programa para analise migaévancada
estatica e dindmica de estruturas. Na proxima seedfornecem os detalhes da base
computacional adotada, o CS-ASA, bem como aprases¢aos objetivos especificos com

esta pesquisa.

1.2 O Sistema Computacional CS-ASA

Como parte da tese de doutorado do orientador destquisa (Silveira, 1995), foi
desenvolvido um programa computacional para assndh estabilidade elastica de colunas,
arcos e aneéis esbeltos com restricdes unilatezaismtato impostas por bases elasticas (solo
ou rocha). O produto dessa tese foi entéo divididalois sistemas computacionais: um para
analise de problemas de contato solo-estruturdre,suais especifico, para analise/projeto
de estruturas metalicas. Sera feito a seguir unvebrelato dos desenvolvimentos
computacionais envolvendo apenas o moédulo quetoesab sistema CS-ASA (SILVA,
2009).

As primeiras intervencfes no moédulo de andlisedpwode estruturas metdlicas
aconteceram através de Galvao (2000) e Rocha (208@) o desenvolvimento de varias
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formulacfes de segunda ordem e estratégias numéigando a continuidade do tracado
das trajetorias de equilibrio. Manzi (2001) impleto& elementos finitos curvos para
modelagem de arcos e anéis; e Pinheiro (2003)ibantrcom formulagcdes de elementos
finitos semirrigidos para simulagcéo de porticosptacom ligacdes flexiveis. Galvao (2004)
iniciou o desenvolvimento das rotinas de dinamioaar e ndo linear para estudo de
vibragbes de estruturas metalicas. A inclusdo detacdes inelasticas aconteceu com
Machado (2005) através do método da rotula plagtitzsticidade concentrada). Rocha
(2006) e Santos (2007) utilizaram um elementodihibrido de pértico plano na modelagem
de efeitos nao lineares acoplados. Silva (2009iconi os desenvolvimentos supracitados e
gerou o sistema CS-ASA como apresentado na Fig@raglie, como ja relatado, realiza
analises numéricas avancadas estaticas e dinameasstruturas reticuladas planas,
baseadas no MEF.

Este sistema foi todo escrito em linguageartran (CHAPMAN, 2003). Na atual
versao o sistema foi organizado de forma modulam enédulos independentes que
proporciona aumento na produtividade da programagléon de facilitar a expanséao do
sistema com novas funcionalidades.

Essa expanséao, inclusive, vem acontecendo comciusén de algumas dissertacoes
e teses no Programa de Pos-Graduacdo em Enge@harida UFOP (PROPEC/UFOP).
Por exemplo, Pires (2012) prop6s que uma condiedpedpendicularidade — técnica do
fluxo normal — fosse satisfeita ao longo do processrativo de solucdo néo linear para
superar certas inconsisténcias da estratégiavid residuo ortogonal proposta por Krenk
(1995). Também, Prado (2012) desenvolveu um préegsador grafico para o CS-ASA.
Goncalves (2013) implementou uma nova equacao ganadulo tangente proposta por
Ziemian e McGuire (2002) com o intuito de verificamo a degradacédo da rigidez da secéo
varia em funcéo do esfor¢co normal e do momentorfletn torno do eixo de menor inércia.
Este autor também adicionou as superficies daé&asia que avaliam de maneira adequada
a interacao entre esforgco normal e momento fletagixo de menor inércia.

Lemes (2015) desenvolveu o0 modulo para analisecadande estruturas de concreto
e mistas. Mais especificamente, ele definiu, baseadnétodo dos elementos de contorno,
as propriedades geométricas da sec¢do mista; izitodo CS-ASA o conceito de rigidez
generalizada para a andlise néo linear e calculesisténcia da se¢éo, considerando ou ndo
a tracdo no concreto; implementou as curvas deaigie esforco normal-momento fletor

para o inicio do escoamento e plastificacdo; simw@operda gradual de rigidez nodal



utilizando o método da rotula plastica refinadoapanalise ineléstica de estruturas mistas
de ago e concreto.

CS-ASA
Computational System for Advanced Structural Analysis

Entrada de Dados

ESTATICA DINAMICA
*N&o linearidade geométrica *Né&o linearidade geométrica
*Flexibilidade da ligagéo Flexibilidade da ligagado
sInelasticidade do material Resultados eInelasticidade do material

(a) Analises e efeitos considerados

FORMULACOES
*« SOF-1 ¢« SRF-1 e PHF-1 * AAF-1
* SOF-2 * SRF-2 * PHF-2 0 AP
¢ SOF-3 « SRF-3

(b) Formulagdes implementadas
Figura 1.2 CS-ASA: sistema computacional para analise eatétdinamica de estruturas
(SILVA, 2009)

1.3 Objetivos

Nesta dissertacdo contribuiu-se também para a sdpaso sistema computacional

CS-ASA, mais especificamente, pretendeu-se:
* inserir outras formulagdes corrotacionais de eld¢osenle barras com as duas
teorias de viga, a classica de Euler-Bernoullde &imoshenko (Figura 1.3). Como

ilustrado nessa figura, as novas formulagbes imgh¢atdas foram denominadas



SOF-4 Gecond-Order Formulation; BATTINI, 2002) e SOF-5%econd-Order
Formulation 5 TANG et al, 2015), cujos detalhes sdo apresentados no Gapjtu

* aumentar o leque de opcdes de formulacdes de seguiein do CS-ASA (Figura
1.2b) e dessa forma viabilizar analises de sistergtgturais esbeltos fortemente
nao lineares, evitando a presenca de problemasrimasiée convergéncia ao longo
do processo de solucéo incremental [em trabalhtesiares, como PIRES (2012),
nao foi possivel resolver alguns problemas conoasuflagbes SOF-1 (ALVES,
1993b) e SOF-2 (YANG E KUO, 1994), que se baseiartearia classica e RLA;
ou a solucao do problema s6 foi alcancada com umeral muito de grande de
elementos finitos para a formulagcdo SOF-3 (PACOEHRIKSSON, 1997), que
se baseia na teoria de Timoshenko e RLT];

* incluir na base do CS-ASA elementos finitos ndednes de barra que considerem
em sua formulagéo a teoria de Timoshenko e RLA;

» adaptar a metodologia de solucéo néo linear inane&ahierativa disponivel no CS-
ASA as novas formulag¢des de segunda ordem SOF#({@ap); e

* testar a eficiéncia das formulacdes SOFs inseattagés da solucdo de problemas
classicos e fortemente ndo lineares presentes taetlira (os chamados

benchmarke
CS-ASA

Computational FORMULACOES
Advanced

Structural Analysis

Figura 1.3 Novas formula¢des de segunda ordem implementad@SmSA: SOF-4 e SOF-5

Por fim, este trabalho pode ser considerado umansgo das pesquisas do Galvao
(2000), Rocha (2000), Pires (2012), Santana (2018) tese de doutorado de Silva (2009).
Este trabalho esta inserido na interface das seguinhas de pesquisa do PROPEC/UFOP:



* Mecanica Computacionalcujo objetivo é o estudo e o desenvolvimento de
métodos e técnicas que possibilitem avancos nac@&@wlule problemas de
engenharia;

» Comportamento e Dimensionamento de Estrutugae estuda o comportamento
linear e ndo linear das diversas partes de umat@sty com 0 consequente

dimensionamento.

1.4 Revisao Bibliogréafica

E crescente o interesse de pesquisadores e engsnpelas analises geometricamente néo
lineares de estruturas. As formulagbes relacionadaselementos finitos de viga-coluna
para a modelagem de estruturas reticuladas plasmeiais tem merecido atencao especial,
pois geram analises mais rapidas e eficazes dbtepras reais de engenharia.

Nesse contexto, varios pesquisadores tém desedwofermulacées de segunda
ordem em que sdo usados os referencias RLT, RLER. RIves (1993a; 1993b), usando
um elemento de viga-coluna nao linear, comparoesdtados obtidos nos referencias RLT
e RLA. Yang e Kuo (1994) propuseram um vetor dedsrinternas que pode ser calculado
através dos deslocamentos naturais (corrotacioRdR) incrementais. JA Pacoste e
Eriksson (1995; 1997) desenvolveram elementosofiniiéio lineares no RLT baseados em
relacdes deformacado-deslocamento expressas pdrefsitrggonométricas.

Das formulacdes que utilizam o referencial RCR,epsel ressaltar: a proposta por
Crisfield (1991), que baseou-se nas relacbes desftnanacdo entre o0s sistemas
corrotacional e global; a formulacdo desenvolviseRLT por Pacoste e Eriksson (1997),
gue abordaram o uso de pequenos deslocamentostaemailocal; e Battini (2002), que
implementou uma formulacdo RCR para estudar pradede instabilidade elastica e
inelastica de estruturas planas e espaciais, gartitas formulacdes corrotacionais de
Crisfield (1990) e Pacoste e Eriksson (1997). Hiepps modificacbes na forma de
parametrizagéo das rotacdes finitas e incluiu uimséyrau de liberdade para consideracao
de ligacdes rigidas. Xu e Mirmiran (1997) tambéitizou a abordagem corrotacional com
uma formulacdo no RLA. Mais recentemente, Tatgal. (2015) apresentaram uma
formulacdo que utiliza-se 0 RCR sem os efeitosldeking’ que pode surgir no uso de
outras formulacdes. Esses pesquisadores consideemraluas teorias de viga (classica e
Timoshenko). Vale lembrar que a teoria de Timosheo@nsidera o efeito devido a

deformacéo cisalhante na secéo transversal noe&auigidez da estrutura. Formulacfes
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nao lineares que também se basearam no RCR foogragtas por Iwakuma (1990), Lee
al. (1994) e Petrolito (1995).

Como ja mencionado, no PROPEC e no contexto dasufacdes geometricamente
nao lineares, merecem destaque as dissertacOeslvBo®2000), Santana (2015) e a tese
de doutorado de Silva (2009). Em sua dissertac@wnesdérado, Galvao (2000) implementou
e testou diversas formulagfes de elementos decoigaa com néo linearidade geométrica.
Silva (2009) unificou essas formula¢des, adicioa@mnalise dinamica e como produto final
foi desenvolvido o CS-ASAGQomputacional System for Advanced Structural Amglys
Mais recentemente, Santana (2015) avaliou o comperto ndo linear geométrico de
sistemas estruturais reticulados planos atravésdekenvolvimento de um sistema
computacional grafico interativo, via MATLAB/GUIedominado AFA-OPSMAdvanced
Frame Analysis - Ouro Preto School of Mipe®s resultados desse ultimo trabalho séo
usados nesta dissertacéo para validar as impleg@estacalizadas.

Com o propésito de produzir metodologias de solug@olineares obtendo resultados
precisos e com processamento rapido, diversosltibdaém sido publicados com a
finalidade de se determinar a melhor estratégiasalacdo néo linear, apresentando
diferentes estratégias de incremento de cargaagde. Como trabalhos precursores nessa
area, pode-se citar: Argyris (1965), que desenwolvea método incremental para solucéo
nao-linear; Mallet e Marcal (1968), que utilizaraiberacdes do tipo Newton para
contornarem 0s possiveis erros nas aproximacoesmeatais; Zienkiewicz (1971), que
apresentou uma modificacdo no método de Newton-dRepliazendo com que a matriz de
rigidez s6 fosse atualizada a cada passo de cargiks (1979), que propés um método
fundamentado na@omprimento de arcacapaz de calcular pontos limites de carga e
deslocamento. Mais recentemente, tem-se: Yang e ({O84) que apresentou uma
metodologia de solucdo néo linear baseada em uame#io de deslocamento generalizado;
Krenk (1995), que elaborou uma nova estratégidedagdo, introduzindo duas condi¢des
de ortogonalidade: a primeira entre o0 vetor de asargesiduais e o0 incremento de
deslocamento e outra entre o incremento de forgasnas e o vetor de deslocamentos
iterativos; Crisfield (1997), que introduziu progceéntos numeéricos que permitem avaliar
com precisdo 0s pontos criticos existentes e abtrajetdrias de equilibrio secundarias. No
PROPEC/UFOP, merecem destaque: a dissertacao ta R990), que realizou um estudo
comparativo de diversas estratégias de iteragécremento de carga através da analise nédo

linear de exemplos numéricos de sistemas reticalpl@mos; e Pires (2012), que apresentou



uma alternativa de estabilizacdo da estratégiaedmuo ortogonal proposta por Krenk
(1995).
A complementacdo desta revisao bibliografica seitéa hos proximos capitulos da

dissertacéo, que serdo brevemente descritos nera&ecao.

1.5 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacdo € formada por cinco capitulos.pilidémos capitulos serdo apresentados
0s principios teoricos das formulagcfes implemerstaasistema computacional CS-ASA
(Capitulos 2 e 3) e os resultados obtidos atravesstudo de varios sistemas estruturais
esbeltos (Capitulo 4), onde os efeitos de segurtarosao relevantes.

Primeiramente, no Capitulo 2, apresenta-se umadolegia numérica generalizada
para andlise estatica ndo linear, via MEF, de mim$eestruturais reticulados planos. Na
sequéncia do capitulo sdo encontradas as estsatigi@mcremento de carga e de iteracao
usadas na solucéo dos problemas do Capitulo 4.

No Capitulo 3 estdo as novas formulagbes de elesmefmitos ndo lineares
implementadas no CS-ASA. Inicialmente, € retratasloRCR escolhido para o
desenvolvimento das formulacbes de segunda ordef-4S©® SOF-5. Por fim, sdo
detalhadas as formulagdes, com especial atencBteacdo do vetor das forcas internas e
matriz de rigidez do elemento de barra. Os tralsatigoBattini (2002) e Targf al. (2015)
foram as principais referéncias para as formula&@s-4 e SOF-5, respectivamente.

No Capitulo 4 se faz a validacdo das implementag@@izadas através da analise da
estabilidade elastica de varios sistemas estratal@ssicos e fortemente nédo lineares, cujas
respostas sdo encontradas na literatura.

Finalizando, no Capitulo 5, estdo algumas obseesgd conclusdes referentes a
pesquisa realizada com esta dissertacdo. Em segoiaiao intuito de dar continuidade a

este trabalho, séo feitas sugestdes para desemeoiio de futuras etapas.
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Capitulo 2

Problema Geométrico Nao Linear

2.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma do&igia numérica, baseada no
Método dos Elementos Finitos (MEF), para andligatiea ndo linear de sistemas
estruturais reticulados planos. Na proxima secaapeesentada uma formulacao
generalizada de um elemento finito ndo linear dg-¢oluna. A Secédo 2.3 traz a
estratégia de solugdo adotada neste trabalho psoéver, passo a passo, o problema
estrutural de equilibrio n&o linear e estabilid&t®.fim, na Secéo 2.4 estédo as estratégias
de incremento de carga e de iteracdo presentegseado CS-ASA e usadas na solucao

dos exemplos apresentados no Capitulo 4.

2.2 Formulacao do Elemento Finito Nao Linear

As equacOes diferencias que surgem provenientgzrdbkemas de engenharia estrutural
sdo inexequiveis de serem solucionadas de fornidieaapor serem equacdes muito
complexas devido a consideracdo do comportamemtdimgar que uma estrutura pode
apresentar.

Um dos métodos de maior destaque para resolu¢cdasdeguacdes ¢ o MEF
devido a sua eficiéncia e aplicabilidade. Esse dtétaz a discretizagdo de um problema
continuo e fornece solu¢cdes numéricas aproximadladiscretizacdo do problema
continuo refere-se a divisao deste meio em subdosniglementos), que séo interligados
atraveés de pontos nodais onde séo definidos os gmaliberdade a serem determinados,

e o resultado dessa divisao é conhecido na literaamo malha.



Em geral, os resultados numeéricos obtidos pelo MiRam-se, geralmente,
melhores quanto maior for o refinamento da mallemtrd de certas condi¢ces de
convergéncia. Porém, o esforgco computacional pederaar um contraponto. Deve-se
entdo adotar um numero de elementos que leve asolngdo satisfatoria dentro da
precisao desejada e do tempo de processamentavateit

O referencial Lagrangiano foi adotado neste trab&hde acordo com Silva
(2009), o desenvolvimento de metodologias increaigmara analise ndo linear comeca
com a divisdo do caminho de carregamento de uno@wido em um certo nimero de
configuracdes de equilibrio. Como ja destacadoapdtalo anterior, trés configuracdes
para o0 corpo sao estabelecidas em termos de usmaiste coordenadas cartesianas: a
configuracdo inicial,t = 0; a ultima configuracdo deformadg, e a configuracdo
deformada correntet + At. Sabendo que as variaveis de estado da estruséias
conhecidas na configuracfiotem-se entdo como objetivo o emprego de um psoces
incremental para se determinar as varidveis naiguoafdot +At. Isso é feito
considerando que o carregamento externo, que amoanfiguracas, tenha sofrido um
pequeno acréscimo de valor. O passo que caractepmacesso de deformacao do corpo

det parat + At € comumente referido como um passo incremental.

2.2.1 Equacles Basicas

O MEF pode ser considerado como uma aplicacdové do elemento finito) de um
meétodo energético, tais como o principio dos ttadmbirtuais, o principio da energia
potencial total estacionaria ou o principio de Hami Cada um desses principios pode
originar diferentes solucdes aproximadas de proddemortanto a formulagdo do MEF
em um elemento viga-coluna pode ser obtida de vanimdos.

O principio da energia potencial total estaciondayiee € aplicado a problemas de
equilibrio estatico, fornece a configuracdo de lg@miv de um sistema estrutural.
Segundo Coolet al (1989), esse principio estabelece que entre @slasnfiguracdes
admissiveis de um sistema conservativo, aquelassatisfazem as condi¢bes de
equilibrio tornam a energia potencial estacionddm sistema estrutural € chamado
conservativo quando o trabalho realizado pelos rgs$o internos e externos €
independente do caminho percorrido pela estrutoinaaasar da condi¢do de equilibrio

inicial (ou de referéncia) para outra configuragéalquer. Essa nova configuracao, para
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ser considerada admissivel, deve satisfazer aedale compatibilidade e condicbes de
contorno essenciais do sistema (SILVA, 2009).
A energia potencial total do sistenid, € composta por duas parcelas, a energia

interna de deformacdao elastity,e a energia potencial das cargas extefdasu seja,

N=U+Q (2.1)

Segundo Yang e Kuo (1994), a energia armazenadatnaura para mover-se da
configuracdo de equilibribparat + At pode ser escrita, assumindo uma notacgéo indicial,

como.:
1
U= | (wrij +- G L jAEij “av (2.2)
(A\/

em queti; Sdo as componentes do tensor de tend@gsepresentam as componentes do
tensor de incremento de deformacfes de Green-Lg&r@m € o tensor com relacdes
constitutivas, e o sobrescriiorefere-se a uma configuracéo de referéncia cothegue
dependendo do tipo de referencial Lagrangiano, pede posicado indeformadss; 0
(RLT), ou a ultima configuracdo de equilibripconhecida (RLA).

Através das componentes dos deslocamentos incraimend; (i=1,2), as
componentes cartesianas do tensor de Green-Lagpanges deformacdes podem ser

expressas como:

1 1
Agjp = (Ad;j +Adjj )+ AdAd | (2.3)

Ao considerar que o0 carregamento externo atuardepéndente do estado de
deformacé&o do corpo, tem-se que a energia potatasalargas externas é definida como:

Q:—£EAQdS (2.4)

comSsendo a regido onde as forgas extefRasao aplicadas.

2.2.2 Discretizagéo do Sistema Estrutural

O vetor dos deslocamentos incrementA®) (10 elemento finito de viga-coluna, em um

ponto qualquer, pode ser descrito atravées do detdeslocamentos nodais incrementais
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(Au) e H, que representa a matriz que contém as funcOéstetpolacdo do sistema

estrutural, de acordo com a seguinte equacgao:

Ad =H Au (2.5)

J& o tensor de Green-Lagrange na forma incremetgadcordo com a Equacao
(2.3), em fungéo dos deslocamentos nodais increxiseétdado por:

Ae =(B, +B, )Au (2.6)

em queB é a parcela linear da matriz deformacao-deslocamésto €, obtida para
pequenas deformacbes e deslocamentos infinitesiafisida pela diferenciacédo e
combinacdo apropriada dos elementos das linhasHdela matriz deformacéo-
deslocamento néo lineBr;, além de depender &k é fungcdo também dos deslocamentos
incrementais.

Substituindo as Equagdes (2.5) e (2.6) em (2.Egaise a expressdo do indicador
variacionalll, na forma discretizada. Estabelecendo a variagdd €m relacdo a um
campo de deslocamentos nodais incrementais cineansnte compativeis e, levando
em conta a contribuicdo de cada elemento finitadasaa modelagem do sistema

estrutural, chega-se na seguinte expressao (SIRUB9):

K AU ="80F, - 'F, (2.7)

comK sendo a matriz de rigidez do sistema estrutura,&funcdo dos deslocamentos
nodais do sistemél, e das forcas internas em cada elemédnh{fprca axial e momento
fletor); Fi representa o vetor de forgas intern&s € o vetor de forgas externas que esta
em funcéo do parametro de cangaF: define a direcdo do carregamento externo atuante
e a intensidade desse carregamento, na configudgcéquilibriot + At, € representada
pelo parametra.

A equacao anterior deve ser satisfeita durante etermiinado processo iterativo,
qgue pode ser do tipo Newton, para que o equilitwigistema estrutural em estudo seja
obtido. Ao longo desse processo, a matriz de rigitkye ser atualizada constantemente
para que o estado de equilibrio do sistema sejareal® com a alteracdes na geometria
(SILVA, 2009). Os detalhes da metodologia huméedatada neste trabalho para a

solucéo de (2.7) serédo descritos na proxima secao.
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2.3 Metodologia de Solu¢cdo Numérica

A estratégia de solucao de problemas estaticoBmesr, por um processo incremental e
iterativo, pode ser dividida em duas fases: faedita e fase corretiva. A etapa designada
como fase predita, engloba a solucdo dos deslod¢amanmcrementais, devido a um
acréscimo de carregamento, através das equacOequdirio da estrutura. A fase
corretiva, por sua vez, tem como objetivo a cooedds forcas internas incrementais
obtidas pelos ajustes nos deslocamentos obtiddaseapredita, pela utilizagdo de um
processo iterativo. Essas forcas internas corisgsd@ comparadas com o carregamento
externo, de forma que se tem uma quantificacadoededquilibrio existente entre forcas
internas e externas. A etapa corretiva é realiabéglgue a estrutura esteja em equilibrio,

de acordo com os critérios de convergéncia adotadioseja:

t+AtF| (U,P) [ t+At F, ou,“AtF, (U,P) 0 t+At)\|:r (2.8)

sendo™?F; o vetor das forcas internas que é funcédo dos chslentosy, nos pontos
nodais da estrutura, e das forcas interRa&2'Fe é o vetor de forcas externag & o
parametro de carga responsavel pela proporcée dee € o vetor forcas de referéncia.

Portanto, com base em uma configuracdo de eqoildomhecida — parametro
de cargd\ e deslocamentdl), em um passo de carga t —, uma nova configuragéo d
equilibrio deve ser obtida errAt.

Por se tratar de um processo numérico, uma estianiaticial do incremento do
parametro de cargs\’ é necessaria. Essa estimativa procura satisfapena equacgéo
de restricdo imposta ao problema, que pode semdietela por diversas estratégias de
incrementos de cargas existentes. CAN{ determinado, uma estimativa inicial do
incremento de deslocamentiid® é calculada (fase predita).

A partir dessas estimativad\® e AU° um processo iterativo € iniciado
objetivando corrigir essa solucéo incremental alioente assumida visando restaurar o
equilibrio da estrutura. O processo iterativo usagste trabalho segue a estratégia de
Newton-Raphson. Essa etapa do processo de solug@rada aqui de fase corretiva,
em que se obtém os sub-incrementos de @G'g@ os vetores deslocamenths, até
que, em uma iteracdo k, um estado de equilibria agpgido. Como nas iteracdes
realizadas envolvem nao s6 os deslocamentos notasstambém o parametro de carga,

uma equacao de restricdo adicional é requeridagé# 2.1 ilustra o processo iterativo
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para um acréscimo de carga, destacando a busearpponto de equilibrio a partir da

configuracdo anterior, e respeitando a restricamdgrimento de arco (Crisfield, 1991).

Solugdo Predita

Trajet6ria
de equilibrio
AN° A

2
B3| o
= Equagdo
de restrigao

Fator de carga i

Deslocamento U

Figura 2.1 Solucdo incremental-iterativa com a restricAe@oprimento de arco (PIRES,
2012)

As trajetorias de equilibrio, ou curvas carga-demicento, sdo usualmente
adotadas para representar o comportamento ndo tieeam dado sistema estrutural.
Cada ponto dessa curva, que é caracterizada neaFAdl representa uma configuracao
de equilibrio estatico que satisfaz a Equacéo.(2.8)

Uma metodologia eficiente de solucdo de equacgébmatas nao lineares deve ser
capaz de lidar com problemas numéricos comuns &aclms nas analises nao lineares,
tracando toda a trajetéria de equilibrio do siste@arocedimento deve identificar e
passar por todos 0s pontos singulares ou critigegpqssam existir ao longo da curva.

De um modo geral, podem ser destacados trés poritm®s: pontos limites de
carga, pontos limites de deslocamento e pontosfdecdéicdo (Figura 2.2). Os pontos
limites de carga ocorrem quando a rigidez do sigtegtorna pequena em relacdo a uma
componente de deslocamento. Dessa forma, se aparmgrole de carga € utilizado,

quando a resposta se aproxima desses pontos, emaispode sofrer grandes
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deslocamentos, caracterizado por um salto dinaragte. fendmeno € chamadostep-
through Os pontos limites de deslocamento ocorrem quanipdez do sistema se torna
elevada. Nesse caso, se apenas o controle de ateslato é utilizado, o sistema pode
sofrer uma variagao instantanea da carga aplicadacterizada por outro tipo de salto
dinamico (conhecido conmsnap-back Enfim, quando a partir de um ponto de equilibrio
na curva, duas ou mais configura¢des sao possiveise um ponto de bifurcagdo. Todos
esses pontos criticos estéo representados na Rigura

E
- Pontos limites de
F
%‘) deslocamento |
o ¢ ‘
\ \
LA e L . \ | Salto dindmico
B Salto dindmico sob controle de carga \
—_———————— — — — — —= /D \ | sob controle de
A \ | deslocamento
\
\ ! |
\
\ G }
\
—_—_ T T~
ol N N L
\
A 2 \
h Pontos limites
\‘ de carga
| I
\ Rt
=
Ponto de C
bifurcagio

Deslocamento

Figura 2.2 Trajetdria de equilibrio (PIRES, 2012)

Segundo Crisfield (1991), as respostas de umatestrantes de se alcancar os
pontos criticos podem ser suficientes para prop®sde projeto. Entretanto, a
determinacao da resposta do sistema no intervaleitico € essencial quando se deseja
estudar o seu comportamento nao linear, ou mesmificae se ele é sensivel a
imperfeicao inicial. Além disso, a resposta norveaé pos-critico confirma a passagem
pelo ponto limite e permite o conhecimento da cargaa.

Alguns dos passos principais da metodologia numéara a analise nao linear
adotada neste trabalho s&o apresentados adiantes, Asorém, € necessario fazer
algumas observacdes relacionadas a notacao a pergada:

« Considera-se que sédo conhecidos o campo de deslottamo estado de tenséo

da estrutura no passo de catga deseja-se determinar a configuracdo de

equilibrio no passo de carga At;
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» k se refere ao contador do numero de iteracdes. Rabatem-se a solucao
incremental predita, e para outros valores tem-sielo iterativo de Newton-
Raphson;

* A eU definem o parametro de carga e o vetor de deslodasaodais totais,
respectivamente;

* AA eAU caracterizam, respectivamente, 0s incrementos idongdro de carga
e o vetor dos deslocamentos nodais medidos a gartittima configuracéo de
equilibrio; e

* OA edU denotam as correcdes do parametro de carga eralestdeslocamentos

nodais, respectivamente, obtidos durante o progesstivo.

2.3.1 Processo Incremental - Solucdo Predita

Como mencionado anteriormente, nesta etapa dogzoae solucdo considera-se que
todas as variaveis do problema estrutural sejarhemdas na configuracdppodendo
assim ser montada a matriz de rigidez tangefte) vetor de deslocamentos nodais
tangenciaspUy, € entdo obtido através da expressao:

8U, =K T, (2.9)

A determinac&o do incremento inicial do parametacdrgaAN°, deve ser feita
atraves de estratégias de incremento de cargeegie apresentadas na Secdo 2.4. Para
0 primeiro passo de carga, entretanto, deve-sederro valor d&A°.

Com a definicdo dA\°, os deslocamentos nodais incrementais tangenaidfs,
sao obtidos escalonandoide ou seja:

AUC = A\OSU, (2.10)

Uma vez conhecida a solugéo predita, faz-se aizgédb do parametro de carga

total e do vetor de deslocamentos nodais total:

t+At) = t) + ANO (2.11)

t+At =ty + AUO (2.12)

em quél e'U definem o ponto de equilibrio do sistema no (ltpasso de carga.
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Como as equacOes anteriores nem sempre estabedeeguilibrio da estrutura,
iteracdes serdo necessarias com o objetivo deurastasse equilibrio. Serd descrito a
seguir como € realizado o ciclo de itera¢des dag8ol corretiva.

2.3.2 Processo lterativo — Solucéo Corretiva

A maioria dos métodos de resolugédo de problemastestis ndo lineares sdo baseado
no método de Newton-Raphson (Crisfield, 1991), tgne como objetivo determinar as
raizes (ou zeros) de uma equacao nao linear. Nedsmlo, supde-se que, dada uma
estimativa inicial para a raiz, o problema consete determinar uma sequéncia de
corre¢les, até que seja atingida a solugdo conpueoesdo desejada.

No método de Newton-Raphson, a cada iteracdo,liaagéo da reta tangente é
modificada, como representada na Figura 2.3a paasiema com um grau de liberdade.
Esse método converge quadraticamente se a sohicéd U + AU° estiver proxima o
suficiente da solucéo do sistema de equacdes @& disso, a inversa da matriz de
rigidez,K, deve existir em todas as iteracdes necessagiascanvergéncia ser atingida.
Ja no método de Newton-Raphson modificado (FigiBh)2acontece uma alteracéo da
técnica padrao original, onde a inclinagdo datastgente obtida na primeira iteracéo é
mantida constante. No contexto da analise esttutarenatriz de rigidez permanece
inalterada. Dessa forma, o numero de iteracfesss@&cas quando se utiliza o0 método
modificado deve ser maior que o da técnica padrao.

As equagbes de equilibrio (2.8) podem ser reescrip@ra dar inicio ao

desenvolvimento das iteracdes de Newton-Raphseglante forma:

Carga
Carga

Iteragdes Iteragdes

Deslocamento U Deslocamento U
(a) Padrao (b) Modificado
Figura 2.3 Método de Newton Raphson (PIRES, 2012)
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g=AFR -F(U,P) (2.13)

sendog o vetor de forcas residuais, que indica o desdujgalide forcas do sistema
estrutural. Esse vetor deve se anular para um pontm de equilibrio do sistema.

Ao longo das iteracdes de Newton-Raphson, o parardetcarga € usualmente
tomado constante. Contudo, caso se pretenda acbarpado o tracado da trajetoria de
equilibrio, com possiveis passagens pelos ponitisost, € necessario que o parametro
de carga seja ajustado a cada iteracdo. Dessa, fdevexse seguir a teoria proposta por
Batoz e Dhatt (1979), onde € permitido que o pan@rde carga seja variavel. Dessa

forma, a mudanca nos deslocamentos nodais é dedaqecao seguinte:

K(k—l)asz_g (U(k—l), )\k), k>1 (2.14)

em que o vetor gradientgfica definido em funcdo dos deslocamentos nodd#ssio
U®D que foram calculados na dltima iteracéo, e dorvab parametro de carga total
corrente A\X, que agora também é uma incognita. Esse paradetculado de acordo

com:

Ak = A(k-D) + GAK (2.15)

na qualdAk é a correcdo definida por meio de uma estratégigtelacdo (equacéo

adicional imposta ao problema). Substituindo a E§o42.15) em (2.14), tem-se:

K (kDayk = -[Fi(k-D — (kD) + 3\ k)R, } = —g(k-D + 3\ 'F, (2.16)

sendoF; o vetor das forcas internag“VF, representa o vetor total das forcas externas
que atuaram na ultima iteracdo e os indikesk— 1 indicam, respectivamente, as
iteracdes corrente e anterior.

Observe que o vetor de deslocamentos nodais tesadlU, expresso na equacéo

anterior, pode ser escrito como a soma de duaslpayésto é:

Uk = 3UK +BNkSU K (2.17)
em que:
-1
Uk = _[K(k—l)] g(k-) (2.18a)
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SUK =[K (DT F, (2.18)

Note que o vetor de deslocamentos iterativild', sera igual ao vetor de
deslocamentos tangencidil, calculado pela Equagéo (2.9), se iteracdes detdvew
Raphson modificado forem usadas, em que a matrigdiez € mantida constante ao
longo do processo iterativo, como mencionado arteente, com ganho no processo
computacional.

Caso seja empregada a técnica do fluxo normal (&JRB12), o equilibrio entre
forcas internas e externas € alcancado realizatetlacbes sequenciais de Newton-
Raphson, padréo ou modificado, ao longo de um daamiormal as curvas descritas pela
Equacéo (2.13), como ilustrado na Figura 2.4. QoméoAllgower e Georg (1980), esse
conjunto de curvas € conhecido na literatura cdmmfde Davidenko. Com essa técnica,

a expresséo (2.17), usada para obter o vetor decdasentos nodais iterativas,), fica
agora:

.
SUK +8)k8U F) Uk

(6UF)T suk

SUk :(5u'§ +3\ kauk)—( UK (2.19)

sendo a Unica solugcédo de norma euclidiafi@ma da Equacao (2.13), segundo Watson
et al. (1997).

Solugédo predita

Iteragdes ao longo do caminho
< | perpendicular ao fluxo de Davidenko
] —- —et e
5 :
=] 7 L ¥
© ol ‘ i 3
// _T'; = [ 5w ~._Fluxo de Davidenko
; ; 2 S /
W A
N¢ /
S A . ]/ : o
N 1 e o ;/ = Trajetoria
: B ’ - i : de equilibrio
N
~
Y/ ;
N § N
RS F o
o § “
S . /
R J Caminho perpendicular
s, ao fluxo de Davidenko

Deslocamento U

Figura 2.4 A técnica do fluxo normal (PIRES, 2012)
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Usando a Equacéo (2.19), os vetodese sUr na iteragcdo corrente sdo sempre
perpendiculares, uma vez que o segundo termo deed{a vetorial € a projecdo do

primeiro na dire¢do do vetdt, como mostra a Figura 2.5.

BUY + BN U

- -
(suk +erksul) sujk UK
SUKTEUK
Figura 2.5 Os vetoresU, e dU da iteragcad na técnica do fluxo normé&PIRES, 2012)

Apbs a obtencdo das correcd®E e dUX, faz-se a atualizagdo das variaveis
incrementais do problema, ou seja:

ANK = AN(KD) + Sk (2.20)

AUK = AUGKD +5UK + B K3U & (2.21)

Por fim, o para@metro de carga total e os deslocteerodais totais do processo
incremental sdo também atualizados:

t+At)\k — t)\ +A)\k (222)

t+AtUk — tU +AUk (223)

Em um processo iterativo, a solu¢cdo numérica eragatunca é exata. Deve-se
entdo adotar um critério de convergéncia para qpeoocesso termine numa solucao
proxima da exata. Para que o equilibrio seja censtb aceitavel, um dos dois, ou 0s
dois critérios de convergéncia contidos na platafoCS-ASA devem ser respeitados.
Um dos critérios presentes no CS-ASA é baseadguibl&io das forcas do sistema, e €
calculado no inicio da iteracdo corrente utilizapdoametros da iteracao anterior. Esse
critério é definido a seguir:
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gk H
ank-IF,

G =‘ <( (2.24)

sendo representado pela razdo das normas EucBdiangetor de for¢cas desequilibradas
e do vetor de incremento de carregamento exterf@ e fator de tolerancia aplicavel
fornecido pelo usuério na entrada de dados.

O outro critério de convergéncia obedece as retagie deslocamento, e é

definido de acordo com a relacao:

(p= k” <( (2.25)

sendo o numerador a norma Euclidiana dos deslocemierativos; e o denominador é
a norma Euclidiana dos deslocamentos incremeipaéssao obtidos apds a correcédo do
processo iterativo, &€ segue a mesma defini¢cdo do critério de convergémterior.

Na Tabela 2.1 descrevem-se, sequencialmenteposdimentos descritos nesta
secao. As estratégias de incremento de cargaterdedo sdo apresentadas nas proximas

secoes.

2.4 Estratégias de Incremento de Carga e lteracéo

Esta secdo apresenta as estratégias de increnetrgh e de iteracdo usadas como
ferramentas numeéricas para a obtencdo de informdg@damentais numa analise nao
linear, implementadas no sistema computacionainPrego dessas técnicas tem como
objetivo obter o tracado da trajetoria de equitiio sistema estrutural que indica as
regides de ganho e de perda de rigidez e, em sedama determinagéo de pontos limites
de cargagnap-through e de deslocamentsr(ap-back E também faz-se a indicacéo,
atraves da introducao de imperfeicbes geométrieasdaias, suficientemente pequenas,
de possiveis pontos de bifurcacao.

Na Secéo 2.4.1 as estratégias de incremento da eaog critérios usados na
definicdo do sinal desse incremento sdo detalhadna Secdo 2.4.2, apresentam-se as

estratégias de iteracdo implementadas no sistemputacional utilizado.
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Tabela 2.1 Estratégia numérica generalizada para andliadasnhao linear

1. Leitura dos dados relevantes na andlise, comacieaisticas geométricas e dos materiais,
malha de elementos finitos e parametros referamteipo de analise

2. Montagem do vetor de cargas nodais de referéfcigue estabelece a direcdo do
carregamento externo aplicado

3. Consideram-se os deslocamentos e o parametragierca Ultima configuragédo de
equilibrio conhecida; 'U e'A

4.SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE : AA° e AU°

4a. Monta-se a matriz de rigidez tangenfes f(U, P) (Equacgéo 3.2p

4b. Define estimativa inicial de deslocamentos tanges: 53U, =K 'F,

4c. Define o parametro de carga . Utiliza-se o valor del[]-“informado pelo usuario
quanda = 1 (primeiro passo de carga); os demais séo deiedos usando-se uma
estratégia de incremento de car§agao 2.4

4d. DeterminaAU® = AN°3U,

4e Atualiza as variaveis na configuragaoAt :

A9\ =\ + AN e 89U = 'U + AU°

5. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2, 3,...

5a Avalia o vetor de forgas internds"® FkD = 'F + K AU kD (Capitulo 3

5b. Calcula o vetor de forgas residuais:
g(|<—1) = (t+a0) ) (k-1 F - (t+at) |:i(k—1)

5c. Verifica a convergéncia, caso seja utilizadoitégo baseado em forcas (Equacéo 2.24):
SE SIM (Critério de forgcas)Pare o processo iterativo e siga para o item 6

5d. Se Newton-Raphson padréo, atualiza a matrizgige tangent& [utiliza-se as

variaveis atualizadas (forcas internas, deslocavsantnatriz de transformacéo da

iteracdo corrente) ]

5e Obtém a correcdo do parametro de caliyg,usando uma estratégia de itera@ecéio
2.4.3

5f. Determina o vetor dos sub-incrementos dos deslentos nodais (utiliza-se
também as variaveis atualizadas da iteragdo cejrefut = 6US +3\kdUk, com:

5US - _|:K(k—l):| —1g(k—1) e 6U|r< - |:K(k—1):| —1|:r

5¢. Atualiza o parametro de carda.e o vetor de deslocamentos noddis,

a) Incremental AA* = ANED + S\ e AUX = AU ®D + SUK

b) Total A0\ = A + AN e "A0Uk = U + AU
5h. Verifica a convergéncia, caso seja utilizadoitgdo baseado em deslocamentos ou em
forcas e deslocamentos conjuntamente
SE SIM (Critério de deslocamento$)are o processo iterativo e siga para o item 6
SE SIM (Critério de for¢a e deslocamentdBgre o processo iterativo e siga para o item

6, apenas se houve a convergéncia no item 5c

Retorna ao passo 5 (0 processo segue até quelibéojuio sistema seja atingido, ou até
gue um numero maximo de iteracdes seja alcancado)
6. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 4

5i.
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2.4.1 Estratégias de Incremento de Carga

Para obtencao da solucao incremental predita, apéterminacdo de um novo ponto de
equilibrio do sistema, é essencial a definicdoalonincremental do parametro de carga
AN°. No primeiro passo de carga em uma andlise esituémtretanto, esse o valx® é
fornecido pelo usuario do CS-ASA em um dos arqudeentrada de dados.

Para definicdo desse parametro utiliza-se, comocimegdo anteriormente, as
estratégias de incremento de carga que retratarawdg nao linearidade do sistema
estrutural em estudo.

Para que uma estratégia de incremento automaticoadga seja eficiente e
acompanhe o comportamento do sistema estrutueld@le satisfazer os seguintes
critérios: gerar grandes incrementos quando a stspolo sistema apresentar
comportamento aproximadamente linear, fazendo asenogcusto computacional para
determinacdo dos pontos de equilibrio seja pequimdorma contraria, deve fornecer
pequenos incrementos quando a resposta da estfotui@temente nao linear; e, por
fim, deve também ser capaz de escolher o sinattoopara o incremento, introduzindo
medidas capazes de detectar quando pontos de méximumo sao ultrapassados. Sao
descritas a seguir as estratégias de incremeniamg@ utilizadas neste trabalho na
solucéo dos problemas apresentados no Capitulud estdo na base do CS-ASA. Essas

estratégias procuram satisfazer os requerimensusittes neste paragrafo.

1. Estratégias Baseadas na Relacéo Id/Ip,a

Uma forma muito utilizada na préatica computacigraab medir o grau de néo linearidade
do sistema € baseado no emprego da relacdo emfi@ero de iteragbes desejadas para
convergéncia do processo iterativo corrémtespecificado pelo usuario do programa, e
0 numero de iteracdes que foram necessarias papav@ergéncia no passo de carga

anterior,lp,a. OU Seja:

g
('_dJ (2.26)
loa

em queg é um expoente utilizado para optimizacdo e esdabié numérica, cujo valor
encontra-se usualmente entre 0,5 e 1.
Das estratégias baseadas na relacao anterior tfioereplementadas no CS-ASA,

apenas a relacionada ao comprimento de arco ¢dindini usada nesta dissertacéo.
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Assim, na definicdo do incremento de comprimentarde a ser adotado como parametro

de controle no passo de carga corrente, Crisfi€®l8X) sugere a seguinte expressao:

L

_ d

Al_mpﬁﬂr—J (2.27)
p.a

em quedlpa e Al representam os incrementos do comprimento denarp@asso de carga
anterior (valor conhecido) e no corrente (incégnitaspectivamente.

O incremento inicial do parametro de carga podéstnido pela expressao:

Al
T 2.28
\J3U] 38U, (2.28)

quando a condicao de restricao escrita para a&wingcremental inicial for:

MO =+

(AuﬂTAUO:Aﬁ (2.29)

Porém, se a equacéo de restricdo proposta po(HK&), for a imposta a solucéo

incremental predita, isto é:
07" A0 0\ =T 2
(U] au®+(ax°) FTR =al (2.30)
a expressédo do incremento inicial serd dado pelarge expressao:

AN =+ A
JauT au, +RTR

(2.31)

Quando se utiliza as estratégias de iteracdo deramento de arco cilindrico ou
esférico (Crisfield, 1991), as estratégias de memto de carga correspondentes devem
ser utilizadas para se evitar problemas numeérieosid a inconsisténcia entre o tamanho

dos incrementos e da superficie de controle.

2. Estratégia Baseada no Parametro de Rigidez GSP

Foi proposto por Yang e Kuo (1994) uma equacacesicdo, que deve ser respeitada
nas duas etapas de solucéo nao linear, a etapdugacs predita e no ciclo de iteragdes.
De acordo com esses pesquisadores, a equacaadtrigfioesnposta ao problema é da

forma:
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CToUX + kA K = Hy (2.32)

sendoC uma matriz dos quais seus elementos sédo constiantasbém é constante-e
€ um parametro incremental que pode ser de destatamcomprimento de arco ou
trabalho externo. Dependendo do valor adotado gssas parametros, pode-se obter
diferentes estratégias de incremento de cargdterdeao.

Para se chegar na expressao do parametro de davgase utilizar a Equacéo de
restricdo (2.32) e também a Equacdo (2.16). Fosmantdo, um sistema de equacdes
comN+1 incégnitas, onde N é a dimenséo do vetor deodasientos e o 1 refere-se ao

parametro de carga Através de manipulacdes algébricas e matricGhisga-se a:

Ak 1

= (H-CTaU
cTesurk+k1( K ) (2.33)

Yang e Shieh (1990) sugeriram 0s seguintes vajaexC e ki:

C="3U,A\° eki =0 (2.34)

em que'dU; é o vetor de deslocamentos nodais tangenciaisssopde carga anterior.

Assim, chega-se a uma nova expressaodara

1

k —
OA —A)\O(téu'rr)éul:

(e —m°(tauT )au) (2.35)

Adotando-se na equacio anteribr 0, SA°=AN°, 6U(g’ =0 e du’=3U,, a

soluc&o incremental inicidiA?, fica:

H
DN =+ | —0 — (2.36)
3U 8U,

O valor do parametro incrementélo pode ser determinado, no caso de
deslocamento generalizado, usando a equacéo amteseumindo que no primeiro passo
de carga o valor dAA° foi fornecido pelo usuéario. Esse método de solugimmbém

conhecido como estratégia de controle de deslodamgeneralizado. Tem-se entao:

Ho = (an9)° (%8UT ) (18U, ) (2.37)

Com a substituicéo de (2.37) em (2.36), chega-se a:
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NCITRY (18U ) 18U,

Y Eurfou, (2.38)

Pode-se ainda reescrever a equacao do parametigidiez generalizado do
sistema Generalized Stiffness Parameter, G8R seguinte forma:

AN° =2 AN |GSR (2.39)

com:

(*3uT ) *au,

GSP:W

(2.40)
Para a determinacao correta do sinal da EquacZ®)(Rtiliza-se o critério baseado
no sinal do parametro GSP. Esse critério sera apiasio a seguir. Como ja destacado,

para o primeiro incrementA\° é um valor prescrito e GSP = 1.

3. Sinal do Incremento do Parametro de Carga

Deve ser realizado uma escolha do sinal corretmctemento inicial de carga para o
sucesso do tracado da trajetoria do equilibrio. Egsacdes (2.28), (2.31) e (2.39),
observa-se que o sinal do incremento inicial dgacppde ser positivo ou negativo. Este

trabalho segue um dos seguintes procedimentosaseolha do sinal da\’:

» Critério 1

Crisfield (1991) prop6s que o sinal sera positempre que a matriz de rigidez tangente
K (no inicio do incremento) for positiva definidamEoutra definicdo equivalente,
Crisfield sugere que o sinal @\° deva seguir aquele do incremento anterior, exceto
guando o determinante da matriz de rigidez tangeattar de sinal. Porém, Meek e Tan
(1984) ressalta que esse procedimento pode fathaestruturas exibindo mdultiplos
autovalores negativos. Para essa situacdo é albawskladotar o critério descrito a

seqguir.
 Critério 2

Proposto por Bergagt al. (1978), os pontos limites da trajetoria de equdipodem ser

detectados através do sinal do incremento do tral®dterno. Se o sinal do incremento
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do trabalho externo corrente for diferente dagdel@asso de carga anterior, modifica-
se o sinal d&\°. Clarke e Hancock (1990) comenta que esse crifpiite tornar-se

Inseguro na vizinhanga de pontos limites de desieco.

o Critério 3

Segundo Yang e Kuo (1994), o sinal do parametragigez corrente depende apenas
dos vetore®U, (passo de carga anteriorpe; (passo de carga corrente). O parametro
de rigidez GSP torna-se negativo para os passterge localizados nas regides proximas

aos pontos limites. Para os demais, esse parap@tranecera sempre positivo.

2.4.2 Estratégias de Iteracao

Durante o ciclo iterativo, a determinacdo do sulteémento do parametro de carga,
OA, deve ser tal que o algoritmo de solugdo seja cdpgzassar por pontos criticos e
percorrer toda a trajetoria de equilibrio do sistefssa escolha depende de uma dada
estratégia de iteracdo ou equacao de restricimadi¢émposta ao problema.

Uma estratégia de iteracao deve ser eficiente ctaujpmalmente, ou seja, para um
dado passo de carga, a configuracdo de equilibrgistema estrutural em estudo deve
ser obtida da forma mais rapida possivel. Deveessattar que nenhuma estratégia
apresenta a mesma eficiéncia computacional na&mwlde problemas fortemente ndo
lineares (SILVA, 2009).

Na sequéncia desta secdo sao apresentadas algasnastitégias de iteracao
presentes no CS-ASA e que foram usadas nestatdig®rou seja: carga constante;
comprimento de arco cilindrico; norma minima doslasamentos residuais; iteracdo

baseada no deslocamento generalizado e iteracéadaaso residuo ortogonal.

1. Iteracdo a Carga Constante

Essa estratégia de iteracdo € caracteriza pelodmétadicional de controle de carga,
onde o incremento do parametro de carga € manbidstante durante o ciclo iterativo.
Assim, escreve-se simplesmente que o sub-incremn@otoaria, ou seja:

M=0 (2.41)

Dessa forma, a Equacédo (2.17) é reduzida aos desémtos fornecidos pelo

método de Newton-Raphson. Essa estratégia dedtgragmo ja comentado, apresenta
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dificuldade em passar por pontos limites de ca@gendo um ponto de maximo local de
carga esta proximo de ser atingido e o esquemaldgds tenta incrementar novamente
0 parametro de carga, o numero maximo de iterapdele ser alcancado sem a
convergéncia do processo indicando a ultrapassagsse ponto, ou mesmo acontece

um salto dindmicospap-through

2. Iteracdo ao Comprimento de Arco Cilindrico

Através de varios exemplos numéricos, Crisfield3(191991) e Ramm (1981; 1982)
observaram que, em problemas praticos com numevads de variaveis, o parametro
de carga na Equacédo (2.30) tinha pequeno efeiisfigldl entdo, propds que a cada

iteracdo, a seguinte equacdao fosse satisfeita:

(AUK)" AUk = A12 (2.42)

comAl sendo o comprimento de arcAld® o vetor de deslocamentos nodais incrementais
na iteracéo corrente.
Substituindo a Equacdo (2.21) na equacdo antecltega-se numa equacao

quadratica emdA, ou seja:

2
A(B)\k) +BMK+C=0 (2.43)

com os coeficientes, B e C sendo definidos da seguinte forma:

A=(8UK)" 8Uk (2.44a)

B=2(8UK)" (AUKD +3Uk) (2.44b)
T

C=(AUk-D +5Uk) (UKD +3UE)-Al2 (2.44c)

A solucéo (2.43) apresenta duas raidas,e Oz, e deve-se entdo se escolher a

solucdo que mais se aproxima da solugéo incrememigtracio anterioAUD), isto é:

AUY = aUND 45Uk + a0 fBU K (2.45a)
AU =AU 45Uk +ankBUK (2.45b)
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Essa escolha deve prevenir que o processo de saleigine, evitando que a mesma
regrida ao longo do caminho ja calculado.

Um procedimento bastante simples, a ser seguida@owneste trabalho, consiste
em achar o menor angulo entrg e AUKD, Isso equivale a achar o maximo cosseno do

angulo:

AU(k_l)TAU k B AU(k_l)T (AU(k_l) + éug)

(k-1 x; 1k
k AU oUr (2.50)
Al? N2

cosb, , = +OAp, E

De acordo com Meek e Tan (1984) e Silveira (1998k0lucdo da Equacéao (2.43)
podera ser obtidas raizes imaginariag?se4AC < 0. Isso ocorrera quando o incremento
inicial do parametro de carga for muito grandeea sstrutura exibir multiplos caminhos

de equilibrio em torno de um ponto.

3. Iteracdo a Norma Minima dos Deslocamentos Residuais

Chan (1988) apresentou uma estratégia de iteraggtarite eficiente, definida como o
Método dos Deslocamentos Residuais (MDR). Nessatégia, ao invés de se usarem
restricbes geométricas e de energia, como na saqgfior, procura-se eliminar
diretamente os deslocamentos residuais (deslocaméterativos) devido as forcas
desequilibradas. Vale ressaltar que esse € oabjatincipal do ciclo iterativo.

Para implementar o MDR, deve-se reescrever, nuaaitieracad, a componente

j do vetor de deslocamentdd, na forma:

e = 8UK(j)=08Uk(j)+dkaUk(]) (2.51)
em queg é considerado como um dado erro. Chan entdo prgppésa condicdo de
minimos quadrados desse erro, para um sistenma giaus de liberdade, poderia ser

expressa de acordo com:

d[i—m ) (2.52)

j=1
doAk
A equacdo anterior é equivalente a condicdo daaonmima dos deslocamentos

residuais, escrita numa forma mais adequada como:
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d[(éuk)T 6Uk}

doAk
Substituindo, entdo, a Equacgéao (2.17) na express&ador, e depois derivando em

(2.53)

relacdo aA, chega-se a:

S\k=-3 T/ "0 (2.54)

4. lIteracdo Baseada no Deslocamento Generalizado

Com a estratégia de incremento de carga baseguadmetro GSP foi mostrado que, de
acordo com o trabalho de Yang e Kuo (1994), a séguexpressao deveria ser

considerada para o parametro de carga ao longulugis néo linear:

1

k =
o MO (t3UT ) 3U

(Hh —2x0(*8UT ) 3U) (2.55)

Na obtencdo da solucéao incremental predita @), os referidos pesquisadores
definiram que o parametro incremerttial(no caso, deslocamento generalizado) deveria
ser obtido de acordo com a Equacao (2.37). Duaaigo iterativo € assumido que esse
parametro de deslocamento generalizado se mantemstante, ou sejdjk= 0 para

k> 0. Dessa forma, pode-se rescrever (2.55) como:

t3UT3Uk

Ak =
tSUTBUK

(2.56)

que € a expressao procurada para a correcao dogiesale carga no ciclo iterativo.

5. Iteracdo Baseada no Residuo Ortogonal

Proposta por Krenk (1995), essa estratégia eéaddipara correcdo do parametro de carga
durante o ciclo iterativo. A ideia é que a cadaitéo de equilibrio, a magnitude da carga
seja ajustada de tal forma que o vetor de forcaeqiglibradas seja ortogonal ao
incremento corrente de deslocamento. A estratégi@e a condicdo fisica de que, para
esse nivel de carga, o incremento de deslocamenib@ tum valor 6timo, ou seja, nao

modifica o vetor de forcas desequilibradas. A co@dlide ortogonalidade é formulada
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diretamente em termos de forcas e deslocamentodp ses passos basicos dessa
metodologia descritos a sequir.

No inicio de cada itera¢dg existe ainda um desequilibrio entre forcas irem
externas. Nessa situacido, o vetor de forcas est&ra + AA\&Y) F;, e o vetor dos
deslocamentos incrementaid© é conhecido, permitindo o calculo das forgas iasy
Fi (U+AU®D). O objetivo sera obter o vetor de forcas extemasmelhor se ajuste as
forcas internas de forma a minimizar o desequdibristente entre essas grandezas. Esse
vetor de forgas externas corrigido pode ser escoitoo: A + AANKD + 3AK) F,

A correcdo do parametro de carga na iteracdo derrénX, é calculada
considerando: a existéncia de forgas residuaisdaz que seja necessario o célculo
adicional de deslocament@t/¥. Assumindo, entdo, que os deslocamentos increisenta
da iteracdo anterioAU®?Y, sdo a melhor aproximacéo na dire¢cdo dos deslotame
incrementais da iteracéo correriel, tem-se que a magnitude desse vetor se modificara
de acordo com a projecéo do vetor residuo na dirdgé deslocamentos. Sendo assim,

0s deslocamentos incrementais aumentardao ou dir&ndie acordo com o sinal do

produto escalarg’ au™D, onde:

g=('A+m &V a)E —f (fu+aut) (2.57)

sendo§ o vetor de forcas residuais, que é obtido comigias forcas externas para
produzir, como supracitado, um melhor ajuste dsafmternas.
O vetor de deslocamentos incremenfdi& tera valor 6timo se a seguinte condicdo

de ortogonalidade for satisfeita, ou seja:

g'autkD =0 (2.58)

Substituindo a Equacéo (2.57) na anterior, chegasxpressao procurada para a

correcdo do parametro de carga durante o ciclativer

;
(k-1) (k-1)
Sk :—(g ) Av (2.59)

A aukD
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Capitulo 3

Formulacbes Geométricas Nao Lineares

3.1 Introducéo

No capitulo anterior se apresentou uma metodolugiaérica geral para analise estatica
nao linear de estruturas. Varias estratégias derimento de carga e de iteragdo para a
solucéo do problema néo linear foram também aptadas.

Neste capitulo particulariza-se a metodologia nigaégeral proposta e mostra
como os efeitos geométricos ndo lineares sdo cenasids nas formulacdes de elementos
finitos desenvolvidas. Primeiramente, na proximgaee seré retratado o referencial
Corrotacional (RCR) utilizado no desenvolviments ftamulacdes dos elementos. Em
seguida, as teorias de vigas de Euler-Bernoule &ichoshenko sdo apresentadas com
suas particularidades. As Sec¢fes 3.3 e 3.4 tragemavas formulacbes geométricas nao
lineares, SOF-4 e SOF-5, implementadas no sistemautacional CS-ASA.

Essas formulacdes nao lineares, que sao espegificas modelagem de sistemas
estruturais reticulados planos, sdo baseadasatmahos de Battini (2002) e Taagal.
(2015).

3.2 Referencial Corrotacional

A formulacao corrotacional teve origem no teoremaecomposicao polar desenvolvido
no ambito da mecanica dos meios continuos (REDD¥42 O mesmo foi estudado pela
primeira vez por Cauchy em 1827 e, posteriormamnteproblemas geologicos por Biot

(1965). Outros avancos desta descricdo cinematickeimm na industria aeronautica e

aeroespacial nas décadas de 50 e 60 do séculapassa



O conceito de descricao cinematica corrotacioniaintooduzido no contexto do
Método dos Elementos Finitos (MEF) através de Asgi965). Esse foi o precursor do
conceito de decomposi¢cdo do movimento, o qual ri@ialmente denominado de
“aproximacao natural”. Wemper (1969) também aplicounesmo conceito no estudo de
rotacdes finitas de cascas flexiveis. Belytschktseeh (1973) usaram essa abordagem
para vigas submetidas a grandes rotacfes e prapusen método baseado em um
sistema de coordenadas curvilineas denominadasvécted coordinatés Oran e
Kassimali (1976) estudaram grandes deformacdestahbilidade de porticos estruturais.
Fraeijs de Veubeke (1976) desenvolveu uma formalagirotacional para analise
dindmica de estruturas na indastria aeronautidgtddko e Glaum (1979) introduziram
0 termo corrotacional para se referir a0 movimetdosistema de coordenadas local
anexado ao elemento, e esta terminologia € adotad®ior parte dos artigos publicados
em questao.

O aumento do interesse no estudo desse refer@woialeceu na Ultima década e
outras contribuicbes importantes podem ser destacéals como: Crisfield (1990) que
apresentou formulacdes consistentes para a amdsdinear geométrica de porticos
espaciais; Crisfield e Shi (1994) que propuserana unetodologia para a analise
dindmica néo linear de trelicas planas; e Paca®@8) que estudou a instabilidade de
cascas utilizando elementos finitos triangularesttiBi (2002) também desenvolveu
elementos finitos de barras para analises elasacatelasticas usando formulacéo
corrotacional. O trabalho desse ultimo pesquist@lama importante referéncia para as
recentes pesquisas de Oliveira (2015) e Santaridb)20anget al. (2015) propds um
novo elemento finito de viga-coluna utilizando ur€@®R e envolvendo o conceito de
deformacéo consistente.

De acordo com Battini (2002), a aproximacao cooiotzal é vista como um
caminho alternativo para uma andlise eficiente ldenentos finitos ndo lineares. A
principal ideia, nesse contexto, é a decomposigdmavimento do elemento em duas
parcelas: uma associada ao movimento de corpoorifpdelemento e a outra parte
associada aos chamados ‘deslocamentos naturaie’ giee podem ser relacionados
diretamente as deformacgdes. A movimentacao do elengemedida através do uso do
sistema de coordenadas cartesianas locais (Xu€)tegdo uma rotacdo e translagcdo em
conjunto com o elemento (Figura 3.1). A alteracéea@hfiguracao indeformada original
do elemento para uma configuracdo deformada atd® pntdo ser dividida em duas

etapas: a primeira relacionada com o movimentoodpocrigido, incluindo rotacdo e
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translacédo do elemento; a segunda etapa consigiefaranacao relativa em um sistema

de coordenadas locais que produz energia.

\g \

X

Figura 3.1 Relacéo entre sistema de coordenadas local alglob

O proposito desta se¢do € apresentar a relac@ooesistema de coordenadas local
e global que serd utilizado para as devidas abgles nas andlises dos sistemas
estruturais. As relacdes cinematicas e a notacatadal serdo baseadas na Figura 3.1.
Para o elemento finito mostrado nessa figura, orwag deslocamentos nodais global é

definido por:

ug=[u v, & u v o] (3.1)

Ja o vetor de deslocamentos naturais nodais resreidbcal € dado por:
= =TT
u, = [u ) ej] (3.2)

As componentes desse ultimo vetor podem ser exgadésseadas nos termos dos
deslocamentos no sistema de referéncia globalpnoet

u=I -l (3.3a)
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DI
I

=0 -« (3.3b)

ej :ej -Q (33C)

sendols 0 comprimento do elemento atualizadb @ valor do comprimento inicial do

elemento analisado. Esses comprimentos sédo cabsutkdacordo com:

' :[(Xj -x) +(y - Y)ZT/Z (3.4)
I, :[(xj+uj—>§—q)2+(¥+y— y- iv)le2 (3.5)

J& o angular, presente em (3.3b) e (3.3c), € a rotagdo do aogio do elemento, e

pode ser definido através das expressoes:

sena)=c,s- g ¢ (3.6a)
cos(a)=c,c-§ ¢ (3.6b)
com:
1
¢, =cos(,) =|—(xj - x) (3.7a)
1
s, =sen(B,) :I—( Y, = y) (3.7b)
1
c=cos(B) :l—(xj +Uy - X~ u) (3.7¢)
f
1
s:sen(B)zl—(yj+vj— y- y) (3.7d)
f

em quep representa o valor do angulo de orientagcédo do elen{@ngulo entre o eixo

axial local e o eixo horizontal global), de modeqa configuracao inicial o mesmo é
dado poro.

A rotacao de corpo rigiday, também pode ser calculada como o incremento de
rotacéo entre a orientacdo atual e inicial, ou seja
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i+vi-y-v) (y-)
(x+u—x-y) (x-x

a=B-B, = arcta{ (3.8)

Algumas restricdes em relacdo ao valor da rotaeamrpo rigido sdo apresentadas

em Battini (2002). Assim, considerando da4a< T, chegam-se as seguintes definicdes

para o angula:

seser(a)z C ecos(a)= C  a=sen’( sefa)) (3.92)
sesen(a)> ( ecofa)< C  a=cos*( cofa)) (3.9b)
sesen(a)< C ecof{a)= C  a=ser’( seffa)) (3.90)
sesen(a)< ( ecofa)<C  a=-cos*(coga)) (3.9d)

Os deslocamentos virtuais locais sdo obtidos ardeédiferenciacdo parcial das
Equacbes (3.3a), (3.3b) e (3.3c), de modo que:

U =c(du -dy)+ ¢5y-3 ) (3.10a)
36 =00 -0 =38 -9 - (a=F-5) (3.10b)
36, = 36, - o = 36, - 9B (3.10c)

Na sequéncia, com a diferenciacdo da Equacao (®@m-se:
_1 |
8B = (Bv =3l =y +v =y~ W3} | (3.12)
f
E com a substituicao de (3.10a) na equagao anterior

o = —[ (8, ~8v) - B y =5 1)~ 8 v-8 9] (3.12)

que pode ser simplificada da seguinte forma:

6[5:%[3 -c 0 -s c 0]du, (3.13)
f
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Com o desenvolvimento das Equactes (3.10a), (34@B)10c), chegam-se nos

deslocamentos virtuais locais em funcdes dos daslentos virtuais globais, isto é:

di=[-c -s 0 c s 0]du, (3.14a)

_ 1

6ei—69i—|—[s -c 0 -s c 0Jdu, (3.14b)
f

= 1

36, =36, —I—[s -c 0 -s c 0Jdu, (3.14¢)
f

gue numa forma mais compacta matricial fica:

du, =B du, (3.15)
com a matriz de transformagBadada por:
—C -s 0 ¢ s O

B=|-s/l, c/l, 1 s/l -c/l O
-s/l, c/l, 0 s/l -c/l 1

(3.16)

A matriz B é o resultado da multiplicacdo da matriz de t@mnsécaoT
(transposta), que tem a funcdo de converter onsistde coordenadas local para o
referencial corrotacional, p&, que é a matriz de rotacdo que relaciona o sistéwbalg
e o sistema local (SILVA, 2009). Essas matrizesd&dimidas a seguir:

-1 0 01 0 O
T'=|0 1/, 1 0 -14, O

(3.17a)
o 1/1, 0 0 -14, 1

[c s 0 0 0 O

-s ¢c0 O OO

R = 0O 01 0 0O
0 00 c s 0 (3.17b)

0 00 -s c O

0 00 0 01

A relacdo entre o vetor de forgas internas Idgad, o globalfg, € obtida através do
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), ou seja:
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OV =duyf, =duff, =auB ¥, (3.18)

em que foi usada a Equacéao (3.15). Da equacaaantem-se a relagcéo entre as forcas

internas no sistema de referéncia global e o s&stenal é dada por:

f,=B'f, (3.19)
com o vetor de forcas internas Iotbai:[N M, M, T, em queN e M; eM; sdo a forca

axial e os momentos fletores, respectivamente.skssfercos internos locais dependem

da teoria de viga adotada, como sera visto na S28a0

3.2.1 Matriz de Rigidez Tangente
A matriz de rigidez tangente glob#ly, pode ser definida através da diferenciacdo das
forcas internas globais em relacdo aos deslocasenttais globais, isto é:

— afg

Ky=+—— 3.20
g aug ( )

Assim, fazendo a diferenciacdo da Equacéao (3.19)etagdo aos deslocamentos

nodais globais, tem-se:

3, =BTS +Nd, +MdD,+M,d, (3.21)
em que:

b,=[-c -s 0 ¢ s ( (3.224)
4

b,=[0 0 1 0 0 (}T—l— (3.22b)
f
4

b,=[0 0 0 0 0 J-= (3.22¢)

l f

Com a introducao dos vetores:
r=[-c -s 0 ¢ s q (3.23)
z=[s -¢ 0 -s c (O (3.24)
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e fazendo a derivacéo das equacgfes anterioredagaef3, obtém-se:
or =z0f (3.25a)

0z =-rof (3.25b)

Com as definicdes anteriores, é possivel reescesviequacoes (3.10a) e (3.13) da

seguinte forma:

su=r"au, (3.26a)

op=-—0u, (3.26b)

Note entédo as Equacoes (3.22a), (3.22b) e (3.28dgm agora ser definidas da seguinte

forma:

Sb, =8r ===-&u (3.27a)

ol
3b, :a'>b3:—§+Z f :i[rzT vzr’ |, (3.27b)

O primeiro termo do lado direito da Equacéo (3j2dde ser avaliado atraves da

relacdo de equilibrio local do elemento, isto é:

o =K, &1, =K, B & (3.28)

em queK, é a matriz de rigidez no sistema de referéncial loue depende da teoria de
viga adotada.
Finalmente, com o emprego das Equacgdes (3.20}1)(IR27a, b) e (3.28), chega-
se na expressao final da matriz de rigidez tanggobal do elemento:
z 1

K,=B'KB +Z—N+I—2[rz Tazr T(M, + M)

T f f (3.29)

K geo

As Equacdes (3.19) e (3.29) apresentam a rela¢é® @nvalores locais e globais
das forcas internas e matriz de rigidez tangemtspectivamente. Essas relacdes sao

independentes da teoria de viga adotada. O prineinmo da Equacao (3.29) representa
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a matriz de rigidez elasticK §), ja os ultimos trés termos representam a magrizgidez
geomeétrica i geg, Onde sé@o levados em conta os efeitos de segudden do sistema
estrutural. As forgas internas do elemento, a mdé&irigidez e a matriz de transformacéo,
B, devem ser atualizadas constantemente durant® fodeesso de resolucdo do sistema
(Método de Newton- Raphson), ou seja, a cada iremene ao longo do processo

iterativo.

3.3 Teoria de Vigas

As teorias de vigas existentes tém um significadportante nas formulacbes né&o
lineares. A teoria classica de Euler-Bernoulli &siderada mais simples, pois os efeitos
devidos as deformacfes cisalhantes na secéo traakda barra sdo desprezados no
calculo da rigidez da estrutura. Nesse caso, estentpie a se¢ao transversal plana antes
da deformacéo da viga continuara sendo plana empdiqular ao eixo neutro da viga.

A outra teoria de viga € a de Timoshenko, ondefaeraacao cisalhante na secéo
transversal da barra € levada em consideracao ouegso de solucdo do problema.
Considera-se, entretanto, que a deformacgédo pdhaimanto € constante ao longo da
secdo transversal. Segundo Ofate (2013), essa teoriga € aplicavel em vigas com
esbeltez menoresl (=L/h < 10; em qud. é o comprimento da barraheé a altura da
secdo transversal), e que ela se torna especiaradatjuada a medida que a altura da
secao transversal viga aumenta. Considera-se queeg@@®s transversais planas e
perpendiculares ao eixo neutro se mantém planas n@ necessariamente
perpendiculares ao eixo neutro deformado. Segumdoshenkoet al (1974), a teoria
de Timoshenko é considerada mais acurada.

3.4 Formulagao SOF-4

3.4.1 Elemento de Euler-Bernoulli: SOF-4/EB

Este elemento baseia-se na teoria classica degasua formulacdo sdo usadas uma
funcdo de interpolacgdo linear para o deslocamexitd, &, e uma funcdo cubica para

aproximar o deslocamento verticgl,jsto é:
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X
U:|—

u (3.30a)

2
v= x(l—l—xj 8 +|£(|—X—1j§j (3.30b)
O tensor de deformacé&o de Green-Lagrange é normsdmtlizado em problemas
estruturais modelados com elemento de barra, ean tlgytensor de deformagéo linear,
guando se deve considerar grandes deslocamemtiagéas, mas pequenas deformacodes.
Através desse tensor consegue-se separar 0s moegwakencorpo rigido dos movimentos
que causam deformac¢bes no material (WRIGGERS, 2@0&n os deslocamentos
apresentados nas equacgfes anteriores, as Unicaereames ndo nulas desse tensor,
utilizando a teoria de viga de Euler-Bernoulli, siaolas a sequir:
du

€ =———Ky+
=g Y oy’ (3.31)

com a curvatur& e a deformacgéo segunda ordegadas por:

_de

K _a (3.32)
_1(dey

(P—E & (3.33)

em quedd/dx representa o gradiente de rotacdo, que é aqudevsado pequeno, de modo
que a deformacédo especifica de segunda oglgmde ser desprezada. Assim, a

deformacéo total na dire¢do axial é dada por:

e=IU_ 3.3
™ (3.34)

Com a substituicdo das Equacdes (3.30a) e (3.30B832) e (3.34) é possivel

definir as deformacdes especificas agiala curvatur& da seguinte forma

du U 4 X\ = 2 X\=
=gt (f-ox e (F-e2fa o
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2
sz_xg:(_i:wl_gj@i +£-|_2+ el_’z()éj (3.36)
Para os elementos do sistema estrutural, assumeeeo material segue o
comportamento de Saint-Venant, onde existe uma&eldinear entre o tensor de
deformacéo de Green Lagrange e o segundo tensensio de Piola-Kirchhoff. Apesar
dessa suposicao néo ser adequada para materiaistglds a grandes deformacdes, para
elementos estruturais esbeltos sujeitos a graredsaamentos e rotacdes, como barras

e placas, a mesma pode ser aplicada com sucesstGFERS, 2008). Assim, as

componentes axiat;, do segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhadidé® por:

du
=Es=E| — -
c=Ee ( i KyJ (3.37)

em quek representa o médulo de elasticidade longitudinahdterial.
Como as forgas internas locais do elemento sédaladks utilizando o teorema do

trabalho virtual, tem-se:

w:jc&dv

\%

(3.38)

Substituindo entdo a Equacéo (3.35) na expresséo@nobtém-se:

ou 4 X )= 2 X\ em
3V :\J/'o{l_+ y(I__GI_Zjaei + y(l——6|—2j66]. }dv (3.39)

que ainda pode ser reescrita como:

3V = NdU+ M8 + M, 36, (3.40)

com nos esfor¢os internos atuantes em uma secdo definidos de acordo com:

(0]
N=| TV (3.41a)
\%
4 X
M, = oy(l— - 6|—2J dv (3.41b)
2 X
M, = oy(l— - 6|—2j dv (3.41¢)
V
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A integracéo das expressdes anteriores sobre medlio elemento, considerando
rigidez axial EA) e rigidez de flexdoHl) constantes ao longo do eixo x, produz
componentes mais simples do vetor de forgas irgeosagquais sao dados por:

EA_

N:I—u (342&)
El (= =

M, :I—(4ei +29,) (3.42b)
El (= o=

M, :l—(4ej +20) (3.42c)

sendd o momento de inércia da se¢ao transvergah@rea da secdo transversal.

Para se determinar a matriz de rigidez tangentelelmento no sistema local
corrotacional € necessario que seja efetuada aadéo das forcas internas locais
(Equacdes 3.41a, 3.41b e 3.41c), em relacéo atmxde®entos locais. Portanto, sabendo
gue a componente axial do tensor de tensao € dada p

c=Ec= EBL 5{?—6%)@ + ;{%—6%}511 (3.43)

chegam-se nas componentes da matriz de rigidezdoademento:

LN 1
K, =527 J EdV (3.44a)
oM 4 xT

K =22i=(y?|2-62 | dv

l22 ael \'[y |:| |2j| (344b)

« M, - 2[2—6X}2dv

ls — aéj _Vy | |2 (344C)
ON oM 1 4 X

S A I =Y R Y

ho 121 ael OU I \.[ y[ | | 2 jl (344d)
ON OM. 1 2 X

K =k =22 =" —2[Ey| £-62 |dv

his I3 ae] ou | \J/. y|: | | 2 :l (3446)
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oM. oM. 1 4 x|[2 _.x
K. =K_=-=t=—L=2[Ey|--6= || -6 |dV
23 132 aeJ ael | \J; y2|:| | Zjl[l | 2j| (344f)

Para cada uma dessas componentes da matriz, zaeeadigada a integracéo sobre
o volume do elemento, e considerando, como anteeioie, a rigidez axialEpQ) e a

rigidez de flexaoKl) constantes ao longo do eixo x, chega-se a:

EA o o
4EI  2EI

K=l 0 T T (3.45)
0 E &

3.4.2 Teoria de Timoshenko: SOF-4/T

Para um elemento de viga formulado segundo a tdenaga de Timoshenko, utiliza-se
funcdes de interpolacao lineares para aproximdes®camentas, ve8, em um sistema
de coordenadas locais corrotacional. Dessa forscegee-se para essas componentes de

deslocamento:

X_
u= I_ u (3.46a)
v=0 (3.46b)
X5 | X5
GZ(l—l—j 9i +I— ej (3.46¢)

O tensor de deformacdo de Green-Lagrange é utillizexvamente, e com 0s
deslocamentos definidos através das equacdesameseras Unicas componentes nao

nulas desse tensor de deformacdes sao:

du

g, =——Ky+

=g Y Y (3.47)
1

Exy_Ey (3.48)

em quey € a deformacéo cisalhante e a deformacéo segudeia senda é dada por:
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_1(dey
(p_E O (3.49)

gue pode ser desprezada da analise se o gradétixdor considerado pequeno.
Seguindo o0 mesmo procedimento da secao anterioisef substituindo as
Equacdes (3.46a), (3.46b) e (3.46¢) nas express@edeformacdes especificas agjal

de flexadok e cisalhanteg, chega-se a:

_du _u éj _éu
e YT Y (320
6 -0
k:(;i: j | . (3.51)
dv X5 X5
= dx_e:_(l_Tjei _Tej 952

Assume-se, mais uma vez, que o material tem coarperito elastico, onde existe
uma relacao linear entre o tensor de deformac&areen Lagrange e o segundo tensor

de tensédo de Piola-Kirchhoff. Assim, a componenrtai,ao, e transversaly, sdo dadas

por:
du

o=-Ee= E(&— Kyj (3.53)

1=2Gg,, =Gy (3.54)

em queG € o médulo de elasticidade transversal.

Considera-se que a deformacéo cisalhgniguacéo (3.52), é constante ao longo
de toda a sec¢éo transversal. Essa hipotese nédiz conta realidade devido as condi¢gdes
de contorno do elemento. Deve-se entdo multipticaddulo de elasticidade transversal,
G, pelo coeficiente de correcdo do cisalhamektoSegundo Cowper (1966), esse
coeficiente € adimensional, depende da forma da@oseansversal e do coeficiente de
Poissony, do material, e que é introduzido considerandat@ due a tenséo cisalhante e
a deformacéo cisalhante ndo séo distribuidas unéorente sobre a secéo transversal do

elemento. Cowper (1966) propde equacdes para olado coeficiente de correcao de
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cisalhamentd para diferentes geometrias de secdes transversais, a secao circular,
retangular, semicirculo, perfil I, entre outros.

Como na sec¢do anterior, as forgas internas regestdocais do elemento séo
calculadas usando o teorema dos trabalhos virtogs,incluindo agora o efeito devido

a deformacéo cisalhante na secao transversal. [easa tem-se:

8V = [(ode+13y) dV

\%

(3.55)

em quede e dysao obtidos através da derivacdo das Equacdes €3(3(2), isto é:

v = {Ig[an— 2(56, -8 | —{(1—%) 5 + -5 }} dv (3.56)

\%

A equacéo anterior pode ser reescrita como:
3V = N3+ M8 + M, 36, (3.57)

com N, M; e M; sendo as forgas internas resultantes no sisteoa ¢w elemento
considerado. A partir do tensor de tensdes e dagdes constitutivas, escreve-se para

essas forcas internas:

N :jIEdV:jodA (3.58a)
\% A

\Y :I(lgy—%)dvzfcydA—l—ZIr d# (3.58b)
\% A A

M, :j(—lgy—%j dV:—joydA—I—ij d/ (3.58¢)
\% A A

Como consequéncia da utilizacao da baixa orderfudgdes de interpolacdo, uma
variacao de rigidez espuria surge quando é feiteegracdo direta da Equacéao (3.57). A
deformacéo cisalhantg, gera um efeito conhecido como travamento poilasaento
(“shear-locking’). Para evitar esse problema, utiliza-se a intégraeduzida, em que
apenas um ponto de Gauss é utilizado, localizadoeio do elementoax(= I/2). Enfim,
com essa integracdo e assumindo que a rigidez &Aak a rigidez a flexadl, sédo
constantes, chega-se a:

48



N=—"u (3.59a)

-6,)+-kGAI(§ +§) (3.59b)

M, =—(8, é)+ kGAI(®, +8) (3.59¢)

b
As componentes da matriz de rigidez tangente dmesio, no sistema local
Corrotacional, sdo obtidas através da derivacasaddsrcas internas locais em relacéo

aos deslocamentos locais, ou seja:

_ON l
w3 f EdV (3.60a)
oM, _1 1 X
K =—=-==|Ey dV+=| kG1-—| dV
-~ 38 IJ y Zi C{ | j (3.60b)
K, = ae j Ey?dV+— j kGxd\ (3.60C)
_ ON _oM;
K|12 - Kl 21 ael a— J.E dV (360d)
_ 0N _0M,
K =K =28 =""1i =2 [Eydv
b 121 ae] ou I Y (3609)
_oM; oM, 1 1 X
K. =K =—L==|Ey'dV+=| kG1-= | dV
l23 1 — ae ael |2\J/- y2 2!/‘ C{ | j (360f)

E finalmente, efetuando-se a integracdo dessas awnges da matriz, e
considerando novamente que a rigidez akiAl,e a rigidez a flexadgl, sdo constantes

ao longo do elemento, chega-se a:
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% 0 0
El 1 Bl 1
K=o EHilvea -EHilkea
. =+ —+ (3.61)
o -Elilica Eilvea
| 4 4

3.5 Formulagcao SOF-5

Um novo elemento de viga-coluna nao linear capazcalesiderar a deformacéo
cisalhante, e no contexto de deformacéo consistiEmnfgroposto por Tangt al (2015).
Utilizando fungbes de interpolacdes de deslocaméaidicionais, que sdo de baixa
ordem de interpolagdo, como nas formulagfes ape®Es) nas secdes anteriores, 0
elemento viga-coluna pode apresentar um aumentorigidez espurio. Como
consequéncia, quando o elemento estiver sujeitaradgs deformacdes, pode acontecer
o efeito de travamento de membrana, conhecido cdmembrane locking’
Adicionalmente, a medida que o elemento se torna @shelto, a deformacéo cisalhante,
y, também pode gerar o efeito conhecido como travamgot cisalhamento ghear
locking”), como ja comentado. Para eliminar esses efatgguacdes diferenciais de
equilibrio de forcas s@o usadas para se obtengdds de interpolacéo.

No MEF tradicional, baseado em deslocamento, agd&side interpolacbes séo
obtidas considerando os graus de liberdade nodaiseldmento. Esse tipo de
procedimento pode produzir comportamento rigidessivo do elemento restringindo
sua deformacdo. Diferentes estratégias podem setasispara eliminar o efeito de
“locking” , como a integracdo reduzida e o emprego de unmenordais elevada das
fungBes de interpolacdo, porém esses procedimaptesentam bons resultados quando
geralmente é utilizado um numero grande de elersento modelagem do sistema
estrutural.

O entendimento do comportamento de um membro (pilaviga), a eficiéncia
computacional e a facilidade de modelagem do s&ststrutural requerem que a analise
seja feita com a adog¢do do menor niumero de elesmgatio membro possivel. Esse
requisito torna inadequados, para uma analisetesdtprecisa e eficiente, os métodos

convencionais para solucionar os efeito$loeking” supracitados.
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O efeito de‘'membrane locking; por exemplo, pode surgir quando um elemento
de viga-coluna com interpolagéo de deslocamentl egibaixa ordem € usado em uma
analise geométrica nao linear. Note, entretante,um elemento viga-coluna nao linear
classico usa uma interpolacéo linear para o deslect axial,u, e uma interpolacao
cubica para o deslocamento transvenrsal) emprego desse elemento, segundo Eang
al. (2015), pode nao representar de forma adequaei@anacdo de membrana constante
ao longo do elemento, e dara origem ao efeittmiEmbrane locking’, causando erro
consideravel.

Um elemento finito que segue a teoria de Timoshenledeito de'shear locking”
estard presente quando a viga se torna esbeltadot® uma interpolacéo linear para
deslocamento transversal e rotacdo. Para remesfiaredeito, com essas interpolagdes
lineares, reduz-se a integracdo das componentesatt& de rigidez a um ponto na
quadradura de Gauss, como realizado na secacoan@ontudo, esse procedimento nao

€ preciso o suficiente quando se utilizam poucesehtos por membro.

3.5.1 Funcao de deslocamento consistente

O emprego de uma funcao de interpolacéo linear gga@imar deslocamento axial no
elemento ndo permite a representacdo de forma adegquestado de deformacgao axial
constante ao longo do elemento, contribuindo paraparecimento do efeito de
“membrane locking? Contudo, em uma analise linear, a interpolagéeali € coerente
com a teoria de deformacado linear, pois a deformagéial € independente do
deslocamento transversal. Porém, em uma analisdimgar, h4 o acoplamento da
deformacgdo axial e da deformacédo a flexdo da bAssim a funcéo de interpolacéo
linear axial restringe o correspondente deslocamental devido ao deslocamento
transversal. Assim, a hipotese de se utilizar pai@cdo linear para ndo € consistente
com a teoria de deformacé&o nao linear.

Para eliminar o efeito démembrane locking” e estabelecer uma funcédo de
interpolacdo consistente para aproximar o desloostaxial, deve-se utilizar a equacao
de equilibrio axial para se determinar uma aprogé@naadequada pata que deve ser
baseada na funcdo de interpolacdo de deslocameatsvérsal cubica. Esse
procedimento sera mostrado em seguida.

Através do PTV, pode-se chegar nas equacdes déequio elemento. Portanto,

escreve-se inicialmente:
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| | 3

j N3edx+ j Mk dx=>" F3y (3.62)

0 0 i=1
comN e M sendo o esfor¢co axial e momento fletor, respectérde, atuantes em um
ponto arbitrario ao longo do elemento de viga,cedsilos por:

N = Elfe (3.63)

M = ElK (3.64)

Se o tensor de deformacédo de Green for empregadoatura seguir a teoria de

Euler-Bernoulli, pode-se escrever:

du 1( dvy

& 5 ax (3.65)
_ d*v
K__ﬁ (366)

Com a substituicdo das quatro equacdes anterior€3.62), chega-se na expressao

do PTV em funcado dos deslocamentos e de suas desi@gtuais, ou seja:

'I du 1( j (oﬁu dvﬁj
+ dx+
5 dx 2 dx dx dx

| d d26 , (3.67)
j v Vd x->" Fdy =0
0 i=1
Fazendo agora a integracao por partes da equatgimarobtém-se:
E ﬂ/iv oudx+
5 dX  dx dx
3.68

o[ ea SUGY, ﬂji"ﬁ( j IV 518 Ysvaxeo o

5 ¢ dx dxdk 2\ dy ok dx

E comodu e dv sdo variacdes arbitrarias eme v, respectivamente, a equacao de

equilibrio na direc&o axial € obtida analisando-geimeiro termo de (3.68), isto é:

52



=0 (3.69)

dx

d? u, dv ¢ v ad
EA—
dx2 dx d)?j

Assume-se entdo que o deslocamento axiapossa ser dividido enua

(deslocamento puramente extensional da secao)uremduzido pela flexdo da secéo,

Up, OU Seja:

u=u,+y, (3.70)
com:

u, = I—XU (3.71)

e com deslocamento axial induzido pela flexdo dz®al,, devendo satisfazer as
seguintes condi¢cdes de contorno:

=0 em x=0,I (3.72)

Para se encontrar a expresséao que defingeve-se utilizar a Equacéo (3.69), ou

seja:

2
_du 1( j ua qu +—1(£V =Constante (3.73)
Tdx 20 dx dx dx 2\ d

e na sequéncia fazer a sua a integragcao comzagéb das condi¢cdes de contorno. Como
resultado desse processo, escreve-se:

x 51 (dv) X1 ( dv\’
u(X)=—|=|— | dx=|=|— | dx
L (%) Ilz(dxj Oz(dxj (3.74)

Da expressdo anterior pode-se concluir que a furd@ointerpolacdo do

—_—

deslocamento axial, uma vez considerada a pamcélezida pela flexdo, deve ser um
polindbmio de quinto grau, caso a fun¢ao de aprogémalo deslocamento transversal,
seja um polinbmio de terceira ordem, como é usudknadotada. Mantendo a

deformacéo axial constante, pode-se afirmar quelenoda funcdo de interpolacdo do
deslocamento axial deve obedecer a equa¢do—-1)*, em quen é a ordem da funcéo

parav.
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Tém-se entdo que as novas funcbes de interpolagddsslocamento sdo dadas

por:

x*(26 +§j)+ X’ +8,)

| E (3.75)

v(X) =6, -

_xo o xplfav®Y R a3y
u(x)—l—u+|—£§(d—xj dx{z( ™ j (o)} (3.76)

Considerando essas novas aproximacoesiparg escreve-se para a deformacéo
axial:
o 28°-66 +28°
+

g=—

| 30 (3.77)

Assim, para o elemento viga-coluna prismatico tield& com cargas conservativas
aplicadas no nos do elemento, a sua energia patgroade ser expressa com a soma da

energia de deformacdde do trabalho externo realiza@) como segue:
1_ . 1_
M=u —§2:§EA‘[£2dx+E EIj}(de—Zf,uI (3.78)
0 0
Atraveés do principio da estacionaridade da engrgiencial, escreve-se:

ouU ouU
ofl={—-f, |ou, =00 ——f, =00f - =0 3.79
[ (a | |] ! au | i h (3.79)

sendo a matriz de rigidez do elemento definidegaise

. 3.80
:ﬂ,comi,j=1,2,3 (3.80)
I

ij

Finalmente, baseado-se nas duas expressdes aggeten-se que a relacao final

entre as forgas intern&dk M; e M, e deslocamentos séo dadas por (SOF-5/EB):

U 26°-86 +208°
N=E |—+ ' '36 J (3.81a)
_ _ 3.81b
Mi:(4EI+4N|j9i+(2E| _Mje_ ( )
| 30 | 30)'
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_ _ 3.81
M. :(E-Mj@l+(ﬁ+ﬂlje ( C)
. I 30 | 30 )"

E as componentes da matriz de rigidez:

_ON _EA
. _E _T (3.82a)
_OM, _4El 4EAU_EAl —, - -,
=58 1 30 900(246i 158, + 9 °) (3.82b)
OM. 4El 4EAU EAl =) =n o=
K =—1i= + + 98°-12080 + 28 °
= 09, | 30 900( ' Y : ) (3.820)
_ON _0M, _EA/ = =
2 K755 a0\ 7O (2220
N oM, EA, -
K, =K, =—==—"=—-(-8 +48;) (3.82e)
0, ou 30 '
oM. U
< =K _OM, _OM; 2EI EAu,
23 32 ae] ael | 30
. (3.82f)
+—(— B+ B0 - ﬁ-z)
450 S

Essa formulacéo é definida aqui como a SOF-5/EB.

3.5.2 Deformacéo cisalhante consistente

Nesta secéo propde-se que elemento viga-colundosejalado agora de acordo com a
teoria de viga de Timoshenko, SOF-5/T. Primeirametinsidera-se que as funcdes de
aproximacédo do deslocamento transversal e da mtaga possam provocar tkhear
locking”, sendo derivadas através dos graus de liberdad@isne das equacdes de
equilibrio do elemento. Assim a funcéo de interp@tado deslocamento axial consistente
e a deformacédo axial constante podem ser obtidasdosa funcdo de aproximacéo do

deslocamento transversal, ou seja, através dascepid3.70) e (3.73). Por fim, as
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expressdes das forgas internas e a matriz de zigiddem ser derivadas através do
principio de estacionaridade da energia potencigistema.
De acordo com a hipotese de viga de Timoshenkefardacao cisalhantge a

curvaturak sao dadas por:

_dv

v—a;-e (3.83)
_de
= _& (3.84)

E os correspondentes momento fletor e forga cietdhaterna por:
M =EIK (3.85)

Q=kGA (3.86)

As equaco0es diferenciais de equilibrio do elempatiem ser obtidas através PTV,

e Sao escritas a seguir:

M _
R_Q (3.87)
dQ_
i 0 (3.88)

Com a substituicdo de (3.83)-(3.86) nas equacOésriames, chegam-se nas

equacOes de equilibrio em termos de deslocamemtiages, ou seja:

d?e dv
El— +kGA —-6|=0
™ A{dx ) (3.89a)
kG d_zv_@ =0
I dx (3.89h)

Se uma funcéo de interpolacdo cubica é adotadagpaoximar o deslocamento
transversaly, e através da Equacao (3.89b), pode-se escrever:

(I +8bl —x)8, - (bl +X)B,
1+12D)?

v=(l-Xx)x (3.90)
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_(1=x)(1 +1D1 =3B, +x A+ 1Dl + X P,
- (1+120)?

(3.91)

com:

El

= KGAE (3.92)

Conhecidas as aproximacdes para os deslocameatadagdo, chega-se de forma
consistente na expressdo da deformacgao axial deepte de viga-coluna, incluindo o
efeito cisalhante, isto é:

0 2,87 -B:08 + B8

£ =I_+ 3'01 (3.93)
com:
_1+1%+ 9’
B, = W (3.94a)
1+ 60+ 360
B, = (L1} (3.94b)

A energia potencial do elemento, incluindo a pardd energia de deformacgao

cisalhante, fica:
1_ 1 1, &
=U -Q == EA| e?dx+= Ell k> dx+= kGAY? dx ) fu
M > ! > { > /%v > fu, (3.95)

Finalmente, considerando a condicdo de estaci@auwidlell, chegam-se nas

componentes das forcas internas (Equacoes (34i®)s&o apresentadas a seguir:

u ZBQZ_BGQ"'ZB@Z

N = EA{I—+ L 230’ o ] (3.96a)
AEL AN 2E| NI \=

M; :( B j ( 2|_ -B, 30}6 (3.96Db)
2El 4E| IANI =

Mj :( BZ j (GlT_Blﬁj ej (3.96¢)
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em que:

- Ird 3.97
1T 1+1% (3.973)
SO .
2 1+12D (3.97b)

Ja as componentes da matriz de rigidez tangengestamna local do elemento séo dadas
por (Equacao (3.80)):

K, =—=— (3.98a)

oM. 4E| 4EAU
a +

K =—~L= +
22 ae] ! | Bl 30
cAl (3.98b)
2R 2 AA 2 2R 2
+W)(2431 ei - 121[329,91- + (81 +Bz Qj )
oM. \U
G = Mo g 4EL, o 4EAT,
66j | 30
oAl B - - (3.98c)
+ S50 +P7 B~ 1BPAE, + 288 )
ON_ oM. _EA/, = .=
K, =K, =55 =50t = %(4[31& -B.5,) (3.980)
ON oM. EA, _— a
K, =K, = =""1==(p§+488, (3.98¢)
08, ou 30( 5)
Y U
(oK <M M, 2E1 o EAU,
23 32 ae] ael | 30
A (3.98f)
+os(~BBAT @ +B RO, - 378 )

Os parametros; (i = 1,2) efi (i = 1,2) representam os efeitos linear e naaline
respectivamente, devido a deformagdo cisalhantea Skeformacgéo cisalhante for
negligenciada, o parametbodesaparece e os parametros correspondentefi serao

iguais a 1. Assim, as forcas internas (Equacad®)B® a matriz de rigidez tangente
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(Equacéo (3.98)) seriam degeneradas para as fotgaieas e matriz de rigidez que

seriam obtidas através da hipotese de viga de-Beleroulli.
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Capitulo 4

Analises e Resultados Numeéricos

4.1 Introducéo

O objeto com este capitulo é validar as formulag@ea andlise estatica geometricamente
nao linear de estruturas reticuladas que foramsaptadas no capitulo anterior. O método
utilizado para a resolucédo dos sistemas nao lisggmatamente com as estratégias de
incremento de carga e iteragao séo descritas eanes@&inplo apresentado.

Na secdo 4.2 serdo estudados alguns exemplosuesButlassicos nos quais a
solucdo numeérica obtida neste trabalho sera comipacam resultados analiticos e
nameros encontrados na literatura. Um estudo cdatde ao refinamento da malha
também sera realizado.

Em seguida na secao 4.3, fez-se um estudo confoelag¢eoria de viga adotada,
Euler-Bernoulli e de Timoshenko. O propdsito € mavsh importancia da consideracao da
deformacéo devido ao cisalhamento com relacdoedteslnlo elemento analisado. A secéo
4.4 e 4.5 ira mostrar a eficiéncia das formulagdgdementadas agora comparadas com as
formulagdes ja existentes no CS-ASA.

Alguns problemas estruturais sédo fortemente n&aitas, na secéo 4.6 verifica-se a
capacidade das formulacbes implementadas em anasses sistemas. E por fim,

mostram-se exemplos que apresentam pontos dedgfic® a aptiddo de identifica-los.



4.2 Exemplos Classicos

Estd secdo tem como objetivo validar as formulagiiieglementos finitos ndo lineares
estudadas e implementadas nesse trabalho. Parpregésito serdo abordados exemplos
classicos de problemas de equilibrio e estabilidesteutural que possuem resultados
analiticos e numeros encontrados na literatura.

O pilar engastado-livre (Figura 4.1) e a viga erfatg mostrada na Figura 4.3,
possui solucdo analitica apresentada por Soutlf®@lll) e Timoshenko e Gere (1982),
respectivamente. As analises serdo realizadas oolastas formulacbes estudadas,
considerando a teoria de viga de Euler-Bernoublinebém de Timoshenko.

O exemplo da viga engastada-livre submetida a umento fletor na extremidade,
ilustrada na Figura 4.5, apresenta um comportamémtemente ndo linear e sera
comparado com a solucdo numerica apresentada ploe BaBolourchi (1979). E por fim,

o ultimo exemplo apresentado nessa secéo consistenearco senoidal abatido com carga
uniformemente distribuida (Figura 4.7). Este sistggade ser encontrado na literatura em
varios trabalhos, como por exemplo Bergan (198@Jyd® (2000), Silva (2009) e Pires
(2012).

4.2.1 Pilar Engastado-Livre

Este exemplo trata-se de um pilar ilustrado nargigul, onde uma das extremidades esté
engastada e a outra livre, submetida a uma cartjaal® aplicada no seu topo associada
a uma pequena excentricidadd £ 0.001 PL), introduzida com o objetivo de evitar
dificuldades numéricas associadas ao ponto dechifép. O pilar tem comprimentg
rigidez a flexacel, e coeficiente de form& = 1. O mddulo de elasticidade transver&al,
é considerado como sendo a metade do médulo deielade, E (v = 0). Discretizou-se o
pilar em oito, seis, quatro, dois e um elementibafin

Na presente analise utilizou-se o método de Newimphson modificado,
juntamente com a estratégia de incremento de comeptd de arco e para a estratégia de
iteracdo adotou-se a técnica da norma minima delsad@nentos residuais. O critério de
convergéncia escolhido foi o baseado no equilibas forcas presentes no sistema, com
tolerancial = 102 e o incremento inicial do pardmetro de cafge, para o primeiro passo

incremental foi considerado igual a BIZPL?) comP = 1.
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Figura 4.1 Pilar engastada-livre

Para avaliar a qualidade dos resultados obtidabzoutse a solucdo analitica
apresentada por Southwell (1941). Os caminhos in&ares de equilibrio obtidos para
SOF-4 e SOF-5, com a teoria de viga de Euler-Bdlirmtambém a de Timoshenko, estéo
ilustrados na Figura 4.2. Observa-se que o probkmalisado apresenta em sua trajetoria
de equilibrio uma regido de grandes deslocamerdnsomtais,u, e cargas praticamente
constantes, seguido ainda por um ponto limite deodamento.

Através da Figura 4.2 percebe-se que os resuldoentrados para esse sistema,
discretizado em 6 ou mais elementos, estdo muiirppos da solugéo analitica dada por
Southwell (1941), o que comprova a eficiéncia dasmiéilacbes na solucdo desse
problema. Nota-se que para a formulacdo SOF-4/[Ju(&i4.2b), a convergéncia é mais
lenta do que para as formulacdes baseadas na tepiauler-Bernoulli e também para
SOF-5/T. Crisfield (1991) justifica esse fendmemwvido a consideracdo, na formulagao
SOF-4, de fun¢bes de interpolacédo de baixa ordeengdeslocamento horizontal, Isso
nao acontece na SOF-5, pois como mencionado ambembe, utiliza-se uma funcao de

interpolacao para o deslocamento horizontal denomdais elevada.
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(c) Formulagédo SOF-5/EB
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Figura 4.2 Trajetorias de equilibrio de pilar engastadodipara diferentes formulag@es e analise
de convergéncia
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4.2.2 Viga Engastada-Livre Sob Carga Concentrada nxtremidade

O segundo exemplo é frequentemente usado parawvatiddelos numéricos pelo fato de
se conhecer os resultados analiticos. Esses assild@resentados por Timoshenko e Gere
(1982), serdo usados para comprovar a eficiéngafaanulacdes do presente trabalho.
Tém-se uma viga engastada livre submetida a unga cancentrad®, conforme Figura
4.3. A viga possui comprimento= 1 m, seco transversal com aea 10 n?, momento

de inércia = 10° m*, modulo de elasticidade= 10’ kN/n?, coeficiente de formk=1 e o

mddulo de elasticidade transversal,considerado como sendo a metad& ¢e= 0).

§

Figura 4.3 Viga engastada-livre sob carga concentrada marextade

O método de Newton-Raphson modificado foi usada paecucédo destas andlises.
Como estratégia de incremento de carga usou-smpricoento de arco e para a estratégia
de iteracdo a técnica da norma minima dos deslotameesiduais foi adotada. O critério
de convergéncia escolhido foi 0 baseado no eqailitas forgas, com tolerandia= 10° e
o0 incremento inicial do pardmetro de carga&i= 0,1.

Foi realizado um estudo sobre a influéncia do nonw elementos usados na
discretizacdo do problema. Como pode ser visto igar& 4.4 todas as formulagcdes
mostraram bons resultados quando o elemento possimalha de quatro elementos ou
mais.

Na Tabela 4.1 apresentam-se os valores dos eftatisvos do deslocamento vertical,
v, e horizontal,u, comparados com a solugdo analitica apresentamto$imoshenko e
Gere (1982). Observa-se que com 0 aumento da tizeg&o do sistema analisado o erro
torna-se menor. Para todas as formulagbes estudadagplementadas os resultados

apresentados séo bons.
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Figura 4.4 Trajetdrias de equilibrio de viga engastada-lsgk carga concentrada para diferentes

formulacdes e analise de convergéncia
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Tabela 4.1 Erro relativo dos deslocamentosu

Deslocamento vertical {)

Numero de elementos SOF-4/EB SOF-4/T SOF-5/EB SOF-5/T
1 0,161 0,117 0,161 0,162
2 0,055 0,008 0,055 0,059
4 0,019 0,010 0,019 0,023
6 0,013 0,012 0,013 0,018

Deslocamento horizontal ()

Numero de elementos SOF-4/EB SOF-4/T SOF-5/EB SOF-5/T
1 0,150 0,003 0,150 0,153
2 0,019 -0,029 0,020 0,024
4 -0,001 -0,007 -0,001 0,003
6 -0,001 -0,001 -0,001 0,002

4.2.3 Viga Engastada-Livre Sob Momento Fletor na Extremicde

A viga analisada esta engastada em uma das exé@eside livre em outra, tem
comprimentoL, secdo transversal retangular e estd submetideoraemo fletor na
extremidade livre, como ilustrado na Figura 4A5viga possui, rigidez a flexagl, e
coeficiente de form& = 1. O mddulo de elasticidade transversal,é consideradeomo
metade do mdédulo de elasticidade(v = 0). Esse exemplo classico foi analisado por
varios pesquisadores, entre 0s quais se encontadine B Bolourchi (1979), Simo e Vu-
Quoc (1986), Crisfield (1990) e Gummadi e Palaz{i®08), para testar a precisao das
metodologias por eles propostas. Nesse estudoiento fletor aplicado na extremidade
foi aumentado variando o parametro de cavgée 0.0 a 2.0. Pama= 2.0, tem-se que a
viga se deforma com a extremidade livre rotacionaf0°.

O método de Newton-Raphson modificado, agregadosteatégia de iteracdo
conhecida como norma minima dos deslocamentosusgsjdfoi usado. Adotou-se o
incremento automatico do comprimento de arco pa&fanid o incremento inicial do
parametro de carga. O critério de convergénciall@sicofoi o baseado nos deslocamentos,

com toleranci& = 102 e o incremento inicial do parametro de carga\idi= 0,1.
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Figura 4.5 Viga engastada-livre sob momento fletor na extlane

Foi realizado aqui um estudo sobre a influénciamdmero de elementos usados na
modelagem da viga, para todas as formulagfes estsiddla Figura 4.6 mostra-se as
trajetorias de equilibrio obtidas. Utilizou-se nedhde dois, quatro, seis e oito elementos
finitos. S&o ilustradas a variagcdo dos deslocarsehtmrizontal,u, e vertical,v, da
extremidade livre da viga com o parametro de cavg@s resultados sdo comparados aos
de Bathe e Bolourchi (1979).

A viga discretizada com apenas dois elementos ei@s variagdo de e v, com
uma discrepancia relativamente grande comparadaesoados do Bathe e Bolourchi
(1979). Quando a analise foi realizada usando gueémentos ou mais observa-se uma

aproximacao dos resultados.

4.2.4 Arco Senoidal

O exemplo a ser tratado nesta secao, consiste earamsenoidal biapoiado submetido a
um carregamento uniformemente distribuidd, Na Figura 4.7 ilustra-se o sistema
estrutural descrito, e apresenta suas propriedesiless e geométricas.

Esse sistema pode ser encontrado na literatura,quon@xemplo, nos trabalhos de
Bergan (1980), Galvao (2004), Silva (2009) e P{ggs2). Galvao (2004) utilizou o arco
senoidal para validar algumas formulacdes de eleradmitos e apresentou um estudo da
influéncia de imperfeicdes nas condi¢cdes de apdi® earregamento na estabilidade desse
arco. Silva (2009) realizou uma analise de vibrat@o linear, na qual a relagdo entre a
frequéncia de vibracéo livre e a amplitude da rsisptwi observada. Uma avaliagéo sobre
o0 tipo, hardeningou softening e grau de néo linearidade do arco considerarfdoedies
condicbes de apoio foi feita. Pires (2012) analiasurajetorias de equilibrio desse arco
senoidal, obtidas utilizando a estratégia do restmtogonal no processo convencional de

solucdo e a mesma estratégia associada ao flurmahor
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Figura 4.6 Trajetdrias de equilibrio de viga engastada-lsok momento fletor para diferentes

formulacdes e analise de convergéncia

68



A solucdo nao-linear foi obtida utilizando a esiggd de iteracdo comprimento de
arco cilindrico, com o método Newton-Raphson moddb. O incremento automéatico do
comprimento de arco foi adotado como controladovalor inicial do parametro de carga,
AN°. Considerou-se para o primeiro incremed®® = 5. O critério de convergéncia
escolhido obedece as relacbes de deslocamenta egudrolar a convergéncia foi adotada

uma tolerancig = 10%.

A
Z=2cm \Y
\ m
h E = 210000 kN/cm?
‘ G=E/2
L=100cm

Figura 4.7 Arco senoidal: geometria e carregamento

Na Figura 4.8 apresentam-se as trajetorias de ileqgoil obtidas usando as
formulacdes SOF-4 e SOF-5. Realizou-se o0 estudmrico do sistema analisado com
dois, quatro, seis, oito e dezesseis elementoa.déanparacao, foram usados os resultados
numéricos alcancados por Bergan (1980). Percelpgteseeom o aumento do numero de
elementos utilizados para analise, os resultadmmmfese aproximando dos de Bergan
(1980). Os valores alcancados estdo um pouco dates apenas quando a discretizacéo
foi feita com dois e quatro elementos, os demad&odsem proximos.

No caminho néo linear, como observa-se na curvgaedeslocamento vertical
ilustrado na Figura 4.8, apresenta-se dois pontoget de carga. Na Tabela 4.2
apresentam-se os valores desses pontos que saaradogp aqueles obtidos por Bergan

(1980). Observa-se que os valores estdo bem préxdoe resultados utilizados como

referéncia.
Tabela 4.2 Valores limites de carg®, (N/cm)
Bergan (1980) SOF-4/EB SOF-4/T SOF-5/EB SOF-5/T
69,8 68,637 68,697 68,637 68,614
14,8 14,609 14,768 14,609 14,570
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Figura 4.8 Trajetorias de equilibrio de arco senoidal pafierentes formulacdes e andlise de

convergéncia
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4.3 Teoria de Viga

Nesta se¢do sera realizado um estudo com relaigwia de viga adotada na formulacéao
gue ird analisar os elementos estruturais. Prammnte sera feito um estudo com uma
viga engastada em uma extremidade e livre na dbigara 4.3), variando a altura da
secao transversal e mantendo o valor do seu compianL, obtendo uma variacdo na sua
esbeltez. O segundo exemplo trata-se de um proldimssico conhecido como portico de
Williams, que apresenta uma secao circular vazdar@ 4.11). Nessa sec¢ao transversal
as deformacdes cisalhantes tém muita influéncialesdocamento vertical do elemento

estrutural.

4.3.1 Influéncia da Esbeltez

O primeiro exemplo tem como objetivo estudar auigricia da esbeltez da se¢cdo com
relacdo a teoria de viga adotada. O sistema egsiudath uma viga engastada livre
submetida a uma carga concentr&laonforme Figura 4.3. A viga possui comprimento
L = 1 m, médulo de elasticidade = 10° kN/n?, coeficiente de formk = 1 e o médulo de
elasticidade transvers&, foi considerado como sendo a metad& ¢e= 0).

O método de Newton-Raphson modificado foi usadopresente analise, como
estratégia de incremento de carga usou-se a coemionue arco e para a estratégia de
iteracdo a técnica da norma minima dos deslocasergsiduais. O critério de
convergéncia escolhido foi o baseado no equilitisi® forcas, com tolerandia= 10° e o
incremento inicial do parametro de carga/d?=0,1.

O grafico apresentado na Figura 4.9, tem como axttera divisdo do valor do
deslocamento vertical utilizando a teoria de vigaltmoshenko\(T), pelo deslocamento
vertical considerando a teoria classivgE). O valor devT/VEB varia em funcédo da
esbeltez da sec¢do transversal. Observa-se, qudajaagsbeltez), € pequena, o valor de
VT/VEB é maior que 1. Isso acontece pois, quando seterlemento delgado a teoria de
Timoshenko é mais aplicavel, em virtude da conaithw das deformacbes devido ao
cisalhamento na segéo transversal e, assim, oecdegntosyT, apresentam valores
maiores quUeEB.

Quando a esbeltez do elemento analisado se aprakentD, o valor deT/VEB
tende a 1, pois os deslocamentos come¢am a amesatbres proximos, utilizando
teorias de viga diferentes. Se estivesse aconteaeedeito deé'shear locking” o valor de
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VT iria tender a zero quando a esbeltez fosse gradeiria acontecer um travamento por
cisalhamento no elemento. Mas como esse efeit@foediado nas formulacdes estudadas
neste trabalho, isso n&o acontece.

Conclui-se entdo, que a teoria de Timoshenko dewereferencialmente utilizada
guando o elemento apresentar uma pequena eslmeitegja, um elemento com o valor de
h (altura) grande. Nas formulacdes estudadas ooedieitshear locking” foi reparado,
utilizando apenas um ponto de Gauss nas integragdEsmulacdo SOF-4 e para a SOF-5
utilizou-se funcbes de interpolacdo para o deslecam horizontal de quinto grau,
consistentes com a teoria de deformagéo nao lidsasim a teoria de Timoshenko pode

ser também utilizada nas analises de elementoasbe

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A =L/h

Figura 4.9 Valores da relagdol /VEB comvariacéo da esbeltez

4.3.2 Poértico de Williams

Sera analisado o pértico abatido biengastado, cstopmr duas barras e submetido a uma
carga concentradB. As barras dessa estrutura possuem uma secaweetsalscircular
vazada como representado na Figura 4.10. O modelelakticidade do material é
E = 2x1FkN/n?, coeficiente de PoissarF 0,3 e 0 coeficiente de fornkas 0,5.
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Este problema possui resultados analiticos e ewpatais apresentados por
Williams (1964), sendo frequentemente utilizadogapaalidar modelos numéricos
(WOOD e ZIENKIEWICS, 1977; ALVES, 1993a; YANG e KUQ994; PACOSTE e
ERIKSSON, 1997). Porém a secdo transversal adotadses referidos trabalhos e
retangular, o que diferencia do exemplo tratadeaegcdo. Tangt al. (2015) também
utilizou esse exemplo para validar suas formulagést estrutura apresenta um caminho
de equilibrio acentuadamente ndo linear com perleesiabilidade por ponto limite

associada.

3,8 mm

| |
0,6 m 355,46 mm

3 1,5m 3

Figura 4.10Pdrtico de Willians: geométrica e se¢do transversal

Na presente analise utilizou-se a formulacdo S@Fpara a obtencdo da solucao
nao-linear adotou-se a estratégia de iteracdo d¢omepto de arco cilindrico, com o
método Newton-Raphson modificado. O incrementoraatico do comprimento de arco
foi adotado como controlador do valor inicial dagraetro de cargad\’. O primeiro
incremento de carga féi\° = 0,1. O critério de convergéncia escolhido foiaséndo no
equilibrio das forgas e para controlar a convengéadolerancia fof = 10°.

Os resultados obtidos nessa analise estao repadesmia Figura 4.11, adotou-se dez
elementos para discretizar a se¢cédo. Para demoagtraciséo e a eficiéncia, os resultados
serdo comparados com os valores apresentados por efaal. (2015), obtidos pelo
software comercial ANSYS utilizando vinte elementdsamado de “18Beam”. A secéo
transversal neste exemplo € circular vazada quaieafo efeito da deformacéo devido ao
cisalhamento.

Observa-se na Figura 4.11, que os resultados shpidia formulagdo SOF-5/T tem
resultados semelhantes com os do software ANSYSosEvalores da SOF-5/EB

apresentam uma discrepancia em relacdo aos de€boaislui-se entdo, que a consideracao
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da deformacdo cisalhante é importante nesse exemppie esse comportamento pos-
flambagem, conforme apresentado no ANSYS, sO ocquando a deformacdo por

cisalhamento é considerada.

60
50 —
40
W 39—
|
0- —
20
| ® ANSYS
10 —>— SOF-5/EB
7 —— SOF-5/T
0 7 | | | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

v (cm)

Figura 4.11 Curva carga-deslocamento vertical

4.4 Eficiéncia da Formulacdo com a Teoria de Timoshenko

A plataforma CS-ASA que foi utilizada para fazeiraplementacdes do presente trabalho,
ja contém a formulacdo para analises nédo lineagesnétricas (SOF-3), baseadas nos
estudos de Pacoste e Eriksson (1995; 1997). A iagéa referida utiliza um Referencial

Lagrangiano Total (RLT), possui relacdes deformad@glocamento ndo lineares através
de funcbes trigonométricas e € fundamentada n#atderviga de Timoshenko. Faz-se
entdo uma comparacdo com relacdo a eficiéncia damulacbes SOF-4 e SOF-5

empregando também a teoria de Timoshenko e comoiomawlo anteriormente, baseado
em um referencial Corrotacional (RCR). O exempétatse de uma estrutura conhecida

como portico de Lee, ilustrado na Figura 4.12.
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4.4.1 Portico de Lee

Este exemplo corresponde a uma estrutura frequenterasada para validar formulagdes
de elementos finitos e estratégias de solucdoinéar! O problema a ser analisado nesta
secdo, é conhecido como Poértico de Lee, ilustradbigura 4.12. O sistema € composto
por um pilar e uma viga, com o comprimehte 120cm e apoios de segundo género em
ambas as extremidades. A secao transversal dosrdl@srpossui area= 6 cm2 momento

de inércial = 2 cnf e coeficiente de forma= 1. O material que compde as barras possui
mobdulo de elasticidadeé = 720kN/cm?2e coeficiente de Poissar= 0,3. O carregamento
externo consiste de uma carga vertiea 1 kN aplicada a 24m da extremidade esquerda
da viga.

Essa estrutura foi primeiramente estudada e relsobmaliticamente por Lest al
(1968), e também foi analisada humericamente plow&izerhof e Wriggers (1986), Simo
e Vu-Quoc (1986), Lee (1988), Coulter e Miller (898Chen e Blandford (1993), Pacoste
e Eriksson (1997), Galvao (2004), Silva (2009) et&aa (2015), considerando o material
elastico. Os autores Cichon (1984), Hsth@l (1988) e Park e Lee (1996) utilizaram este
exemplo para validar suas formulagcdes, considerandoaterial com comportamento

elasto-plastico.

: Y §
f T ;

GVV

Secéo transversbl
b

E=7200 h |

L =120 !

A=6.0

1=2.0

Figura 4.12 Pdértico de Lee: geometria e carregamento

A analise foi realizada utilizando o método de NmwiRaphson modificado,
acoplado a estratégia de iteracdo de deslocamentralizado. Para controle do fator de
carga usou-se o parametro de rigidez GSP. O inctenigicial do parametro de carga foi
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AN = 10° e tolerancial = 10%. O critério de convergéncia escolhido foi o basead
equilibrio das forcas.

Primeiramente fez-se uma analise discretizando to@ortico em oito elementos,
quatro em cada um dos membros, com a formulacade3S®©ambém a SOF-4/T e SOF-
5/T. A Figura 4.13 apresenta o grafico de cargdedamento controlando o deslocamento
vertical, v, e horizontalu, do ponto de aplicacdo da carga. Observa-se quesuokados
obtidos com a formula¢cdes SOF-5/T do presente ltralstdo mais proximas dos valores
fornecidos por Schweizerhof e Wriggers (1986), gde usados como referéncia. Ja os
resultados obtidos pela SOF-3 e também pela SOF-gfdaticamente coincidem,
apresentam uma certa discrepancia dos valores sugamhoo referéncia. Isso pode ser
explicado devido ao aparecimento do fen6meno dermanto conhecido comashtiear
locking’, pois a estrutura analisada € esbelta. Nessanufacdes esse fendmeno é
remediado com a integracdo reduzida utilizando apem ponto de Gauss, porém esse
processo funciona bem somente quando o sistemiaad@g discretizado em um numero
maior de elementos. Isso ndo acontece na SOF-3Tepse fenbmeno é corrigido com a
utilizagdo de uma fungéo de interpolagdo do deslecto horizontal consistente com a
teoria de deformacéo néo linear, utilizando umagdorde quinto grau.

Na Figura 4.14 apresenta-se os caminhos néo Imdarequilibrio do portico de Lee
composto por dezesseis elementos finitos, novanpamgeas trés formulagdes. Observa-se
que as curvas apresentadas pelas formulacdes ®CFE--4/T estdo mais proximas dos
resultados usados como referéncia. Os valoresgadan pela SOF-5/T estdo ainda mais
proximos da solucédo de Schweizerhof e Wriggersg)L98

As curvas carga-deslocamento obtidas controlandmtacédo, 8, do ponto de
aplicacdo da carga séao ilustradas na Figura 4.£5seVnovamente a coincidéncia dos
resultados entre SOF-3 e SOF-4/T. Quando a dizagétb do elemento € maior, a
diferenca desses resultados com a formulacdo SDH#Inui. Conclui-se que, a SOF-
5/T apresenta melhores resultados independenteattea matilizada, devido a forma mais

eficiente de remediar o efeito dehtar locking.
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(a) Deslocamento horizontal,

e Schweizerhof e Wriggers (1986)
+ SOF-4/T
¢+ SOF-5/T
— SOF-3

(b) Deslocamento vertical,

Figura 4.13 Trajet6ria de equilibrio para o Pértico de Lem@elementos

100

(a) Deslocamento horizontal,

e Schweizerhof e Wriggers (1986

|+ SoF-a4T

¢ SOF-5/T
—SOF-3

(b) Deslocamento vertical,

Figura 4.14 Trajetdria de equilibrio para o Pdértico de Leencdb elementos
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+ SOF-A4/T
4 & SOF-5/T
— SOF-3

(a) 8 Elementos (b) 16 Elementos
Figura 4.15Curva carga-rotacao

A trajetoria de equilibrio apresenta dois pontostés de carga (pontdse B) e dois
pontos limites de deslocamento (ponte D). As configuracdes deformadas da estrutura

e a localizacdo dos pontos limites estéo ilustradosigura 4.16.

3.0

2.5+

2.0+

1.5+
- C
1.0+
P —
0.5+

0.0+

-0.5- D

-1.0-

0 20 40 60 80 100

(b) Configuragdo Deformadas

(a) Pontos Limites
Figura 4.16 Configuracdo deformada e seus respectivos ptintibes
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4.5 Eficiéncia da Formulacdo com a Teoria de Euler-Beroulli

Pretende-se agora comprovar a eficiéncia das fagdak implementadas no presente
trabalho, como na secao anterior, comparando ssustados com os valores fornecidos
pela formulacdo presente no CS-ASA que adotamreatde viga classica.

A formulacdo geometricamente ndo linear para amalis sistemas estruturais
reticulados planos, da plataforma CS-ASA (SOF-2),définida em Referencial
Lagrangiano Atualizado (RLA) e segue os fundameqtesfoi proposto por Yang e Kuo
(1994). Na analise incremental, ao final de cads@ale carga, o referencial € transferido
para a nova posicéo, ou configuracdo de equilibeimem calculada. No presente trabalho
adotou-se 0 RCR, gque utiliza um sistema de eixt®gonais ligado aos extremos dos
elementos, que se movimenta simultaneamente catafasnagdes. Assim, 0 movimento
do elemento durante o processo de carregamentadédi em movimento de corpo rigido

e na deformacéo pura.

4.5.1 Arco Circular Parcialmente Carregado

O exemplo analisado serd um arco circular biapoisulometido a um carregamento
uniformemente distribuido em metade de sua extefi&dastrutura € ilustrada na Figura
4.17. Para realizar a analise estatica, foram ddstainte elementos finitos na modelagem

do arco.

i L = 1000 cm }

E = 210000 kN/cm? I=10000 cnf
G=E/2 A=1000 cm?

Figura 4.17 Arco circular parcialmente carregado: geometigareegamento

Na presente andlise utilizou-se a formulacdo S@B-4 para resolucdo do sistema

nao linear optou-se pelo método de Newton-Raphadndp. Como estratégia de iteragédo
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adotou-se o deslocamento generalizado. O parametoargaA\° foi controlado através
do parametro de rigidez GSP. A intensidade da cdis@ibuida,P, para o primeiro
incremento foi considerada igual aX1@ critério de convergéncia escolhido foi o basead
no equilibrio das forgas e para controlar a coréeci a tolerancia fdj = 10,

As variagdes do deslocamento vertical do centrardo com a carga sao mostradas
na Figura 4.18. Os resultados encontrados aquimfomparados aos obtidos
numericamente por Xu e Mirmiran (1997). E possivelificar o comportamento
fortemente néo linear do arco parcialmente carmgdd curva apresenta trés pontos
limites de deslocamento e quatro pontos limitesalga, e somente com a utilizacdo da
formulacdo do presente trabalho, esses pontos folteapassados possibilitando o tracado
completo do caminho de equilibrio. A formulacdo S$e mostrou incapaz de obter todo
o caminho de equilibrio, alcancando apenas pomtosmos ao segundo ponto limite de
carga.

Na formulacdo do presente trabalho tem-se a a#gdlix das coordenadas,
deslocamentos, forcas internas e matriz de tramsigio em todas as iteragcdes que
acontecem em cada incremento de carga. Isso néi® e@ SOF-2, essas variaveis s sao
atualizadas no final de cada incremento de cargandp o ponto de equilibrio é
encontrado. A diferenca na atualizacdo dessasvessiguntamente com o referencial que
descreve o movimento de corpos soéliddstado, explica a dificuldade dessa formulacdo em
tracar toda a trajetéria de equilibrio.

Na Figura 4.19 mostra-se a localizagdo de trésopgotitnites de carga e a

configuracdo deformada da estrutura.

4.6 Problemas Fortemente Nao Lineares

Procura-se nesta secéo verificar a capacidadeodaslacdes ndo-lineares implementadas
nesse trabalho em analisar problemas estruturaienfente né&o-lineares. Solugbes
numéricas ou analiticas, encontradas na literatendo utilizadas para testar a eficiéncia

computacional dessas formulagées.
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Figura 4.18 Curva carga-deslocamento vertical
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Figura 4.19 ConfiguracOes deformada e seus respectivos pbmibss
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Para analise do arco circular rotulado-engastddstrado na Figura 4.20, serao
usados como referéncia a solugdo analitica pandm®ipo ponto limite apresentada em
Wood e Zienkiewicz (1977) e os resultados numérfoosecidos por Kouhia e Mikkola
(1989).

Com a intengéo de ratificar as observacdes dos @remnteriores serdo utilizadas
todas as formulagcfes implementadas neste traballoalise do arco abatido mostrado na
Figura 4.22, usando como referéncia os resultaxiogidos de Yang e Kuo (1994). E por
fim, o exemplo de arco circular birrotulado, queegenta um comportamento fortemente

ndo-linear € mostrado na Figura 4.25.

4.6.1 Arco Circular Rotulado-Engastado

O arco circular rotulado-engastado submetido aacaantual centrada em seu eixo de
simetria é ilustrado na Figura 4.20 e sera anaisadta secao.

O mesmo sistema estrutural foi analisado por Woadieakiewicz (1977) que
forneceram a solucdo analitica para o problemaogpgimeiro ponto limite de carga.
Kouhia e Mikkola (1989) apresentaram resultados érigos obtidos através de um
modelo formado por 64 elementos. Além desses ajtorgros podem ser destacados:
Cardona e Huespe (1999), Batteti al (2003), Galvdo (2000), Makinest al. (2011) e
Pires (2012).

Figura 4.20 Arco circular rotulado-engastado: geometria e gameento

Para realizacdo desta analise adotou-se uma malh@osta por trinta e dois

elementos finitos. A cargd foi assumida igual AN° = 10! para iniciar a andlise. Para o
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processo iterativo, optou-se pelo método de Newaphson modificado. A obtencéo da
solucdo ndo-linear teve o auxilio da estratégidestacdo comprimento de arco cilindrico,
e do incremento automatico do comprimento de aar@a gontrolar o valor inicial do
parametro de carga. O critério de convergénciall@gcofoi 0 baseado no equilibrio das
forcas e a tolerancia fgi= 10

As trajetérias de equilibrio obtidas controlando deslocamentos horizontal,
vertical, v, e rotacdof, no centro do arco sdo mostradas na Figura 4.8Ire€ultados
obtidos analiticamente por Wood e Zienkiewicz (1)9€7numericamente, por Kouhia e
Mikkola (1989) sao usados para comparacao. Obsengue com todas as formulacdes
implementadas os pontos limites de carga sdo aksggos com eficiéncia, possibilitando
o tracado completo da trajetéria de equilibrio. ®sultados alcancados estdo muito
préximos aos da literatura.

Fez-se um estudo relacionado ao tempo de processanee andlise em relacdo ao
meétodo de Newton-Raphson adotado, padrao ou maddjopara diferentes combinacdes
de estratégias de iteracdo e de incremento de.dasga avaliacdo estad apresentada na
Tabela 4.3. Pode-se observar, que quando utiliza-seétodo de Newton-Raphson
modificado o tempo de processamento € menor pdes tas combinacdes de estratégias
de incrementos de carga e de iteracdo. Isso aeoptas na técnica padrdo a inversa da
matriz de rigidezK, deve existir em todas as iteracOes até a conveiy8er atingida. No
método modificado, a matriz de rigidez permanea#iérada durante o processo iterativo,
necessitando de mais iteragdes para encontrar oto ge equilibrio, porém nao € preciso
calcular a inversa d€ em cada etapa desse processo. Para os resulpadssraados na
Figura 4.21 utilizam-se a combinacdo de estratédesarga e iteracdo, mencionado

anteriormente, que obtiveram a andalise em um pededempo mais curto.

4.6.2 Arco Abatido Birrotulado

O proximo exemplo abordado € ilustrado na Figurd24.juntamente com suas

propriedades fisicas e geométricas. Trata-se dearwom circular abatido usado para
verificar a capacidade das duas formulacdes nasande problemas fortemente nao
lineares. Este arco circular birrotulado serd amdlh considerando duas condi¢cbes de
carregamento. Primeiramente, o arco estara submatigdna carga vertical de magnitude

P aplicada no seu eixo de simetria (sistema pejfeitem seguida, a uma carga excéntrica
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representada por essa fofeaassociada a uma carga momektade valor P (sistema
imperfeito).

A estrutura foi discretizada em dez elementos dmitPorém, para analise
considerando o sistema perfeito apenas metadecdof@rusado na modelagem com o
deslocamento horizontal e a rotagdo do ponto noaiacidente com o eixo de simetria
impedidos.

O método de Newton-Raphson modificado acoplado téatégia de iteracao
conhecida como comprimento de arco cilindrico fitwtado no processo de solu¢cdo néo
linear. O parametro de cargda’ foi controlado através da estratégia de comprimelet
arco, com seu valor inicial igual a 0,5%L@® critério de convergéncia baseado nas forcas
foi adotado e para controlar a convergéncia adnta usada fdj = 10%.

Na Figura 4.23 apresentam-se as curvas carga-destoto verticaly, do ponto
onde a carga externa atua, para as duas condie@srdgamento consideradas. Observa-
se que o sistema possui um comportamento altaméotdinear. A analise foi realizada
com as duas formulagbes implementadas considerantkmria de Euler-Bernoulli e,
também, a teoria de viga de Timoshenko. Usou-seesidtados de Yang e Kuo (1994)
para comparacéo dos resultados alcancados.

Tabela 4.3 Tempo de processamento da andlise do arco circtldado-engastado

Tempo (min)

Estratégia de incremento NR- NR-

Estratégia de iteracao

de carga Padréo Maodificado
Comprimento de Arco Comprimento de Arco Cilindrico 10,68 6,79
Deslocamento Generalizado Deslocamento Generalizado 10,40 7,23

Norma Minima dos Deslocamentos

Comprimento de Arco Residuais

10,10 7,13

Residuo Ortogonal (com Fluxo

Normal) 10,88 7,29

Deslocamento Generalizado
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e Kouhia e Mikkola (1989)
¢ Wood e Zienkiewicz (1977)
— SOF-4/EB
* SOF-4/T
4 SOF-5/EB
* SOF-5/T

14 e Koujia e Mikkola (1989)
— SOF-4/EB
12— + SOF-4/IT
7 4 SOF-5/EB
10— x SOF-5/T

u/L

(b) Deslocamento horizontal,

10
2 — SOF-4/EB
9— + SOF-4/T
8 4 SOF-5/EB
* SOF-5/T

(c) Rotacaof

Figura 4.21 Trajetéria de equilibrio do arco abatido birrotdad
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Secdao transversal

L i L

_—. E=2000 A=1

Figura 4.22 Arco abatido birrotulado: geometria e carregamento

Para realcar o comportamento fortemente nao ld@a&strutura analisada, na Figura
4.24 mostra-se a variacado do deslocamento horizanta da rotacad), do ponto nodal
central da estrutura, quando submetida ao carregamexcéntrico. Nessa figura os
resultados foram obtidos usando a formulagcdo SOF-5/

No caso da carga excéntrica, a trajetoria de égiailapresenta quatro pontos limites
de carga e dois pontos limites de deslocamentoldiela 4.4 apresentam-se os valores
para os pontos limites de carga e deslocaments@neomparados aqueles obtidos por
Yang e Kuo (1994). Nota-se que os resultados adchs; com as formulagbes séo
praticamente idénticos e em boa concordancia cote &d&ang e Kuo (1994).

Tabela 4.4 Valores pontos limites de carga e deslocamento

Ponto Limite Yang e Kuo (1994) SOF-4/EB SOF-4/T SOF-5/EB SOF-5/T

1,200 1,208 1,228 1,208 1,202
-0,473 -0,447 -0,438 -0,447 -0,449
Carga
1,100 1,101 1,108 1,101 1,098
-0,365 -0,372 -0,380 -0,372 -0,369
8,08 7,97 7,89 7,97 8,00
Deslocamento
3,91 3,94 3,94 3,94 3,94
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s ——— Sistema Imperfeito

1,8 - - - - Sistema Perfeito
. e Yang e Kuo (1994)
1,5 ¢ Yang e Kuo (1994)

B &

'0,0\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\ '0,0\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\‘\

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
\) \'

() SOF-4/EB (b) SOF-4/T

(c) SOF-5/EB (d) SOF-5/T
Figura 4.23 Trajetdria de equilibrio do arco circular abatido
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-0,15 -0.1 -0,05 0 0,05 0,1 0,15

Figura 4.24 Trajetoria de equilibrio: Rue Px 0

4.6.3 Arco Circular Birrotulado

O proximo exemplo que serd analisado neste trapafthta-se de um arco circular
biarticulado. O arco possui rai= 50 cm sujeito a uma carga centrada vertieat 1 kN,
como mostrado na Figura 4.25. A secao transveosaekmentos da estrutura possui area
A = 10cn?, inércial = 1 cnf e coeficiente de formk = 1. J4 o material dos elementos
possui moédulo de elasticida@ie= 2000kN/cnt e coeficiente de Poissan= 0,3. O arco
foi discretizado em cinquenta elementos e toddsrasulacdes estudadas foram usadas na
analise dos sistemas perfeito e imperfeito. Com @stmplo tem-se o objetivo de verificar
e comparar, mais uma vez, a eficiéncia computacaasaformulacdes implementadas.
Esse sistema estrutural, foi inicialmente estudaatoHarrison (1978), e mais tarde
por Yang e Kuo (1994). Mais recentemente o mesmaurfalisado por Galvao (2000) e
Santana (2015) para validar as formula¢ées impleades em seus trabalhos. Pires (2012)
utilizou este arco para comparar a solucdo naaride sistema utilizando a estratégia do
residuo ortogonal no processo convencional de &olaca mesma estratégia associada ao

fluxo normal.
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Como no exemplo anterior da secdo 4.6.2, o sistestaitural em questao foi
analisado considerando duas configuracdes de eansggo. Na primeira, a carga pontual
€ aplicada no eixo de simetria do arco (sistemeeip@)y, na segunda situacdo, essa carga
foi deslocada e aplicada no ponto nodal mais préxameixo de simetria do arco de modo
a produzir o efeito da imperfeicdo (sistema impfeO sistema imperfeito é definido
tomando a carga vertical deslocada &0 rad com relacdo ao centro do arco.
Considerando a simetria do modelo, para realizan&ise do sistema perfeito, apenas
metade do arco foi discretizada. Nesse caso,ngsirse o deslocamento axial e a rotacao

do ponto de aplicacéo da carga.

Modelo perfeito
— — — Modelo imperfeito

- L =100 —_——

Figura 4.25 Arco circular birrotulado: geometria e carregamento

Para realizar a analise nao-linear deste problemsanf utilizadas, juntamente com o
meétodo de Newton-Raphson padrédo, a estratégiededio deslocamentos generalizados
e a estratégia de incremento de carga baseada ndmngieo GSP. O critério de
convergéncia escolhido foi 0 baseado no equilibas forcas presentes no sistema, com
tolerancial = 102 e o incremento inicial do pardmetro de cafge, para o primeiro passo
incremental foi considerado igual a0

Nas Figuras 4.26 e 4.27 apresentam-se as tragtdesequilibrio considerando o
deslocamento vertical para o sistema perfeito esifafio, respectivamente, obtidos com
as formulagdes néo lineares implementadas. Esselados foram comparados com o0s
valores alcancados por Santana (2015). O sisterparieito apresenta também uma
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componente de deslocamento horizontal e uma rot@gaw central, devido a perda de
simetria, ilustrado na Figura 4.28.

O sistema perfeito e o imperfeito apresentam umpecotamento ciclico durante o
processo de carregamento. Tem-se em cada ciclotdwesse processo o aumento da carga
e rigidez da estrutura. Forma-se uma ondulacdo ada ciclo de carregamento na
configuracdo deformada e assim os esforcos a fl@cmpanham essas ondulacdes
(Figuras 4.26 e 4.27).

Para o sistema perfeito, tem-se pequenas deformangi®e elementos no inicio do
carregamento, assim o0s resultados encontrados @stéimos dos presentes na literatura,
embora o sistema ja apresente grandes deslocaméatogs ciclos finais, a amplitude das
ondulacdes diminui, assim o0s elementos sofrem gsndeformacdes de flexao,
apresentando uma pequena divergéncia nos resulkddio®s. Isso pode ser justificado
devido a utilizacdo do tensor de deformacdes derGkagrange e o segundo tensor de
tensbes de Piola-Kirchhoff, que ndo sdo adequados materiais sujeitos a grandes
deformacoes.

No caso do arco imperfeito, 0 numero de ondulafd@esadas até que os limites de
carga da andlise sejam atingidos é pequeno, osemries estdo sujeitos a pequenas
deformacoes, o que explica o bom ajuste com ossdaisentes na literatura. Observa-se
gque a capacidade de carga e a rigidez sdo congtleente menores se comparadas as do

sistema perfeito.

4.7 Trajetorias de Equilibrio com Pontos de Bifurcagao

O objetivo desta secdo é validar as implementagiesputacionais deste trabalho
mostrando que a mesma pode identificar e passas peintos criticos, em especial, os
pontos de bifurcacdo, nas andlises dos sistemastueais. Os pontos de bifurcacao
surgem quando nas trajetorias de equilibrio temuss ou mais configuracdes possiveis, a

partir de um ponto de equilibrio.
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100

(d) SOF-5/T
Figura 4.26 Trajetéria de equilibrio sistema perfeito
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Figura 4.27 Trajetdria de equilibrio sistema imperfeito
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Figura 4.2¢ Trajetoria de equilibrio sistema imperfeito

Sera analisado um arco biengastado sob pressab, iagitrado na Figura 4.29. Para
comparar os resultados obtidos sera utilizada @c&ol analitica apresentada por Kerr e
Soifer (1969). Em seguida tem-se o portico conleecimmoRoorda Frameilustrado na
Figura 4.32. Galvacet al. (2005) fez um estudo sobre a influéncia de par@wmetr

geomeétricos e condi¢cdes de contorno na respogiartieos em L.

4.7.1 Arco Biengastado Sob Pressao Radial

Este primeiro exemplo envolve um arco circular astado submetido a uma pressao
radial uniforme. Na Figura 4.29 apresentam-se exctsxisticas geométricas e do material
para o sistema estrutural analisado.

Como parametro utilizou-se os resultados analitdxglos por Kerr e Soifer (1969).
Antonini (1986), Alves (1993b) e Galvao (2000) ta#mbanalisaram esse arco em seus

respectivos trabalhos, para validar suas formutagdenéricas.
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mo= 1x10°tf ¢

y=0.1rad
R =100 cm
h=0.1cm
E = 2100 tf/cm

Y ~/ Segao transversal:

on

Figura 4.29 Arco biengastado sob presséao radial: geometriaregaanento

A analise foi realizada com a formulacdo SOF-5/fBtamente com o método de
Newton-Raphson modificado. Como estratégia de imergdo de carga adotou-se a
comprimento de arco e para a estratégia de iterm@@mprimento de arco cilindrico. O
critério de convergéncia escolhido foi o baseadeauilibrio das for¢cas, com tolerancia
{ = 10° e o incremento inicial do parametro de carga\idi= 107

Primeiramente considerou-se o arco perfeitamentgtsco, utilizando apenas
metade do arco. Incluiram-se restricdes a rotag@m @eslocamento horizontal, tornando
esse modelo compativel. Em seguida, considerooesedstrutura com sessenta elementos
e uma carga inicial tipo momentop.m

Na Figura 4.30 mostra-se uma trajetéria de equolilmrtemente nao linear. Perante
a acdo de pequenas perturbacdes assimeétricasfitdest, ao longo do caminho néo-
linear de equilibrio, um ponto de bifurcagdo. Naspnte andlise, estas pequenas
perturbagcdes séo introduzidas por um momento Initi@ A curva carga-rotacéo (Figura
4.31), apresenta o local onde acontece esses pdatdsfurcacdo. Conclui-se que as
formulacdes implementadas nesse trabalho sdo capazalentificar e passar por esses

pontos criticos.
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Figura 4.31 Curva carga-rotacdo
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4.7.2 Roorda Frame

Por fim sera analisado o pértico conhecido cdtworda Frameilustrado na Figura 4.32.
O portico emL é composto por uma viga e um pilar de compriménto120cm, com
apoios de segundo género em ambas as extremidadegao transversal dos elementos
possui aredd = 6, momento de inércia= 2 e coeficiente de formia= 1. O méddulo de
elasticidade do material adotado BB~ 720 e coeficiente de Poisserr 0,3. ORoorda
Frame esta submetido a uma carfgana extremidade do pilar. Utilizou-se uma malha de

vinte elementos finitos (dez em cada barra) paerélizar o sistema estrutural analisado.

o]
\

N
\
\
N
N
N

y

Secao transversal!
b

E=7200 |
L =120 |
A=6.0 |

1=2.0

Figura 4.32 Roorda Frame: geometria e carregamento

Para realizacdo desta analise utilizou-se a forgaoleSOF-4/EB. A resolucao do
sistema nao linear foi realizada com auxilio doadétde Newton-Raphson modificado.
Como estratégia de incremento de carga usou-smpricoento de arco e para a estratégia
de iteracdo a comprimento de arco cilindrico. @&do de convergéncia escolhido foi 0
baseado nos deslocamentos, com toleransid02 e o incremento inicial do parametro de
carga foiAN®= 102,

Galvaoet al. (2005) fez um estudo sobre a influéncia de parameeométricos e
condicOes de contorno na resposta de porticos efste. referido trabalho sera utilizado
como referéncia para comparar os resultados ohpielesformulacdo do presente trabalho.
Na Figura 4.33 apresenta-se a trajetoria de eqoil@mntrolada pela rotacdo do sistema

estrutural, sendo que os valores positivodepresentam as rotacdes anti-horarias da
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articulacéo. Observa-se que os resultados obtglosadem aos encontrados por Galedio
al. (2005).

Para obtencédo do ponto de bifurcacdo apresentadeignga 4.33, inseriu-se um
pequeno deslocamento no ponto de aplicacdo da,qaagm o lado direito e esquerdo do
Roorda Frame O sistema estrutural analisado apresenta um bamundamental de
equilibrio seguido de uma bifurcagcédo assimétricaabbifurcacao é caracterizada por uma
dada inclinacgé&o inicial do caminho de equilibrigqmditico, que ira variar de acordo com o
valor adotado para o deslocamento no ponto deagglic de carga. Observa-se que a
deformacéo para a direita produz curvaturas na mgaores que o lado esquerdo da
trajetéria de equilibrio. Quando a flambagem darpilcontece para a direita, a mesma
produz compressao sobre a viga, reduzindo a siskezigPorém quando a flambagem do
pilar é para a esquerda, ela provoca forcas d@dragbre a viga, aumentando a sua
rigidez. Isto explica porque os pérticos em L erib@ma resposta pos-flambagem

assimétrica.

| ® Galvéoet al.(2005) €
—— Presente trabalho # o $

0

P/Rr
|

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 15

Figura 4.33 Curva carga-rotacéo
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Koiter (1967) através da aplicacdo de uma pequertarpagdo no sistema, obteve a
seguinte aproximacao para o caminho inicial deffadsbagem:

L =1-0,380% (4.1)
Fer

onde R, =1,407r?El / L?é a carga critica d@oorda Frame

A Equacao (4.1) representa a inclinacdo do camieélode pos-flambagem no ponto
de bifurcacdo. Uma aproximacgdo mais refinada daosta pos-flambagem foi obtida por
Rizzi et al. (1980), considerando a curvatura inicial do camipts —flambagem, além da

inclinacao:
P _ 2
5 =1-0,3809+ 0 4638 4.2)
cr

Na Figura 4.34 apresentam-se os resultados tedtediter (1967) e Rizzst al.
(1980), os dados experimentais alcancados por Bq@B865), além dos valores obtidos no
presente trabalho. Observa-se que existe uma @#rma entre todas as solucdes para
pequenos valores do angulo de rotagd&uando o valor do &ngulo de rotacdo aumenta a
diferenca entre os resultados numéricos e as sduadaliticas aproximadas também
aumentam. Os resultados do presente trabalho elo®y experimentais estao préximos,
iSso comprova a acuracia da solucao atual.

As normas para concepg¢do de projetos requerem @ueas com carregamentos
aplicados podem ter uma excentricidade dé @8 mais (GALVAOet al, 2005). No
entanto, uma reducéo na carga limite ndo tem sidsiderada na pratica para concepcao
de porticos, o que pode levar a uma superestimdedoapacidade de carga. Alguns
pérticos podem apresentar uma inclinagéo inicidbmdo que os valores analisados com
relacdo a sua geometria por Roorda (1965) e K(i#87). A variacdo da carga limite em
funcdo do parametro de imperfeic&@dLj € mostrada na Figura 4.35. O presente resultado
€ comparado com os dados experimentais obtidosRporda (1965) e também pela
solucado analitica aproximada de Brush and AlImdr@Y%) dada por:

RAm —1-115/8
P 1 llE\[ (4.3)

98



¢ Roorda(1965)
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—— Presente trabalho
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Figura 4.34 Comparacédo dos resultados apresentados para cheadgrequilibrio ndo linear

com resultados tedricos e experimentais

~
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0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01
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Figura 4.35 Comparacéao dos resultados numéricos, tedricosarimgntais para cargas limite
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Introducéao

O presente trabalho teve a finalidade de desenvdbrenulacdes para estruturas
reticuladas 2D, que consideram o comportamentdimgar geométrico, dentro do contexto
do Método dos Elementos Finitos (MEF). A descric@ematica utilizada foi o referencial
Corrotacional (RCR), que esta baseado na sepaexgdicita entre os deslocamentos dos
movimentos de corpo rigido e 0s naturais que geleformacéo. As formulacdes estudadas
e implementadas aqui utilizaram a teoria de vigaEdér-Bernoulli e também a de
Timoshenko. O sistema de equacdes de equilibritimgares foi solucionado com o auxilio
de um algoritmo de solucdo que utiliza-se o0 métddoNewton-Raphson, associado a
estratégias de iteracdo e de incremento de carga.

O efeito da néo linearidade geométrica consideragoformulacdes implementadas
no presente trabalho, torna-se relevante nos membéugeitos a esforcos axiais de
compressao e contribui para a diminui¢cao da rigeggzutural aumentando a deformacao do
sistema.

A base computacional utilizada nessa dissertagao foograma CS-ASA (SILVA,
2009), inicialmente desenvolvido para analise azdagestatica e dinamica de estruturas
metdlicas. Mais recentemente, Lemes (2015) intriodupossibilidade da analise avancada
estatica de estruturas mistas.

Para validar as implementacdes realizadas nedsahoae analisar a sua eficiéncia,
estudaram-se varios exemplos de problemas esigjtuqae foram comparados com

resultados numéricos e analiticos encontrados taetlira. Nas proximas secfes sao



apresentados, respectivamente, algumas conclusféentes ao trabalho desenvolvido e
sugestdes para trabalhos futuros.

5.2 Conclusodes

Os resultados das analises nao lineares realipadgéarios exemplos simulados no capitulo
anterior, apresentando diferentes geometrias e i@@esl de carregamento, foram
comparados com as solu¢gdes numéricas e/ou amaligigoniveis na literatura. Observa-se
uma convergéncia satisfatdria entre os resultagisobtidos, o que permite afirmar que as
formulacdes néo lineares foram implementadas @mente e as metodologias de solucao
adotadas sao eficientes e podem ser usadas péea avastabilidade elastica de estruturas
metalicas reticuladas planas.

As formulagdes estudadas e implementadas no peesabalho (SOF-4 e SOF-5) séo
baseadas na teoria de Euler-Bernoulli e de Timdsheudefinidas em referencial
Corrotacional. Os resultados obtidos, ao serem aomdps aqueles encontrados na
literatura, comprovaram a eficiéncia de cada unssakeformulagdes. A discretizacdo do
sistema estrutural, evidentemente, teve influénaieesposta.

Contudo, em andlises de estruturas espessas e ntarsiseemas com secles
transversais que enfatizam o efeito da deformae&md ao cisalhamento, como a secéo
circular vazada apresentada no item 4.3.2, as tagdes baseadas na teoria de viga de
Timoshenko apresentam resultados mais coerentesasosolugcbes obtidas em outras
referéncias.

O efeito de $hear locking” surge quando se tem estruturas esbeltas e aslagdes
utilizadas s@o baseadas na teoria da viga de TenkshNo presente trabalho esse efeito
foi remediado de formas diferentes para as duasiwulacdes estudadas. Como ja
mencionado anteriormente, na SOF-4/T tem-se aratég reduzida, utilizando apenas um
ponto de Gauss. Na SOF-5/T a funcédo de interpolagialeslocamento horizontal é
consistente com a teoria de deformacédo nao lingdizando assim uma funcédo de
interpolacdo quinto grau e ndo mais uma funcaaitinende acontece um acoplamento da
deformacédo axial e a deformacédo devido a flexaee Bsétodo permite que os sistemas
estruturais com menor discretizacdo que em outrasulacdes apresentem bons resultados.
Na secao 4.4 pode-se observar a diferenca nosagssilobtidos, utilizando uma pequena
malha, para as formulac¢des estudadas aqui e tamB&®/-3, que se encontra na plataforma
CS-ASA. Os valores alcancados pela SOF-5/T est@praimos dos valores encontrados
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na literatura, mostrando que a mesma é mais eficidiale destacar que a SOF-3 também
procura impedir o shear locking” com a integracéo reduzida, por isso 0s resultados
coincidentes com os valores da SOF-4/T.

Na Secdo 4.5 comparou-se a formulacdo implememiasise trabalho com a SOF-2
encontrada na base computacional CS-ASA, ambasdeEs®a teoria de viga classica. A
SOF-2 ndo consegui ultrapassar todos os pontose$india trajetoria de equilibrio, ja a
formulacdo do presente trabalho foi capaz de traceaminho completo de equilibrio,
apresentando resultados muito proximos dos daatlitex. Justificou-se esse fato, pela
diferenca na atualizagédo das variaveis durant@léssare também o referencial que descreve
0 movimento dos corpos solidos adotado. A atudiaaias variaveis na SOF-2 é feita no
final de cada passo de carga, com um referencgiabgiano Atualizado (RLA). J& no
presente trabalho utiliza-se 0 RCR e a atualizag@alizada em cada iteracdo, que acontece
dentro do processo incremental.

As formulacdes SOF-4 e SOF-5 mostraram-se efiqa@@btencdo das trajetorias de
equilibrio, mesmo aquelas que apresentam variomgdimites de carga, deslocamento e
de bifurcacdo, como apresentado nas secOes 48. ©<g.métodos de Newton-Raphson
padrao e modificado bem como as diversas estratégiadolucdo ndo linear mostraram-se
eficientes na solucdo das equacdes nao lineasspudério, dentro de uma tolerancia e uma

taxa de convergéncia satisfatoria.

5.3 Sugestoes para Futuras Pesquisas

Algumas sugestdes para trabalhos futuros séo désimmesta secdo. Em algumas delas,

citam-se também as referéncias que podem ser tauasil

* Pré e pOs-processador graficos para o programa$rg-A

* Analise avangada usando a norma brasileira NBR 88AaRDESMANN e BATISTA,
2005);

* Acoplamento das formulagbes geometricamente ndearl@s de elementos finitos

desenvolvidas, para as estruturas de concretotaswie aco e concreto (LEMES, 2015);

» Acoplamento da néo linearidade fisica para estastoretélicas, de concreto e mistas de

aco e concreto. Formulacdes que fazem uso do mdeoditula plastica e do método da
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zona plastica podem ser empregadas (PARK e LEB; I98UNC e REN, 1996; SAJE
et al., 1998; ALVARENGA, 2005);

Acoplamento das formulagbes nédo lineares de ela®mdmtitos para a inclusdo das
ligagbes semirrigidas (CHAN E CHUI, 2000; ZIEMIAN BMCGUIRE, 2002;
SUROVEK, 2011; ZUBYDAN, 2011; CHENG E CHEN, 2013);

Utilizacdo de um modelo mais realista para avatiadds rigidezes axial, flexional e
cisalhante para os elementos de concreto e mistagale concreto através da teoria de
Timoshenko (CALDAS, 2004; LIANGet al., 2005; STRAMANDINOLI, 2007,
CHIOREAN, 2013; LEMESt al., 2016);

Analise avancada tridimensional (LIE®/al., 2001; PINHEIRO, 2003; It al., 2009;
DENAVIT, 2012; FONG e CHAN, 2012; BLEYER e BUHANQ23);

Andlise inelastica de segunda ordem de elementngugsis com restricbes de contato
impostas por um meio elastico, como o solo, pomge;
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