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Orientadores: Andréa Regina Dias da Silva
Ricardo Azoubel da Mota Silveira

Com o avanco da construcdo civil, tem-se projetado elementos estruturais cada vez mais
esbeltos, 0 que os torna mais susceptiveis a problemas excessivos de vibra¢fes. Em muitas
situacOes, esses elementos estdo apoiados em outros corpos, tais como o solo, que podem
oferecer restricdes de movimentos em algumas direcdes. Nesse contexto, a analise estatica
e dindmica desses elementos considerando a interacdo com esse outro meio torna-se
importante na concepg¢do de um projeto estrutural. Este trabalho tem como objetivo realizar
analise dindmica de sistemas estruturais considerando sua interacdo com o0 solo. As
analises sdo realizadas utilizando o sistema computacional CS-ASA (Computational
System for Advanced Structural Analysis), desenvolvido por Silva (2009). O solo €
representado através do modelo de molas discretas e dos modelos continuos de Winkler e
Pasternak. Sdo considerados os efeitos oriundos da ndo linearidade geométrica da estrutura
e, em algumas analises, considera-se também o comportamento ndo linear do solo. A
estratégia de modelagem utilizada baseia-se na aplicacdo do Método dos Elementos
Finitos, e o problema de autovalor para determinacdo das frequéncias naturais é resolvido
pelo método de Jacobi. O problema transiente ndo linear é resolvido através do método de
integracdo de Newmark, em combinacdo com a estratégia incremental e iterativa de
Newton-Raphson. Situacdes praticas envolvendo a interacdo entre o solo e a estrutura sao
avaliadas no decorrer do estudo, procurando evidenciar a influéncia do contato na trajetoria
de equilibrio, na distribuicdo dos esforcos, nas frequéncias naturais de vibragdo e na

resposta transiente dessas estruturas.
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With the progress of construction, it has been designed thinner structural elements, which
makes them more susceptible to excessive vibration problems. In many situations, these
elements are supported by other means, such as soil, which may offer restriction of
movement in some directions. In this context, static and dynamic analysis of these
elements considering the interaction with another means becomes important at conception
of a structural design. This work intends to develop dynamic analysis of structural systems
considering their interaction with the ground. The analyzes were performed using the
computer system CS-ASA (Computational System for Advanced Structural Analysis),
developed by Silva (2009). The soil was represented by the model of discrete springs, and
continuous models of Winkler and Pasternak. It was felt the effects from the geometric
nonlinearity of the structure and, in some analyzes, are also considered the non-linear
behavior of the soil. The modeling strategy used is based on the application of the Finite
Element Method, and the eigenvalue problem to determine the natural frequencies was
resolved by the Jacobi method. The nonlinear transient problem was solved by the
Newmark integration method in combination with the incremental and iterative Newton-
Raphson strategy. Practical situations involving the interaction between soil and structure
were evaluated during the study, showing the influence of contact in equilibrium path, the

natural vibration frequency and transient response of these structures.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

Os fendbmenos fisicos da natureza podem ser avaliados numericamente com certo grau de
precisdo, desde que o modelo fisico-mateméatico adotado seja capaz de representa-lo,
simulando adequadamente seu comportamento. Tal modelo geralmente pode ser expresso
atraves de equac0es diferenciais ou integrais, mas dependendo do grau de complexidade, a
solugdo de forma analitica pode ser inviavel. Nesse contexto, 0s métodos numéricos
tornam-se praticamente indispensaveis. Dentre esses, destaca-se 0 Método dos Elementos
Finitos (MEF), que vem sendo bastante aplicado na resolucdo de problemas complexos da
mecénica estrutural.

Na andlise estrutural, uma das areas mais importantes € o estudo do comportamento
estatico e dindmico de elementos estruturais tais como vigas, colunas, placas e cascas. Em
muitas situacdes esses elementos estdo apoiados em outros corpos, ou meios, que podem
oferecer restricdes de movimentos em algumas dire¢cdes, como por exemplo, estruturas de
fundac@es, pavimentos, tubulacdes enterradas, trilhos ferroviarios, entre outros. Esse tipo de
problema é denominado problema de contato, podendo ser caracterizado como unilateral ou
bilateral. O contato bilateral considera que o meio de contato reage tanto as solicitacdes de
tracdo quanto as de compressdo. Uma modelagem mais realistica do solo pode ser obtida
considerando na sua formulacdo a reacdo apenas as solicitagdes de compressao, 0 que
caracteriza o contato como unilateral.

Com o avanco da tecnologia dos materiais e da industria da construgdo civil, surgem
materiais com elevada resisténcia e novas técnicas construtivas, tornando-se possivel
projetar estruturas mais esbeltas e com a possibilidade de vencer vaos cada vez maiores.
Sendo assim, o comportamento ndo linear das estruturas passa a ser relevante, e deve ser

considerado nas analises estruturais. Como consequéncia, as estruturas mais esbeltas



tornam-se mais susceptiveis a problemas excessivos de vibracBes, e por isso a analise

estrutural dindmica, além da estética, torna-se importante na concepgao do projeto estrutural.

1.2 Objetivos

Tem-se por objetivo realizar a andlise dindmica de sistemas estruturais reticulados
considerando a interacdo entre o solo e a estrutura, utilizando o sistema computacional
CS-ASA (SILVA, 2009). Esse programa realiza a analise numérica avancada, estatica e
dindmica, de estruturas baseado no Método dos Elementos Finitos. Destaca-se que com esse
sistema é possivel, atualmente, efetuar a andlise estética ndo linear de sistemas estruturais
elasticos em contato bilateral com um meio também elastico. Objetiva-se incluir no
programa um modelo que simula o comportamento ndo linear do solo, e também realizar
adaptacOes de estratégias de solu¢do do problema dinamico, considerando a interacdo entre
0 solo e a estrutura, e o efeito da ndo linearidade geométrica.

Destaca-se que este trabalho vai de encontro com o0s objetivos do
PROPEC/DECIV/EM/UFOP e esta relacionado com a linha de pesquisa Mecanica
Computacional, que objetiva a aplicacdo de metodos numéricos na determinacdo de
respostas de sistemas de engenharia; e Comportamento e Dimensionamento de Estruturas

Metalicas, que visa estudar o comportamento das diversas partes de uma estrutura metalica.

1.3 O Sistema Computacional CS-ASA

Este trabalho utilizou o sistema computacional CS-ASA (Computational System for
Advanced Structural Analysis), apresentado por Silva (2009). Trata-se de um sistema que
realiza analises estruturais avancadas, estaticas e dindmicas, utilizando o Método dos
Elementos Finitos. Foi desenvolvido em linguagem Fortran 95 (CHAPMAN, 2003), e é
organizado em modulos, de modo a permitir melhor produtividade nas implementacdes e
melhor organizagdo para inclusdo de novas analises no sistema.

Através do CS-ASA é possivel considerar os efeitos ndo lineares geométricos (ALVES,
1993; YANG e KUO, 1994; PACOSTE e ERIKSSON, 1997), a semirrigidez da ligacédo
(CHAN e CHUI, 2000) e a inelasticidade do ago (LIEW, 1992; CHAN e CHUI, 2000). E
importante destacar que o CS-ASA contempla o problema de contato para realizar analises
estaticas lineares e ndo lineares, considerando o contato como bilateral, e os modelos lineares

de molas discretas, Winkler e Pasternak. A Figura 1.1 ilustra os tipos de analises e efeitos



considerados no CS-ASA, e destaca a parte do sistema utilizada neste trabalho. Foi incluida
a possibilidade de realizar a analise dindmica de sistemas estruturais com restricbes de
contato do tipo bilateral, utilizando os modelos lineares de bases elasticas ja implementados
por Maciel (2012). Além disso, foram implementados modelos representativos do solo com

comportamento néo linear.

CS-ASA
Computational System for Advanced Structural Analysis

Sistemas Estruturais Reticulados Planos

.

ENTRADA DE DADOS

ESTATICA - M) DINAMICA

* Néo linearidade geométrica * Néo linearidade geométrica

* Flexibilidade da ligacao ‘ * Flexibilidade da ligacdo

* Inelasticidade do material . ici i
RESULTADOS Inelasticidade do material

« Contato bilateral « Contato bilateral

Figura 1.1 Programa CS-ASA: analises e efeitos considerados

O processo de analise numérica realizado pelo CS-ASA segue as etapas de pré-
processamento, analise e pds-processamento, tratadas normalmente de forma independente.
No pré-processamento, a entrada de dados é feita através de trés arquivos com formato texto,
onde o usuario faz a modelagem do problema. No primeiro arquivo, o usuario define o tipo
de analise, se linear ou ndo linear, estatica ou dindmica, e fornece os dados gerais da estrutura
e da fundacdo, como as caracteristicas geométricas e fisicas, condicdes de contorno,
carregamento e os parametros de rigidez do solo.

Se a andlise for estatica ndo linear, no segundo arquivo, o usuario define qual a
formulacdo néo linear a ser utilizada e insere informagGes sobre a metodologia de solugéo

ndo linear. O terceiro arquivo é utilizado para analises dinamicas, onde o usuario pode optar



por resolver as equagdes de movimento no dominio do tempo ou da frequéncia. No caso da
analise no dominio do tempo, deve-se informar o nimero de passos de tempo, o incremento
de tempo e a tolerdncia do processo iterativo. Neste arquivo o usuario também informa a
formulacdo ndo linear a ser utilizada, define o carregamento dinamico aplicado, o
amortecimento e condi¢es iniciais para deslocamento, velocidade e aceleracdo nodais.

O CS-ASA gera uma malha de elementos finitos para 0 modelo definido nesses arquivos
de entrada, e a partir dai realiza as analises, fornecendo como resultado alguns arquivos de
saida com extensdes .S, .DAT e .LOG, que auxiliam o usuério na verificacdo dos resultados.

Detalhes referentes a esses arquivos podem ser encontrados em Prado (2012).

1.4 Revisao Bibliografica

Estudos sobre estruturas em contato com fundacdes elasticas ja foram desenvolvidos no
ambito do PROPEC/UFOP, e pelos orientadores deste trabalho. Silveira (1995) desenvolveu
uma metodologia de solucdo numérica nao linear para resolver problemas de instabilidade
de elementos estruturais esbeltos com restri¢ces unilaterais de contato; Silveira e Gongalves
(1995) realizaram a analise estatica ndo linear geométrica de arcos esbeltos com restri¢oes
unilaterais de contato; em Silva (1998) estdo os fundamentos da solu¢cdo numeérica, via MEF,
para problemas de equilibrio de placas com restri¢cbes bilaterais e unilaterais de contato,
considerando material elastico linear. Em Silveira et al. (2008a) foi usado o método de Ritz
para a reducdo espacial e o0 método de Newton-Raphson para a solucdo das equacdes nao
lineares, sendo o problema de contato do tipo unilateral. J& em Pereira (2003) e Silveira et
al. (2008b) o MEF foi usado para discretizar tanto a estrutura quanto o solo, e técnicas de
programacdo matematica foram adotadas na solucdo do problema de otimizacdo. Em
Silveira et al. (2013) foi desenvolvido um estudo envolvendo arcos e anéis com restricdes
unilaterais de contato; nesse mesmo trabalho pode ser encontrada uma ampla pesquisa
bibliografica sobre andlises de problemas envolvendo barras, placas, anéis e cascas
cilindricas com restricdes de contato. Em Maciel (2012) e Silveira et al. (2015) é estudado
o0 equilibrio e estabilidade de barras em contato bilateral, via MEF, considerando os efeitos
da ndo linearidade geométrica da estrutura. Outros trabalhos envolvendo esse tema podem
ser encontrados na literatura, e alguns seréo citados a seguir.

Um estudo de vibragdo livre de vigas sobre meio elastico modelado através de molas
discretas foi realizado por Lai et al. (1992), utilizando o Método dos Elementos Finitos e

considerando o contato com comportamento bilateral. Naidu e Rao (1995) realizaram uma



analise de vibracdo livre de vigas e colunas em uma fundacéo elastica ndo linear, usando
uma formulagdo de elementos finitos. Uma analise semelhante foi feita por Thambiratnam e
Zughe (1996a,b). Esses autores também realizaram andlises dindmicas considerando cargas
mdveis, estendendo para o caso de estruturas de via férrea.

Frequéncias de vibracdo livre foram analisadas por De Rosa (1995), com vigas de
Timoshenko sobre uma fundacdo elastica de dois pardmetros. Foram deduzidas duas
variantes da equacéo diferencial de movimento, em que o segundo parametro da base pode
ser uma funcéo da rotacdo da secéo transversal.

Martins (1998) estudou analiticamente o problema de vibracdo flexional de vigas,
porticos e grelhas, bem como o problema de contato segundo os modelos de Winkler e
Pasternak, utilizando a teoria de viga de Timoshenko.

Avramidis e Morfidis (2006) resolveram analiticamente uma viga Timoshenko em
contato com uma base de trés parametros. Fizeram também uma comparacao entre bases de
um, dois e trés parametros atraves de elementos finitos, concluindo que a fundacéo do tipo
Kerr fornece um melhor resultado. Para estimar os parametros do solo, propuseram um
procedimento analitico baseado no modelo de Vlasov modificado. JA em Ruge e Birk (2007),
foi feita a analise dindmica de vigas “infinitas” de Euler-Bernoulli e Timoshenko repousando
sobre uma fundacéo elastica do tipo Winkler. As analises foram feitas no dominio do tempo
e da frequéncia, e é dada énfase para o comportamento assintético das expressoes de rigidez
para altas frequéncias.

Em Vaz (2008) foi apresentada uma metodologia para o célculo das frequéncias naturais
e dos modos de vibracdo de uma viga de Euler-Bernoulli de geometria variavel, escalonada
em Vvarias partes, e com apoios elasticos nas extremidades. Os resultados foram gerados por
um programa computacional desenvolvido pela autora e comparados com ensaios
experimentais com vigas escalonadas em ate trés partes, de secdo circular, além de resultados
tedricos obtidos da literatura. O método apresentado elimina a necessidade do uso de malhas
na solucdo de problemas dindmicos e é capaz de gerar bons resultados. Ja em Almeida (2012)
foi realizado um estudo dindmico comparativo entre as frequéncias naturais dos modelos de
viga escalonada de Euler-Bernoulli, Vlasov, Cisalhamento e Timoshenko, com diferentes
condicdes de apoios elasticos e se¢des variando na forma e dimenséo.

Um estudo sobre vigas de concreto armado repousando sobre uma fundacgdo do tipo
Winkler foi realizado por Al-Azzawi et al. (2010). A pesquisa foi realizada através de
elementos finitos, utilizando o software ANSY'S, e considera as néo linearidades do material,

geométrica e da fundacéo elstica.



Sapountzakis e Kampitsis (2010) fizeram anélise dindmica nao linear de vigas-coluna
em uma fundacdo elastica de Winkler. O contato foi considerado unilateral e bilateral, e
utilizou-se um método baseado em elementos de contorno. A aplicacdo desse método produz
um sistema ndo linear acoplado de equacgdes de movimento, e a solucdo do sistema € feita
de forma iterativa, utilizando um método de aceleracdo média em combinagdo com o método
de Newton-Raphson modificado. O modelo proposto leva em conta os efeitos de flexéo e
deformacdes por cisalnamento.

Mufioz (2010) realizou a andlise dinamica de vigas prismaticas de comprimento
“infinito” repousando sobre fundacéo elastica do tipo Winkler, submetida a acdo de cargas
mdveis e forcas axiais de compressdo. A viga foi descrita pelas teorias de Euler-Bernoulli
(teoria classica) e de Rayleigh (considerando inércia rotacional). Foi proposto um método
aproximado baseado no método de Galerkin para analise do problema linear e néo linear, e
0 autor considerou a néo linearidade da fundagdo. Mufioz e Gongalves (2010) realizaram a
analise dindmica nao linear de sistemas estruturais reticulados considerando a interacdo entre
0 solo e a estrutura. Levou-se em conta o comportamento ndo linear do solo e a ndo
linearidade geométrica da estrutura. O solo foi representado por molas unidimensionais com
comportamento elastoplastico, e o problema foi resolvido via MEF.

Utilizando também o método de Galerkin para discretizar o problema néo linear, Celep
et al. (2011) estudaram a vibracdo de vigas sobre fundacdo elastica, unilateral, de dois
parametros segundo o modelo de Pasternak, e sujeitas a forca concentrada no meio do véo e
carregamento uniformemente distribuido.

Bhattiprolu et al. (2013) desenvolveram uma metodologia de solucdo para uma viga
biapoiada em contato com uma fundacdo viscoelastica ndo linear, considerando contato
bilateral e unilateral, sob carregamentos estaticos e dindmicos. Vigas com contato unilateral
também foram estudadas por Torbacki (2008), que realizou analise estatica utilizando um
modelo representativo do solo de dois parametros, através do MEF.

Mais recentemente, Ghannadiasl e Mofid (2015) propuseram a solucdo analitica para
vibracdo livre de vigas Timoshenko sobre base elastica variavel do tipo Winkler usando
funcbes de Green.

Em Mufioz (2015) foi desenvolvida uma metodologia de analise ndo linear dinamica de
sistemas estruturais reticulados sob excita¢cbes de base, considerando a nédo linearidade
geométrica da estrutura e apoios, representados por molas unidimensionais, com
comportamento elastopléastico na resposta. O problema no espago foi resolvido por

discretizacdo do sistema em elementos finitos. Para a analise em frequéncia, foi apresentada



uma metodologia baseada no método do balanco harménico e no método de Galerkin,
juntamente com técnicas de continuacgdo, para a obtencdo de curvas de ressonancia nao
lineares.

Foram encontrados na literatura alguns trabalhos envolvendo a interacéo entre o solo e
a estrutura onde foi considerada a ndo linearidade dessa fundagdo. Chandra et al. (1987)
prop6s um polinbmio com um termo néo linear cubico para representar a reacao da fundacéao
elastica, levando-se em conta 0 comportamento ndo linear do solo. Shen (1995) usou esse
modelo para andlise estética de placas imperfeitas, e, mais recentemente, 0 mesmo autor
utilizou esse modelo na analise do comportamento termomecanico de placas em contato com
0 solo (SHEN, 2000). Outro trabalho relevante usando esse modelo foi desenvolvido por
Holanda (2000), que estudou o equilibrio e a estabilidade de placas apoiadas em fundagdes
elasticas lineares e ndo lineares, considerando ainda a ndo linearidade geométrica da
estrutura. Tsiatas (2010) também utilizou esse método para modelar o solo e realizar a

analise ndo linear, mas aplicado a vigas de se¢do ndo uniforme.

1.5 Organizacéo do Trabalho

Esta dissertacdo esta organizada em sete capitulos. Ao longo do trabalho séo apresentados
os fundamentos teoricos para compreensao das formulacées e metodologias de solugédo
utilizadas. Inicialmente, no Capitulo 2, sdo apresentados os fundamentos tedricos sobre o
problema de contato bilateral e unilateral. Nesse capitulo também constam os fundamentos
tedricos dos modelos utilizados para simular o comportamento do solo.

No Capitulo 3 é apresentada a formulacdo de elementos finitos para modelagem do solo
através do contato bilateral, e em seguida as formulagdes do modelo discreto e dos modelos
continuos de Winkler e Pasternak. Logo apos, é explicada a formulacdo utilizada para
modelar a estrutura, considerando os efeitos da ndo linearidade geométrica. Na descricao das
formulacgdes, € mostrada a obtencdo dos vetores de forcas internas e da matriz de rigidez do
elemento finito em contato com o solo.

A seguir, o Capitulo 4 trata da metodologia para analise estatica ndo linear desses
sistemas estruturais, destacando-se as estratégias de incremento de carga e iteracdo usadas
no processo de solucdo nao linear incremental-iterativo. O Capitulo 5 traz a metodologia
para analise numérica dindmica, abordando a equacdo béasica de movimento e sua

discretizacdo. E apresentada a metodologia para obtencdo das frequéncias de vibragao livre



e forcada, e também a metodologia de solucéo do problema transiente através do método de
integracdo de Newmark.

O Capitulo 6 destina-se a aplicacdo das formulacbes apresentadas nos capitulos
anteriores, através de cinco exemplos que validam as formulagdes. Os resultados sdo
comparados com solugdes numéricas encontradas na literatura, ou com os resultados obtidos
através do software SAP2000.

Por fim, no Capitulo 7, sdo feitas algumas observacdes e conclusdes referentes a
pesquisa. Também sdo apresentadas algumas sugestdes para trabalhos futuros, com o
objetivo de continuar as pesquisas sobre o tema deste trabalho.



Capitulo 2

Interacdo Entre Solo e Estrutura

2.1 Introducao

Com o intuito de otimizar sistemas de fundacao de estruturas, inimeros esforcos tém sido
feitos para avancar na modelagem de solos, bem como na simulagdo da interacdo entre o
solo e a fundagdo. O estudo dessa interagdo € muito importante, devido a dificuldade em
representar tanto 0 comportamento da estrutura quanto o do solo. O contato entre esses dois
corpos € muito comum na engenharia, e estruturas de fundacGes, trilhos de trem, tubulactes
enterradas, muros de contencéo, tdneis, sdo algumas situacdes onde tal interacdo acontece.
A Figura 2.1 ilustra alguns desses casos.

A interacdo entre solo e estrutura pode ser tratada como bilateral ou unilateral. No caso
onde o solo reage tanto as solicitacdes de tracdo quanto as de compressdo, 0 contato €
denominado como bilateral, e no caso onde o solo reage apenas as solicitacbes de
compressdo, o contato € denominado unilateral (SILVA, 1998). A diferenca entre os dois
casos pode ser compreendida através da Figura 2.2. Na Figura 2.2a, nota-se que a fundacao
oferece reacdo as solicitacfes de tracdo e compressao e, ainda, a relagdo constitutiva forca
F- deslocamento v ¢ linear, indicando que a rigidez do solo permanece constante. Ja na
Figura 2.2c, tem-se o caso bilateral onde o solo tem comportamento nédo linear. Em 2.2b e
2.2d tem-se o contato unilateral — reacdo do meio apenas aos esfor¢os de compressao —e o
comportamento linear e ndo linear para o solo, respectivamente.

No caso do contato bilateral, admite-se que o meio de contato trabalha integralmente
com a estrutura, ou seja, a regido de contato entre 0s corpos € conhecida a priori, uma vez
gue ndo acontecera a perda de contato. Ja no caso unilateral, a definicdo da regido de contato
entre os corpos vai depender da configuracdo deformada da estrutura, para uma determinada
solicitacdo. Sendo assim, mesmo considerando a hipotese de pequenos deslocamentos e

material elastico, o problema sera ndo linear no caso unilateral.



(a) Tubulago enterrada (b) Trilhos de trem
http://www.geraldoresende.com.br www.eurorailways.com

(c) Contencdo em tanel (d) Viaduto
http://www.panoramio.com/user/693202 http://www.st.rs.gov.br/

Figura 2.1 Exemplos de estruturas em contato com o solo

Como destacado, o comportamento real do solo tem dificil descricdo, e por isso
diferentes modelos matematicos foram desenvolvidos para representa-lo. Dutta e Roy (2002)
reuniram em seu trabalho uma revisdo dos modelos mais comuns de meios elasticos com
um, dois e trés parametros que sao usados para descrever o comportamento do solo ao longo
do processo de carregamento da estrutura. Wang et al. (2005) realizaram um estudo
semelhante, reunindo uma revisdo sobre modelos de fundagdes elasticas de um ou dois
parametros em contato com vigas e placas. Em seu estudo, também foi realizada uma revisdo
sobre os métodos de solugéo, entre eles: diferencas finitas, elementos finitos e elementos de
contorno.

Os modelos considerados mais simples sdo 0s que apresentam apenas um parametro
definindo as propriedades do material da fundagdo elastica. Dentre esses modelos,
destacam-se o0 de molas discretas dispostas ao longo da regido de contato (SILVEIRA, 1995;
SILVA, 1998; PEREIRA, 2003; MACIEL, 2012) e 0 modelo de Winkler (HETENY!, 1946;
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SILVA, 1998; MACIEL, 2012). O modelo de Winkler corresponde a uma camada formada
por molas estreitamente espacadas e independentes entre si. Ambos ndo consideram a
interacdo entre as molas, o que significa que, se uma base é submetida a uma carga
distribuida em sua superficie, as molas localizadas fora da regido carregada ndo seréo
afetadas. Por esse motivo, esses modelos ndo representam precisamente as caracteristicas de
alguns tipos de fundacdes, pois o solo é, na realidade, um corpo continuo e, portanto, deve
existir uma curva de deflexdo continua. Os modelos com dois parametros definindo o
comportamento do solo, como os de Pasternak, Filonenko-Borodich e Vlasov, ja consideram
as interacOes entre as molas, o que melhora o modelo proposto por Winkler. Esses modelos

séo ilustrados na Figura 2.3 e serdo comentados com detalhes nas sec¢des seguintes.

F F
v v
(a) Fundacdo linear bilateral (b) Fundacéo linear unilateral
F F
v v
(c) Fundag&o ndo linear bilateral (d) Fundacéo néo linear unilateral

Figura 2.2 Relacéo forca-deslocamento da fundacéo
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a) Modelo de Winkler

s
S e

b) Modelo com dois pardmetros

Figura 2.3 Curvas de deslocamento da base elastica

2.2 Modelo de Molas Discretas

Esse modelo representativo do solo é constituido por molas discretas dispostas ao longo da
regido de contato. As molas sdo independentes entre si e, portanto, ndo € considerada

qualquer interacdo entre as mesmas.

Figura 2.4 Modelo de molas discretas representando o solo

Na discretizacdo via MEF, a malha deve ser escolhida de forma que os nds coincidam

com o posicionamento das molas. Para a reacdo da base elastica, tem-se a seguinte expressao:
b =KaVb lx, i) (2.1)

onde rp e vy, sd0, respectivamente, a reacdo e o deslocamento da base elastica, kg € 0

pardmetro de rigidez da mola, dado em unidade de forca por comprimento, e (Xi, Vi)
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representa a posicdo dos nos da estrutura e da base elastica que estdo em contato. A

Figura 2.4 ilustra uma viga repousando sobre uma fundagéo desse modelo.

2.3 Modelo de Winkler

O modelo de Winkler (WINKLER, 1867) representa a regido de contato através de um
sistema de molas estreitamente espagadas e independentes entre si (Figura 2.5). Nesse
modelo, a reacdo exercida em um dado ponto da regido de contato € assumida como
proporcional ao deslocamento vertical da estrutura nesse mesmo ponto, independente dos

deslocamentos em outras partes da estrutura em contato, e pode Ser expressa por:
h = Kivp (2.2)

onde ry e Vp S80, respectivamente, a reacdo da base e o deslocamento, ki é o parametro de

rigidez da mola, dado em unidade de forca por area.

Figura 2.5 Modelo de Winkler representando a regido de contato

A maior dificuldade em aplicar o modelo de Winkler é quantificar o valor do parametro
de rigidez do solo. Em termos préticos, o valor de ki é determinado através de ensaios de
carregamento de placas in-situ (plate load tests), onde € aplicado um carregamento vertical
e perpendicular a placa e medido seu deslocamento. Assume-se que a reacdo da base é
proporcional ao deslocamento da estrutura em um determinado ponto, e considera-se o0 solo
como um material elastico que obedece a Lei de Hooke. A partir do ensaio obtém-se a curva
carga-deslocamento, e o valor de ki € 0 modulo secante do grafico (KAMESWARA RAO,
2011). Ha& certa dificuldade em determinar o valor de ki pois seu valor ndo depende so das
caracteristicas de deformacdo do solo, mas também do tamanho da placa utilizada. Um
estudo referente ao tamanho da placa pode ser encontrado em Chandra et al. (1987).

A partir do valor do parametro de rigidez de Winkler, ki, obtém-se o valor do parametro

de rigidez para o0 modelo discreto, kg, através da seguinte transformagao:

g =L 23)
Nef
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onde L é o comprimento da estrutura que esta em contato com o solo, e ner € 0 numero de
elementos finitos que a compdem. Essa equacéo é valida para estruturas com apoios em suas
extremidades.

Existe a possibilidade de considerar o comportamento ndo linear do solo através do
modelo de Winkler. Um polindmio com um termo ndo linear cubico foi proposto por
Chandra et al. (1987) para representar a rea¢do da fundacdo elastica, incluindo um parametro
ks. A Figura 2.2 ilustra a diferenca entre os casos de fundagéo linear e ndo linear. Nesse
modelo, a reacdo da fundacao é dada por:

= klvb + kSVg (24)

em que ks € o segundo parametro de rigidez da parcela ndo linear. O sinal positivo, ou
negativo, na equacdo anterior esta relacionado a uma fundagdo com ganho ou perda de

rigidez, respectivamente.

2.4 Modelo de Pasternak

O modelo de Pasternak (PASTERNAK, 1954) considera que as molas sdo conectadas por
uma camada incompressivel que se deforma apenas sob tensdes de cisalhamento, como
mostra a Figura 2.6. Esse modelo procura estabelecer certa interacdo entre as molas usadas
no modelo de Winkler. Tem-se:

h = k]_Vb - GVZVb (25)

onde G representa o parametro de rigidez cisalhante da camada.

l l
G

Figura 2.6 Modelo de Pasternak representando a regido de contato
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2.5 Modelo de Filonenko-Borodich

Esse modelo, ilustrado na Figura 2.7, assume que as molas sdo conectadas a uma membrana
elastica sujeita a um campo constante de tracdo T, procurando estabelecer certa interacdo
entre as molas. Matematicamente, € representado pela expressao:

h = klvb —TVZVb (26)

onde T é a intensidade do campo de tragdo na membrana.

Figura 2.7 Modelo de Filonenko-Borodich representando a regido de contato

Observa-se certa equivaléncia entre as expressdes para rea¢ao da fundacéo dos modelos
de Pasternak e Filonenko-Borodich. Dessa forma, nos capitulos seguintes, o segundo

parametro da fundacéo (T ou G) sera denotado por k.
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Capitulo 3

Formulacao de Elementos Finitos

3.1 Introducao

Grande parte das normas que se baseiam no modelo de resisténcia Gltima tém adotado
certas medidas para que seja considerada a ndo linearidade. I1sso ocorre porque, em geral,
0s projetos tém sido criados considerando a estrutura com comportamento elastico linear e,
sendo assim, as equagdes de equilibrio sdo formuladas com base na configuracdo
indeformada da estrutura. Dessa forma, assume-se que as deformacdes sd@o pequenas, e
seus efeitos sdo insignificantes na resposta e equilibrio da estrutura.

No entanto, uma analise elastica linear ndo € capaz de reproduzir o comportamento de
estruturas sob situacdes de carregamento limite ou condi¢es ndo usuais de carregamento,
pois as estruturas geralmente comportam-se de forma ndo linear antes de atingirem seus
limites de resisténcia. Dessa forma, tem sido feita uma busca por uma modelagem
estrutural que retrate de forma mais realistica 0 comportamento das estruturas, e a
consideracdo apropriada dos efeitos relacionados as ndo linearidades afeta
significativamente a qualidade dos resultados obtidos nas analises.

Dentre as fontes de ndo linearidade, destacam-se a ndo linearidade fisica e a nédo
linearidade geométrica. A primeira ocorre quando o material que compde a estrutura ndo
apresenta uma relacdo tensdo-deformacdo linear, ou seja, ndo obedece a Lei de Hooke.
Nesse caso, as equacdes constitutivas sdo mais complexas, e é considerada a perda de
rigidez do material a medida que a estrutura é carregada. Esse efeito ndo é considerado
neste trabalho, mas pode ser consultado em trabalhos como os de Chan e Chui (2000),
Machado (2005), Silva (2009) e Lemes (2015).

A ndo linearidade geométrica surge em casos onde ocorre a modificacdo da geometria
da estrutura ao longo do seu processo de deformagdo, ou seja, em estruturas com

deslocamentos relativamente grandes, onde a deflexdo lateral de um membro pode



ocasionar o aparecimento de momentos fletores adicionais. Diz-se que a estrutura tem
comportamento geometricamente ndo linear, conhecido também como efeitos de segunda
ordem. Nesse caso, consideram-se os efeitos P-A (global) e P-6 (local), oriundos das
deformacdes da estrutura a medida que é carregada. Esses efeitos sdo exemplificados na

Figura 3.1.

Antes do
carregamento

\ N
\ N\

. A\
.
| Durante o carregamento

W e ’a

Figura 3.1 Efeitos de segunda ordem: global, P-A, e local, P-6 (SILVA, 2009)

A seguir, na proxima secdo, sera apresentada a metodologia utilizada para a
modelagem do solo através da formulacdo de contato bilateral, e a modelagem da estrutura
considerando os efeitos geometricamente ndo lineares. As formulacGes utilizadas sdo
baseadas no Método dos Elementos Finitos (MEF), onde procura-se discretizar (dividir) o
meio continuo em subdominios (elementos), que séo interligados por pontos nodais, onde
define-se os graus de liberdade a serem determinados. Em geral, os resultados obtidos pelo
MEF sdo mais precisos quanto maior for o refinamento da malha, conduzindo a solucéo
exata do problema. Entretanto, deve-se adotar uma malha de elementos finitos que obtenha
resultados com boa precisdo, dentro do tempo de analise esperado.

A Figura 3.2 traz o elemento finito de viga-coluna adotado neste trabalho, e mostra
também os deslocamentos e forcas nodais no sistema global de coordenadas. Trata-se de
um elemento reticulado plano, limitado pelos nds i e j, que se deforma no plano da
estrutura. Cada um desses nds possui trés graus de liberdade, que sdo os deslocamentos

axial u, e transversal v, e a rotagdo 6. Séo indicadas também as forgas nodais.
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Algumas consideracdes quanto a geometria e deformacéo sdo feitas na modelagem
desse elemento de viga-coluna, e sdo validas para a analise da maioria dos sistemas
estruturais em aco. Assume-se que 0s elementos sdo inicialmente retos e que suas secoes
transversais permanecem planas ap6s a deformacgédo. Os perfis sdo compactos, ndo havendo
problemas de flambagem local, e os membros da estrutura sdo contraventados de forma
que a influéncia da flambagem lateral ou torc&o seja insignificante. E desprezado também
0 encurtamento axial nos membros sujeitos a flexdo, ocasionado pela curvatura. Séo
consideradas pequenas tensdes e deformacgdes, mas sdo permitidos grandes deslocamentos
e rotacdes de corpo rigido.

Sistema Estrutural

solo

Elemento de viga-coluna | 4
(n&o linearidade geométrica)

EXEEEEEEE NN
N

molas simulando a interagéo
com o solo

Figura 3.2 Elemento de viga-coluna adotado

3.2 Problema de Contato Bilateral

Considere inicialmente um problema de engenharia qualquer, como o ilustrado na
Figura 3.3a, onde pode ser observada uma estaca em contato bilateral com o solo. O
modelo matematico para esse problema estrutural esta ilustrado na Figura 3.3b. Considere
ainda que as variaveis estdticas e cinematicas do sistema sejam conhecidas nas
configuracGes de equilibrio 0, At, ... t, e que deseja-se obter a solu¢do em t+At tomando-se

a configuracdo t como referéncia (Figura 3.3c).
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K 0,1, t+At

|buv\/\/\/\f 0,1,1+Ar$

0,1,1+At
F

Estrutura

Ny

fundag@o
elastica

AU configuragio
N A indeformada ~——

LA fundacao &0)

elastica
WA configuragdo f —_|
0,1,1+At
SC

LA configuragdo ~——|

1At
A%

b) Modelo

a) Problema de engenharia o
matematico

¢) ConfiguracGes de equilibrio

Figura 3.3 Problema de engenharia envolvendo contato bilateral

Observa-se na Figura 3.3c que na configuracdo de equilibrio i (i =0, t, #+A¢) a coluna
ocupa o dominio 'V, cujo contorno é composto de trés partes: 'Sy, 'St e 'Sc. Assim, Sy define
a parte do contorno onde os deslocamentos sdo conhecidos, e St a parte onde as forcas de
superficie sdo prescritas. A parte do contorno denominada S¢ representa a regido onde a
estrutura esta em contato com o solo.

Ressalta-se que essas andlises envolvem grandes deslocamentos e rotacfes, mas
pequenas deformacdes. Nesse caso, de acordo com Silveira (1995), o sucesso de uma
estratégia incremental de solucdo estd diretamente relacionado a adogdo adequada de
tensores de tensdo e deformacdo, que devem ser conjugados energeticamente. Neste
trabalho, a formulacéo de contato bilateral utiliza o tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff 11 e
o tensor de deformacdo de Green-Lagrange. Assim, as equacBes de equilibrio, relacbes

cinematicas e relacBes constitutivas, respectivamente, sdo dadas por:

ASIJ,] +(Aui’j t+AtSjk,i),k =0 (31)

Agij =Aeij +AT]ij (3.2
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ASjj = Ciji Ay (3.3)

onde a notacdo indicial é utilizada com a convencdo de somatorio. Nessas equagdes, Au;
séo os deslocamentos incrementais e ASjj S0 as componentes incrementais do tensor de
Piola-Kirchhoff Il, que sdo as incognitas do problema; "™2'Sj sdo as componentes
cartesianas do mesmo tensor na configuracdo t+At. O tensor Ciy fornece as propriedades
dos materiais. O tensor de deformacfes incremental de Green-Lagrange é dado por Asij, €
Aejj e Anjj correspondem as componentes do tensor infinitesimal de Cauchy, sendo:

1
Aeij = E(Aui,j +AUj,i) (34)

1
Anij = E(Auk’i +Auk,j) (35)

Para corpos elasticos, deve-se satisfazer as seguintes condigdes de contorno:

Auj =AU em S, (3.6)
Q= Aui —Aubi =0.. Aui = Aubi em SC (38)

A Equacdo (3.6) representa as condi¢cdes de contorno essenciais do problema, onde

AU tem um valor prescrito em Sy. A Equagéo (3.7) fornece o equilibrio de forgas existente

em Ste n; é a normal unitaria. A Equacédo (3.8) indica que a distancia entre a estrutura e a
base é nula, ou seja, o deslocamento da base é correspondente ao deslocamento da
estrutura na regido de contato. Vale lembrar que a regido de contato pode se estender por
todo o dominio do sistema, ou ser concentrada em algumas regifes ou pontos.

A resposta da fundacdo na regido de contato foi apresentada no Capitulo 2 para cada

modelo representativo do solo. Essa reacdo é descrita, genericamente, através da equacéo:
Aty = CpAup; (3.9)

onde Arpi € Aupi S80, respectivamente, os incrementos de reacdo e deslocamento do solo, e
Cb corresponde ao seu parametro de rigidez.

Portanto, para um dado incremento de carga, a solucdo do problema de contato
bilateral é obtida resolvendo a Equacgdo (3.1), usando as Equacdes (3.2) e (3.3). Deve-se

impor as condigdes de contorno das Equacdes (3.6) e (3.7). E necessério impor a condicéo
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para deslocamentos da Equacdo (3.8) e considerar a reacdo da base conforme a
Equacdo (3.9).

Parte-se agora para a formulacdo do problema de minimizacdo equivalente, como
proposto por Maciel (2012), para que o problema de contato bilateral possa ser
convenientemente solucionado através do Metodo dos Elementos Finitos. O problema

proposto pode ser solucionado através de:

Min T (3.10)
Sujeitoa: =0, em S, (3.11)
sendo IT a energia potencial do sistema, definida como:
IT=Ug +Up +V¢ (3.12)

ou,

I1= I (tGij +%Asij)A8ij th—i— I (t Ihi +%Al’bi)AUbi tdSC— I FiAUi Ode (313)
t t 0
\Y S St

Na Equagdo (3.12), Ue e Up definem a quantidade de energia armazenada pela
estrutura e fundacdo elastica, respectivamente, para se moverem da configuracdo de
equilibrio t para a t+At. A energia potencial do carregamento externo é representada por Vs,
que € assumido como independente da deformacdo da estrutura. A restricdo da
Equacdo (3.11) indica que o contato é do tipo bilateral. Na Equacdo (3.13), Aui € 0
deslocamento incremental da estrutura, Au, € o deslocamento incremental da fundagéo
elastica, 'oij sdo as componentes do tensor de Cauchy na configuracdo t, ASj sdo as
componentes do tensor de tenséo de Piola-Kirchhoff I, Aejj s@o as componentes do tensor
de deformagcéo de Green-Lagrange, 'rp € Ar, definem a reacdo da base e seu incremento na
configuracéo t, e Fi representa as forgas externas atuantes nas regides St.

Substituindo as Equacdes (3.2), (3.3) e (3.9) em (3.13), chega-se a nova expressao
para a energia potencial do sistema, dada por:

m-1 ] CijAeghe; 'dV + [ Lojjag; tdV + [ ojan; v +

2¢ t t

\Y \ \Y%
(3.14)

+l I CbiAubiZ tdSC + j trbiAubi tdSC — _f FlAUi Ode
2tg ts Og
c c f
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A seguir, apresenta-se a metodologia numérica para solucdo do problema de contato
bilateral através do Método dos Elementos Finitos. O dominio dos corpos (estrutura e solo)
e seu contorno sdo substituidos por uma malha de elementos finitos, chegando-se a uma

equacéo de equilibrio ndo linear que rege o problema.

3.2.1 Discretizacao através do MEF

Considere o elemento finito genérico apresentado na Figura 3.2. Em geral, seus
deslocamentos incrementais, Au, podem ser relacionados aos deslocamentos nodais
incrementais, AQ, através das funcdes de interpolacdo de Hermite, contidas na matriz H,

COmo segue:
Au=H Al (3.19)
O tensor de deformacdes de Green-Lagrange pode ser escrito na forma matricial:
Ag = Ae+ An (3.16)

onde Ae e An relacionam-se com os deslocamentos nodais incrementais segundo as

expressoes:
Ae=B| Al (3.17)

sendo BL a matriz deformacdo-deslocamento para deformacdes e deslocamentos
infinitesimais, cujas componentes sdo obtidas combinando-se e diferenciando-se as linhas
de H. A matriz By depende ndo somente de H, como também é fungdo dos deslocamentos
nodais incrementais AQ (BATHE, 1996). Substituindo as Equacdes (3.17) e (3.18) em
(3.16), chega-se as componentes incrementais do tensor de Green-Lagrange em funcao dos

deslocamentos nodais:
ASZ(BL+BNL)AG (319)

A forma incremental matricial da Equacdo (3.3), onde é definido o tensor de

Piola-Kirchhoff Il para a estrutura, é dada por:

AS =CAe (3.20)

sendo C a matriz constitutiva.

Para a fundacdo eléstica, tem-se as seguintes equacfes matriciais:
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AUb = BbAGb (321)

Ary = CbAOb (3.22)

em que Alp € o vetor dos deslocamentos nodais da fundacdo eléstica, onde no contato
bilateral é igual ao vetor de deslocamentos nodais da estrutura no elemento considerado; e
By € a matriz que contém as funcdes de interpolagdo. A Equacdo (3.22) apresenta a forma
discreta da Equacdo (3.9), sendo que Cp é a matriz contendo os parametros de rigidez do
solo.

Substituindo as equacOes apresentadas nessa subsecdo no indicador variacional
(Equacdo 3.14), chega-se a expressao:

ﬁz%AGT [ BfcB, 'dV AG+%A0T [ (B[ CByL +BR CBL +B CBy ) 'dV AT+

tv tv

+A0T| [ Bl 'otdV [+AaT| | By ‘o tdV [+ (3.23)
Ry tg
Vv Vv

+IaaT| [ BlC,B, a5, [aa+AQT| | BIn, a8, [—AGT| [ HT UAE OGS,
: 'S 'S 05

Fazendo a primeira variagdo do indicador variacional acima, em relacdo a um campo
de deslocamentos nodais cinematicamente compativeis, e considerando a contribuicdo de
cada elemento finito do sistema estrutural em estudo, chega-se na equacao de equilibrio,

dada por:
[Ke"'Kb]AUJr tl:|e+ tl:|b: tJrAtM:r (3.24)

onde AU corresponde ao vetor de deslocamentos nodais incrementais, que deve ser
calculado através da estratégia incremental-iterativa que serd apresentada no proximo
capitulo; K¢ e Ky sdo, respectivamente, as matrizes de rigidez da estrutura e fundacao
elastica; 'Fic e 'Fip sd0 os vetores de forcas internas da estrutura e fundacdo elastica na
configuracdo de equilibrio t; e ™A' F, é o carregamento nodal equivalente aplicado ao

sistema em t+At. A metodologia para obtencdo dessas matrizes sera descrita a seguir.
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3.3 Modelagem do Solo

Nesta secdo sdo apresentadas as formulagGes utilizadas na modelagem da fundagéo
elastica, baseadas no Método dos Elementos Finitos. Os modelos detalhados a seguir foram
previamente descritos no Capitulo 2.

3.3.1 Modelo de molas discretas

Esse modelo € representado por molas discretas e independentes, ligadas aos pontos nodais
da malha de elementos finitos da estrutura. Por esse motivo, a discretizacdo tem grande
importancia nas analises feitas com esse modelo, pois quanto mais refinada for a malha de
elementos finitos, melhor sera a preciséo dos resultados.

A intensidade da reacdo da mola é diretamente proporcional ao deslocamento, ou
rotacdo, da mola no ponto nodal i do modelo (Figura 3.4), como segue:

Ni = KyiUi (3.25)
ryi = kyiVi (326)
Mg = Kei6; (3.27)

em que rxi, ryi € Mei S80 as reacdes; ui, vi e 0; sdo os deslocamentos nodais da estrutura no
ponto nodal i, e Kyi, kyi e kei S840 0S pardmetros de rigidez das molas conectadas a esse ponto.
Considerando as Equacbes (3.25) a (3.27), pode-se escrever a energia interna de

deformacdo armazenada pela base:

1 2 1 2 1 2
Ubizakxi Ui +§kyivi +§k9iei (328)

>
<

i i

=
21

D:T-I
=

Figura 3.4 Molas discretas conectadas a um ponto i da estrutura.
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As componentes da matriz de rigidez da base eléstica podem ser obtidas diretamente
da energia de deformacéo, considerando os deslocamentos nodais no sistema global de
coordenadas:

02U,

b (3.29)
O0AU,0AUy,

kb(m,n) =

A matriz de rigidez da fundacéo elastica, segundo o modelo de molas discretas, fica

organizada da seguinte forma:

kq O 0
Kpi=| 0 kyj O (3.30)
0 0 ky

Nessa equacdo, Kpi € a matriz de rigidez da fundacéo elastica associada ao ponto
nodal i. Finalmente, para obter a matriz de rigidez global, diagonal, da base elastica deve-
se considerar a contribuicdo de todos os m pontos nodais em contato com a fundacao, ou

seja:

Kp =2 Kpi (3.31)
m

Essa matriz sera somada a matriz de rigidez da estrutura, formando a matriz de rigidez
do sistema. As componentes diagonais nulas que podem estar presentes nessa matriz estao
associadas as deslocabilidades dos pontos nodais onde ndo ha restricdes impostas pelas
molas, ou ndo ha contato com o solo.

Para esse modelo de fundacdo, o vetor de forcas internas nodais incrementais € dado

por:
AR, =KpAU (3.32)

O modelo de molas discretas apresentado anteriormente considera as molas com
comportamento linear, onde o parametro de rigidez do solo permanece constante durante
toda analise. Sabe-se que o solo é um material cujo comportamento tem dificil descricéo, e
que uma relacdo constitutiva linear ndo € capaz de simular de forma mais realistica esse
comportamento. Por isso, para considerar a ndo linearidade das molas, foi implementado
um modelo multilinear, constituido por um conjunto de segmentos de reta. Tal modelo
permite que o usuario forneca alguns pontos de uma curva forga-deslocamento, ou

momento-rotacdo, obtida experimentalmente.
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Figura 3.5 Modelo multilinear

S&o definidos m pares ordenados, como mostrado na Figura 3.5 e, atraves de um
processo simples de interpolacdo linear, obtém-se a rigidez do solo naquele instante, para
um dado deslocamento, ou rotacdo da mola. Esse recurso permite simular de forma mais
realistica o comportamento do solo, e é possivel acompanhar sua degradacdo de rigidez

durante a analise.

3.3.2 Modelo de Winkler linear

O modelo continuo de Winkler assume que o solo pode ser representado através de um
conjunto de molas independentes, estreitamente espacadas, equivalente a uma fundacao

liquida. A reacdo da fundacéo é dada por:
Aty = kjAup, (3.33)

onde Arp e Au, S80, respectivamente, a reacdo da fundacgdo elastica e o incremento de
deslocamento transversal; ki é o parametro de rigidez das molas.
Para o elemento finito apresentado na Figura 3.2, a energia interna de deformacao

para esse modelo € dada por:

k&2
Ub :E.[Aub dx (3.34)
0
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sendo L o comprimento do elemento.
O incremento de deslocamento, Aus, pode ser relacionado com os valores nodais desse

elemento, AQy, cCOMO Segue:
AUb = BbAGb (335)

na qual By € a matriz que contém as funcdes de interpolacdo de Hermite, organizadas da

seguinte forma:

Hy :1—3(%j2+2(%j3 (3.36)
H, =X_¥+i_z (3.37)
Ha = 3@2 - 2@3 (3.39)
H4=—%+i—z (3.39)
Bp=[0 H;y Hy 0 Hs Hy] (3.40)

Ao substituir (3.35) em (3.34), e sabendo que BbAObZAGEBg, obtém-se a forma

discreta da energia de deformacéo:

U, ==0p K§ay, (3.41)

N |~

na qual Kg ¢ a matriz de rigidez da fundacdo elastica para o elemento considerado, cuja

expressao € dada por:

L
KE=Cy [ B] By dx (3.42)
0

onde L € o comprimento do elemento finito, e Cy, é a matriz constitutiva do solo, em que,
para o caso de Winkler linear, Cp = ki.
Ao substituir a Equacdo (3.40) na equagdo anterior, obtém-se as componentes da

matriz de rigidez da fundacéo elastica do elemento, simétrica, como segue:
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- _13CplL . _ _11Cy L% _9C,L
Ko(22)=K0(5.8)= 35—+ Koea) =~ Kbs =55+ o) =7 (3.43)
oo oz gl Gl |
I R A LT I ORI YTy

Finalmente, para obter a matriz de rigidez global, da fundacdo elastica deve-se
considerar a contribuicdo de todos os m elementos na regido de contato, chegando a:

Kp =YK} (3.44)

Da Equagéo (3.24), ao se considerar o modelo de Winkler, verifica-se a contribuigéo
da fundacdo elastica para as forcas internas incrementais. Para o elemento, pode-se

reescrever da seguinte forma:
AEE =K EAQ, (3.45)

sendo At Fp o vetor de forgas internas incrementais da base, para o elemento considerado.

Por fim, deve-se somar a contribuicdo de todos os elementos da regido de contato,
transformando do sistema local para o sistema global atraves da matriz de rotacédo, R®, da
seguinte forma:

At Fib _ Z(RGT AtFi%) (346)

m

3.3.3 Modelo de Winkler ndo linear

Alguns materiais, como 0 solo, ndo podem ser verdadeiramente representados por um
conjunto de molas lineares. Por isso, Chandra et al. (1987) propés um polindmio com um
termo ndo linear clbico para representar a reacdo da fundacdo elastica, levando-se em
conta o comportamento ndo linear do solo, presumindo que as ndo linearidades ndo séo de
ordem superior. O modelo foi testado através de ensaios de placa, onde os autores
concluiram que é capaz de representar o0 comportamento ndo linear do solo com bastante
precisdo. Mais recentemente, esse modelo foi utilizado por Shen (1995 e 2000), Holanda
(2000) e Tsiatas (2010).

A relacdo forca-deslocamento é dada pela seguinte expresséo:

I, = Ky + kaVE (3.47)
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onde ki € o pardmetro de rigidez de Winkler, ks é o pardmetro de rigidez da parcela ndo
linear, e vy é a deflexdo transversal do elemento.

Na equacdo anterior, o sinal positivo corresponde a uma fundacdo com ganho de
rigidez (ou hardening foundation), e o sinal negativo esta relacionado a uma fundagdo com
perda de rigidez (ou softening foundation). Nos exemplos apresentados neste trabalho foi
considerado o modelo de Winkler ndo linear com perda de rigidez, baseando-se na
suposicdo de que a maioria dos solos apresenta esse comportamento a medida que é
solicitado por cargas externas.

Como apresentado para 0 modelo de Winkler linear, em uma analise ndo linear por
elementos finitos, € necessario calcular o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez. O
vetor de forgas internas é dado por:

Fib=[Bp 1, AV (3.48)

\%
em que Fin é 0 vetor de forcas internas da base, e By é a matriz contendo as fungdes de
interpolacdo (Equacéo 3.40).
A matriz de rigidez é dada pela derivada da forca interna em relacdo ao vetor de

deslocamentos nodais, u. Sendo assim, tem-se:

dx (3.49)

Aplicando-se a regra da cadeia para resolver a derivada, chega-se a expressdo final da

matriz de rigidez da fundacao:
C T
KE=[BpCpBy, dx (3.50)
0
Nota-se que a equacdo anterior € igual a Equacdo (3.42). No caso do modelo de
Winkler ndo linear, a matriz constitutiva Cy € dada por:
Cp, = kg —3kaw? (3.51)

Na equacdo anterior, w corresponde ao deslocamento no ponto central do elemento.
Para obter seu valor, os deslocamentos nodais, U, foram aproximados através das funcdes
de interpolacdo apresentadas nas Equacdes (3.36) a (3.39). Substituindo nessas equacgdes o

valor de x=L/2, chega-se a:
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B, :{o

N |~

Lol L (3:52)
8 2 8

Portanto, o deslocamento no ponto central do elemento é dado por:
-RrTq
w=B, 0 (3.53)

Em uma andlise ndo linear, o valor de w é atualizado a cada incremento, obtendo-se
um novo valor para Cp. Portanto, é necessario recalcular a matriz de rigidez da base
elastica a cada incremento de carga At, pois ela ndo é constante no modelo de Winkler nao
linear. O vetor de forcas internas para esse caso € o0 mesmo do modelo de Winkler linear,

que é escrito novamente abaixo:

At F$ =KEADy, (3.54)

3.3.4 Modelos de Pasternak e Filonenko-Borodich

Sdo modelos que procuram estabelecer certa interacdo entre as molas, melhorando o
modelo de Winkler linear através da introducdo de um parédmetro de rigidez adicional.
Como ja& mencionado no Capitulo 2, o0 modelo de Pasternak assume que as molas sao
conectadas por uma camada que se deforma apenas sob tensdes de cisalnamento. Ja o
modelo de Filonenko-Borodich assume que as molas sdo conectadas por uma membrana
sujeita a um campo de tracdo. Para esses modelos, a relagdo incremental de forca-

deslocamento € dada por:
Aty = kyAu, —koV2Auy, (3.55)

onde ki é o parametro de rigidez elastico transversal, igual ao modelo de Winkler. O valor
de k2, segundo o modelo de Pasternak, corresponde ao parametro de rigidez cisalhante da
camada. Para 0 modelo de Filonenko-Borodich, o valor de k. corresponde a intensidade do
campo de tracdo atuante na membrana.

Considerando novamente o elemento finito da Figura 3.2, a energia interna de

deformacdo para esses modelos é dada por:

L L 2
Uy :ﬁJAubzdx+k—2j(dAubj dx (3.56)
20 2 g\ dx
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De forma anéloga a apresentada na Se¢do 3.3.2, considera-se que o incremento de

deslocamento Au, pode se relacionar com os valores nodais desse elemento, Alb, através

das funcdes de forma, e sabendo que BbAObzAﬂng , tem-se:

dA dB
92 _ b Aq, (3.57)
dx dx
(dﬂjm = AQ) dBy (3.58)
dx b b1 "ax '
Portanto, a energia interna de deformacédo da fundacéo elastica sera:
1 A~ e ~ 1 ~T e ~
Ub =§Aub KblAUb +EAUb szAUb (359)

sendo K, a matriz de rigidez do modelo de Winkler, calculada pela Equagdo (3.42), e

K}, € dada por:

L
Kf2=ka [ Bpx Bpxdx (3.60)
0

com By  sendo a derivada de By em relagdo a x.
Assim, efetuando-se as derivacbes e integracdes necessarias, obtém-se as

componentes da matriz Ky, simétrica:

Kba(2,2)=Kna(5.5)= 7~ kb2(2 3)= —Kn2(5.6)= 7 kb2(2,5) = _5_L2 :

k 2k L koL
K22, 6)-—kb2(35)-——0 kb2(33)—kb2(66)——5 ;e Kpp3,6)= 30

(3.61)

Finalmente, para obter a matriz de rigidez global da fundacdo elastica deve-se

considerar a contribuicdo de todos os m elementos na regido de contato, chegando a:

Kp = (K1 +KE) (362)
m

Portanto, para esses modelos, o vetor de forcas internas nodais incrementais € dado

por:

MRS =(KEy +KEp Ay (3.63)
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Como nos modelos anteriores, deve-se considerar a contribuicdo de todos os m
elementos finitos na regido de contato, transformando o vetor de forgas internas para o

sistema global de coordenadas através da matriz de rotacdo, R®, da seguinte forma:

MRy =x(RT ARG (3.64
m

3.4 Modelagem da Estrutura

Foi utilizada uma formulacdo proposta por Yang e Kuo (1994), ja existente no CS-ASA,
que inclui os efeitos da ndo linearidade geométrica. Na analise ndo linear incremental
utilizou-se a formulacdo em referencial Lagrangiano atualizado para descrever o
movimento de corpos sélidos, onde a configuracdo de referéncia corresponde a altima
configuracgdo de equilibrio determinada. Portanto, ao final de cada incremento de carga, o
referencial € transferido para a ultima configuracdo de equilibrio calculada, t. Segundo
Bathe (1996), essa formulacdo inclui os efeitos ndo lineares devido a grandes
deslocamentos e tem boa eficiéncia numérica.

Com essa abordagem, o caminho de carregamento de um corpo sélido € dividido em
trés configuracbes de equilibrio: a configuracdo inicial, t=0, a ultima configuracéo
deformada, t, e a configuracdo deformada corrente, t + At. Assume-se que na configuragéo
t sdo conhecidas as variaveis de estado, como tensdes, deformacbes e deslocamentos.
Considerando que o carregamento externo que atuou na configuracéo t tenha sofrido um
pequeno acréscimo de valor, o processo incremental determina essas variaveis para 0 corpo
na configuracdo t + At.

Nesta formulacdo é utilizada a teoria de barra de Euler-Bernoulli, que assume que as
secdes transversais, perpendiculares ao eixo da barra antes da flexdo, continuam planas,
perpendiculares ao eixo e indeformadas apds a flexao.

Adota-se duas componentes de tensdo, axial e cisalhante de Cauchy, e duas
componentes de deformacéo associadas, que sdo os incrementos de deformacdo de Green-

Lagrange atualizados, sendo elas:

Agyy = Abyy +Anyy (3.65)
Agyy = Ay, +An (3.66)
Xy Xy Xy

onde:
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Aeyy =

Aeyy = >
ANy :%
Anyy Z%

1 dAUJrH
dy  dx

@f
dx

[GE

[ dAT dAT

+dAvdAv
| dy dx dy dx

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

sendo Az 0 deslocamento axial de um ponto cuja distancia da linha neutra é igual a y, e Av

é 0 deslocamento vertical desse ponto, como mostra a Figura 3.6.

Portanto, tem-se a seguinte expressao para Ai:

dAv

AU=AU—-Y——
y dx

(3.71)

em que a primeira parcela, Au, € uma consequéncia dos esforcos extencionais atuantes e é

constante ao longo da secdo, e a segunda parcela, y(d4v/dx), € devida aos esforcos de

flexdo, com variacao linear com a distancia a linha neutra.
Substituindo (3.71) em (3.67), (3.68), (3.69), e (3.70), tem-se as seguintes relacoes:

dAu d2Av
Ao =g Y 2
dx
1{ dAv dAv
Aeyy = |~
2 dx dx
I 2
1|(dAu
A ==l =2 | =2
Mxx 2 ( dxj y
a1 _daudav
Dy T T a4 dx

R

dAu d2Av

d2Av

dx  dx?

dav d?Av
dx dx2

+y2(

H

dx?

K

dav
dx

jz

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)
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Figura 3.6 Comportamento da secdo transversal (SILVA, 2009)

Segundo Galvao (2000), para uma referencial Lagrangiano atualizado, € muito
importante definir para o elemento finito o estado de tensdes ou deformacfes na ultima
configuracédo de equilibrio obtida no processo de solucéo incremental, t. Assim, os esforcos

iniciais resultantes sdo calculados através da integracao das tensbes de Cauchy:

tp= e, dA (3.76)
A

Q= "1y 0A (3.77)
A

'™ = [ tr,, ydA (3.78)
A

sendo 'P o esforco axial, 'Q o esforco cortante e 'M o momento fletor. Segundo

Galvao (2000), os esforcos cortante e momento fletor podem ser reescritos como:

JY =—Mi+wx (3.79)
tQ:_(Mith) (3.80)

Considerando a hipdtese de Bernoulli, apenas as tensdes axiais, Atxx, podem ser

obtidas pela lei constitutiva At,, = EAg,, . As tensdes cisalhantes incrementais devem ser
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determinadas através de condicGes de equilibrio. Considerando h a altura da secdo

transversal, tem-se:

2 3 3
ATXX :A'Clxy +A’CQ§/ :E(yz _h_J(d Av dAU d AV] (381)

+
2 4| a3 dx g3

O funcional de energia na configuracdo atual t+At é definido por:
AIT=AU + AV (3.82)
onde o incremento de energia de deformacgdo, AU, é definido como:
tsij +Asij
Voot
J
Considerando-se as deformacdes axiais e cisalhantes, escreve-se (GALVAO, 2000;
SILVA, 2009):

AU = [ (therxx"'ZthyAgxy)"' LZ+2AerAaxy dv (3.84)
v 2Aeyy

O incremento da energia potencial das forcas externas, AV, é definido como:

AV =—[ fiAujds = —[ ' f; Aujds — | Af; Au; ds (3.85)

S S S
A sequir, serdo feitas duas diferentes consideracdes, que originardo duas formulacGes
ndo lineares de elementos finitos, chamadas de formulacdo linearizada e formulacdo com
termos de ordem elevada. Na primeira, assume-se que as deformacdes incrementais sao tdo
pequenas que pode-se desprezar as parcelas ndo lineares. Dessa forma, a Equacdo (3.84)

pode ser reescrita como:

AU = ﬂ(trXXAsXX+2terAaxy)+ iz dv (3.86)
Y% 2Ae5y

De acordo com Alves (1993), observa-se a seguinte condicao:

| (trXXAeXX T 2%XyAeXy)dv = [t f,Au; ds (3.87)
\ S

Realizando algumas operacdes algébricas, pode-se chegar ao funcional de energia na

configuracéo t+At, definido como:
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AIT =U|_ -I-UG —jAfiAUidS
S

onde:

UL:% [ EAed tdv
tv

L 2 2 2 2
UG:EJtP (dAuj J{dAv +I_ d“Av ot
2; dx dx Al dx2

L 2 LT
+lj tM dﬂd Av dx_ij’ tQ_dAuH}dX
20 20

L dx dx

(3.88)

(3.89)

(3.90)

Na formulagdo com termos de ordem elevada, as parcelas ndo lineares das

deformacdes incrementais ndo sdo desprezadas. Nesse caso, o funcional de energia é

definido como:

AIT ZUL +UG+U1+U2 —jAfiAUidS
S

sendo UL e Us 0s mesmos definidos anteriormente, e Uz e U séo definidos por:

L
Up=]
0

2
& dAuZerAv2 +3EI dAu( d2Av +E|d3Av dAv dAu
2 | dx dx 2 dx | gx? dx3  dx dx

2
LI EA( dAu?  dAv? El [ dau?  dAv? |( d2Av 2
Uy, =] + +— + dx“ +
0

8| dx dx 8| dx dx dx2

_EI dAu d?Av dAu? dAv d3Av 2
— + El dx
2 | dx gx? dx dx gx3

dx

(3.91)

(3.92)

(3.93)

A seguir, serd mostrado o procedimento para obtencdo da matriz de rigidez e vetor de

forcas internas. Usando novamente o elemento finito da Figura 3.2 e aproximando-se,

através das funcdes de interpolacdo de Hermite, os deslocamentos incrementais Au (funcao

linear) e Av (funcédo cubica), segundo Silveira (1995) e Galvao (2000), pode-se reescrever

o0 funcional AIT em fun¢do dos deslocamentos nodais do elemento, considerando apenas a

estrutura sem contato, chegando-se a:
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ATT = Au" FKL +1KG +1K1 (Au)+iK2 (Au,Au)}Au+
2 2 6 24 (3.94)

+AuT tfie ~Au' (”At)xfr

em que as componentes das matrizes K., K, K1, e K2 podem ser obtidas diretamente da
energia interna de deformacédo, através da diferenciacdo dos termos em (3.89), (3.90),
(3.92) e (3.93), ou seja:

KL(mm) = %ifn%un (3.95)
Ko(m,n) = %iiq%un (3.96)
“amm) = 8AumZZLlJJ,118Auk (3.97)
Ka(m,n) = 8AumaAi:L;§ukaAup AlkAUp (3.98)

O vetor de forcas internas incremental da estrutura pode ser obtido através da
Equacdo (3.94), estabelecendo a primeira variacdo da energia potencial total igual a zero,

obtendo-se:
1 1
Af, = KL+KG+§K1(AU)+6K2(AU,AU) Au (3.99)

Calcula-se entdo o vetor de forgas internas da estrutura na configuracdo de equilibrio
t+ALt:

(A0t 4 Af (3.100)

A matriz de rigidez do elemento da estrutura em coordenadas locais, Ke, obtida a

partir da Equacéo (3.94), é dada por:
1 1
Ke :KL+KG+EK1(AU)+EK2(AU,AU) (3.101)

onde, no caso da formulacdo linearizada, ndo consideram-se os termos Ki e K. Os
elementos de todas as matrizes da Equacdo (3.101) podem ser encontrados detalhadamente
no trabalho de Silva (2009).
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Na equacdo anterior, K. € a matriz elastica linear convencional, e K, é a matriz de
tensdes iniciais, ou matriz de rigidez geométrica, cujos termos dependem das forcas nodais
iniciais. Os elementos da matriz K1 sdo funcdes lineares dos deslocamentos nodais
incrementais, e os elementos da matriz K, sdo funcbes quadréticas. Os efeitos de segunda
ordem sdo introduzidos na analise atraves das matrizes K, K1, e Ko, que estabelecem a
mudanca na rigidez do elemento.

No caso de sistemas onde avalia-se a interacdo entre o solo e a estrutura, a matriz de
rigidez da estrutura deve ser somada a matriz de rigidez da fundacéo (solo), Ky, € 0 mesmo
deve ser feito com o vetor de forcas internas. Portanto:

Ks=Ke+Kp (3.102)
1 1
Afg =| K +K +§ K, (Au) +E K, (Au,Au) |Au+K,Au (3.103)

nas quais Ks é a matriz de rigidez do sistema. A obtencdo da matriz Ky, foi descrita na
secdo anterior desse capitulo.

Tentando minimizar inconsisténcias devido ao aparecimento de forcas indevidas
que surgem devido a deslocamentos de corpo rigido, Galvdo (2000), Silva (2009) e
Maciel (2012) reescreveram o vetor de forcas internas, utilizando os chamados
deslocamentos naturais incrementais, AQn, ou seja, 0s deslocamentos que efetivamente

causam deformacéo, como ilustrado na Figura 3.5. Tem-se, portanto, suas componentes:
AOR=[0 0 ¢ & 0 ¢] (3.104)

Utilizando as relagdes geométricas mostradas na Figura 3.7, pode-se escrever:

§=+a0 1) (3.105)
¢j=A0j—o (3.106)
b = A —a (3.107)
a =tan—1(Avjt—_LAV‘J (3.108)
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Figura 3.7 Deslocamentos naturais do elemento (SILVA, 2009)

Os deslocamentos naturais incrementais séo utilizados apenas nas forcas internas da
estrutura. Para as forcas internas da base utilizam-se os deslocamentos nodais incrementais
Au.

A matriz de rigidez e o vetor de forcas internas do elemento no sistema local sdo

transformados para o sistema global de coordenadas usando as expressoes:

Ksg ="R" KR (3.109)

(t+At)fisg _ RaT (t+At)fis (3.110)

onde 'R é a matriz de rotagdo entre o sistema global e o sistema local atualizada na
configuracdo t, e R, é a matriz de rotacdo atualizada na Ultima iteracdo processada.

Ambas matrizes dependem apenas da inclinacdo o, definidas como:

[ cosa sena O 0 0 O
-seno cosa O 0 0 0
0 0 1 0 0 0

R = (3.111)
0 0 0 cosa sena O
0 0 0 -sena cosa O
0 0 0 0 0 1
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A matriz de rigidez, K, e o vetor de forgas internas, Fi, do sistema estrutural,
considerando a interacdo da estrutura com uma base elastica, sdo obtidos somando-se a

contribuigdo de cada um dos m elementos finitos utilizados na discretizagéo, ou seja:

K =3 Kgg (3.112)
m
(t+At) F| — Z (t+At)fng (3113)
m

sendo Kg e fisg @ matriz e o vetor de forcas internas de cada elemento no sistema global de

coordenadas.
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Capitulo 4

Metodologia para Analise Estatica
N&o Linear

4.1 Introducéo

Nesse capitulo serdo abordados os fundamentos para a analise estatica ndo linear de
sistemas estruturais em contato com o solo através do método dos elementos finitos
(MEF). Em uma anélise ndo linear, a matriz de rigidez do sistema estrutural deve ser
atualizada a cada incremento para alcancar o equilibrio devido as alteracfes que ocorrem
na geometria. Portanto, € necessario realizar uma andlise incremental ndo linear que
incorpore procedimentos iterativos em cada passo incremental.

No processo incremental, pode-se identificar duas fases: predita e corretiva. A
primeira delas envolve a solucdo dos deslocamentos incrementais atraves das equacgdes de
equilibrio da estrutura, a partir de um determinado acréscimo de carregamento. J& a fase
corretiva, como o proprio nome induz, faz a correcdo das forcas internas incrementais,
obtidas dos acréscimos de deslocamentos pela utilizacdo do processo iterativo.
Posteriormente, as forcas internas sdo comparadas com 0 carregamento externo,
obtendo-se a quantificacdo do desequilibrio existente entre tais forcas. Esse processo
corretivo é refeito até que a estrutura esteja em equilibrio, segundo um critério de
convergéncia determinado. Para explicar melhor a metodologia de andlise ndo linear, é

necessario fazer algumas observacdes sobre a notacdo adotada:

e Considera-se que o campo de deslocamento e o0 estado de tensdo da estrutura e da base
elastica sdo conhecidos no passo de carga t, e deseja-se determinar a configuracdo de

equilibrio no passo de carga t+At;



e k € o contador do nimero de iteragdes em um determinado passo de carga. Quando
k=0, tem-se a solugdo incremental predita, e para outros valores tem-se o ciclo iterativo
de Newton-Raphson;

e ) e U sdo o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais;

e A)X e AU sdo os incrementos do pardmetro de carga e dos deslocamentos nodais,
medidos a partir da dltima configuracdo de equilibrio;

e O\ e SU definem as correcOes do parametro de carga e dos deslocamentos nodais

obtidos durante o processo iterativo.

4.2 Solugao Incremental Predita

Para obter a solucdo incremental predita, deve-se inicialmente montar a matriz de rigidez
tangente do sistema estrutural, K, j& com a contribuicdo da fundacdo elastica, usando
informacbes da ultima configuracdo de equilibrio. Logo apos, obtém-se o vetor de

deslocamentos nodais tangenciais, SU;:
oU,=KIF, (4.1)

E possivel realizar a selecdo automatica do incremento inicial do parametro de carga,
AN, por meio de uma estratégia de incremento de carga. As estratégias usadas neste
trabalho serdo descritas mais adiante neste capitulo. Apos definir o incremento inicial,
chega-se no vetor de deslocamentos nodais incrementais tangenciais, AU?, escalonando-se

AUy, como segue:
AUP=A0 5U, (4.2)
Logo apos, atualiza-se o parametro de carga e os deslocamentos totais, como segue:
(t+AD ) _ty | A30 (4.3)
(t+A1) | = ty 4 AUO (4.4)

onde " e 'U definem o ponto de equilibrio no tltimo passo de carga.
As Equacgdes (4.3) e (4.4) nem sempre sdo capazes de satisfazer a condicdo de
equilibrio do sistema, e entdo sdo necessarias novas iteraces para restaurar o equilibrio.

Esse processo sera descrito a seguir.
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4.3 Ciclo de Iteracdes

Quando utiliza-se 0 metodo tradicional de Newton-Raphson, o pardmetro de carga A €
mantido constante durante o ciclo de iteracbes. No entanto, quando se pretende obter a
trajetoria de equilibrio de forma completa, passando possivelmente por pontos limites, é
necessaria uma estratégia que permita a variacdo do pardmetro de carga em cada iteracéo.
Seguindo a técnica proposta por Batoz e Dhatt (1979) e utilizada por Silva (2009), onde a
variacdo de carga é permitida, a mudanca dos deslocamentos nodais é dada por:

K&-D suk = —gu®D 2Ky, k>1 (4.5)

em que g representa o vetor gradiente, ou vetor de forcas desequilibradas, que deve ser
anulado ao longo do ciclo iterativo, indicando que foi atingido o equilibrio. A matriz de
rigidez, K, deve conter a contribuicdo da estrutura e da fundacdo elastica que representa o
solo.

Como indicado na Equacdo (4.5), o vetor gradiente € funcdo dos deslocamentos
nodais totais, U™, calculados na Gltima iteracdo e do parametro de carga total corrente,

A, que também é uma incognita do problema, escrita na forma:

ak o kD) sk (4.6)

em que S)1X é a correcdo do pardmetro de carga.

O vetor g na iteragdo corrente sera:

gk =R (26D 152k R 4.7)

Portanto, pode-se reescrever a Equacéo (4.5) como:

K -Dsy :—[Fi(k_l) ~(1l +8>J‘)Fr} (4.8)
onde, nas duas equacdes anteriores, o vetor de forcas internas € dado por:

k-1 k-1 k-1
s L (4.9)

em que 0s vetores Fi(ek_l)e Fi(bk_l) representam, respectivamente, a contribuicdo da

estrutura e da fundagéo elastica na montagem do vetor de forcas internas. O produto A& VF,
representa o vetor das forcas externas atuantes na Ultima iteracdo. A Equacdo (4.8) pode

ser reescrita como:
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KK Dsuk = gk 1 s kF, (4.10)

Dessa equagdo séo obtidos os deslocamentos nodais iterativos, que podem ser
decompostos em duas parcelas, da seguinte forma:

UK = 8UY + 81K 8UF (4.11)

sendo SU'é a corregdo do deslocamento proveniente das for¢as desequilibradas do sistema,

e 8U'§ é o vetor de deslocamentos iterativos resultante da aplicacdo do vetor de cargas de

referéncia.
sUf =KD gk (4.12)
sUK =k, (4.13)

Apos a obtencdo da solugdo iterativa (&% e SUX), é feita a atualizacdo das variaveis

incrementais e totais, como segue:

MK = KD 5k (4.14)
(t+At)7Lk _ t?»+A7»k (4.15)
AUK = AUKTD 45U + 81 15UF (4.16)
(t+A1) |k _ ty 4 AUK 4.17)

Esses procedimentos sdo repetidos até que um dos dois critérios de convergéncia
implementados no CS-ASA (Silva, 2009) seja respeitado. O primeiro € baseado em
relacGes de forcas, e é calculado no inicio da iteracdo corrente utilizando parametros da

iteracdo anterior. Ele é definido como:

)

G = | <¢ (4.18)

‘Ak(k_l) F,

onde o numerador representa a norma euclidiana do vetor de forgas desequilibradas da
iteracdo anterior, e o denominador é a norma euclidiana do vetor de incremento de
carregamento externo. O fator de tolerancia, ¢, é fornecido pelo usuario como dado de

entrada.
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O segundo critério de convergéncia € baseado em deslocamentos, e & sempre

verificado ao final da iteracéo corrente. Seu valor é dado por:

suUK

Co=1—1<C (4.19)
AU

em que o humerador é a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos e o denominador é
a norma euclidiana dos deslocamentos incrementais, que sdo obtidos apds a corre¢do do
processo iterativo.

A Tabela 4.1 apresenta o algoritmo com os detalhes da estratégia adotada para a
solugéo do problema néo linear, considerando o contato bilateral. A seguir, serdo descritas
as estratégias de incremento de carga e iteracdo usadas neste trabalho.

4.4 Estratégias de Incremento de Carga e Iteracéo

Como ja mencionado, o método de Newton-Raphson, em sua formulagdo classica, ndo é
capaz de ultrapassar os pontos limites de carga e deslocamento, e pontos de bifurcagéo, ao
longo da trajetoria de equilibrio do problema. Nesse contexto, sdo necessarias algumas
estratégias de incremento de carga e de iteracdo, usadas como ferramentas na analise nao
linear. Nesta secdo serdo apresentadas as estratégias que se mostraram mais eficientes na
solugcdo ndo linear dos problemas de contato bilateral apresentados no Capitulo 6. No

entanto, estdo presentes no CS-ASA varias outras opg¢des, implementadas por Silva (2009).

4.4.1 Estratégias de Incremento de Carga

Na solucdo incremental predita objetiva-se avaliar AL°, para obter AU através da
Equacdo (4.2). Uma estratégia eficiente deve atender a trés funcBes: fornecer grandes
incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear; fornecer pequenos
incrementos quando a resposta for fortemente ndo linear; e ser capaz de escolher o sinal
correto para o incremento inicial, introduzindo medidas capazes de detectar quando pontos
de maximo e minimo forem ultrapassados. As estratégias usadas neste trabalho sdo

descritas a seguir:
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1. Comprimento de arco
Essa estratégia foi idealizada por Riks (1972), Crisfield (1981) e Ramm (1981 e 1982), que

utiliza a restricdo de comprimento de arco, ou seja:

AUTAUH(M)? FTF, = Al2 (4.20)

onde Al representa o incremento do comprimento de arco.

Procurando atender a restricdo anterior na etapa de solugio predita, onde AA=AL° e
AU=AU", e ainda considerando a Equagdo (4.2), ap6s manipulacdes algébricas chega-se na
expressdo para o parametro de carga inicial:

Al

A0 =+
JoUTsU, +FTF,

(4.21)

Crisfield (1981) sugere que os termos de carga sejam desprezados, entdo a
Equacéo (4.21) é reescrita como:
Al

MO=r—— (4.22)
Jouau,
O incremento do comprimento de arco Al pode ser obtido através da expressao:
| 1/2
Al=Alj [|_d] (4.23)
p,a

em que l¢ € 0 numero de iteracdes, fornecido pelo usuério no arquivo de entrada; lpa € 0
namero de iteracfes necessario para a convergéncia do processo no passo de carga
anterior; e Alpa € 0 comprimento de arco no passo de carga anterior.

Crisfield (1981) propds que a seguinte equacdo deveria ser satisfeita ao longo do ciclo

iterativo:

AUTKAUK = AI2 (4.24)

em que o sobrescrito k representa a iteracdo corrente.
Substituindo a Equacdo (4.16) na expressdo anterior, e realizando as manipulac6es
algébricas necessarias, chega-se na equacao cuja solucdo fornece o valor do parametro de

carga corretivo )X procurado. Sua expressdo ¢ dada por:

AWK B3 +C =0 (4.25)
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Tabela 4.1 Metodologia de solugdo numérica para analise estatica ndo linear

1. Dados gerais: caracteristicas geométricas e dos materiais, malha de elementos finitos, rigidez da
fundac&o eldstica, entre outros

2. Define o vetor de cargas nodais de referéncia, F

3. Consideram-se os deslocamentos e o parametro de carga na Ultima configuracdo de equilibrio
conhecida, t: 'U e A

4. Solugdo predita: AL% e AU°
4.1 Calcula-se a matriz de rigidez tangente do sistema: K = K + Ky,
4.2 Resolve: 8U, = K* F;
4.3 Define AL (Secéo 4.4)
4.4 Calcula: AU® = AL® 5U;
4.5 Atualiza as variaveis na configuracdo t+At:

(t+A), _ty 30 o FAD [ _ty 4 A0

5. Processo iterativo de Newton-Raphson: k=1, 2, 3, ...
5.1 Calcula-se o vetor de forgas internas:

5.2 Calcula o vetor de forcas desequilibradas:
g(k—l) _ (t+At)Fle(k—1) " (t+At)F|b(k—1) _ (t+At)M:r

5.3 Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em forcas, ou em forcas e
deslocamentos conjuntamente
SIM (Critério de forcas): Pare o processo iterativo e siga para o item 6

5.4 Atualiza a matriz de rigidez tangente do sistema (K)

5.5 Corrige o parametro de carga, ALY (Secéo 4.4)

5.6 Determina o vetor de correcdo dos deslocamentos nodais SUK = SUE +6xk6U'§ , COM:

sUS =k KD gD ¢ suf =k,

5.7 Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos, ou em
forgas e deslocamentos conjuntamente
SIM (Critério de deslocamentos): Pare 0 processo iterativo e siga para o item 6
SIM (Critério de forgas e deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 6, apenas
se houve convergéncia no item 5.3

5.8 Atualiza o pardmetro de carga, A, e 0 vetor de deslocamentos nodais, U:

a) Incremental: Akk :M(k_l) +8xk e AUX = AU 45Uk

b) Total: (FAUK =t 1 ank e (FAY Yk Zty 4 AUK
5.9 Retorna ao passo 5

6. Realiza um novo incremento de carga e retorna ao item 4
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No trabalho de Silva (2009) encontram-se os valores das constantes A, B, e C, e
também um procedimento que permite a escolha do melhor valor para o parametro de

carga entre as raizes da Equacéo (4.25).

2. Deslocamento generalizado

A estratégia de incremento baseado no deslocamento generalizado foi proposta por Yang e
Kuo (1994). A equacdo de restricdo abaixo deve ser respeitada tanto na fase predita quanto
no ciclo de correcoes:

CToUX +kyonk = HK (4.26)

onde C é uma matriz de constantes, ki também € constante, e H é um parametro
incremental (deslocamento, comprimento de arco ou trabalho externo). Diferentes
estratégias de incremento de carga e iteracdo sdo obtidas em fungdo dos valores dessas
variaveis.

Seguindo a metodologia encontrada em Silva (2009) para essa estratégia, sao
atribuidos valores para os parametros da equacdo anterior na definicdo da solucédo

incremental predita, como segue:

M0 =+a20 |GSP) (4.27)
em que GSP corresponde ao parametro de rigidez generalizado do sistema, dado por:
(16UrT) 15U,
GSP=-—+—— (4.28)
(tsurT) SU,

Nas Equacbes (4.27) e (4.28) o subscrito e o sobrescrito 1 estdo relacionados com o
primeiro passo de carga, e 0 sobrescrito t representa a ultima configuracdo de equilibrio.
A escolha do sinal positivo ou negativo nas Equacdes (4.21), (4.22) e (4.27) seguiu 0s

critérios de escolha implementados no CS-ASA, que estdo definidos em Silva (2009).

4.4.2 Estratégias de Iteracéo

Nesta subsecdo serdo apresentadas as estratégias de iteracdo, ou equagbes de restricdo,

utilizadas na analise dos exemplos numéricos, contidos no Capitulo 6.
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1. Iteragdo a carga constante
Essa estratégia caracteriza o0 método tradicional de controle de carga, onde o parametro de
carga permanece constante durante o ciclo iterativo. A equacédo de restricao € dada por:

5K =0 (4.29)

Assim, a Equacdo (4.11) é reduzida aos deslocamentos fornecidos pelo método de
Newton-Raphson convencional. Essa estratégia € Gtil até o ponto de limite, pois, ao ser
atingido esse ponto, o incremento de carga ndo proporciona o retorno a trajetéria de
equilibrio.

2. Iterac@o a comprimento de arco cilindrico

Essa estratégia foi inicialmente estudada por Wempner (1971) e Riks (1972), e imp0e a
condicdo de comprimento de arco constante a cada iteracdo. Crisfield (1981) prop0s que, a
cada iteracdo, a seguinte equacéo fosse satisfeita:

AUK)T AUK = A2 (4.30)
(au¥)

Substituindo a Equacgéo (4.16) em (4.30) chega-se em uma equacdo quadratica dada

por:
k\2 k
A(ax ) +BSK +C =0 (4.31)

em que seus coeficientes A, B e C séo:

A=(5u'; )T sUK (4.32)
B= 2(5u'§)T (AU(k_l) +6U'é) (4.33)
C-= (AU(k_l) +3UK )T (AU(k_l) +5U¥ )—AI2 (4.34)

Novamente o resultado serd composto por duas raizes, e a escolha do valor de S\

segue 0s passos descritos em Silva (2009).
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3. Iteracao baseada no deslocamento generalizado

Usando a estratégia de incremento de carga baseada no parametro GSP, foi mostrado que a
Equacéo (4.26) deveria ser imposta. Segundo Silva (2009), durante o ciclo iterativo é
assumido que o parametro de deslocamento generalizado se mantenha constante, ou seja,

H«=0 para k>0. Portanto, essa equac¢ao pode ser reescrita como:

tep Ty K
«_ '8UfaUg

_ (4.35)
tsu/sUK

sendo essa a expressdo para a correcdo do parametro de carga no ciclo iterativo.
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Capitulo 5

Metodologia para Analise Dinamica
N&o Linear

5.1 Introducao

Em um problema estéatico, suas equacdes diferenciais s@o independentes do tempo. Ja no
problema dindmico ou transiente, 0 tempo passa a ser importante e as forcas de inercia
tornam-se relevantes na analise. Um estudo dinamico diz respeito aos movimentos
oscilatorios de um corpo e as forcas a ele associadas. Assim, a agdo de um motor sobre sua
base, a acdo do vento ou ondas do mar, terremotos ou explosdes sobre estruturas sao
exemplos desses casos em que o equilibrio dos sistemas s6 € verificado com a
consideracdo de forcgas inerciais. Esses sistemas mecanicos estdo sujeitos a vibracdes, e por
iSso € importante analisar seu comportamento oscilatorio.

Existem duas classes gerais de vibracdo: a livre e a forcada. A vibracao livre acontece
quando um sistema oscila na auséncia da acéo de forcas externas, recebendo contribuicGes
de todos os modos de vibracdo do sistema. A vibracdo forcada ocorre sob a excitacdo de
tais forcas. Quando a solicitacdo atuante no sistema é oscilatoria, ele vibra na frequéncia da
excitacdo e, se essa frequéncia coincidir com uma das frequéncias naturais do sistema,
ocorre 0 estado de ressonancia. Esse fendmeno pode resultar em amplas oscilacbes e
causar o colapso de estruturas e, por isso, o calculo das frequéncias naturais no estudo de
vibragdes € de fundamental importancia.

No caso de estruturas em contato com o solo, 0 comportamento dinamico é alterado
de acordo com a rigidez dessa fundacdo. Sabe-se que quanto mais rigido for o sistema,
maiores sdo as suas frequéncias de vibracdo, e que o contato com o solo torna esse sistema
mais rigido. Portanto, torna-se também importante o estudo da resposta transiente e das

frequéncias de vibracdo ao se considerar a interacdo entre esses dois corpos.



Os sistemas estruturais estdo, em geral, sujeitos a certo grau de amortecimento, que
ocorre devido a perda de energia por atrito, ar, ou outras resisténcias, ou seja, quando o
sistema dissipa energia durante a oscilacdo. Na auséncia de reposicdo de energia, a
vibracdo do sistema é reduzida gradualmente. Se esse amortecimento é fraco, terd pouca
influéncia e geralmente néo € considerado no célculo das frequéncias naturais. No entanto,
0 amortecimento é de grande importdncia ao limitar a amplitude de oscilacdo na
ressonancia.

Este capitulo trata da metodologia utilizada para resolver o problema dindmico nao
linear. Ressalta-se que o elemento finito usado na discretizacdo do problema estrutural foi

apresentado no Capitulo 3.

5.2 Equacoes Gerais

A resposta dindmica de um sistema estrutural é governada por equacdes diferenciais que
podem ser obtidas a partir do Teorema dos Deslocamentos Virtuais. Considerando o
elemento finito da Figura 5.1, que € o mesmo utilizado na andlise estética, e impondo-lhe o

equilibrio é possivel estabelecer a seguinte relagéo:

L

j[aquu +suTe(x)u+ 6£T6J dx = 5u" Fy (t) (5.1)
0

onde du sdo os deslocamentos virtuais, 6& sa0 as deformacdes virtuais; ¢ sdo as tensées no

elemento em equilibrio com Fe, que s&o as forgas externas aplicadas; p é a densidade e c(x)

é o coeficiente de amortecimento viscoso distribuido ao longo do comprimento L do

elemento.

Figura 5.1 Elemento finito adotado
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O campo de deslocamentos u, a velocidade u e a aceleragdo U, podem ser
aproximados através das funcGes de forma de Hermite, H(x), e dos parametros nodais

incrementais, u® e suas derivadas, como segue:

u(x,t) = Hx)u® (t) (5.2)
G(x,t) = Hx)us (t) (5.3)
t(x,t) = HX)u® (t) (5.4)

Entdo avalia-se as deformacdes no elemento através da expressao:
g(x,t) = B(x)u®(t) (5.5)

em que B é a matriz deformacéo-deslocamento obtida diferenciando-se e combinando-se
de forma apropriada as fungdes de forma contidas da matriz H.
Combinando-se as equacOes anteriores, chega-se entdo a forma aproximada e discreta

da Equacéo (5.1), em qualquer instante t:

TIb T L T LT
Su®' | [pH ' Hdxu® +[ c(x)H Hdx u°+ [B edx—F, |=0 (5.6)
0 0 0
Como a variacdo dos deslocamentos du € arbitraria, chega-se a equacéo de movimento
na forma matricial classica, no sistema local de coordenadas, para o elemento finito

considerado:
MEi® +Cou® +R® =R.°(1) (5.7)

na qual M°® corresponde a matriz de massa consistente do elemento, definida pela
Equacdo (5.8); C®* é a matriz de amortecimento viscoso consistente, definida pela
Equacdo (5.9); e Fi® representa o vetor de forcas internas para o elemento finito

considerado. Esse vetor, para problemas ndo lineares, é calculado de forma incremental.

L T

M® = [pH ' Hdx (5.8)
0
L T

C® = [c(x)H'Hdx (5.9)
0

Além da matriz de massa consistente, existe ainda um método mais simples de se

avaliar a matriz de massa de um elemento finito. E conhecido como método da massa
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concentrada, e supde que as propriedades inerciais sdo concentradas nos nos do elemento.
No entanto, de acordo com Galvao (2004), uma abordagem utilizando a matriz de massa
consistente oferece maior precisdo da resposta, e uma convergéncia mais rapida quando se

utiliza um processo iterativo de solugdo. Desenvolvendo a Equacédo (5.8) chega-se a:

M40 0 0 70 O 0 ]
156 22L 0 54 -13L
e pAL 4 0 13L -3L? (5.10)
420 140 0 0 '
sim. 156 —22L
_ 4L2 -

onde A ¢ a area da secéo transversal, L o comprimento do elemento, e p € a densidade.
Devido a auséncia de informacdes relacionadas aos mecanismos de amortecimento de
estruturas, hd uma certa dificuldade na definicdo de parametros associados a matriz de
amortecimento, e por isso, em geral, as forcas de amortecimento ndo sdo consideradas. No
entanto, neste trabalho, a matriz de amortecimento € estabelecida como uma combinacgao

linear das matrizes de massa e rigidez, como segue:

C® = yM° + K" (5.11)
sendo 1 e w2 0s coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh.

De acordo com Silva (2009), o amortecimento de Rayleigh leva a seguinte relacdo
entre taxa modal de amortecimento, &, e frequéncia, :

1 o
=W — Uy — 5.12
E=u 20 Uo 5 ( )

Os coeficientes p e p2 podem ser obtidos considerando duas taxas de amortecimento,

Em e &n, referentes a duas frequéncias distintas, om e wn, € resolvendo o seguinte sistema:

I,
{ém}zl ®m {Hl} (5.13)
&n 2 i on H2

®n

Usualmente, admite-se que &m= &= &. Sendo assim, e resolvendo o sistema acima,

chega-se a uma equacéo simplificada para calcular os coeficientes de proporcionalidade:
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{Hl}: 28 {(‘)m@n} (5.14)
o Oy +0p 1

A matriz de massa, representada pela Equacdo (5.8), € definida no sistema local de
coordenadas e deve ser transformada para o referencial global através da matriz de rotacéo
entre os dois sistemas, apresentada no Capitulo 3. A matriz de amortecimento é obtida
diretamente através da Equacdo (5.11), utilizando as matrizes de massa e rigidez ja no
sistema global. A transformacdo do vetor de forcas internas para o sistema global ja foi
comentada no Capitulo 3.

Finalmente, somando-se a contribuicdo de cada elemento finito usado na modelagem

do problema, tem-se a equacao de equilibrio dindmico dada por:
MU+CU+F,=F. (5.15)

onde Fex: corresponde ao vetor de forgas externas.

5.3 Analise de Vibracao

As frequéncias naturais sdo propriedades do sistema estrutural e dependem da sua
distribuicdo de rigidez e massa. Os modos de vibracdo descrevem as configuracdes que o
sistema em vibracdo assume sob determinadas frequéncias naturais. Cada modo esta
associado a uma frequéncia natural, e ndo possui qualquer relacdo com a amplitude dos
movimentos oscilatorios.

E fundamental analisar as frequéncias no estudo da estabilidade de sistemas
estruturais com trajetorias de equilibrio fortemente ndo lineares. Segundo Bazant e Cedolin
(1991), se uma configuracdo de equilibrio apresenta pelo menos uma das frequéncias com
valor imaginario, ela é instavel. Se houver uma frequéncia nula, o equilibrio é indiferente
ou critico. Caso contrario, a configuracéo é considerada estavel.

A vibracdo livre ocorre exclusivamente pelas energias potencial e cinematica
existentes no sistema na auséncia da acdo de forcas externas. Desprezando o efeito do
amortecimento, a equacdo de movimento do sistema estrutural em vibracdo livre é definida

como:
MU+KU =0 (5.16)

na qual M corresponde a matriz de massa e K a matriz de rigidez que, nos casos onde ha

problema de contato, é a soma da matriz de rigidez da estrutura com a matriz de rigidez da
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fundacgdo elastica. Os vetores U e U correspondem a deslocamento e aceleracio,
respectivamente. Admitindo-se as respostas das equacfes (5.2)-(5.4), chega-se a equacao
caracteristica do problema (5.18), na forma de um problema de autovalor generalizado:

U = ¢ sen(wt) (5.17)
(K-=02M)$=0 (5.18)

em que »? ¢ o autovalor que representa o quadrado das frequéncias naturais de vibragdo em
rad/s, e ¢ é o autovetor que representa 0 modo de vibracdo, contendo as amplitudes do
movimento associadas aos graus de liberdade nodais da estrutura.

Notando que ¢ ndo pode ser nulo, essa solu¢do s6 se torna possivel se o seu

determinante for nulo, portanto:
|[K—02M =0 (5.19)

Essa equacdo fornece um polinbmio caracteristico e suas raizes definem as
frequéncias de vibracdo do sistema. Usando (5.18), com cada uma dessas frequéncias, séo
obtidos os modos de vibragdo. Vale ressaltar que o nimero de modos de vibragédo é igual
ao numero de graus de liberdade do sistema estrutural. No entanto, para sistemas com
elevado numero de graus de liberdade, essa forma de resolver o problema de autovalor néo
é eficiente. Por isso, € vantajoso utilizar algoritmos computacionais que fornecem, de uma
sO0 vez, todas as frequéncias naturais e modos de vibracdo. Neste trabalho, utiliza-se o
método de Jacobi, que pode ser encontrado em Tedesco et al. (1998).

Quando se considera a influéncia do pré-carregamento estatico (vibracdo forcada), em
uma andlise ndo linear onde leva-se em conta os efeitos geométricos, a solucdo para a
Equacao (5.18) ndo pode ser obtida diretamente. 1SS0 ocorre porque a matriz de rigidez é
ndo linear devido as alteragdes na geometria da estrutura a medida que € carregada. Por
isso, € necessario conhecer a configuracdo de equilibrio, para um determinado nivel de
carregamento, antes de determinar as frequéncias naturais. Portanto, € realizado o
procedimento incremental-iterativo para resolver o problema estatico ndo linear, conforme
descrito no Capitulo 4. Ao final do ciclo iterativo, apds ter sido estabelecido o equilibrio do
sistema, determinam-se as frequéncias naturais e os modos de vibracdo pelo método de

Jacobi. A Tabela 5.1 apresenta as etapas a serem seguidas nesse processo.
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5.4 Analise Transiente Nao Linear

Para a realizacdo da analise transiente, € importante a aplicacdo de métodos numéricos de
solucdo através da utilizacdo de um algoritmo de integracdo, que se classificam em
técnicas de integracdo implicitas e explicitas. Os métodos explicitos obtém a solucdo do
problema dindmico no tempo t+At, considerando o equilibrio do sistema no instante t. Nos
algoritmos implicitos, além de considerar a historia ao longo de tempos passados, algumas
condicdes de equilibrio precisam ser satisfeitas em t+At. Nesses algoritmos € requerida
usualmente a solucdo de um sistema de equacOes ndo lineares em cada passo de tempo,
onde a solugdo do problema é obtida através de sucessivas solucbes de sistemas de
equacdes algébricas lineares, utilizando em geral algoritmos iterativos do tipo Newton-
Raphson. O metodo de Newmark (Newmark, 1959) ¢ um dos mais populares métodos de
integracdo implicitos, baseado na variagdo linear da aceleragdo ao longo do intervalo de
integracdo. De acordo com o processo de integracdo de Newmark, a expressdo para a

velocidade no final de cada intervalo é dada por:
(t+AL) ) _tyy +§(t0 L (t+At) U) (5.20)
2

Para se obter ®*29U em funcéo de pardmetros do instante anterior, utiliza-se expanséo
em série de Taylor, desprezando os termos de quarta ordem ou superiores, e utilizando a

hipdtese de variacdo linear da aceleracéo, chegando a:

2
”A‘)U% (5.21)

2
Ay _ty +tUAt+tU%+(
As Equacoes (5.20) e (5.21) sdo as formulas de Newmark para variacdo linear da
aceleracdo no intervalo de tempo considerado. O emprego dos pardmetros 3 e y nessas
expressdes, cujos valores determinam a eficiéncia e estabilidade do algoritmo, leva as

formulas gerais do método de Newmark:

(A _ty 4 tuat +(% - Bj t0AL2 + (AU A2 (5.22)

(20 2ty 40 - y)at+ ) Gyat (5.23)

(t+A) ( _ 1 ((t+At)U_tU_AttU)_[i_ljt[_] (5.24)
BAL? 2B
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Tabela 5.1 Metodologia de solugdo numérica para analise de vibracdo forgada

1. Dados gerais: caracteristicas geométricas e dos materiais, malha de elementos finitos, rigidez da
fundac&o eldstica, entre outros

2. Define o vetor de cargas nodais de referéncia, F;

3. Consideram-se os deslocamentos e o parametro de carga na Ultima configuracdo de equilibrio
conhecida, t: 'U e A

4. Solugdo predita: AL% e AU°
4.1 Calcula-se a matriz de rigidez tangente do sistema: K = K, + K,

4.2 Resolve: 8U, = K F;

4.3 Define AL° (Secdo 4.4)

4.4 Calcula: AU = AL 83U,

4.5 Atualiza as variaveis na configuracao t+At:

(A, _ty | 230 o (tHAD j _ty 4 A0

5. Processo iterativo de Newton-Raphson: k=1, 2, 3, ...
5.1 Calcula-se o vetor de forgas internas:

5.2 Calcula o vetor de forcas desequilibradas:
g(k—l) _ (t+At)Fle(k—1) n (t+At)F|b(k—l) _ (t+At)M:r

5.3 Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em forcas, ou em forgas e
deslocamentos conjuntamente
SIM (Critério de forcas): Pare o processo iterativo e siga para o item 5.10
5.4 Atualiza a matriz de rigidez tangente do sistema (K)
5.5 Corrige o parametro de carga, ALY (Secdo 4.4)

5.6 Determina o vetor de correcdo dos deslocamentos nodais SUK = SUE +57J‘5u'§ , COM:

sU =Kk KD gD ¢ suf =k (DR,

5.7 Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos, ou em
forcas e deslocamentos conjuntamente

SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 5.10

SIM (Critério de forcas e deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item
5.10, apenas se houve convergéncia no item 5.3
5.8 Atualiza o parametro de carga, A, e 0 vetor de deslocamentos nodais, U:

a) Incremental: Akk = M(k_l) +8xk e AU = AU 45Uk

b) Total: (20K — G ank e tFAD YK Zty 4 AUk

5.9 Retorna ao passo 5

5.10 Determina as frequéncias naturais e os correspondentes modos de vibragdo

a) Atualiza a matriz de rigidez tangente K e a matriz de massa M

b) Decompde a matriz M usando o método de Cholesky: M = S'S

c) Obtém a matriz A = (S%)'KS™

d) Resolve o problema de autovalor padrdo resultante AX = AX usando o método de Jacobi
(Tedesco et al., 1998), obtendo os autovalores (»?) e 0s correspondentes autovetores

6. Realiza um novo incremento de carga e retorna ao item 4
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Para p=1/6 e y=1/2 tem-se 0 método da aceleracdo linear, onde considera-se que a
aceleracdo varia linearmente no intervalo de tempo. Para que os deslocamentos,
velocidades e aceleracbes sejam conhecidos no instante t+At, é necessario satisfazer as

equacdes de equilibrio dindmico nesse instante:

M A0 ¢ Ay, (AR _(t+a0) 5 2 (5.25)

onde Fr é o vetor que define a direcdo e o sentido do carregamento externo, e A € 0
parametro de carga que estabelece a intensidade desse vetor no instante considerado.
Desenvolvendo as equagdes, chega-se a um sistema simplificado de equacdes, descrito

como:
K Ay — (5.26)

na qual K é a matriz de rigidez efetiva e F ¢ o vetor de forcas efetivos, expressos por:

K:%M+LC+K (5.27)
BAt PAt
F=20 % F + M —12t L tU+[i— jtu +
BAt pAt 2B

(5.28)
+C{Ltu +[1—1th+At[l—lth}
pAt § 2B

Newmark (1959) prop0s os valores de B = 1/4 e y = 1/2 para se ter um algoritmo
incondicionalmente estavel, com aceleracdo constante no intervalo, definida pela média
das aceleracdes nos instantes extremos do intervalo.

Sabe-se que para o caso ndo linear, a matriz de rigidez se modifica. Sendo assim, 0
método de Newmark é usado juntamente com a estratégia incremental e iterativa de
Newton-Raphson, mostrada no capitulo anterior, para produzir a resposta dindmica nédo

linear de sistemas estruturais. Os passos a serem seguidos sdo descritos na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2 Metodologia de solugdo numérica para analise transiente ndo linear

1. Dados gerais: caracteristicas geométricas e dos materiais, malha de elementos finitos, rigidez da
fundac&o eldstica, entre outros

2. Define o vetor de cargas nodais de referéncia, F;

3. Consideram-se os deslocamentos, tU, velocidades, tU, e aceleracdes, tU, no instante t

4. Para cada instante t+At
4.1 Calcula-se a matriz de rigidez do sistema: K=K+ Ky, a matriz de massa, M, e
amortecimento, C
4.2 Usando os parametros do método, y e 3, determinam-se as constantes:

1 1 1 At
8 =——: & =L; ay=—-;83 =(——1j; ay =1—1; ag :—(Z—ZJ;
BAt BAt BAt 2B B 2\B
ag = dy; a7 =—ay; 8g = —a3; 8g = At(1-7); & = aAt
4.3 Monta-se a matriz de rigidez efetiva: K = K +agM +a,C
4.4 Determina o vetor de cargas efetivo:
F=(A0F + M(a,'U+a3'0)+C(a, U +as'U)-'F,
4.5 Obtém o vetor de deslocamentos nodais incrementais: KAU = F

5. Processo iterativo de Newton-Raphson: k=1, 2, 3, ...
5.1 Avalia os deslocamentos, velocidades e aceleragdes:

(t+A) gk _ty 4 AUk ; (t+At) 4k =alAUk —a4tU—a5tU :
(t+At) Uk _ aOAUk —aZtU —a3tU
5.2 Atualiza as coordenadas nodais

5.3 Calcula o vetor de forcas internas: "2V FX = (t Fie + t|:,b)+ KoAUX + KpaUk

5.4 Calcula o vetor de forcas residuais:
t+At k+1 t-+At t+At) Kk t+At) "k | (t+At) =k
(t+ )R(+)=(+ )M:r_(M(+ )U +C(+ )U +(+ )Fi )

5.5 Corrige os deslocamentos; Ksu*+) = (a0 g (k+)

5.6 Atualiza o vetor de deslocamentos incrementais: AU = AUX + s+
5.7 Verifica a convergéncia do processo iterativo, usando:

‘Au(kﬂ)

‘tU+AU(k+1)

<&, sendo & um fator de toleréncia

NAQ: Retorne ao item 5
5.8 Obtém os vetores de deslocamentos, velocidades eacelera¢Ges no tempo t+At
(t+at) k+D) _ty , Ayk+D : (t+At) (5 (k+1) =a1AU(k+1) _a4tU_a5tU ;

(t+At) U(k+l) _ aOAU(k+l) —a, tU _ a3tU
6. Para o proximo instante:
6.1 Avalia o vetor de forgas internas: (+20F (k+D — (t Fe + 'R ) +Kau &

6.2 Retorna ao item 4
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Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Introducao

Serdo apresentados nesse capitulo cinco exemplos de validagdo das formulacGes
apresentadas nos capitulos anteriores, envolvendo interacdo entre o solo e a estrutura. O
contato foi considerado como bilateral, e o solo foi modelado através dos modelos de molas
discretas, Winkler e Pasternak. Foi considerada em todos os exemplos a ndo linearidade
geométrica da estrutura, e em alguns casos considerou-se também o comportamento nao
linear do solo. O objetivo é mostrar o efeito da interacdo entre o solo e a estrutura nas
respostas.

Em todas as analises foram seguidas as metodologias apresentadas nos Capitulos 4 e 5
para analise estatica e dindmica, respectivamente. O método de Newton-Raphson foi
utilizado no processo de solucdo ndo linear. Adotou-se um critério de convergéncia baseado

em cargas e deslocamentos, e uma tolerancia de 10 nas analises estaticas e dinamicas.

6.2 Viga Biapoiada Sobre Fundacao Linear

Considere a viga biapoiada ilustrada na Figura 6.1. As propriedades geométricas e fisicas
dessa estrutura sio: comprimento L = 6.096 m, area A = 185.81 x 10 m?, momento de inércia
| = 1.44 x 10° m* modulo de elasticidade E = 2.483 x 10° N/m?, e densidade
p = 446.08 kg/m. A viga estd apoiada em uma fundacdo elastica com rigidez
ki = 16.554 MN/m?. Esse exemplo foi estudado também por Timoshenko e Young (1974),
Lai et al. (1992), Thambiratnam e Zhuge (1996a) e, mais recentemente, por Sapountzakis e

Kampitsis (2010). O solo foi representado pelo modelo de Winkler (k2 = 0).



]

Figura 6.1 Viga biapoiada repousando sobre fundacéo elastica

Foi realizada uma andlise de vibracdo livre dessa estrutura e as trés primeiras
frequéncias de vibracdo foram comparadas com os resultados disponiveis na literatura.
Nessa analise, a discretizacdo utilizada foi de 10 elementos finitos. Observa-se que a
metodologia utilizada neste trabalho conduziu a resultados satisfatdrios, conforme

apresentado na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 Trés primeiras frequéncias de vibragdo da viga biapoiada

Sapountzakis e
Frequéncia | Timoshenkoe | Laietal. | Thambiratname Kampitsis Presente
(H2) Young (1974) (1992) Zhuge (1996a) (2010) estudo
f1 32.9032 32.9049 32.9033 32.7946 32.9123
f2 56.8135 56.8220 56.8193 56.5476 56.8499
f3 112.908 111.9730 111.9610 110.7220 112.0392

Considerando agora a mesma viga, mas sobre uma fundacao de comprimento variavel,

foram analisadas as duas primeiras frequéncias de vibracdo. Nesse estudo, o parametro m

(ilustrado na Figura 6.2) variou de zero (sem a presenca do meio elastico) a um (toda a

estrutura apoiada sobre a fundacao).

A

Figura 6.2 Viga biapoiada sobre base elastica de comprimento varigvel
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Os resultados séo expostos na Figura 6.3. Nela também estdo indicados os modos de
vibragéo para a condigdo m = 0.5, ou seja, metade da viga em contato com o solo. O mesmo
exemplo foi modelado no software SAP2000 para comparacdo dos resultados. Nesse caso,
percebe-se que com o aumento de m, ou seja, aumento da &rea de contato, maiores sao as

frequéncias de vibragao, pois o sistema se torna mais rigido.

34 38

Presente estudo - — Presente estudo
- = - SAP2000 - - - - SAP2000

Frequéncia (Hz)
Frequéncia (Hz)

(@) Primeira frequéncia natural (b) Segunda frequéncia natural

Figura 6.3 Frequéncia de vibracdo da viga biapoiada em func¢éo da varia¢do do comprimento da

fundacéo elastica (valor de m)

Realizando a andlise transiente, a Figura 6.4 exibe o historico de deslocamento vertical
obtido no centro do vdo da viga (L/2). A viga foi submetida a uma carga de impacto,
conforme ilustrado nessa mesma figura. O incremento de tempo utilizado foi de 10, Foram
utilizados os modelos de molas discretas e Winkler, e observa-se a equivaléncia no resultado
dos dois modelos. Essa figura exibe também a resposta obtida por Sapountzakis e Kampitsis
(2010), onde verifica-se a concordancia com os resultados obtidos neste trabalho. O

deslocamento foi expresso dividido pelo comprimento da viga (V/L).
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Figura 6.4 Resposta no tempo para modelos de Winkler e molas discretas
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Para verificar a influéncia da rigidez da fundacdo elastica na resposta transiente da viga,

a mesma analise foi realizada utilizando diferentes fundac@es, avaliadas pelo parametro k.

O historico de deslocamento no centro da viga foi avaliado e ilustrado na Figura 6.5. Nota-se

que as fundacdes mais rigidas (maiores valores de ki) ocasionaram menores deslocamentos

e menores periodos de vibracéo.
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Figura 6.5 Resposta no tempo para diferentes valores de ki

0.1
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6.3 Pdrtico Plano Suportado por Pilares em Contato com o Solo

Considere o portico mostrado na Figura 6.6a. A estrutura é composta de seis membros: dois
pilares de concreto (ec e fd) conectados por uma viga também de concreto (cd); e 0s membros
ab, ca e db feitos de ago estrutural W14 x 26. Os pilares de concreto tém mddulo de
elasticidade E = 25998.75 MPa, densidade p = 1886.88 kg/m, e secdo transversal circular
de drea A = 0.7854 m?. A viga de concreto possui médulo de elasticidade E = 25998.75 MPa,
densidade p = 600 kg/m, e secéo transversal quadrada de area A = 0.25 m2. Os membros em
aco estrutural apresentam area da secdo transversal A = 4.961 x 10 m?, momento de inércia
| = 101.9767 x 10® m* mobdulo de elasticidade E = 206842.72 MPa, e densidade
p = 38.86 kg/m. O solo foi representado atraves dos modelos de Winkler e Pasternak, com
parametros de rigidez ki = 2.0684 MN/m? e k. = 3200 kN. A Figura 6.6b ilustra 0 modelo

estrutural utilizado.

Pl P
F =Asen(ot) [@ b
C d
WS = S S
W kL ky WM
Wl W
W Wi
9.017 LA NITE
W W £
L A
A
(a) Dimensdes e cargas aplicadas (b) Modelo matematico estrutural

Figura 6.6 Pértico plano em contato com o solo

A Tabela 6.2 apresenta os deslocamentos e rotacGes nos nés a, b, ¢ e d causados pelo
carregamento estatico aplicado (P = 889,64 kN), assumindo que as liga¢Ges desses nos sdo
rigidas. O pértico foi dividido em 6 elementos finitos. Foram utilizados trés valores para o

pardmetro k», e 0s resultados foram comparados com o0s obtidos por
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Arboleda-Monsalve et al. (2008). Pode-se observar que os deslocamentos e rotacOes

diminuem com o aumento do parametro k.

Tabela 6.2 Deslocamentos (m) e rota¢des (rad) do pértico plano

Arboleda- Arboleda- Arboleda-
Deslocamentos | Monsalve et Presente Monsalve et Presente Monsalve et Presente
e Rotagio al. (2008) Estudo al. (2008) Estudo al. (2008) Estudo
k=0 ko = 4448 kN ko = 13345 kN
o Ua 0.0219 0.0214 0.0214 0.0208 0.0206 0.0201
% g Ub 0.0217 0.0212 0.0211 0.0206 0.0204 0.0199
é g Uc 0.0028 0.0028 0.0025 0.0025 0.0021 0.0021
g T Ud 0.0028 0.0028 0.0025 0.0025 0.0021 0.0021
o Va -0.0063 -0.0063 -0.0063 -0.0063 -0.0063 -0.0063
g Bl W -0.0064 -0.0064 -0.0064 -0.0064 -0.0064 -0.0064
=
%’) g Ve -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004
3
o Vd -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004 -0.0004
0a -0.0067 -0.0049 -0.0067 -0.0049 -0.0066 -0.0048
) Ob 0.0040 0.0022 0.0040 0.0022 0.0040 0.0022
§ Oc -0.0005 -0.0005 -0.0004 0.0004 -0.0003 -0.0003
04 -0.0006 -0.0005 -0.0005 0.0004 0.0021 -0.0004

Realizou-se também a analise de vibracao livre dessa estrutura, adotando os modelos
de Winkler (ko = 0) e Pasternak (k2 = 3200 kN) para modelagem do solo. Os resultados para
0s 5 primeiros modos séo apresentados na Tabela 6.3. Para o modelo de Winkler, as respostas
foram comparadas com aquelas obtidas através da modelagem no software SAP2000, e
também com aquelas encontradas por Arboleda-Monsalve et al. (2008). Vale ressaltar que,
para 0 modelo de Pasternak, esses autores consideraram a existéncia de ligagdes semirrigidas
nos nos ¢ e d, com fatores fixos de rigidez (y) de 0.2 e 0.9 respectivamente. No CS-ASA,
programa utilizado como base computacional deste trabalho, ja existe a possibilidade de
considerar ligacdes semirrigidas, permitindo realizar essa analise para fins comparacao.
Maiores detalhes sobre a formulagdo dessas ligagOes sdo encontradas em Silva (2009).

Foram obtidos resultados com boa concordancia, conforme exposto na Tabela 6.3.
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Tabela 6.3 Frequéncias naturais (Hz) do pértico plano

k=0 k. = 3200 kN
Modos Arboleda-Monsalve SAP2000 Presente | Arboleda-Monsalve Presente

et al. (2008) estudo et al. (2008) estudo
1 4,587 4.766 4.654 4.519 4.678
2 5.516 5.756 5.574 5.526 5.717
3 5.890 6.285 6.122 5.703 6.226
4 8.754 9.458 9.900 7.257 8.071
5 24.866 25.049 29.201 25.213 29.469

A Figura 6.7 apresenta a variacdo da frequéncia de vibracdo da estrutura com a
magnitude do carregamento aplicado, para cinco diferentes valores de rigidez das ligacdes
nos nos ¢ e d. Essa andlise foi realizada supondo o solo representado através do modelo de
Winkler (k1= 2.068 MN/m? e k. = 0). Ressalta-se que a carga critica é encontrada quando a
frequéncia de vibracdo se anula (w=0). Dessa forma, para uma ligacdo com rigidez y = 0,
obteve-se a carga critica de 980.561 kN. Conforme a rigidez da ligagdo aumenta, o sistema
torna-se evidentemente mais rigido, e a frequéncia natural também sofre um pequeno
acréscimo de 4.061 Hz para 4.657 Hz. Como esperado, as cargas criticas para ligacbes mais
rigidas sdo mais elevadas. O valor da carga critica obtido para uma ligacao perfeitamente
rigida (y = 1) foi de 3886.142 kN. Nota-se boa concordancia das respostas obtidas neste
trabalho com os resultados encontrados na literatura.

Realizou-se também a andlise transiente do pdrtico, considerando um carregamento
harmoénico F = A sen(wt), onde A corresponde a aceleracdo da gravidade (9.807 m/s?) e ®
representa a primeira frequéncia natural do sistema (4.654 Hz). A Figura 6.8 apresenta a
resposta transiente, considerando os deslocamentos no ndé a. O incremento de tempo
utilizado foi de 10%. E possivel observar como o segundo parametro da fundacdo eléstica
(k2) influencia na resposta. Quanto maior o valor de k», 0 sistema torna-se mais rigido e causa
menores amplitudes de deslocamentos, sem alterar significativamente os periodos de

vibracgéo.

67



P
v
r‘l:‘b m
= ”
E ¥
(g '“'
5 "
= A
— =0 =023 =05 v=0.75 =1
-1 4 —— Presente estudo
7 % Arboleda-Monsalve er al. (2008)
-2 | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 3000

P{N)

Figura 6.7 Variac8o da frequéncia com a magnitude do carregamento aplicado
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Figura 6.8 Resposta transiente para diferentes valores de kz

6.4 Arco Senoidal com Molas Discretas nas Extremidades

O terceiro problema estudado refere-se a um arco esbelto senoidal submetido a um
carregamento uniformemente distribuido, P, como ilustrado na Figura 6.9. Esse tipo de
estrutura pode apresentar um comportamento fortemente ndo linear, dependendo das

condicdes de apoio e do carregamento aplicado.
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Para as analises, considerou-se o contato através de molas rotacionais discretas
posicionadas nas extremidades do arco. O mesmo arco foi estudado por Galvao (2004) e
Silva (2009), onde foram inseridas ligacfes semirrigidas nas extremidades. Nota-se certa
equivaléncia entre a formulacdo de ligacGes semirrigidas lineares apresentada em Silva
(2009), e a formulagéo para molas discretas rotacionais apresentada neste trabalho. Portanto,
utilizando o mesmo valor de rigidez para as molas, foi possivel estabelecer um comparativo

em relacdo aos resultados obtidos por essa autora.

------- E =205 MPa :
7 Pp=T8kgm’ 4

L=1000 mm

Figura 6.9 Arco senoidal abatido com molas discretas nas extremidades

Inicialmente, foram avaliadas a trajetdria de equilibrio e o efeito do pré-carregamento
estatico na vibracdo do arco. A trajetéria de equilibrio é apresentada na Figura 6.10,
variando-se a rigidez das molas. O arco foi discretizado em 16 elementos finitos, e 0
incremento inicial do pardmetro de carga, Ao, foi considerado igual a 0.1. E possivel
identificar na trajetdria a presenca de dois pontos limites de carga para cada uma das molas
com menores valores de rigidez, indicados na Figura 6.10. Para as molas mais rigidas nao
existem esses pontos, e 0 arco apresenta trajetoria de equilibrio ndo linear sempre crescente.

A Figura 6.11 exibe a relacdo entre a carga P e a menor frequéncia de vibracéo do arco,
considerando novamente as molas com diferentes valores de rigidez. Pode-se observar a
existéncia de frequéncias de vibracdo com valor imaginario, o que, como dito no Capitulo 5,
indica a existéncia de configuracGes de equilibrio instaveis nesses trechos da trajetoria.
Observa-se a existéncia de trajetdrias instaveis entre os pontos A1, Az, B1, B2, C1 e Co. Nota-
se gue esses trechos coincidem com aqueles onde foram observados os pontos limites de

carga na trajetéria de equilibrio.
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Figura 6.11 Vibracéo forgada do arco

A resposta no tempo foi verificada, considerando as molas na extremidade do arco com
rigidez de 2.8 MN/rad. Foi adotada uma carga P = 1000 N localizada no centro do vao (L/2),
cujo valor foi mantido constante durante o tempo de andlise. Foi considerado ainda um leve
amortecimento, com taxa & = 0.01 referente aos dois primeiros modos. O incremento de

tempo utilizado foi de 10-3. Na Figura 6.12 é apresentada a resposta transiente do arco. Houve
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boa concordancia quanto a amplitude dos deslocamentos obtidos, em comparagdo com 0s

resultados da modelagem no SAP2000.
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Figura 6.12 Resposta transiente do arco

As frequéncias de vibracdo livre também foram comparadas com os resultados do
SAP2000, considerando as molas com rigidez de 2.8 MN/rad. Os resultados sdo

apresentados na Tabela 6.4, onde nota-se boa concordancia.

Tabela 6.4 Frequéncias naturais (Hz) do arco

Modos Presente estudo SAP2000 alb
@ (b)
1 40.210 40.207 1.000
2 62.093 94.508 0.657
3 136.467 136.090 1.003
4 240.526 298.650 0.805
5 374.391 371.130 1.009

6.5 Viga Biapoiada Sobre uma Fundacao Nao Linear

Nesta subse¢do, uma viga biapoiada em contato com o solo é usada principalmente para
ilustrar o efeito do comportamento ndo linear do solo na resposta da estrutura. O sistema
estrutura-fundagdo estudado € ilustrado na Figura 6.13. Nesse problema o solo €

representado pelos modelos de Winkler linear e ndo linear, e também pelo modelo de
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Pasternak. Tsiatas (2010) estudou a viga em questdo, determinando seu deslocamento
vertical no centro do véo (L/2). Foi adotado um modulo de elasticidade de 2.9 GPa e se¢do
retangular de 10 cm por 20 cm. A viga foi dividida em 20 elementos finitos.

500 kKN/m

HEREEEEEERENEEN

T Mooy T TaeToTis
L R s Ky B R e s Saad
A AN AN A AN A AN AN AN AN A A AN N A AN A AN AN AN

ki, ks
<<

3m

Figura 6.13 Viga sobre uma fundagao ndo linear com carregamento distribuido

Estdo expostos na Tabela 6.5 os deslocamentos obtidos para uma carga distribuida de
500 kN/m, considerando diferentes valores para ki, k2 e ks. Os deslocamentos foram
comparados com os apresentados por Tsiatas (2010). Pode-se notar a boa concordancia entre
os resultados, o que valida a formulacdo implementada neste trabalho para o modelo de
Winkler ndo linear. Os resultados indicam que, para o caso onde ndo ha contato com o solo
(k1 = k2 = ks =0), os deslocamentos s&o maiores. Quando considerou-se o contato do tipo
Winkler linear (ki = 1000 kN/m?; k. = ks = 0) os deslocamentos foram reduzidos, pois o

contato com o solo agrega rigidez ao sistema.

Tabela 6.5 Deslocamentos (m) no centro do véo da viga (L/2)

ki=0 ki = 1000 ki = 1000 ki = 1000 ki1 = 1000

kz =0 kz =0 kz =0 kz =1000 kz =1000

k3 =0 k3 =0 k3 =-1000 k3 =0 k3 =-1000
Presente estudo 0.3228 0.2597 0.2564 0.2053 0.2037
Tsiatas (2010) 0.3127 0.2555 0.2526 0.2015 0.2001

Note que quando considera-se o contato do tipo Winkler ndo linear, o parametro ks
aparece com sinal negativo (ki = 1000 KN/m?; k, = 0; ks = -1000 kN/m*). O sinal negativo
indica que nesse exemplo foi considerada uma fundagdo néo linear com ganho de rigidez.

Por isso, ao incluir o pardmetro ks negativo, os deslocamentos diminuiram. Observa-se
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também que os deslocamentos foram ainda menores quando combinaram-se os efeitos,
incluindo os trés pardmetros da fundacdo na analise.

Para analisar a influéncia do sinal negativo ou positivo do parametro ks, é apresentada
na Figura 6.14 a trajetoria de equilibrio da viga obtida controlando o deslocamento vertical
no centro do véo (L/2). Utilizou-se ki = 1000 kN/m?, e o valor de ks variando de -10000 N/m*
a 10000 kN/m*. Vale relembrar que, na grande maioria dos casos, 0 meio de contato sofre
perda de rigidez a medida que € solicitado, e por isso geralmente utiliza-se ks com sinal
positivo.

035
1 -o k=10 MN/m*
03 - k, =5 MN/m*
- 3 =
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Figura 6.14 Trajetoria de equilibrio da viga com diferentes valores de ks

Nota-se que nos casos onde a fundacdo estd sujeita a perda de rigidez — onde o
parametro ndo linear é positivo — ha maiores deslocamentos. Quando o parametro ks tem
valor negativo, indicando uma fundacdo com ganho de rigidez, os deslocamentos sdo

menores.

6.6 Coluna em Contato com Fundac6es de Winkler e Pasternak

Por fim, foi estudada a coluna da Figura 6.15, em contato com uma fundagéo do tipo
Pasternak. Esse mesmo exemplo foi abordado por Naidu e Rao (1995), Shen (2011) e

Maciel (2012). Trata-se de uma coluna biapoiada com as seguintes propriedades: L = 31.4
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m e El = 100 Nm?. Para a fundagdo elastica foram utilizados os parametros de rigidez
adimensionais P1 = kiL*/(EI) e B2 = koL%/(n°El).

Na discretizagdo, uma malha com 20 elementos finitos foi usada e, nas duas primeiras
analises, considerou-se a coluna em contato com uma fundagéo do tipo Pasternak (parametro
B3=0, nesse caso). Foi considerada também uma imperfeicdo na coluna, na forma senoidal
de uma semi-onda. Foram utilizadas ainda cinco combinagdes dos parametros adimensionais
da base: B1= f2=0; B1=1 e f2=0; =100 e B2=0; f1=100 e f2=0.5; e f1=100 e f=2.5. A carga

de compressdo também foi adimensionalizada através da expressio Q = PLY/EL.

Figura 6.15 Coluna biapoiada em contato com fundagéo Pasternak

A trajetdria de equilibrio da coluna, com os deslocamentos em y = L/2, € mostrada na
Figura 6.16, e observa-se boa concordancia com a resposta analitica apresentada por Naidu
e Rao (1995). E possivel perceber que quanto mais alto o valor da rigidez da fundacéo
elastica, maior o valor da carga critica. No primeiro caso, onde 1 =2 = 0, tem-se o problema
classico de estabilidade da coluna, onde ndo ha contato entre a estrutura e o solo. Nos demais
casos, onde ha o contato, nota-se que a carga critica € maior, pois a interagdo com o solo

contribui para manter a estabilidade e aumentar a rigidez do sistema estrutura-fundacao.
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Também foi realizada a anélise de vibragéo forcada da coluna, cujo resultado € ilustrado
na Figura 6.17. Nota-se que a frequéncia de vibracdo da estrutura pré-carregada foi
influenciada pela rigidez da fundacdo eléstica, indicando o ganho de rigidez causado pela
interacdo entre o solo e a estrutura. Como j& observado, quanto mais rigida a fundacéo
elastica, maiores sdo as frequéncias de vibracdo. Nota-se que as frequéncias tendem a zero
para um carregamento coincidente ao da carga critica, que foi evidenciada na trajetoria de
equilibrio. Portanto, quanto mais préximo da carga critica de flambagem, menores sdo as

frequéncias de vibragéo, tendendo a zero.
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Figura 6.16 Trajetoria de equilibrio Figura 6.17 Vibracdo forcada

A vibragao livre da coluna também foi analisada para o caso onde B1=100 e =0, e 0s
resultados foram comparados com os obtidos pelo software SAP2000. Conforme a
Tabela 6.6, verifica-se a boa concordancia entre as respostas.

A mesma coluna foi estudada considerando a fundacgéo do tipo Winkler ndo linear. Foi
adotado o valor de B1 = 100 e variou-se o valor de Bs, sendo Ps = ksL®(EI). A Figura 6.18
exibe a trajetoria de equilibrio para esse caso, onde é possivel observar a influéncia do
parametro ndo linear do solo na resposta. Para baixos valores de ks, sua influéncia é pouco
significante. No entanto, quanto maior o valor de ks, mais ndo linear serd a trajetdria de

equilibrio da coluna.
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Tabela 6.6 Frequéncias de vibracédo da coluna

Frequéncia (x10°Hz) SAP2000 Presente estudo
f1 7.1743 7.1744
f 20.789 20.789
fa 45.627 45.630
fs 80.759 80.779

T T
0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15
u (m)

Figura 6.18 Trajetoria de equilibrio da coluna em contato com fundacédo do tipo Winkler ndo

linear

Foram analisadas as duas primeiras frequéncias de vibracdo da coluna pré-carregada.
Considerou-se o contato segundo o modelo de Winkler linear, com B1 = 100 e Bz = 0.
Também foram analisadas as frequéncias para 0 modelo de Winkler ndo linear, com valor
de ks = 100 ki. Os resultados estéo apresentados na Figura 6.19, onde pode-se observar que
a primeira frequéncia tende a zero quando a carga aplicada se aproxima da carga critica. Ao
considerar o modelo de Winkler ndo linear (Figura 6.19b), nota-se a existéncia de frequéncia
com valor imaginario, indicando um comportamento instavel apds atingir a carga critica da
coluna.
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Capitulo 7

Considerac0es Finais

7.1 Concluséao

Este trabalho realizou a analise estatica e dindmica de sistemas estruturais reticulados,
considerando os efeitos da interagdo entre o solo e a estrutura. O sistema computacional
CS-ASA (SILVA, 2009) foi utilizado como base para as implementacdes e analises. Incluiu-
se no programa a possibilidade de simular o comportamento ndo linear do solo através do
modelo de Winkler, acrescentando ao modelo um segundo parametro. Além disso, foram
feitas todas as adaptacOes necessarias ao programa para possibilitar a analise dindmica de
sistemas estruturais envolvendo o problema de contato bilateral, simulando o
comportamento do solo através do modelo discreto, e dos modelos continuos de Winkler,
Pasternak e Filonenko-Borodich. Destaca-se também que, em todas as analises, foi
considerado o efeito da ndo linearidade geométrica da estrutura.

A metodologia de solugdo do problema estatico ndo linear fundamentou-se no emprego
do Método dos Elementos Finitos (MEF) e do método de Newton-Raphson. O problema
dinamico foi resolvido no dominio do tempo, onde a anélise transiente ndo linear foi feita
através do método de integracdo de Newmark, em combinacdo com a estratégia incremental
e iterativa de Newton-Raphson. O problema de autovalor para determinacgéo das frequéncias
naturais foi resolvido pelo método de Jacobi. Houve boa concordancia entre as respostas
obtidas, em comparacdo com os resultados disponiveis na literatura, o que permite afirmar
que as formulacbes foram implementadas corretamente, e que a metodologia utilizada é

eficiente. Através das andlises ndo lineares apresentadas no Capitulo 6, pode-se concluir:

a) O modelo de molas discretas foi capaz representar o comportamento do solo de modo
satisfatorio. Se o sistema for bem discretizado, 0 modelo discreto conduz a resultados

muito proximos do modelo continuo, que é mais preciso;



b)

d)

Quanto a0 modelo ndo linear de Winkler, comprovou-se a possibilidade de
considerar 0 meio de contato com perda ou ganho de rigidez a medida que é
carregado. Ao considerar um meio com ganho de rigidez, os deslocamentos
provocados na estrutura tornam-se menores. Consequentemente, ao considerar uma
fundagdo com perda de rigidez, os deslocamentos tornam-se maiores. Portanto,
adotando valores adequados para os parametros do solo, é possivel simular de forma
satisfatdria seu comportamento através desse modelo;

Ao se utilizar o modelo de Pasternak, foi verificado que o segundo parametro torna
0 sistema mais rigido. Quanto maior o seu valor, menores sdo os deslocamentos
provocados na estrutura;

Nas analises de vibracdo livre foi possivel concluir que a interacdo entre o solo e a
estrutura torna o sistema mais rigido, aumentando as frequéncias naturais. Ou seja,
quanto mais rigida € a fundacdo, maiores sdos as frequéncias naturais do sistema,
independente do modelo adotado para simular o comportamento do solo;

Nas analises de vibracdo da estrutura pré-carregada nota-se que as frequéncias
tendem a zero quando aproxima-se da carga critica. Verificou-se também a existéncia
de trechos de equilibrio instavel em alguns casos, onde as frequéncias assumem valor
imaginario;

Na anélise transiente verificou-se que os deslocamentos no tempo foram menores
quanto maior a rigidez da fundacéo, tanto para o modelo e Winkler quanto para o de

Pasternak;

7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Nesta secdo sdo destacadas algumas sugestdes para pesquisas futuras:

a)
b)

c)

d)
e)

9)

Realizar a analise transiente para modelos nao lineares de fundacéo;

Simular o comportamento histerético para permitir a analise da interacao entre o solo
e a estrutura sob cargas ciclicas;

Realizar analise estatica considerando o contato unilateral;

Realizar analise dindmica considerando o contato unilateral;

Realizar andlise dindmica do problema de contato bilateral e unilateral incluindo os
efeitos da inelasticidade do material;

Estudar a ressonancia em sistemas estruturais em contato com o solo;

Estudar a resposta dinamica de estruturas em contato com o solo sob efeitos sismicos.
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