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"The scientific man does not aim at an immediate result.

He does not expect that his ideas will be readily taken up.

His work is like that of a planter, for the future.

His duty is to lay foundation of those who are to come and point the way."

Nikola Tesla

"Before you judge others or claim any absolute truth, consider that...

You can see less than 1% of the electromagnetic spectrum.

You can hear less than 1% of the acoustic spectrum.

As you read this, you are travelling at 220 kilometers per second in the galaxy.
90% of the cells in your body carry their own microbial DNA and are not you.
The atoms in your body are 99.9999999999999999% empty space.

None of them are the ones you were born with.

But all of them originated in the belly of a star.

Human beings have 46 chromosomes, 2 less than the common potato.

The existence of the rainbow depends on the conical photoreceptors in your eye.
To animals without cones, the rainbow does not exist.

So you don’t just look at a rainbow, you create it.

This is pretty amazing, especially considering that all the beautiful colors you see...
Represent less than 1% of the electromagnetic spectrum.”

Unknown author

A minha familia, a0 meu orientador e, principalmente,

ao meu avo.
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Resumo da Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtencdo do titulo de
Mestre em Engenharia Civil.

Desenvolvimento de Sistema Computacional via MATLAB/GUI (Graphical User
Interface) para Analise Geometricamente N&o Linear de Estruturas

Murillo Vinicius Bento Santana

Mar¢o/2015

Orientador: Ricardo Azoubel da Mota Silveira

Com os avancos cientificos e tecnoldgicos, o engenheiro estrutural passou a desenvolver
e/ou ter acesso a programas computacionais que possibilitam analises numéricas mais
avangadas. 1sso vem proporcionando aumento da seguranga e economia dos projetos. Para
a concepcao de estruturas mais esbeltas, a realizacdo de analises ndo lineares geométricas,
em que os efeitos de segunda ordem sdo explicitamente incluidos, torna-se cada vez mais
comum. Nesse contexto, esta dissertagdo tem como objetivo avaliar o comportamento nédo
linear geométrico estatico de sistemas estruturais reticulados planos através do
desenvolvimento e emprego de um sistema computacional grafico interativo, denominado
aqui AFA-OPSM (Advanced Frame Analysis - Ouro Preto School of Mines). Esse sistema
utiliza os recursos de programacdo graficos interativos (GUI) do software MATLAB, e
apresenta, de forma acoplada, as etapas de pré-processamento, analise estrutural e pds-
processamento. Destaca-se ainda que ele € construido segundo o paradigma da
programacdo orientada a objetos (POQO), em que Varias estratégias de solucdo nao linear
foram incorporadas. As formulagdes nédo lineares de elementos finitos sdo desenvolvidas
considerando as teorias de trelicas, de viga de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, nos
referenciais Lagrangiano total e co-rotacional. Os resultados numéricos obtidos, assim
como os recursos graficos interativos do AFA-OPSM, sdo avaliados através do estudo de
problemas estruturais classicos de estabilidade encontrados na literatura, alguns

considerados fortemente ndo lineares.



Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree
of Master of Science in Civil Engineering.

Development of Computational System in MATLAB/GUI (Graphical User Interface)
for Geometrically Nonlinear Analysis of Structures

Murillo Vinicius Bento Santana

March/2015

Advisor: Ricardo Azoubel da Mota Silveira

With the scientific and technologic advances, the structural engineer has now access to
computational programs that make possible more advanced numerical analysis. This have
proportionate an increase in the safety and economy of projects. For the conception of
slender structures, the use of geometrically nonlinear analysis, where second order effects
are explicitly included, are becoming more and more common. In this context, this
dissertation aims to evaluate the geometrically nonlinear static behavior of plane trusses
and frame structural systems through the development and use of an interactive graphical
computational system, named here AFA-OPSM (Advanced Frame Analysis — Ouro Preto
School of Mines). This system is developed with the programming and graphics resources
of the software MATLAB, and shows, in an integrated way, the phases of modeling,
analysis and results visualization. Still, it is important to point out that this computational
system is build following the object orientation paradigm, in which a diversity of nonlinear
solution strategies are incorporated. The nonlinear finite elements formulations are
developed considering the bar and the Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories, and
the total Lagrangian and co-rotational reference systems. The numerical results obtained in
this work, as well as the graphical resources in AFA-OPSM, are evaluated and validated
through the study of classical stability structural problems found in literature, some of

which are considered highly nonlinear.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracdes Inicias e Objetivos

O projeto de estruturas esbeltas tem se tornado cada vez mais comum em funcgéo dos avangos
cientificos e computacionais. Quando submetidos a carregamentos extremos, esses sistemas
estruturais podem sofrer grandes deslocamentos e deformacgdes. Mesmo para pequenas
perturbacdes, o equilibrio desses sistemas pode ser perdido. Na pratica, tal comportamento
leva, geralmente, ao colapso parcial ou total da estrutura e a identificacdo das configuracbes
de equilibrio estaveis e instaveis é de grande importancia (Wriggers, 2008).

A anélise precisa de estruturas esbeltas passa pela ado¢do de relaces cinematicas
ndo lineares e referenciais adequados. Em relacdo aos referenciais, a ndo linearidade
geométrica pode ser introduzida de trés maneiras (Battini, 2002): através de um referencial
Lagrangiano total (RLT), com cinematica exata e medidas de deformacdo ndo lineares; um
referencial Lagrangiano atualizado (RLA), em que os deslocamentos sdo medidos com
relacdo a ultima configuracdo de equilibrio; e um referencial co-rotacional (RCR), em que
os deslocamentos e deformacdes sdo considerados pequenos e a ndo linearidade estéa contida
na transformacao para o sistema de referéncia.

Com a discretizacdo do problema estrutural via método dos elementos finitos (MEF),
por exemplo, e emprego de formulagdes ndo lineares, um sistema de equacdes ndo lineares
algébricas é gerado e, como consequéncia, métodos numericos devem ser aplicados na
solucdo do mesmo. Na analise de estabilidade/instabilidade de estruturas, é importante que
0 processo de solugdo leve em conta a passagem por pontos limites de carga e de

deslocamento, e pontos de bifurcacdo ao longo da trajetoria de equilibrio. Assim, atuando



em conjunto com o algoritmo de solucéo, estratégias de iteracdo devem ser implementadas
(Maximiano, 2012; Silva, 2009). Uma estimativa inicial da solu¢&o do problema préxima da
desejada deve ser fornecida para o inicio do ciclo de iteracdes, e portanto estratégias de
incremento de carga que levem em conta 0 comportamento corrente da estrutura, devem
também ser usadas (Rocha, 2000).

Sistemas computacionais com capacidades graficas e interativas sdo de grande ajuda
no processo de modelagem, analise e avaliacdo dos resultados obtidos, principalmente no
estudo de sistemas estruturais com comportamento ndo linear. Nas ultimas décadas, com o
avanco tecnologico das ferramentas computacionais, 0 uso desses sistemas na analise de
estruturas tem se tornado cada vez mais comum (Alvarenga, 2010; Galvéo, 2000; Silva,
2009). Diversos pacotes comerciais e de livre acesso tém sido desenvolvidos para auxiliar
estudos e projetos de problemas estruturais com carregamentos que induzem redistribuicéo
de esforgos e efeitos ndo lineares importantes.

No contexto da analise ndo linear estatica de estruturas, o presente trabalho tem como
objetivo o desenvolvimento de um sistema computacional grafico interativo para a
modelagem, anélise e visualizacdo dos resultados de sistemas estruturais reticulados planos
sujeitos a problemas de instabilidade. Esse sistema, denominado AFA-OPSM, ¢ idealizado
com o paradigma de programacdo orientada a objetos (POQO), com os recursos graficos
disponiveis no software MATLAB (Kwon et al., 1997; Mathworks, 2013). Formulacdes que
induzem a ndo linearidade geométrica, nos RLT e RCR, considerando as teorias de trelica e
de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko, s&o implementadas e testadas. Os resultados
obtidos sdo comparados com aqueles de exemplos classicos de instabilidade presentes na
literatura.

Por fim, cabe destacar que esta dissertacdo vai de encontro aos objetivos do Programa
de Pés-graduacdo em Engenharia Civil (PROPEC) da UFOP e esta relacionada com as

seguintes linhas de pesquisa:

e Mecanica Computacional: cujo objetivo é o estudo e o desenvolvimento de
métodos e técnicas que possibilitem avancos na simulacdo computacional de
sistemas de engenharia;

e Comportamento e Dimensionamento de Estruturas Metélicas e Mistas: que estuda
0 comportamento das diversas partes de uma estrutura, isoladamente ou em

conjunto, envolvendo estruturas metalicas e mistas de aco e concreto.



Uma breve descricdo dos trabalhos que foram importantes para o desenvolvimento
desta dissertacdao é feita a seguir. Na sequéncia, é apresentada a descri¢do dos seus capitulos.

1.2 Reviséo Bibliografica

As metodologias de analise de estruturas geometricamente ndo lineares vém ganhando
interesse por parte dos pesquisadores nas ultimas decadas. As formulagdes referentes a
elementos finitos reticulados planos tém especial atencdo por possibilitarem uma analise
répida e eficiente de muitos sistemas estruturais reais.

Formulagdes nos RLT e RLA tém sido estudadas por varios pesquisadores. Alves
(1993a; 1993b) comparou os resultados obtidos nos RLT e RLA para elementos de viga-
coluna. Yang e Kuo (1994) sugeriram uma forma incremental de calculo do vetor de forcas
internas com duas abordagens diferentes para os deslocamentos nodais: deslocamentos
naturais incrementais e rigidez externa. Pacoste e Eriksson (1995; 1997) introduziram
formulacGes em RLT baseadas em relacdes deformacao-deslocamento aprimoradas, com a
ndo linearidade geomeétrica expressa por fungdes trigonométricas. Formulagcbes com RCR
também foram desenvolvidas por Crisfield (1991), que abordou o uso das relagdes de
transformacéo entre os sistemas co-rotacional e global, e por Pacoste e Eriksson (1995;
1997) que abordaram o uso de pequenos deslocamentos no sistema local. Ainda,
formulagdes seguindo a teoria de viga de Timoshenko, que considera os efeitos devido a
deformacéo cisalhante na secdo transversal, foram propostas por Crisfield (1991) e Pacoste
e Eriksson (1995-1997). No PROPEC, no contexto das formulacdes geometricamente nédo
lineares, merecem destaque as dissertacdes de Galvao (2000) e Pinheiro (2003) e a tese de
Silva (2009). Em sua dissertacdo de mestrado, Galvédo (2000) implementou e testou diversas
formulacdes de elementos de viga-coluna com ndo linearidade geométrica. Pinheiro (2003)
estudou formulagdes de elementos de trelica em sistemas bidimensionais e tridimensionais,
também sujeitos a ndo linearidade geométrica. Silva (2009) unificou essas formulacGes com
outras presentes em diversos trabalhos publicados no PROPEC e adicionou a analise
dindmica. Como produto final foi desenvolvido o CS-ASA (Computacional System for
Advanced Structural Analysis), que é um software para analise avancada de sistemas
estruturais reticulados.

No caso das metodologias de solucdo ndo linear, diversos trabalhos tém sido
publicados apresentando diferentes estratégias de incremento de carga e iteracdo. Riks
(1979) apresentou um metodo baseado no parametro comprimento de arco capaz de calcular
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pontos limites de carga e deslocamento; Yang e Kuo (1994) propuseram uma metodologia
de solugdo ndo linear baseada em um parametro de deslocamento generalizado; Krenk
(1995) elaborou uma nova estratégia de iteracdo, introduzindo duas condicGes de
ortogonalidade: a primeira entre o vetor de cargas residuais e o incremento de deslocamento
e outra entre o incremento de forcas internas e o vetor de deslocamentos iterativos; Crisfield
(1997) introduziu procedimentos numéricos que permitem avaliar com precisdo 0s pontos
criticos existentes, e obter as trajetorias de equilibrio secundarias; Rocha (2000), em sua
dissertacdo de mestrado no PROPEC, realizou um estudo comparativo de diversas
estratégias de iteracdo e incremento de carga através da analise ndo linear de varios exemplos
numericos de sistemas estruturais; e, por fim, Maximiano (2012) apresentou uma alternativa
de estabilizacdo da estratégia do residuo ortogonal proposta por Krenk (1995).

A utilizacdo da programacdo orientada a objetos (POQ) para o desenvolvimento de
programas voltados para sistemas estruturais teve inicio na década de 80, onde Ford e
Stiemer (1989) melhoraram o projeto e implementagéo de programas baseados no MEF.
Adeli e Hung (1990) desenvolveram um modelo utilizando POO para a analise de sistemas
estruturais sujeitos a terremotos; Moni e White (1996) desenvolveram um sistema
computacional via POO para a geracdo de uma interface grafica iterativa com capacidades
de visualizagdo da resposta de sistemas estruturais reticulados.

O uso de sistemas computacionais comerciais e “caseiros” tem se tornado comum na
analise ndo linear e linear de estruturas. Devido a grande capacidade desses sistemas, pré e
pos-processadores graficos interativos tém sido desenvolvidos para auxiliar nas fases de
modelagem e visualizagdo dos resultados. Dentre esses programas, um dos mais conhecidos
é o FTool (Two-Dimensional Frame Analysis; Martha, 2010), que foi desenvolvido no
Departamento de Engenharia Civil da PUC-Rio. Trata-se de um sistema grafico interativo
eficiente para analise linear de estruturas reticuladas planas que retine, em uma mesma
plataforma, recursos de pré-processamento, analise e pos-processamento.

J4 0 Mastan2 (http://www.mastan2.com) é um programa grafico interativo para

andlise ndo linear de sistemas estruturais reticulados bi e tridimensionais. Essa ferramenta
foi desenvolvida por Ronald D. Ziemian e Willian McGuire utilizando a linguagem
MATLAB (Kwon et al., 1997; Mathworks, 2013) e possui formulac¢@es que levam em conta
os efeitos ndo lineares fisicos e geométricos (McGuire et al., 2014). No contexto do CS-
ASA, Prado (2012) desenvolveu uma interface grafica de pré-processamento para esse

sistema usando a linguagem de programacéo C (Schildt, 1995).


http://www.mastan2.com/

Vale enfatizar que essa revisdo bibliografica serd& complementada ao longo da
dissertacdo, nos capitulos que trazem as formulagGes nao lineares, a metodologia de solugéo

ndo linear e o sistema computacional desenvolvido.

1.3 Organizacdo da Dissertacao

O presente trabalho é composto por seis capitulos e dois apéndices. No Capitulo 2,
apresentam-se as formulagdes com ndo linearidade geomeétrica seguindo as teorias de trelica,
e de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko, considerando os RLT e RCR. A cinematica
exata é aplicada nas formulagGes com RLT, e as deformacdes ndo lineares sdo descritas; 0
principio dos trabalhos virtuais é empregado para a obtencéo das equacdes de equilibrio ndo
lineares; ainda, as hipoteses especificas das teorias de barras sdo utilizadas na obtencdo do
vetor de forgas internas e da matriz de rigidez tangente referente a cada elemento. Nas
formulacGes com RCR, as relacGes de transformacdo entre os sistemas global e local séo
definidas; a cinematica relativa a pequenos deslocamentos no sistema local € empregada e o
vetor de forgas internas e a matriz de rigidez tangente séo obtidas para os elementos.

A metodologia de solugdo de equagdes ndo lineares é discutida no Capitulo 3. O
método de Newton-Raphson, com suas variacOes, € apresentado. Nesse capitulo, algumas
estratégias de iteracdo e de incremento de carga sdo trazidas no sentido de melhorar a
performance da estratégia de solugdo néo linear.

No Capitulo 4, a base computacional desenvolvida seguindo a POO é detalhada, com
0S conceitos basicos presentes nesse paradigma de programacdo, como classes, objetos,
heranca, polimorfismo, entre outros, sendo introduzidos. Assim, o sistema computacional
grafico interativo AFA-OPSM ¢ apresentado.

No Capitulo 5, a ferramenta computacional desenvolvida é testada visando a
validacdo das implementagBes realizadas, incluindo as diversas ferramentas gréficas
interativas disponiveis. Os resultados obtidos para sistemas estruturais rotulados, compostos
por trelicas, e sistemas formados por elementos do tipo viga-coluna, como os porticos e
arcos, sdo comparados aqueles da literatura.

No Capitulo 6, séo estabelecidas as conclusdes e observacdes relevantes no que tange
as formulacbes implementadas, a metodologia de solucéo desenvolvida e recursos graficos
da ferramenta desenvolvida. Sao feitas também consideracdes sobre possiveis pesquisas

futuras.



Por fim, para completar a dissertagdo, nos Apéndices A e B sdo detalhadas as
expressoes para obtencdo do vetor de forgas internas e da matriz de rigidez dos elementos
de viga-coluna no RLT seguindo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko,

respectivamente.



Capitulo 2

Formulacoes com Nao Linearidade

Geomeétrica

2.1 Introducao

Em geral, os projetos da engenharia estrutural sdo desenvolvidos considerando o sistema na
configuragdo original indeformada e através de analises lineares. Assume-se que 0S
deslocamentos, rotacBes e deformacfes dos elementos que compdem a estrutura sdo
pequenos. Em diversas situacGes praticas, esse € um pré-requisito para que o sistema atenda
as condicBes de uso. Desse modo, o equilibrio da estrutura é tomado na sua configuracédo
indeformada e a analise linear é satisfatoria.

Com os avancos tecnoldgicos recentes, 0os engenheiros estruturais tém obtido acesso
a ferramentas computacionais extremamente precisas, capazes de prever, com exatidao, o
comportamento de qualquer sistema estrutural, esbelto ou robusto. Diferentemente dos
sistemas estruturais robustos, quando submetidos a carregamentos ndo usuais ou extremos,
0s sistemas esbeltos podem apresentar comportamento fortemente ndo linear, mesmo antes
de atingirem os seus limites de resisténcia. Nessas condicdes, a consideracdo da analise
linear ndo € mais adequada pois torna-se incapaz de retratar o comportamento real da
estrutura. Buscando uma modelagem mais realista, que considera os efeitos que afetam
significativamente o comportamento do sistema, sdo realizadas analises néo lineares.

No estudo dos efeitos da ndo linearidade geomeétrica, as grandezas utilizadas na
andlise podem ser medidas com relagdo a dois tipos de referencial. Nas anélises com

Referencial Lagrangiano Total (RLT), um sistema de coordenadas fixo é utilizado, que em



geral é o sistema de coordenadas referente a configuracdo original indeformada de um dado
elemento estrutural. Nas andlises com Referencial Co-Rotacional (RCR), um sistema de
coordenadas que se move com um elemento que compdem a estrutura é utilizado, e desse
modo os deslocamentos de corpo rigido sdo separados daqueles que geram deformacdes.
Este capitulo tem como objetivo apresentar os fundamentos da analise estética de
sistemas estruturais reticulados planos sujeitos a ndo linearidade geométrica. Na Secéo 2.2
os efeitos da ndo linearidade geométrica sdo apresentados. Na Sec¢do 2.3 sdo mostradas a
caracteristicas dos elementos de pértico com relagdo a um RLT; a cinematica e relacdes
constitutivas sdo descritas, assim como sua aplicagao no principio dos trabalhos virtuais; trés
formulacGes com esse referencial sdo apresentadas, seguindo a teoria de trelica, a teoria
classica de viga de Euler-Bernoulli e a teoria de viga de Timoshenko. Por fim, na Se¢édo 2.4,

sdo apresentados os fundamentos para formulacGes com RCR.

2.2 Nao Linearidade Geométrica

Quando a relacédo forga-deslocamento de uma estrutura ndo € diretamente proporcional diz-
se que o sistema possui comportamento ndo linear. Diversas fontes de ndo linearidade podem
atuar em um sistema, como a geométrica, a fisica e as condi¢des de contorno, entre outras.
A ndo linearidade geométrica é devida aos grandes deslocamentos, rotacdes e\ou
deformacdes sofridas pelos elementos estruturais. A néo linearidade fisica ocorre quando o
material que compdem algum dos componentes da estrutura atinge seu limite de resisténcia,
e passa a alterar a sua rigidez. A ndo linearidade devido as condicGes de contorno aparece
quando a resposta do sistema depende de alguma restri¢cdo imposta aos deslocamentos, o que
ocorre, por exemplo, em problemas de contato. Neste trabalho serdo destacados e
considerados os efeitos devido a ndo linearidade geométrica.

Para deslocamentos relativamente grandes, a deflexdo lateral de um membro pode
trazer como consequéncia o aparecimento de momentos de flexdo adicionais, em virtude da
presenca de um esfor¢o normal. Esse tipo de comportamento, também chamado de efeitos
de segunda ordem, é responsavel por levar a composicdo do equilibrio os efeitos P—A
(global) e P-4 (local), que séo os efeitos resultantes das deformacdes da estrutura a medida
que e carregada. Tais efeitos sdo ilustrados na Figura 2.1. Trata-se de uma importante fonte
de néo linearidade no problema estrutural e exige formulagcdes numéricas adequadas para

sua consideracdo (Silva, 2009).



Figura 2.1 Efeitos de segunda ordem P—-A e P-3.

A ndo linearidade geométrica também pode causar instabilidade no sistema
estrutural, como bifurcacGes e snap-through. O fenémeno da bifurcacéo ocorre quando, para
um mesmo carregamento atuante, a estrutura possui mais de uma configuracéo de equilibrio.
Quando isso ocorre, a estrutura assume a configuracdo mais estavel. Geralmente grandes
deslocamentos e efeitos dindmicos estdo associados com essa mudanga, e na pratica tal
comportamento leva, na maioria dos casos, ao colapso total do sistema. Assim, a
identificacdo das configuracGes de equilibrio instavel € de grande importancia pratica
(Wriggers, 2008). Ao ultrapassar um ponto limite de carga, o sistema sofre grandes
deslocamentos e deformagdes de modo a atingir uma nova configuragdo de equilibrio, tal
fendmeno é conhecido como shap-through, e pode ser observado em diversas estruturas
préaticas, como trelicas, vigas, arcos e placas. Em geral, tal efeito estd associado a falha total

do sistema (Wriggers, 2008).

2.3 Formulacbes com Referencial Lagrangiano Total

Quando o movimento de um elemento é medido com base em um sistema de coordenadas
fixo, contudo aleatério, diz-se que a analise é realizada com relagdo a um referencial
Lagrangiano total. Em geral toma-se o sistema de coordenadas na configuracdo original do
elemento. Nesse tipo de analise, nenhuma distincéo é feita entre 0os movimentos de corpo

rigido e aqueles que causam deformacdo no elemento. Assim, medidas de deformacéo



fortemente ndo lineares devem ser introduzidas de modo que o comportamento real do
elemento possa ser analisado. Além disso, a consideragdo da cinematica real deve ser
introduzida para que as medidas de deformacao possam ser utilizadas de maneira eficiente.
Nesse caso, diz-se que a formulagdo é geometricamente exata.

Para fins de anélise, as grandezas obtidas no sistema inicial do elemento devem ser
transformadas para o sistema global, de modo que o equilibrio da estrutura possa ser escrito
com relacdo a um unico sistema de coordenadas. O procedimento utilizado € idéntico ao da

analise linear.

2.3.1 Cinematica

Durante o processo de deformacao é assumido que as se¢des transversais do elemento sofrem
movimentos de corpo rigido segundo a teoria de barra de Reissner (Reissner, 1972). Assim,
como ilustrado nas Figuras 2.2 e 2.3, 0 movimento de um ponto P genérico de uma se¢do

transversal, distante x, da sua extremidade esquerda, pode ser obtido a partir dos
deslocamentos horizontal u(x,) e vertical v(X,) do centréide da se¢do, combinados com a

rotacéo e(xo) sofrida pela mesma. A linha elastica, que passa pelo centréide das secoes

transversais e € inicialmente reta, consegue descrever o movimento do elemento.

Na Figura 2.2, os pontos nodais i e j, nas extremidades esquerda e direita,
respectivamente, sé@o usados como base para aproximacdo do campo de deslocamentos
continuo do elemento na aplicacdo do método dos elementos finitos. Pontos nodais internos
poderiam ser acresentados, de maneira a melhorar as aproximacdes realizadas, contudo, o
custo computacional seria mais eleveado. O material constituinte dos elementos possui como
caracteristicas relevantes o modulo de elasticidade E, o mddulo de elasticidade transversal
G e o coeficiente de Poisson v. As secOes transversais dos elementos tém area A, inércia
| e coeficiente de forma «. O dominio dos pontos que compdem a secdo transversal na

configuracgdo indeformada é denotado por Q,. Nos problemas bidimensionais deste trabalho

o esforco torcional é considerado nulo e, portanto, a inércia a tor¢éo ndo é considerada.

A Figura 2.3 mostra, em detalhe, 0 movimento do ponto P com relagédo ao centroide
da secdo transversal. Diferentemente da analise linear, considera-se que a rotacdo 0 sofrida

pela secdo ndo é pequena, e assim 0s termos trigonométricos presentes ndo podem ser

aproximados.

10



Figura 2.2 Cinematica do elemento de barra com rela¢do ao RLT.

Yo-Yo cos(0)

Figura 2.3 Movimento de um ponto arbitrario P da se¢do com relagéo ao centroide.

A Figura 2.4 mostra os esforcos externos atuantes no elemento que causam a sua
deformacdo. Os mesmos sdo referenciados com relacdo ao sistema inicial. O equilibrio do
elemento fornece duas equacdes com relacdo a translacdo e uma equacdao com relacdo a
rotacdo em torno do plano que contém a estrutura. Assim, somente trés das seis componentes
de esforcos externos sdo independentes. Contudo, nas formulagcbes com RLT é comum se
trabalhar com as seis componentes, de modo que as relagdes entre as mesmas sejam postas

de maneira implicita nas equac6es de equilibrio do elemento.
Portanto, a posicéo final |x y]T de um ponto originalmente em [x, Y, ]T é dada

pela composicdo do movimento translacional seguido da rotagdo da se¢do, como mostrado

a sequir:

X=X, +U—Y,sin(0) (2.1)
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Figura 2.4 Esforcos externos atuantes com relagdo ao RLT.

Y =Y, +V—Y,[1-cos(6)] (2.2)

Denotando por [u; v, ei]T e [uj V. GJT os deslocamentos e rotagdes dos

]

pontos nodais i e j, respectivamente, o comprimento final do elemento é dado por:

Lz\/(LO+ui—xi)2+(vj—vi)2 (2.3)

O Jacobiano da transformagdo J sofrida devido as deformacbes é definido como
(Ogden, 1984):

x
J(xo,yo)=i)§f ‘Zf _ (1+u")cos(6) +'sin (8) - y,0" (2.4)
R

em que “'” representa a derivagdo com relacdo a coordenada espacial x,. Para se evitar

situacBes de descontinuidade de movimento, deve-se ter sempre J >0 (Ogden, 1984).

Assim, os deslocamentos horizontal U e vertical V do ponto P, sdo dados por:

U =X-X,=U-Y,sin(0) (2.5)
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V=y-y,=v-y,[1-cos(0)] (2.6)

O tensor de deformacdes de Green-Lagrange é utilizado em problemas de elemento
de barra, em lugar do tensor de deformacdes linear, pois para grandes deslocamentos e
rotacOes, mas pequenas deformacdes, 0 mesmo consegue separar 0S movimentos de corpo
rigido dos movimentos que causam deformacgdes no material (Wriggers, 2008). Com 0s
deslocamentos em (2.5)-(2.6), as Unicas componentes ndo nulas desse tensor de deformacdes

sdo dadas a seguir:

B 2 2

1 ou oV )
E, ==||1+— | +| = | -1|=¢- 2.7
=5 ( +(3X0] +[5X0] :l e=%A Yo+t Yo (2.7)
Exy zl 1+6_U a_U+6_V 1+a_v :lry (28)

2_ aXo 8yo ax0 a)/0 2

sendo as deformacdes especificas axial ¢, cisalhante y, de flexdo y e de segunda ordem ¢

definidas, respectivamente, por (Reissner, 1972):

£= %[(1+ u ')2 + (v')2 —1} (2.9)
y=Vv'cos(6)—(1+u")sin(0) (2.10)
7 =[(1+u")cos(0)+v'sin(6)]0" (2.11)
0= %(6')2 (2.12)

Em geral, considera-se que o gradiente de rotacdo 6' é pequeno, de modo que a

deformacéo especifica de segunda ordem ¢ pode ser desprezada. Assim a deformagdo total

na direcdo axial é dada por:
E,.=e—xY, (2.13)

As deformac0es especificas podem ser agrupadas em forma matricial da seguinte

forma:;
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z-::[s Y x]T (2.14)

2.3.2 Relagdes Constitutivas

Para os elementos considerados, é assumido que o material segue o comportamento de St-
Venant, onde existe uma relacéo linear entre o tensor de deformacdes de Green-Lagrange e
o0 segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff. Embora tal hipotese nédo seja adequada para
materiais sujeitos a grandes deformacgdes, para elementos estruturais esbeltos sujeitos a
grandes deslocamentos e rotacGes, como barras e placas, a mesma pode ser aplicada com

sucesso (Wriggers, 2008). Assim, as componentes axial S, e transversal S, do segundo

tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff sdo dadas por:
S« =EE,=E(e=%Y,) (2.15)

S =2GE, =Gy (2.16)

Xy Xy

A partir desse tensor de tensdes e das relacdes constitutivas, chegam-se nos esforcgos

especificos atuantes em uma secéo, ou seja:

N = IQO S dA = EAe (2.17)
S = jQO S, dA, = kGAY (2.18)
M = IQO—yOSXXdA) —Ely (2.19)

em que N é o esforco axial, S o esfor¢o cisalhante e M 0 momento de flex&o.

A deformagéo cisalhante y (2.10) é tomada como constante ao longo da secéo

transversal. Essa hipétese ndo condiz com a realidade devido as condi¢6es de contorno do
elemento. Além disso, na teoria de barra de Reissner o empenamento da se¢do ndo é
considerado. Assim, para contornar essa simplificacdo, o coeficiente de forma da se¢do «
que depende da geometria da segéo transversal e do coeficiente de Poisson v do material
(Cowper, 1966) é multiplicado no esforco cisalhante na Equagéo (2.18).

Por fim, os esforgos especificos podem ser agrupados de forma matricial para formar

0 vetor de esforgos internos f, ou seja:
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f=[N S M] =D-e (2.20)

sendo a matriz de relagdes constitutivas D dada por:

EA 0 O©
D=| 0 kGA 0 (2.21)
0 0 El

2.3.3 Principio dos Trabalhos Virtuais

Para a solucdo préatica de problemas de engenharia, um método numérico é usualmente
aplicado na resolucdo das equacgdes de equilibrio. Na engenharia estrutural, o0 método
numérico mais utilizado é o método dos elementos finitos (MEF), devido a sua
aplicabilidade e versatilidade.

Um ponto de partida para a obtencdo das equacdes de equilibrio no MEF é o principio
dos trabalhos virtuais (PTV). Esse principio dita que, para o equilibrio do sistema estrutural,

o trabalho virtual externo 8W, deve ser igual ao trabalho virtual interno W, , isto é:
oW, —dW, =0 (2.22)
Com relacdo ao RLT, o trabalho virtual externo é dado por:
BW, = F;8x, + F;8y, + M 86, + F;8x; + F,;8y, + M 80, = F] -8u (2.23)

em que o vetor de forcas externas F, é dado pela composi¢do dos esforgos atuantes nos

pontos nodais do elemento:

F=[F, F, M, F, F, M,] (2.24)

xi yi zi Xj

E o vetor de deslocamentos nodais u é formado pelo agrupamento dos graus de

liberdade dos nés do elemento:
u:[ui v, 6, u; oy GJT (2.25)
assim, a variacdo dos deslocamentos du é obtida diretamente da equacéo anterior, ou seja:

ou = [SU.

;
dv, 80, du; dv; 80, ] (2.26)

J
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O trabalho virtual interno 3W, pode ser obtido através das tensdes e deformacdes

atuantes no elemento, como mostrado a seguir (Wriggers, 2008):

BW, = [ [ (SoBE,, +25,5E, )dAdx, = [ *(N&e+ S8y + M5y dx, -

8W, = [ “f"-sedx, (2.27)

Uma vez que o campo de deslocamentos, formado pelas componentes de movimento

da secdo u, v e 0, sdo interpoladas com relacdo as mesmas grandezas nodais, através do

MEF, pode-se escrever g = s(u). Assim, a variacdo das deformacdes especificas de pode

ser relacionada a variagdo dos deslocamentos nodais du, da seguinte forma:
de=B-du (2.28)

com a matriz de relagdes cineméticas B dada por:

T
g_O& _| % o O (2.29)
ou ou ou ou

Deste modo, escrever-se o trabalho virtual interno como:
W, = FiT -du (2.30)

sendo F, é o vetor de forgas internas do elemento, dado por:

bt bt _(bf Ot oy oy,
F _jo BT -f dx, _jo BT -D-gdX, _jo (N oS tM dx, (2.31)
Como a variacao dos deslocamentos nodais du € arbitraria, tém-se a forma algébrica

ndo linear das equac@es de equilibrio do sistema:

E_F =0 (232)

e |

Como as equacgdes em (2.32) séo ndo lineares, a solugédo do sistema exige 0 emprego
de um procedimento numeérico aproximado. Como sera apresentado no Capitulo 3, esse
procedimento numérico, no caso de problemas estruturais, baseia-se em resolver o sistema
(2.32) para cada passo de carga, onde o equilibrio da estrutura é obtido através de um

processo iterativo (como o método de Newton-Raphson). Para utilizacdo desse
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procedimento numérico, a matriz de rigidez tangente K da estrutura, e consequentemente

do elemento, se faz necesséaria. A mesma é obtida através da variacdo do vetor de forcas

internas F,, isto é:

K:%2K6+Kg (2.33)

onde as matrizes de rigidez elastica K, e geométrica K, sdo dadas por:

K,=[B"-D-Bd, :J-LO(EA@(?—ST+KGA@ﬂT+ El a_xa_quo (2.34)
0 0 ou ou ou ou ou ou
T 2 2 2
ngj“’(@j fdx, =[N 0% g 90 2% gy (2.35)
o \ou 0 ouou ouou ouou

A matriz de rigidez elastica esta relacionada a variacdo das deformacdes no elemento
durante o processo de carregamento. J& a matriz de rigidez geométrica esta relacionada as
mudangas de direc¢Oes das solicitagdes internas atuantes no elemento.

A seguir serdo apresentas trés formulacdes de elementos de pértico plano em um
RLT, segundo as teorias de trelica, de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, denominadas
BarTLE, BeamEBTLE e BeamTTLE, respectivamente. Para todas as formulagdes as
hip6teses basicas do comportamento do elemento sdo descritas, bem como o tratamento

segundo o MEF. Assim, o vetor de forgas internas F, e a matriz de rigidez tangente K

podem ser obtidos para todas as formulagdes.

2.3.4 Elemento BarTLE

O elemento BarTLE é formulado de acordo com a teoria de trelica com relagdo a um RLT.
Assim, assume-se que o0 elemento sofre apenas deformacéo axial €, sendo a deformacéo

cisalhante y e de flexdo y nulas. Portanto, sdo consideradas as seguintes condigoes:

y=0..0=arctan (ﬁj (2.36)
x=0..0'=0..0=cte (2.37)
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Na equacdo anterior foi utilizado o fato de que J =0 em todos os pontos do

estratégia de interpolacdo linear nas componentes de deslocamento u e v. Assim:

u=N, (x)u +N;(x)u,

]

V=N, (%) Vi +N; (%)v,

J

em que as funcdes de interpolagdo N; e N; sdo dadas por:

N, (x,)=1-2 N (x)=Xo
(%) L i (%) L

Com auxilio de (2.36) e (2.40) ¢ possivel obter:

V.-V,
0 =arctan| ———
L, +u. —u

]

Aplicando (2.38) e (2.39) em (2.9), chega-se a:

[ s
2L,

E=

Portanto, a Equacdo (2.29) fornece:

Bzé[a 0 o]

0 elemento, ou seja:

a=[-cos(0) -sin(6) 0 cos(6) sin(0) O]T

elemento. Para que as condi¢cdes em (2.36)-(2.37) sejam atendidas, é suficiente usar uma

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

em que se define o vetor nodal a que acompanha a dire¢do normal das se¢des que compdem

(2.44)

Considerando (2.43) em (2.31), pode-se definir explicitamente o vetor de forcas

externos deste elemento:

F —EAc—a
L,
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Atraveés da relacdo anterior e considerando (2.33), chega-se na matriz de rigidez do

elemento, ou seja:

K - EA E[LJ g e N (2.46)
L|2\L) 2 B

onde o vetor nodal b que acompanha a diregdo normal a se¢do transversal é dado por:
b=[sin(6) —cos(8) 0 -sin(6) cos(6) 0] (2.47)

Na Equacdo (2.46) a primeira parcela representa a matriz de rigidez eléstica,
enquanto a segunda parcela representa a matriz de rigidez geométrica.

2.3.5 Elemento BeamEBTLE

O segundo elemento formulado com base em um RLT, é o elemento de portico que segue a
teoria de viga de Euler-Bernoulli, e é denominado BeamEBTLE. Como é assumido que a
deformacéo cisalhante y e desprezivel, impGe-se para esse elemento a seguinte condicéo

para o campo de deslocamentos:
y=0..v'=(1+u")tan(0) (2.48)
e assim para 0s pontos nodais 1 e j escreve-se:
v,'=[1+u'(0) tan(6,) (2.49)
v;'=[1+u’(L)]tan(0;) (2.50)

Portanto, ndo sé os valores como também a derivada primeira do deslocamento
transversal v sdo conhecidos nos pontos nodais. Para que tais condi¢fes sejam aplicadas no
MEF, deve-se tomar um esquema de interpolacdo cubico para essa componente do campo
de deslocamentos. Para o deslocamento axial u um esquema de interpolagéo linear ¢

tomado, como anteriormente. Portanto, escreve-se:

u=N,(x)u +N;(x)u (2.51)

V=H; (%) Vi +T (X)) v+ H (%) v, +T,(%)v; (2.52)

J
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em que as funges de interpolagao N; e N; sdo definidas em (2.40); ja H;, H,, T, e T, sdo

dadas por:

il el e
e G R R

A Equacéo (2.48) pode ser resolvida para 6, obtendo-se:

6 =arctan {V—j (2.55)
1+u’
assim:

cos(0) = 1ru (2.56)
Jaruy +(vy

sin(0) = v (2.57)
Jasuy +(v)

E derivando (2.55), chega-se a:

e,:(1+u')v"—v'u" (2.58)

(1+u ')2 +(v')2

Aplicando agora (2.56)-(2.58) em (2.11), obtém-se a deformagé&o de flexdo y como

funcdo dos deslocamentos U e Vv, ou seja:

- (I+u’)v"=v'u" (250)

\/(1+u')2 +(v')2

Devido a baixa ordem de interpolacdo do campo de deslocamentos, quando a
deformacéo axial ¢ € utilizada diretamente, um aumento de rigidez espurio é gerado. Tal
efeito € conhecido como travamento de membrana (membrane locking). Para contornar esse

problema existem diversas estratégias numericas possiveis (Crisfield, 1991). Entre elas
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destacam-se a integragdo reduzida e o uso de um valor de referéncia caracteristico. Para o

presente elemento, a deformacdo axial € é substituida por seu valor médio ¢, que é dado

por:

€, :—.[OLOsdxO :iJ.OLO [(1+u')2 +(v)* —1} dx, (2.60)

Assim, a matriz de relagdes cinematicas B, de acordo com (2.29), fica:

)
B= {ag 0 a_x} (2.61)
ou ou

Devido a complexidade das expressdes em (2.61), a matriz B para esse elemento é
dada no Apéndice A. Com auxilio de (2.31), escreve-se para o vetor de for¢as internas:

Fo" ( axjdx (2.62)

ou

Por fim, a matriz de rigidez, de acordo com (2.33), é definida como:

2 2
K=(" (EA‘38 % +EI8—X6—XT]dx0+IL° NTEn M TE g (263)
ou ou’ ou ou 0 ouou ouou’

As derivadas presentes na equacao anterior sdo fornecidas também no Apéndice A.

2.3.6 Elemento BeamTTLE

O terceiro elemento formulado no RLT segue a teoria de viga de Timoshenko, e €
denominado BeamTTLE. Nesse elemento assume-se que as trés componentes de

deformacéo (&, y e y) séo significantes. Assim as trés componentes de deslocamentos (U,

vV e 0) sdo independentes e podem ser interpoladas seguindo um esquema linear, ou seja:

u=N, (x)u +N;(x)u (2.64)
V=N, (%)V; +N; (%)V, (2.65)
0=N,(%))6;+N;(%)6, (2.66)

com N; e N; sendo definidos em (2.40).
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Assim, com auxilio de (2.29), escrevesse a matriz de relagbes cinematicas como:

.
B{@ X a_x} (2.67)
ou ou ou

em que as deformacBes especificas em (2.9)-(2.11) sdo obtidas considerando-se as
componentes de deslocamentos em (2.64)-(2.66).
Devido a complexidade dos termos presentes na matriz B esses serdo apresentados

no Apéndice B. O vetor de forgas internas € obtido através de (2.31), isto é:
F=]"° NZE s M gy, (2.68)
0 ou ou ou

Como consequéncia da baixa ordem das funcdes de interpolacdo, uma variacdo de
rigidez espuria surge quando a integracdo direta da Equacdo (2.68) é realizada. Além do
travamento por membrana, como mostrado para o0 elemento anterior, a deformacéo
cisalhante y também gera esse tipo de efeito conhecido como travamento por cisalhamento
(shear locking). Para contornar esse problema, € utilizada a integracdo reduzida com apenas
um ponto de Gauss.

A matriz de rigidez do elemento é obtida através da variacdo do vetor de forcas

internas em (2.68) e é dada por:

K=K, +K, (2.69)

A matriz de rigidez elastica é gerada pela variacdo dos esfor¢os internos e pode ser

expressa como:

K, :j“’(EA@ 6i +KGA@ﬂT+ El @a—’ijdxo (2.70)
0 ou ou ou ou ou ou

ja a matriz de rigidez geométrica resulta da variacao das dire¢6es dos esforcos internos e é

definida de acordo com a expressao a seguir:

Lo 0’e %y %y
K, = N +S +M dx 2.71
’ -[0 L ouou’ oudu’  auau’ )" @)

As derivadas presentes em (2.71) séo fornecidas também no Apéndice B.
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2.4 Formulagbes com Referencial Co-Rotacional

Quando o movimento de um elemento é medido tomando como base um sistema de
coordenadas local que se move junto com o mesmo, de modo que em relagéo a este sistema
0s movimentos de corpo rigido sdo nulos, diz-se que a analise é realizada em um referencial
co-rotacional. Nesse tipo de analise, somente 0s movimentos que causam deformacdes estdo
presentes. Assim, os deslocamentos e rotagcfes medidos nesse sistema local podem ser
considerados pequenos, e medidas de deformacéo lineares podem ser utilizadas sem perda

de preciséo.

2.4.1 Cinematica

Para que uma anélise seja realizada no RCR, um sistema de coordenadas local deve ser
definido de modo que, com relagdo ao mesmo, 0s movimentos de corpo rigido sejam nulos.
Para tal, em um dado estagio do processo de carregamento, o eixo axial do sistema local é

definido pela direcdo do vetor que liga os pontos nodais i e j. O eixo transversal é obtido
pela normal positiva ao eixo axial, ou seja, através de uma rotacdo de 90° no sentido anti-

horério. A Figura 2.5 mostra o sistema global com coordenadas (xg Y, ) o0 sistema inicial

com coordenadas (X, y) e o sistema local com coordenadas (X, Y, ) . O angulo de orientagdo

B do elemento mede o angulo entre o eixo axial local e o eixo horizontal global; de modo
que na configurag&o original o mesmo é dado por f3, .

A Figura 2.6 mostra os esfor¢os externos atuantes no elemento que causam a sua
deformacdo. Os mesmos sao referenciados com relacdo ao sistema local. Devido a escolha

do sistema local, somente trés componentes dos esforcos externos (F.;, M e M) geram

Xj !
trabalho e influenciam nas formulagdes no processo de formacao do vetor de forgas internas

e da matriz de rigidez.

Como apresentado a seguir, as coordenadas no sistema local (x.,y,) podem ser

relacionadas as coordenadas globais (xg, yg) através das coordenadas dos pontos nodais
(Xgi’ygi) € (ng’ygi)'

X, =(X, = X5 )c0s(B)+ (¥, =Yg )sin(B) (2.72)

23



Figura 2.6 Esforgos externos atuantes com relagdo ao referencial co-rotacional.

Y, :(yg —y(_],i)cos(B)—(xg —xgi)sin(B) (2.73)

em que as orientagdes inicial B, e atual p do elemento sdo dadas por:

B, = arctan [MJ (2.74)
Xgio ~ Xgio
B =arctan Yo7 Ya (2.75)
X — Xqi
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A rotacdo de corpo rigido do elemento é definida entdo como o incremento de rotacao

entre a orientagdo atual e a inicial, ou seja:

(ygj Yy )(ngo _XgiO)_(Xgi — X )(ygjo - ygm)
(ygj - ygi)(ym‘o - ygi0)+(xgj Xy )(ngo _Xgio)

6, =p—B, =arctan (2.76)

Portanto, o sistema de coordenadas local na configuracdo original indeformada

coincide com o sistema inicial, e é dado por:

X0 = (XgO - XgiO)COS(BO)"'(ygo - ygiO)Sin (Bo) (2.77)

Yoo = ( Yoo~ ygiO)COS(BO)_(XgO - XgiO)Sin (Bo) (2.78)

em que (xgo, ygo) sdo as coordenadas globais na configuracédo original. As coordenadas dos

pontos nodais i e j nessa configuracio sio dadas por (X, Yee) € (XgojYao;):
respectivamente.
Os comprimentos inicial L, e atual L do elemento podem ser obtidos a partir das

coordenadas globais dos pontos nodais, ou seja:

L = \/( Xgio ~ Xgi0)2 +(Ygo - ygw)z (2.79)

=) (a0 @20

Seguindo a teoria de viga de Reissner, o campo de deslocamentos do ponto P de uma
secdo transversal genérica é obtido de forma analoga as formulagfes baseadas no RLT.
Contudo, com relacdo ao sistema local, as rotacdes das secdes transversais Sao pequenas.

Assim, de acordo com (2.5) e (2.6), o campo de deslocamentos pode ser definido por:
U, =X —X,=U.—6.Y, (2.81)
Vo=V =Yoo =Ve (2.82)
em que a rotagdo 0, em relagdo ao sistema local de uma segéo transversal é dada por:

0,=0-0

c r

(2.83)
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sendo O arotacdo da segcdo com relacéo ao sistema global e 6, a rotacdo de corpo rigido do

elemento, como em (2.76).
A partir da definicdo do sistema de coordenadas local em (2.77) e (2.78), conclui-se
que as trés seguintes componentes de deslocamentos dos pontos nodais sdo nulas:

u.=0 v.=0 v.=0 (2.84)

ci ci cj

Assim, com auxilio de (2.77) e (2.83), as componentes nodais restantes, que geram

deformacdes no elemento, sdo dadas por:

u;=L-L, 0,=6,-6, ©,=0,-6, (2.85)

¢j ci i r

O vetor de deslocamentos no sistema local u, € definido organizando-se

c

matricialmente as componentes em (2.85), ou seja:

u=[u; 6, 6] (2.86)

C

Com relagdo ao sistema global, de forma analoga, o vetor de deslocamentos u, é

definido da seguinte maneira:

:
u =[ugi Vi egi Ui Yy ng] (2.87)

9

Para que as equacdes de equilibrio da estrutura sejam formadas, as equacdes de
equilibrio do elemento necessitam ser expressas com relacdo ao sistema global. Dessa forma,

os deslocamentos nos sistemas local u, e global u, sdo relacionados através da expressao

abaixo:
ou, =T-ou, (2.88)

em que a matriz T de correlagdo entre os sistemas local e global, é dada por:
T
T=|a, c, —lbC Cy —lbc (2.89)
L L

sendo a, e b, vetores que acompanham a orientagédo normal e transversal do elemento,
respectivamente. As rotag0es nodais no sistema local sdo representadas pelos vetores c ; e

c,; - Esses vetores sao definidos a seguir (Crisfield, 1991):
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a,=[-cos(B) -sin(B) 0 cos(B) sin(B) O]T (2.90)

b, =[sin(B) —cos(B) 0 -sin(B) cos(B) O]T (2.91)
c,=[0 0100 O] (2.92)
c;=[0 0 0 0 01 (2.93)

Com relagéo ao sistema local, os deslocamentos e rota¢fes sao, em geral, pequenos.
Assim, medidas de deformacéo lineares podem ser usadas com sucesso para descrever a
configuracdo atual do elemento. Considerando entdo as Equacbes (2.81) e (2.82), as

componentes ndo nulas do tensor de deformagdo, ¢, € €, sdo dadas por:

OUgp
CXX 8 XCO c Xc ch ( )
Scxy _ l 8UCP + aVCP — E’YC (2.95)
2 a ch a XcO 2

em que as deformacdes especificas axial ¢, cisalhante vy, e de flexdo y, atuantes em uma

secdo podem ser expressas COmo:

g =U,' (2.96)
Vo=V, =6, (2.97)
%, =0, (2.98)

Tais deformagdes podem ser organizadas em forma matricial como segue.

& =[e. Vo x| (2.99)

2.4.2 Relagdes Constitutivas

Devido a hipétese de pequenos deslocamentos e rotagdes, como na analise linear, o tensor
de tensOes de Cauchy pode ser relacionado ao tensor de deformagdes linear. Assim, as

tensOes atuantes na se¢do transversal axial o, € cisalhante s, sdo dadas por:

27



Oow = E €0y = E (&, —%c Yoo ) (2.100)

CXX CXX

Gy =2Gg,, =Gy (2.101)

C

Os esforgos normal N_, cisalhante S, e de flexdo M . no sistema local sdo definidos

por:
N, = [ oo, dA, = EAg, (2.102)
S, = |, Ouy dA, =KGAY, (2.103)
M, = [ —¥. 0o dA =El 7, (2.104)

Os mesmos podem ser agrupados matricialmente para formar o vetor de esforgcos

internos no sistema local f,.

f.=[N, S, M., =D

C C C

(2.105)

c

sendo D a matriz de relagdes constitutivas em (2.21).

2.4.3 Principio dos Trabalhos Virtuais

Analogamente as formulacdes com base em um RLT, o PTV pode ser utilizado na
determinacdo das equacdes de equilibrio de um elemento genérico. No caso do RCR,

somente as seguintes componentes de esforgos geram trabalho virtual externo:

8We = chj 8ucj + I\/Iczi 69t:i + Mczj 690j = F(Ie 'Suc (2106)
em que o vetor de forcas externas no sistema co-rotacional F, é dado por:
Fc-l;: = I:chj M czi M czj :'T (2107)

Similarmente a (2.27), o trabalho virtual interno pode ser expresso por:

JdAdx, = [ (N, Se, +S, 8y, +M, 5, )dx, -

cxy

W, = ° [ (CenBees +20, 56

BW, = [ f! -3¢, dx, (2.108)
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A variacéo das deformacdes especificas no sistema local g, pode ser relacionada a

variacdo dos deslocamentos no mesmo sistema, ou seja:
de, =B, -du, (2.109)
Em que a matriz de relages cinematicas no sistema local B, é dada por:

B, = 0g
ou

c (2.110)

c

Assim, o trabalho virtual interno (2.108) pode ser reescrito da seguinte forma:
SW, =F -8u, (2.111)

sendo o vetor de forgas internas no sistema local F,; dado por:

ou ou ou

c c c

F, =Bl f,dx, = IOL”(NC O 15, 0oy, e jdxo (2.112)

Para que as equacdes de equilibrio do sistema possam ser escritas no sistema global,
o0 vetor de forcas internas nos dois sistemas precisam ser relacionados. Tal tarefa pode ser
realizada através da expressdo do trabalho virtual interno. Apos a aplicacdo do MEF, pode-

se escrever (2.108) como:
SW, =F} -8u, =F} -T-8u, =(T"-F,) -8u, =F' -8u, (2.113)
em que fez-se uso da relacéo (2.88). Da equagéo anterior, conclui-se que:
F=T-F;=Nsa+M, (cci _%b°j +M, (ccj —%bcj (2.114)

A matriz de rigidez do elemento no sistema global K é obtida a partir da variacao
do vetor de forgas internas em (2.114) com relagdo aos deslocamentos no sistema global.
Como mostrado em Crisfield (1991) essa matriz é definida da seguinte forma:

N M. +M_

K=TT-KC-T+T°’bC-bI+%(ac-b1+bc-al) (2.115)

com a matriz de rigidez do elemento no sistema local sendo dada por:
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K =Fa_K_+K (2.116)
c ou ce cg

em que as matrizes de rigidez elastica K., e geometrica K_, no sistema local sdo analogas

cg

as mesmas para 0 RLT, ou seja:

Ko =] EACfe % o Tte Mo gy Do Ohe gy (2.117)
0 ou, ou, au ou; ou, ou,
2 2
—j s, e N Dk |4 (2.118)
‘ou 8u ‘ou.ou] ou_ou,

Assim, através das equacdes (2.114) e (2.115), para formulacdes baseadas no RCR,
0 vetor de forcas internas e matriz de rigidez podem ser obtidas a partir dos seus
correspondentes representantes no sistema local. A seguir sdo apresentadas as formulacgdes
baseadas no RCR dos elementos BarCE, BeamEBCE, BeamTCE que seguem as teorias de
trelica, Euler-Bernoulli e Timoshenko, respectivamente. Para todos os elementos o vetor de

forcas internas F; e a matriz de rigidez K no sistema local sdo obtidas.

2.4.4 Elemento BarCE

O primeiro elemento desenvolvido segundo 0 RCR é o elemento de trelica, denominado
BarCE. Embora este elemento seja formulado com relagdo a um RCR, é comum que barras
de trelica estejam sujeitas a grandes deformacfes em andlises de instabilidade. Assim, €
necessaria considerar que os deslocamentos no sistema co-rotacional sdo grandes. Portanto,
como para as formulacGes em RLT, a cinematica exata deve ser utilizada. Como para o

elemento BarTLE, é assumido que as deformagdes cisalhante vy, e de flex&o y, sdo nulas.

Yo =V, 'c0s (6, )—(1+u,")sin(6,)=0..6, =arctan [1 ch' J (2.119)
+ C

%o =[ (1+u,")cos(0,)+v,'sin(6,)]6,'=0..0,'=0 (2.120)

Com relacéo ao sistema local, os deslocamentos transversais nos pontos nodais sao
nulos. Assim, respeitando-se as condicdes presentes anteriores, a interpolacéo linear dessa

componente de deslocamento fornece:
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<
Il
o

(2.121)

Como os movimentos de corpo rigido sdo nulos com relacéo ao sistema local, para
atender (2.120), toma-se:

0,=0 (2.122)

Assim, a Unica componente de deslocamento ndo nula no sistema local é o

deslocamento axial u,, que pode ser aproximado por:
U =N (X0 ) Uy (2.123)

em que N; € definidaem (2.40) e u, € o deslocamento axial dono j no sistema local.

Com auxilio de (2.9), escreve-se para a deformacéo axial:

1[( ucjjz }
e ==|[1+4 | -1 (2.124)
2\ L

Com o auxilio de (2.124) em (2.110), chega-se a matriz de relacdes cinematicas:
100
1 Uy
B, :—( +—'j 0 0O (2.125)
0 0O

Assim, de (2.112), o vetor de forcas internas pode ser calculado explicitamente da

seguinte forma:
U, T
F, =EAg, [1+ E:j[l 0 0] (2.126)

A variacdo da equacdo anterior fornece a matriz de rigidez no sistema local, isto é:

K=K, +Kg (2.127)

onde as matrizes de rigidez elastica K, e geométrica K. no sistema co-rotacional sdo

dadas por:
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el uy[t 00
Kce:—[l+ °Jj 000 (2.128)
U L)l 00
G[roo
Ky=—%0 0 0 (2.129)
L,
000

2.45 Elemento BeamEBCE

O segundo elemento desenvolvido no RCR, baseia-se na teoria de viga de Euler-Bernoulli,

e é denominado BeamEBCE. Para 0 mesmo, é assumido que a deformacéo cisalhante € nula:
Y. =V,'—0,=0..v,'=6, (2.130)
Assim, aplicando (2.130) em (2.98):

Xe=6."=V." (2.131)

Como no caso anterior, o deslocamento axial é interpolado linearmente. Devido a

presenca das derivadas primeiras de v, em (2.130), a interpolagéo cubica dessa componente

de deslocamento é realizada. Essas aproximagdes para u, e v, sdo fornecidas a seguir:
U, = Nj (Xco)ucj (2.132)
Vo =T (Xe0) 05 +T; (%0 ) O (2.133)

com N; édadaem (2.40); T, e T, sdo dadasem (2.54) e u,, 0 e 0 sdo os deslocamentos

cj !
nodais ndo nulos no sistema local.
A aplicacdo de (2.132) e (2.133) em (2.96) e (2.98) fornece:

g, =— (2.134)

e oz
L (L L (L
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Com auxilio de (2.110), a matriz de relagGes cinematicas B, é dada por:

L, 0 0
B.=—| 0 0 0 (2.136)

0 6x,-4L, 6x,-2L,

Como o comportamento do elemento é linear com relagdo ao sistema local, o vetor

de forcas internas pode ser expresso simplesmente como:
F.=K_-u (2.137)

onde a matriz de rigidez no sistema local é dada por:

100 000
Kc=%000+5042 (2.138)
S0 0 0| "o 2 4

2.4.6 Elemento BeamTCE

O terceiro elemento desenvolvido no RCR baseia-se na teoria de viga de Timoshenko, e é
denominado BeamTCE. As trés componentes de deformagdo em uma secéo (&,, v, € %.)
estdo presentes, assim as trés componentes de deslocamentos (u., v, e 6,) podem ser

interpoladas linearmente, ou seja:

U =N (X0 ) Uy (2.139)
v, =0 (2.140)
0, = N; (%) 0 + N (%) 0y (2.141)

Com auxilio de (2.96)-(2.98), as deformagdes em uma secdo podem ser expressas

como.
Yy (2.142)
g, =— .
L
v = _[1—%eciJ—(%] 0, (2.143)
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Yo = -0, +—0, (2.144)

Loci LOCj

Ja a matriz de relagGes cinematicas B, € obtida a partir da variacdo das equacdes

(2.142)-(2.144), ou seja:

NERL 0
B,=—|0 x,-L, —X, (2.145)
Bl L1 1

Analogamente ao elemento anterior, 0 comportamento do presente elemento com
relacdo ao sistema local é linear e, portanto, o vetor de forcas internas pode ser expresso

simplesmente como:

em que a matriz de rigidez no sistema local K_ é dada por:

EAlOO EIOO 0
K.=—]0 0 0(+—|0 1 -1|+

L0OOO LO01—1

000
021 (2.147)
01 2

Procurando evitar o problema de shear locking, utiliza-se integracdo reduzida com

apenas um ponto de Gauss na determinag&o da matriz de rigidez K. .

34



Capitulo 3

Metodologia de Analise Nao Linear

3.1 Introducéo

Para a solucdo numérica das equacbes ndo lineares de equilibrio, procedimentos
incrementais e iterativos tem sido os mais utilizados na engenharia estrutural. Esse processo
consiste na aplicacdo do carregamento através de incrementos ao longo da anélise até que
seja atingido o valor total da carga, ou até um nimero limite de passos de carga. Em cada
passo da andlise, correspondente a um incremento de carga, as equacdes de equilibrio séo
resolvidas por meio de métodos iterativos, como o de Newton-Raphson. Podem ser
utilizadas, também, técnicas de continuacdo, que sdo equacdes de restri¢cdo adicionadas ao
sistema algébrico com o intuito de ultrapassar 0s pontos criticos ao longo da trajetéria de
equilibrio.

O presente capitulo tem como objetivo apresentar os métodos e estratégias para a
solucdo de equac0es algébricas ndo lineares. Na Secdo 3.2 a metodologia geral de solucdo €
apresentada. O método de Newton-Raphson é introduzido na Secéo 3.3, e o algoritmo de
solucdo é detalhado. As estratégias de iteracdo e de incremento de carga apresentadas

detalhadamente nas Sec¢des 3.4 e 3.5, respectivamente.

3.2 Metodologia de Solucéo

As equagdes de equilibrio de um elemento podem ser combinadas, através dos graus de
liberdade nos pontos nodais, para formar as equacdes de equilibrio do sistema estrutural, ou

seja:



g(LU)=F,(1)-F (U)=AF, —F (U)=0 (3.1)

em que o vetor de forgas externas F, é funcéo do pardmetro de carga A e o vetor de forgas
internas F, é funcédo dos deslocamentos nodais do sistema U . O vetor de cargas de referéncia
F, define a direcdo em que as cargas externas atuam na estrutura e sua intensidade e

ponderada pelo parametro de carga A.

Para o equilibrio do sistema, as forgas externas F, devem ser equilibradas com as
forgas internas F,. Essa condicéo é garantida fazendo com que o vetor de forgas residuais g

seja nulo ou aproximadamente nulo em uma abordagem numérica. Assim, muitos métodos
numéricos, como o método de Newton-Raphson, baseiam-se em estratégias que visam tornar

o0 vetor de forcas residuais g suficientemente pequeno.

Uma vez realizada a analise ndo linear € comum representar graficamente o0s
resultados obtidos em curvas carga-deslocamento. Tais curvas sdo denominadas trajetérias
de equilibrio e, de um modo geral, podem representar 0 comportamento de duas
componentes genéricas dos resultados obtidos na analise, como deslocamentos, rotacoes,
esforcos, carregamento, reacdes de apoio, entre outros. A Figura 3.1 ilustra uma trajetoria
de equilibrio, onde cada ponto representa uma configuragdo de equilibrio estatico que atende
a Equacdo (3.1).

Um procedimento eficiente de solucdo das equacgdes algébricas ndo lineares deve ser
capaz de lidar com os problemas numéricos comuns encontrados nas analises ndo lineares.
Trés tipos de pontos criticos sdo destacados: pontos limites de carga, pontos limites de
deslocamento e pontos de bifurcagdo. Pontos limites de carga ocorrem quando a rigidez do
sistema, com relagdo a uma componente de deslocamento, se torna muito pequena. Assim,
quando controle de carga € utilizado, o sistema sofre grandes deslocamentos, caracterizado
por um salto dinamico. Tal fendmeno é conhecido snhap-through. Os pontos limites de
deslocamento ocorrem quando, para uma dada componente de deslocamento, a rigidez do
sistema se torna muito grande. Assim, quando controle de deslocamentos dessa componente
é utilizado, o sistema sofre uma variacgao instantanea da carga aplicada, caracterizada por um
salto dindmico. Tal fenbmeno é conhecido como snap-back. Por fim, quando a partir de um
ponto de equilibrio, duas ou mais configuragbes sdo possiveis tém-se um ponto de
bifurcacéo.

Embora, muitas vezes, a resposta de uma estrutura antes de se alcancar pontos criticos

seja suficiente para os propositos de projeto, a determinacdo da resposta no intervalo pos-
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critico é essencial quando se deseja estudar o comportamento ndo linear da estrutura, ou
mesmo verificar se ela é sensivel a imperfeicdo. Além disso, a resposta no intervalo pds-
critico confirma a passagem pelo ponto limite e permite o conhecimento da carga de colapso
(Crisfield, 1991).

Carga/\

Salto dinamico sob controle de carga

Snap - through

Ig, a 10
Salto dinamico
—r— Ve
Tt SN 1sob controle de
Trajetoria '
. rdeslocamento
secundaria '
Vsnap-back
)
4 Ponto limite de carga
m Ponto hmite de deslocamento

e Ponto de bifurcacdo
~

Pl
Deslocamento

Figura 3.1 Trajetoria de equilibrio.

Para a solucdo do sistema de equacdes em (3.1), um esquema incremental-iterativo €
utilizado (Crisfield, 1980). Assim, com base em uma configuracao de equilibrio conhecida,

com parametro de carga A, e deslocamentos U,, em um passo de carga i, uma nova
configuracdo pode ser obtida. Por se tratar de um processo numérico, uma estimativa inicial
do incremento do parametro de carga A\, é necessaria, e Com a mesma uma estimativa
inicial do incremento de deslocamentos AU, e calculada. A partir dessas estimativas, um

processo iterativo € iniciado, como o de Newton-Raphson. Tal processo continua com o

calculo dos sub-incrementos de carga oA, e de deslocamentos dU, até que, em uma iteracéo
k, um estado de equilibrio, caracterizado pelos incrementos de carga Ak, e de
deslocamentos AU, , seja obtido e a Equagéo (3.1) seja atendida. A Figura 3.2 ilustra o

processo iterativo, destacando a busca por um ponto de equilibrio a partir de uma
configuracao anterior.
Para a passagem pelos pontos criticos, uma equacéo adicional de restricdo sobre o

sub-incremento do parametro de carga oA, deve ser fornecida. Tal equacéo restringe a busca
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por pontos na trajetéria de equilibrio a uma superficie de controle. Assim, a partir das
diversas possibilidades de restri¢des, o sub-incremento do pardmetro de carga oA, pode ser

calculado de diferentes maneiras, dando origem as varias estratégias de iteracdo (Silva,
2009). Ainda é possivel utilizar técnicas de optimizacao ou estabilizacdo dos algoritmos de
iteragdo, como por exemplo, a técnica do fluxo normal (Maximiano, 2011; Crisfield, 1983).

Com os incrementos de carga e deslocamento obtidos, os resultados do passo de

carga atual (A, U,

i+l

) podem ser calculados e a convergéncia da solugéo verificada. Se

satisfeita, uma nova estimativa A\, para o passo de carga seguinte deve ser calculada. A

escolha da nova estimativa deve ser tal que o avanco na trajetoria de equilibrio seja pequeno
em regibes com comportamento fortemente néo linear, e grande quando o comportamento
for aproximadamente linear. Varias medidas do grau de ndo linearidade do sistema séo
possiveis ao passo que se avanca no processo de solucdo, dando origem as diversas
estratégias de incremento de carga (Rocha, 2000).

Na Se¢do 3.3, 0 método de Newton-Raphson € apresentado, junto com as suas
variacdes e uma técnica de estabilizacdo numérica. Ainda nessa se¢éo o algoritmo de solucéao
é descrito detalhadamente, com os passos necessarios para obtencdo da solucdo. Na Secdo
3.4 as diversas estratégias de iteragdo sdo descritas, em cada estratégia o calculo do sub-
incremento de carga S\ € apresentado, bem como as suas vantagens e desvantagens. Na
Secdo 3.5 as estratégias de incremento de carga sdo mostradas, onde em cada estratégia é

apresentada o incremento de carga inicial AL, .

3.3 Algoritmo de Solugao

Conhecido um estado de equilibrio do sistema estrutural (1,,U, ), o processo incremental

leva a busca de uma nova configuragéo de equilibrio (4,,U, ) através do método de Newton-

Raphson, como descrito a seguir. As equacdes de equilibrio do sistema em (3.1) podem ser
rescritas em funcdo dos incrementos de carga AA e de deslocamentos AU da seguinte

forma:
g(Ak,AU)=(xa+Ak)FR—Fi(Ua+AU);0 (3.2)

sendo os incrementos AA e AU dados por:
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AU=U,-U, (3.3)

A N Superficie de
o F-ccccpaeceo-IZ=w, _restricio
87\.1 T ~
Sy S

I Trajetoria de :
equilibrio |
|
|

=y

AU,
AU,
AU,

Figura 3.2 Procedimento iterativo.

Ah=2, -2, (3.4)

Um processo iterativo € utilizado para que se consiga satisfazer (3.2). Considerando
que a variacdo nos incrementos é suficientemente pequena, o vetor de forcas residuais para

a nova estimativa g, pode ser obtido a partir de uma aproximagéo por série de Taylor até a

primeira derivada, ou seja:

= —— (AU, —AU,_ )+ ——(AA, —AL,)=0 35
g, ga"’a!”( n a)+af7( n a) ( )

em que g, é o vetor de forgas internas da estimativa anterior. Assim, com ajuda de (3.1),

escreve-se:
g,-K-8U+061LF, =0 (3.6)
em que os sub-incrementos de carga oA e de deslocamentos 6U s&o dados por:

SU=AU, —AU, (3.7)
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Sh=AL, — AL, (3.8)

Nota-se de (3.6) que a matriz de rigidez é definida como a variacdo das forgas internas

com relacdo aos deslocamentos, ou seja:

Ko_ 99 _FK (3.9)
oAU oU

Que é obtida analogamente a andlise linear, pela combinacdo da rigidez dos elementos
através dos graus de liberdade aos quais 0s mesmos estdo conectados. Nota-se também que

a equacéo (3.6) pode ser resolvida para dU escrevendo:

85U =38U, +518U, (3.10)

em que os sub-incrementos dos deslocamentos residual dU, e tangente SU, séo dados por:
SU, =K™.g, (3.11)
SU, =K™-F, (3.12)

Na solucdo de alguns problemas, faz-se necessario 0 emprego de técnicas numéricas
especiais para a estabilizacdo do algoritmo numérico de solucdo néo linear. Destaca-se aqui,
a técnica do fluxo normal (Maximiano, 2012), onde a equagdo do sub-incremento de
deslocamento ¢é alterada para:

T
sU=su. —| OV 5, (3.13)
r 6 . t

Finalmente, a Unica componente que ainda precisa ser determinada para a obtencdo
de uma nova estimativa para a solugdo do problema é o sub-incremento de carga oA. A
determinacdo desse sub-incremento esta relacionada a equacao de restricdo (superficie de
controle) considerada durante o processo iterativo. Uma estratégia eficiente deve ser capaz
de passar pelos pontos criticos presentes na trajetoria de equilibrio, e o sub-incremento de

carga oA deve ser suficientemente pequeno quando o vetor de forgas residuais g também o

for. Diversas estratégias de determinacdo de oA sdo descritas na Secédo 3.4.
Por se tratar de um procedimento numeérico, a solucao exata ndo pode ser obtida, e as

equacOes em (3.2) s6 podem ser satisfeitas aproximadamente. Assim, um critério de parada
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deve ser estipulado, de modo que o processo iterativo possa ser finalizado quando a solugao
estiver suficientemente préxima da solucéo exata. No presente trabalho, o critério baseado
em forcas é utilizado, onde o ciclo iterativo é finalizado se o vetor de forcas residuais for

suficientemente pequeno, isto €:

o] < tol | (3.14)

em que tol é uma tolerancia estipulada pelo analista e, em geral um valor da ordem de 10
a 10™ é utilizado.

O método de Newton-Raphson tem sido muito utilizado na engenharia estrutural por
ser um método de aplicacdo geral, estvel e possuir convergéncia quadratica (Crisfield,
1991; Krenk, 2009). Contudo, durante o processo iterativo, a matriz de rigidez do sistema
K é utilizada constantemente na determinacdo dos sub-incrementos de deslocamento

residual oU, (3.11) e tangente SU, (3.12). Em estruturas com um numero elevado de graus

de liberdade, o processo de formacao e atualizacdo da matriz de rigidez durante cada iteragédo
tem um custo computacional elevado. Uma alternativa para contornar esse problema é
atualizar a matriz de rigidez somente no inicio do passo de carga, dando origem ao chamado
método de Newton-Raphson modificado. A Figura 3.3 ilustra a obtencdo de um ponto de
equilibrio com a utilizacdo do método de Newton-Raphson padrdo e do método modificado.

Embora 0 método modificado tenha um custo computacional reduzido, 0 mesmo
possui uma taxa de convergéncia inferior ao método padréo, de modo que um nimero maior
de iteracOes pode ser necessario para a determinacdo de uma nova configuracdo de
equilibrio. Em situacdes onde o sistema estrutural possui elevado grau de ndo linearidade, o
processo iterativo pode ndo convergir com a utilizacdo desse método. Em geral, o uso do
método modificado ¢ indicado para sistemas estruturais com numero elevado de graus de
liberdade e comportamento ndo linear moderado.

Para inicializar o ciclo iterativo é necessario uma estimativa inicial do parametro de

carga A\, . A partir da mesma, uma estimativa inicial para os incrementos de deslocamentos

AU, pode ser obtida tomando a direcdo tangente a trajetdria de equilibrio, ou seja:
AU, = AL, K™ -F, (3.15)

A estimativa inicial do incremento de carga A\, deve ser grande em trechos da

trajetéria com comportamento préximo ao linear, e pequeno em trechos com comportamento
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nédo linear acentuado. Assim, um acompanhamento do grau de néo linearidade do sistema

deve ser realizado. Na Sec¢do 3.5 diversas estratégias de incremento de carga sao discutidas.

A X

L —@l(U.2) —@(U.2)

Padrio U Modificado U

Figura 3.3 Método de Newton-Raphson padrdo e modificado.

A Figura 3.4 ilustra o algoritmo de solucdo utilizado, onde o simbolo A indica o
somatorio relacionado ao numero de elementos finitos. O processo inicia com a leitura dos
dados relevantes a analise, como: o vetor de carga de referéncia F, os graus de liberdade
com restricdes e fixos, 0 numero maximo de passos de carga n,,, 0 maximo valor do

parametro de carga A o valor inicial do incremento de carga A\,, entre outros. Em

max !
seguida, a matriz de rigidez na configuragéo indeformada K, é calculada.

Com os parametros anteriores, o ciclo incremental pode ser iniciado. Uma estimativa
inicial para os incrementos de deslocamentos AU, séo calculados a partir de (3.15). Com as
estimativas dos incrementos de carga AA, e de deslocamentos AU, o ciclo iterativo pode

ser iniciado. Inicialmente, o vetor de forcas internas dos elementos sdo calculados e
combinados através dos graus de liberdade para formar o vetor de for¢as internas do sistema

F.. Em um passo de carga i e em uma iteracdo k o vetor de forgas internas é dado por:
F=F(UL+AU,,) (3.16)
Na sequéncia, o vetor de for¢as externas é calculado como:
F,=(Ay+A0 )Ry (3.17)
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Com o vetor de forgas internas e externas, calcula-se o vetor de forgas residuais
através de (3.1). Uma verificagdo do equilibrio do sistema é realizada através de um dado
critério de convergéncia, como em (3.14). Caso o equilibrio tenha sido atendido, o ciclo
iterativo é encerrado e um novo passo de carga é dado; se o equilibrio ndo foi atingido, os

sub-incrementos de deslocamentos residual dU, e tangente dU, séo calculados, onde a

matriz de rigidez utilizada é a atual ou com relacao ao inicio do passo de carga, dependendo
da escolha entre 0 método de Newton-Raphson padrdo e o modificado. Em seguida, o sub-
incremento do pardmetro de carga oA é calculado de acordo com a estratégia de iteracdo
adotada e obtém-se o sub-incremento dos deslocamentos 6U . O processo iterativo segue até
que o equilibrio do sistema seja atingido, ou até que um ndmero maximo de iteracdes seja

alcancado.

L S[F, =F,(U_, + AU, ,)|——{F, =(%_,+ AL, ,)Fy | —lg=F,-F,

i

|

| [

: .&;uli = Muli_l + a;.. .

| |AU, =AU, +5U | < z0l x [F | ——!
: k k-1 Su’n:
| T Nio :
[ - _ ¥

- r=r() 5U,-K g . a
| < * = i
| |8U=8U, +&.8U, U, =K -F, it !
| i
| |

Figura 3.4 Algoritmo de solucéo.
Ao final do processo iterativo, e dando continuidade ao ciclo incremental de carga,

uma nova estimativa para A\, deve ser obtida. Essa nova estimativa € calculada de acordo

com a estratégia de incremento de carga adotada. O ciclo incremental continua até que o
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pardmetro de carga atinja um valor limite estipulado, ou até que um nimero maximo de

passos de carga seja atingido.

3.4 Estrategias de Iteracao

Durante o ciclo iterativo, a escolha do sub-incremento do parametro de carga A deve ser
tal que, o algoritmo de solucdo seja capaz de passar por pontos criticos e percorrer toda a
trajetdria de equilibrio do sistema. Na sequéncia, sdo apresentadas algumas estratégias de
iteracdo encontradas na literatura (Crisfield, 1991; Crisfield 1983; Krenk 2009; Silva, 2009;
Maximiano, 2012) e implementadas no sistema computacional desenvolvido no presente
trabalho.

Uma condicao importante para as estratégias de iteracdo € que o sub-incremento de
carga se torne pequeno a medida que o vetor de forcas residuais g se torne pequeno, ou seja,
a medida que se aproxima do equilibrio. Essa condicdo é importante, pois garante que 0s
sub-incrementos de deslocamentos em (3.10) também se tornem pequenos, e que 0 esquema

iterativo consiga convergir para a solugédo desejada.

3.4.1 Incremento Constante

A primeira estratégia de iteracdo apresentada considera que o incremento do parametro de
carga se mantenha constante durante o ciclo de iteracdes, ou seja:

AL, =A\, =Cte (3.18)
Assim, de (3.8) escreve-se que o sub-incremento do parametro de carga é dado por:
oA=0 (3.19)

Essa estratégia de iteracdo apresenta dificuldade em passar por pontos limites de
carga. Quando um ponto de maximo local de carga é atingido, 0 esquema de solucéo tenta
incrementar novamente o parametro de carga. Assim, a porcao da trajetoria de equilibrio que
apresenta um valor de carga menor do que aquele encontrado no ponto de maximo local é
perdida. Em casos onde o sistema apresenta um elevado grau de néo linearidade, € comum
que o ciclo iterativo falhe em encontrar uma solugéo dentro do nUmero méaximo de iteragdes

especificado.
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3.4.2 Comprimento de Arco Linear

A estratégia de iteracdo com comprimento de arco linear (Riks, 1979) consiste em tomar 0s
incrementos de carga e de deslocamentos restritos a um hiperplano, perpendicular ao sub-

incrementos oA e oU, assim:
AUT -8U + AL, SALF] -F, =0 (3.20)
Introduzindo (3.10) na equacao anterior, chega-se a:
AU -(8U, +818U, )+ AL, SAF; -F, =0 (3.22)
cuja solucgdo para oA, é dada por:

)
sh = a0, (3.22)
AUT -8U, + AL, F! -F,

3.4.3 Comprimento de Arco Cilindrico e Esférico

A estratégia de comprimento de arco, cilindrico ou esférico, € uma das mais utilizadas na
solucdo de problemas estruturais com forte ndo linearidade devido a sua generalidade e
capacidade de lidar com os pontos criticos presentes na trajetoria de equilibrio.

A estratégia de comprimento de arco consiste em restringir as estimativas de

incremento de carga e de deslocamentos a uma superficie de controle quadratica. Assim,
para as estimativas da iteracdo anterior (AL,,AU, ) e da nova iteragdo (A%x,,AU, ) escreve-

Se.
AU! -AU, +B* AN F -F = Al? (3.23)
AUT -AU_ +B* AN FL -F, = Al? (3.24)

sendo B um parametro de correlagdo entre os incrementos de deslocamentos e os

incrementos de carga; Al é uma medida da dimensédo da superficie de restri¢do (cilindrica
ou esférica). Aplicando (3.7), (3.10) e (3.23) em (3.24) é possivel obter uma equacéo

quadratica para o sub-incremento do parametro de carga, ou seja:

adh?+2bdA+c=0 (3.25)
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em que os coeficientes a, b e ¢ sdo dados por:

a=03U -8U, +B*F; -F, (3.26)
b=(AU, +3U,) -8U, +B* AL, FL -F, (3.27)
c=(2AU, +3U,)" -8U, (3.28)

As estratégias de comprimento de arco cilindrico e esférico diferenciam-se na

defini¢do do parametro B, com B=0 e B=1, respectivamente. A Equacéo (3.25) tras duas

solucOes S\, e 6A, para o sub-incremento do parametro de carga, que sdo dadas por:

b b\ ¢
sho=—oy [ 2] 28 3.29
= (j c (3:29)
s, =2 — (EJZ—E (3.30)
2 3 a) a '

As solucBes em (3.29) e em (3.30) possuem valores reais se 0s passos incrementais
forem suficientemente pequenos (Krenk, 2009). Para evitar o problema de retorno na
superficie de controle durante o ciclo iterativo, deve-se escolher o sub-incremento do
parametro de carga de modo que a nova estimava para os incrementos de deslocamentos

AU, esteja proxima da anterior AU, . Portanto, supondo que a solugéo escolhida seja oA, ,
deve-se ter:

AU -(AU] +8U, +82,8U, )= AU] - (AU] +8U, +82,8U, ) .
(8%, —8%,) AU -8U, >0 (3.31)

Com auxilio de (3.29) e de (3.30) é possivel concluir que S, > A, , de forma que a

condic&o (3.31) pode ser reescrita como:
AU! -8U, >0 (3.32)

Caso a condigdo anterior ndo seja atendida, deve-se tomar a solucao 6A,. De um

modo geral o sub-incremento do pardmetro de carga pode ser escrito como:
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6%=—9+sign(AU£-8Ut) (Ej _L (3.33)
a a a

3.4.4 Norma Minima dos Sub-Incrementos de Deslocamentos

Essa estratégia de iteracdo consiste em definir o sub-incremento do pardmetro de carga oA

considerando que o sub-incremento de deslocamentos U seja minimo. Escreve-se assim:
SU" -8U = min (3.34)
Para satisfazer a condig&o anterior, considera-se que:

d(sU'-8U) ¢
dsr  dda

(8U7 -8U, +251.8U7 -8U, +81° 8U; -8U, )=0.. (3.35)

cuja solugdo para oA € dada por:

~3U7 38U,

S\ = -t
U7 -8U,

(3.36)

3.4.5 Residuo Ortogonal

A ideia basica dessa estratégia consiste em tomar o vetor de for¢as residuais em um estagio

intermediario ao anterior g, e ao novo g, como ortogonal & estimativa do vetor de

deslocamentos incrementais na iteracdo anterior. Esse residuo intermediario é tomado

incrementando-se o vetor de forgas externas para a configuracéo atual, da seguinte forma:
Un =(A+A%, +30)F; —F (U+AU, ) =0, + 5L Fy (3.37)

A equacdo de ortogonalidade entre o vetor de forc¢as residuais intermediario e o vetor

de deslocamentos incrementais na iteracdo anterior é escrita como:
gr-AU, =0 (3.38)
Reescrevendo a equagéo anterior, chega-se a:

_ g; 'AUa

S = — 22
Fl-AU,

(3.39)
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3.5 Estratégias de Incremento de Carga

Ap0s a determinacdo de um novo ponto de equilibrio do sistema, uma nova estimativa inicial

para 0 incremento de carga AA,, deve ser definida. Como ja comentado, essa nova

estimativa deve ser tal que acompanhe o comportamento do sistema estrutural, isto &, em
trechos da trajetoria de equilibrio com grau de ndo linearidade elevado, o incremento inicial
deve ser suficientemente pequeno para que o ciclo iterativo consiga convergir para uma nova
configuracdo de equilibrio. Em regides com comportamento aproximadamente linear, o
incremento inicial pode ser grande o bastante para que o custo computacional na
determinacéo dos pontos de equilibrio, neste trecho, seja pequeno.

Dentre as diversas medidas do grau de ndo linearidade do sistema, uma das mais

utilizadas na pratica computacional é a relagdo J entre o numero de iteracGes que foram

necessarias no passo de carga anterior n, e o numero de iteraces desejadas n, .

J= U_J (3.40)
em que o parametro o € utilizado para optimizacéo e estabilidade numérica, sendo que, em
geral, o valor a.=0.5 ¢é utilizado (Krenk, 2009).

Quando o tracado da trajetdria de equilibrio se aproxima de um ponto limite o sinal
do incremento de carga no proximo passo deve ser investigado para se evitar o problema de
retorno da solucdo. Varias estratégias de investigacdo do sinal do incremento de carga inicial
sdo presentes na literatura (Crisfield, 1991; Krenk, 2009). Entre elas pode-se destacar a
variagdo do sinal do determinante da matriz de rigidez, ou a variagdo do sinal de algum
autovalor da mesma. No presente trabalho, o sinal s do novo incremento de carga inicial

Al.,, € tomado pelo sinal do produto entre as estimativas inicias tangentes do passo de carga

anterior e novo, isto é (Crisfield, 1991):

s =sign (AU, -AU ) (3.41)

3.5.1 Incremento de Carga

A primeira estratégia de incremento de carga relaciona diretamente o incremento do passo

de carga anterior AA, com o novo AL, , ou seja:
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Ah,y =5J Ak, (3.42)

Observa-se que o sinal do incremento de carga é alterado atraves do parametro s em
(3.41) e a sua intensidade através da medida de n&o linearidade J em (3.40). Essa estratégia
de incremento de carga é idealmente acoplada a estratégia de iteragdo com incremento de
carga constante.

3.5.2 Comprimento de Arco Cilindrico e Esférico

Quando as estratégias de iteracdo com comprimento de arco cilindrico ou esférico sdo
utilizadas, estratégias de incremento de carga correspondentes devem ser utilizadas para se
evitar problemas numéricos devido a inconsisténcia entre o tamanho dos incrementos e da
superficie de controle. O comprimento de arco no passo de carga anterior pode ser expresso

como:

Al, = JAUT -AU, + B AN F] -F, (3.43)

Analogamente, para o passo de carga atual ou corrente, tém-se:

Al, =AU, -AU,, +B? A2, FL -F, (3.44)

Os comprimentos de arco sdo entdo relacionados conforme a medida de nao

linearidade do sistema, ou seja:
Al =J Al (3.45)
Com auxilio de (3.15), (3.44) e (3.45), chega-se a:

Al

Al =5J = —
JAUT -AU, +B2FT -F,

(3.46)

3.5.3 Trabalho Externo

Essa estratégia de incremento de carga baseia-se no trabalho externo realizado pelo sistema.

No passo de carga anterior, o trabalho externo é tomado como:
AW, = AL, F! -AU, (3.47)

No novo passo de carga, com ajuda de (3.15) é dado por:
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AW, = AL, FL -AU,, = A)Z, FT - AU, (3.48)

Os trabalhos externos anterior e novo sdo relacionados através do grau de nao

linearidade do sistema, da seguinte forma:

AW, = J AW, (3.49)

Resolvendo a equacéo anterior para o incremento de carga inicial AL, tém-se:

Fl-A
Ahpo = (3 F;—Ua (3.50)
FL -AU,
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Capitulo 4

Sistema Computacional AFA-OPSM

4.1 Introducao

A analise numérica de sistemas estruturais € de natureza computacional devido ao grande
nimero de operacOes necessarias para a sua solucdo, mesmo com relacdo aos sistemas
relativamente simples. Essa caracteristica é extremamente acentuada quando efeitos ndo
lineares sdo considerados em conjunto com a aplicagdo do método dos elementos finitos.
Assim, o desenvolvimento de ferramentas computacionais é de grande importancia na
pratica de calculo e projeto estrutural.

A medida que os modelos computacionais sdo aprimorados para levar em conta as
diversas caracteristicas presentes nas estruturas reais, como plasticidade do material, efeitos
de segunda ordem, semirrigidez das ligacOes, as solugdes obtidas numericamente passam a
representar cada vez melhor o comportamento real da estrutura. Contudo, as implementac6es
computacionais também se tornam mais complexas, em conjunto com 0 aumento
consideravel no tempo de processamento e custo de armazenamento. Assim, questdes como
a escolha do paradigma de programacdo (estratégia de organizacdo do cédigo), eficiéncia,
acesso e uso de memoria se tornam relevantes e podem determinar a viabilidade da utilizacdo
de um dado sistema computacional.

O paradigma de programacdo orientada a objetos (POO) tem se tornado uma
tendéncia no desenvolvimento de sistemas computacionais complexos e/ou de grande escala,
pois oferece grande vantagem na manuten¢do, no uso e na expansao do cédigo se comparado
aabordagem convencional de programacéo estruturada (Madan, 2004). Portanto, no presente

trabalho, o POO foi utilizado em todo o desenvolvimento do sistema computacional, desde



a solucdo do problema estrutural a interface gréfica para insercdo do modelo, opgdes de
andlise e visualizacdo dos resultados.

A modelagem dos sistemas estruturais encontrados na pratica requer a insercdo de
um grande numero de parametros, como as coordenadas nodais, 0s carregamentos atuantes,
as propriedades das se¢des transversais e materiais, entre outros. Além disso, diversas opgdes
no processo de andlise e de visualizacdo dos resultados sdo possiveis. Assim, 0 uso de
interfaces gréaficas iterativas é de grande auxilio ao projetista uma vez que permite uma
melhor visualizacao, controle e entendimento do processo se comparado ao uso de arquivos
de dados padrdo. Visando atender esses requisitos, foi desenvolvida nesta dissertagdo uma
ferramenta computacional com interface gréfica iterativa integrada para as fases de pré-
processamento, analise estrutural e pds-processamento de sistemas estruturais reticulados
planos.

Este capitulo apresenta as caracteristicas e capacidades dessa ferramenta
computacional para andlise de instabilidade de porticos planos, denominada AFA-OPSM
(Advanced Frame Analysis — Ouro Preto School of Mines). Devido a grande capacidade das
bibliotecas numéricas e graficas presentes e a possibilidade de orientacdo a objetos a
ferramenta computacional AFA-OPSM foi desenvolvidaem MATLAB (Kwon et al., 1997).
Na Secdo 4.2 as carateristicas do POO sdo apresentadas. Na Secdo 4.3, a fase de pré-
processamento é detalhada. Na Secdo 4.4 as opcdes de analise do modelo estrutural sdo
descritas, juntamente com os procedimentos de solucdo. Por fim, na Secdo 4.5 estdo as

diversas op¢des da fase de pos-processamento, ou seja, visualizacdo dos resultados.

4.2 Paradigma de Programacao Orientada a Objetos

O paradigma de programagcéo estruturada (PE) tem sido a abordagem de programacéo mais
popular no desenvolvimento de codigos computacionais de carater cientifico. Nesse
paradigma de programacdo o codigo € organizado como uma sequéncia de acbes a serem
realizadas. Essas acGes atuam sobre um conjunto de dados e podem retornar novos dados
e/ou modificar as grandezas anteriores para a utilizacdo em acdes seguintes do processo.
Assim, nesse paradigma, énfase € dada as funcgdes que executam operagdes nas grandezas
da analise e como as mesmas modificam e usam os dados do sistema.

A PE requer um grande grau de compreensdo do programa como um todo para que

a modificacdo ou expansédo de alguma porc¢édo do codigo seja possivel. Como consequéncia,
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esse tipo de paradigma sofre com problemas caracteristicos encontrados na manutencgéo, uso
e expansdo de codigos computacionais de grande escala (Madan, 2004).

O conceito de programacao orientada a objetos (POO) tem revolucionado o projeto
e desenvolvimento de cddigos computacionais complexos e/ou de grande escala em todo o
mundo cientifico e tem se tornado o paradigma de programagéo padrdo da atualidade (Ross
et al., 1992). As caracteristicas poderosas e flexiveis da POO permitem ao programador
desenvolver cddigos computacionais que permitem facil manutencéo e expansdo com menor
esforco e custo (Madan, 2004). As capacidades avancadas de encapsulamento das
propriedades e métodos, abstracdo, heranga e polimorfismo geram um ambiente altamente
sofisticado e versatil para o desenvolvimento de sistemas computacionais complexos e de
grande escala.

A utilizacdo do POO para a solucédo de sistemas estruturais teve inicio na década de
80. Ford e Stiemer (1989) melhoraram o projeto e implementacdo de programas baseados
no MEF. Adeli e Hung (1990) desenvolveram um modelo utilizando POO para a anélise de
sistemas estruturais sujeitos a terremotos. Moni e White (1996) desenvolveram um sistema
computacional via POO para a geracdo de uma interface grafica iterativa com capacidades
de visualizagdo da resposta de sistemas estruturais reticulados.

Tradicionalmente, os dados e as agdes (fungdes ou procedimentos) sdo mantidos
separados no paradigma de PE. J& no paradigma de POO ambas as fun¢des e dados sédo
combinados em uma Unica entidade computacional chamada de objeto. Em geral, existe uma
conex&o conceitual entre os objetos programados e 0s objetos do mundo real (Madan, 2004).
Um modelo computacional para analise estrutural pode ser concebido imaginando a estrutura
como uma unido ou combinacao de nos (ligacbes), elementos (membros), se¢bes transversais
e materiais (propriedades dos elementos) e carregamentos (esfor¢os externos). Os nos,
elementos, secdes, materiais e carregamentos podem ser representados como objetos
computacionais, ou ainda, o sistema estrutural como um todo pode ser imaginado como um
objeto que contém como propriedades todos 0s objetos citados anteriormente, além de
outros.

Na sequéncia, alguns dos conceitos, capacidades e ferramentas basicas presentes no
paradigma de POO sdo apresentados. Algumas das classes utilizadas no sistema
computacional desenvolvido no presente trabalho sdo destacadas ao longo das secdes,
mostrando a conexdo entre a orientacdo a objetos e a analise numérica de sistemas

estruturais.
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4.2.1 Classes

Uma classe pode ser imaginada como o prot6tipo ou o projeto de um objeto. A mesma deve
conter todas as informac@es pertinentes ao comportamento do objeto, em conjunto com as
definicBes dos dados (propriedades) e fungdes (métodos) que especificam os atributos e
acOes permitidas para os objetos. A Figura 4.1 mostra a classe Node utilizada no sistema
computacional AFA-OPSM para a geracdo de objetos do tipo no, que representam os pontos

de ligacdo existentes entre os elementos que compdem um sistema estrutural real.

Classe Node
Propriedades Métodos
number dof
coordinates plotUndeformed
loads plotDeformed
SUpports assemblyLoad
displacements assemblyStiffness
reactions

Figura 4.1 Classe Node.

No desenvolvimento do cédigo computacional do presente trabalho vérias classes
foram implementadas. Entre elas, cabe citar aquelas utilizadas para a representacao dos nos,
secdes transversais, materiais e elementos que compdem o sistema estrutural. Para a solucéo
do problema estrutural, todas essas classes foram agrupadas em uma Unica classe,
denominada Structure, como mostrado na Figura 4.2. Assim, a representacdo computacional
do sistema estrutural real é realizada através de um Unico objeto do tipo Structure que contém
todos os demais objetos que comp&em a estrutura.

No paradigma de POO é convencional que os nomes das classes iniciem com letra
maiudscula, enquanto os objetos, propriedades e métodos devem ter denominagdes que
iniciem com letra mindscula. Embora, esta ndo seja uma regra imposta pelo compilador, isto
é, que ndo gera erros de execucgdo, diversas linguagens com capacidades de orientacdo a

objetos adotam essa convengéo.
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Classe Structure
Propriedades Métodos
solve
nodes assemblyBoundary

materials assemblylorce

sections assemblyStiffness

elements plotUndeformed
plotDeformed

Figura 4.2 Classe Structure.

4.2.2 Objetos

Um objeto é uma entidade computacional definida a partir das definicdes existentes em uma
classe. Cada objeto armazena um conjunto de dados (propriedades) e € capaz de interagir
com o sistema computacional e com os demais objetos existentes através de um conjunto de
acOes (metodos) previamente definidas. Assim, cada objeto é uma representacdo
computacional de uma entidade existente no mundo real e deve carregar cada tipo de atributo
ou estado de modificacdo que essa entidade pode estar sujeita.

Por exemplo, para anélise de estruturas reticuladas, uma ordem de criacdo dos objetos
é convencionalmente utilizada, como mostrado na Figura 4.3. Inicialmente, um objeto do
tipo Structure é criado. Como explicado anteriormente, esse objeto tem a capacidade de
armazenar todas as informacdes pertinentes a um sistema estrutural real, bem como realizar
acOes relativas as mudancas de configuracdo que uma estrutura real pode ser submetida. Em
seguida, objetos do tipo Node s&o criados e armazenados no objeto do tipo Structure. As
propriedades de todas as conexdes da estrutura sdo associadas a esses objetos, bem como as
condicdes de contorno do problema estrutural relativas aos noés (forcas concentradas e
condigdes de apoio e semirrigidez).

Na sequéncia, objetos do tipo Material e Section sdo criados para representar
computacionalmente os diversos tipos de materiais e se¢0es transversais, respectivamente,
gue compdem os elementos do sistema estrutural. Em seguida os elementos estruturais séo
inseridos e representados através da criacdo de objetos do tipo Element. Os elementos sdo
relacionados aos seus respectivos materiais e se¢es, bem como aos nds aos quais estao

conectados. Condices de contorno do problema estrutural relacionadas aos elementos
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(carregamentos distribuidos, bases elésticas e semirrigidez das ligagdes) podem ser
armazenadas nesse tipo de objeto. Com isso, todas as informagdes pertinentes as
caracteristicas fisicas do sistema estrutural podem ser armazenadas no objeto de tipo

Structure e processadas para a solucao do problema estrutural.

/ Objeto Structure \

Objetos Node Objetos Section Objetos Material

Objetos Element Outros Objetos

- /

Figura 4.3 Objetos presentes na analise computacional.

4.2.3 Propriedades

As propriedades de uma classe s@o o conjunto de dados que um determinado objeto possui.
Assim, as propriedades devem abranger todo o tipo de informacdo que os objetos criados
necessitardo para representar computacionalmente os objetos existentes no mundo real. Por
exemplo, em um sistema estrutural real existem diversos nos, cada qual com uma posicao e
numeracdo definida e sujeito a condi¢cdes de carregamento e suporte especificas. Apos a
solucdo do problema estrutural, os deslocamentos e rea¢6es de apoio em cada passo de carga
devem ser armazenados como parte da resposta da estrutura as solicitacGes externas. Assim,
a classe Node deve definir propriedades de modo que seus objetos tenham a capacidade de
armazenar e acessar esse tipo de informacao.

Diversas opgdes podem ser estipuladas para as propriedades de uma classe. Algumas
delas estéo ligadas aos conceitos de encapsulamento (acesso) e abstragdo (implementacao),
e serdo discutidas na sequéncia do capitulo. Em alguns casos, pode ser necessario que uma
dada propriedade seja armazenada somente uma vez para todos 0s objetos da classe. Esse €

0 caso para a propriedade types para a classe Element mostrada na Figura 4.4, que define os
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tipos de elementos existentes no codigo computacional. Assim, embora diversos objetos da
classe Element possam ser criados e todos eles possam acessar e modificar seus dados, a
propriedade types é armazenada somente uma vez para todas as entidades da classe Element.

Uma propriedade com tal caracteristica € dita constante.

Classe I'lement

Propriedades M¢étodos
number dof
m)de.'_\‘ assemblylorce
matert al assemblyStiffness
section plotUndeformed
load plotDeformed
fypes (constante)

Figura 4.4 Classe Element.

4.2.4 Meétodos

Os métodos de uma classe s&o o conjunto de a¢Bes que podem ser realizadas sobre objetos
para a manipulacdo dos seus dados, de modo que uma dada tarefa computacional seja
realizada e 0 mesmo possa interagir com outros objetos e com o sistema computacional. Por
exemplo, durante o processo de formacéo do vetor de forcas de referéncia, do vetor de forcas
internas e da matriz de rigidez do sistema estrutural, cada n6 deve ser capaz de informar qual
a numeracdo de seus graus de liberdade. Durante o processo de construcdo grafica das
configurac@es indeformada e deformada, cada n6 deve ser capaz de gerar um objeto grafico
referente as suas propriedades. A classe Node possui 0 método dof para a obtencdo da
numeracdo dos graus de liberdade e os métodos plotUndeformed e plotDeformed para a
construcdo gréafica das configuracdes do sistema estrutural.

Assim como para as propriedades, diversas opc¢bes podem ser associadas aos
métodos de uma classe. Analogamente a uma propriedade constante, onde o armazenamento
é realizado somente uma vez para todos os objetos, um método pode ser classificado como
estatico quando o mesmo pode ser executado sem a necessidade de criacdo de um objeto.

Assim, métodos estaticos devem ser chamados atraves da classe que os define. Na defini¢do
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da classe Element a propriedade constante types poderia ser definida como um método
estatico e executada atraves de uma chamada através da implementacdo existente na classe.

No desenvolvimento de uma classe, pelo menos dois métodos estdo sempre
presentes, que sdo denominados construtor e destrutor. O construtor € o metodo utilizado
qguando um objeto da classe é criado. Ele tem a funcdo de inicializar as propriedades do
objeto e realizar um determinado conjunto de a¢fes determinadas. O destrutor é 0 método
utilizado quando um objeto da classe é descartado pelo sistema. Esse método tem a funcao
de limpar o espaco de memoria utilizado pelo objeto e informar as demais entidades do

sistema que o objeto estd sendo descartado.

4.2.5 Polimorfismo

O polimorfismo ¢é a capacidade de métodos que possuem uma mesma denominacdo se
comportarem de maneiras diferentes de acordo com o tipo de objeto a que séo referenciados.
Por exemplo, no Capitulo 2 os diversos tipos de elementos apresentados foram
implementados, cada um com uma dada expressdo para o vetor de forcas internas e a matriz
de rigidez. Para a implementacdo computacional das acGes que retornam essas grandezas
pode-se utilizar um unico nome (como por exemplo internalForce e stiffness) na definicao
de todas as classes que definem objetos que representam elementos estruturais. As agoes
aplicadas sdo diferenciadas através do tipo de elemento utilizado. Assim, se as classes
BeamTTLE e BeamTCE definirem os objetos que representam elementos estruturais segundo
a teoria de viga de Timoshenko nos referenciais Lagrangiano total e co-rotacional,
respectivamente, 0s métodos denominados internalForce e stiffness devem ser
implementados em ambas as classes, com a funcionalidade que condiz com a formulagéo do
tipo de elemento representado.

O polimorfismo traz uma grande vantagem no desenvolvimento de codigos
computacionais segundo o paradigma de POO pois ele torna viavel o uso de listas com tipos
diferentes de objetos. Por exemplo, considere uma estrutura representada
computacionalmente por um objeto da classe Structure, que possui como uma de suas
propriedades a lista dos elementos que compdem o sistema estrutural. Essa lista pode conter
objetos do tipo BeamTTLE e objetos do tipo BeamTCE, entre outros. Se os métodos para a
determinacdo do vetor de forgas internas, por exemplo, tivessem nomes diferentes, seria
necessario que determinar o tipo de objeto em questdo para depois identificar qual o método

apropriado para o célculo desta grandeza. Com o auxilio do polimorfismo, pode-se escolher
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uma denominagdo padrdo (internalForce, por exemplo) e utilizar um mesmo método em
todos os objetos da lista de elementos, de modo que o comportamento do objeto depende de

sua classe.

4.2.6 Heranca

A heranca é o mecanismo que permite as classes herdar defini¢des (propriedades e métodos)
de outra(s) classe(s), e constitui uma das ferramentas mais importantes do paradigma de
POO. Quando uma nova classe a ser desenvolvida pode herdar definicbes de mais de uma
classe diz-se que a heranga é multipla. A heranga é importante pois ajuda dramaticamente
na reducdo e organizacao do cddigo. Por exemplo, seja a classe Element, como mostrada
anteriormente. A implementacdo de uma nova classe que represente um tipo de elemento
estrutural pode ser consideravelmente simplificada especificando que a nova classe herda as
caracteristicas da classe Element. Assim, todas as propriedades e métodos como nos,
materiais e secdes sdo adquiridas da classe base (Element) e somente as caracteristicas do
novo tipo de elemento necessitam ser implementadas. Assim, através do polimorfismo, uma
classe que herda da classe base Element somente precisa modificar os métodos internalForce
e stiffness para a analise numérica. A Figura 4.5 mostra algumas das diversas classes
utilizadas no sistema computacional AFA-OPSM que foram criadas através do mecanismo
de heranga, bem como as suas classes base.

Material Section Element

!

General General  Pipe Baré ‘ BeamEB]: 1 Beam T L ‘
Concrele Rectangle T BarTLE BeamEBILE Beam!TLE
Steel Circle I BarCE BeamEBCE  BeamICE

Figura 4.5 Classes herdadas e classes base.

A heranca é uma ferramenta fundamental para a expansdo e a manutencdo de um
sistema computacional de grande escala, pois permite que a criacdo e/ou modificacdo de
uma nova funcionalidade (classe) sem que as funcionalidades anteriores sejam alteradas
(classes base). Assim, se um programador decide expandir uma base computacional
previamente existente, 0 mesmo nao precisa entender os detalhes do codigo base, mas
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somente as suas funcionalidades. Assim, a insercdo de novos tipos de segéo transversal,
comportamento fisico dos materiais, ou formulacdes para os elementos estruturais podem

ser facilmente implementadas a partir de classes base existentes.

4.2.7 Encapsulamento

Uma das principais desvantagens do paradigma de PE é que as fun¢bes podem acessar e
modificar os dados do programa sem que gque nenhuma restricdo de acesso direta seja
estabelecida. Em sistemas computacionais complexos e/ou de grande escala é comum que o
uso de indevido de alguma fungédo corrompa um conjunto de dados, de modo a comprometer
a solucao numérica. Assim, mecanismos de protecdo dos dados associados a um conjunto de
acOes permitidas € fundamental para sistemas computacionais sujeitos a expansdo e
manuteng&o constante.

No paradigma de POO esse tipo de protecdo de dados é realizada atraves da
ferramenta denominada encapsulamento. Na definicdo das propriedades e métodos de uma
classe, opcBes podem ser estipuladas de modo que 0 acesso seja restrito a alguma parte do
programa. Em geral, trés configuracdes referentes ao acesso de uma propriedade ou método
sdo possiveis, sendo elas denominadas por publicas, protegidas e privadas. Em uma dada
classe, uma definicdo (propriedade ou método) com acesso publico pode ser acessada por
todo o sistema computacional. J& uma definicdo privada s6 pode ser acessada pela propria
classe. Assim, qualquer tipo de modificacdo ou uso de uma propriedade privada deve ser
realizado através de um método publico e os métodos privados sé podem ser utilizados na
implementacdo de métodos publicos. As definigdes protegidas, assim como as defini¢des
privadas, ndo podem ser acessadas por entidades exteriores a classe, a ndo ser por classes
que herdam da mesma. Portanto, nesse tipo de restri¢cdo de acesso, mesmo que um tipo de
propriedade seja protegido do restante do sistema, classes herdeiras ainda podem acessa-las.

Em geral, visando proteger os dados em sistemas computacionais com POO, as
propriedades sdo definidas como privadas ou protegidas e os métodos séo definidos como
publicos. Quando esse esquema de restricdo é adotado, métodos de acesso e modificacdo
devem ser implementados para um determinado conjunto de propriedades de modo que 0s
objetos possam compartilhar informacdes com o restante do sistema. Para melhorar o
controle de dados no sistema, um determinado conjunto de classes e/ou func¢bes pode ser
habilitado como amigo de uma classe. Assim, embora as propriedades da classe sejam

privadas ou protegidas, as classes e/ou fun¢des amigas podem acessar suas definicbes sem
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gue um método publico de acesso seja necessario. Desse modo, o0 programador consegue
controlar quais as entidades que possuem a habilidade de modificar cada grupo de dados do

sistema.

4.2.8 Abstracdo

No paradigma de POO é comum o desenvolvimento de classes que ndo devem gerar objetos,
mais sim servir de molde para classes herdeiras. Tais classes sdo denominadas abstratas. As
classes base mostradas na Figura 4.5 sdo exemplos de classes abstratas empregadas no
sistema computacional AFA-OPSM.

Todas as defini¢es de uma classe abstrata devem ser implementadas em uma classe
herdeira. Por exemplo, a classe abstrata Material define a propriedade elasticModulus para
o calculo do modulo de elasticidade do material. Contudo, o0 modulo de elasticidade depende
do material em questdo. Para o concreto o modulo de elasticidade pode ser calculado a partir
de sua resisténcia caracteristica, ja para 0 ago um valor padrdo normativo pode ser utilizado.
Assim, cabe a cada classe herdeira implementar as definicdes molde presentes na classe base
abstrata. O uso da abstracdo € importante para garantir que as classes herdeiras

implementardo as defini¢cGes necessarias.

4.3 Pré-Processamento

O pré-processamento € fase inicial do processo de analise computacional de sistemas
estruturais e consiste na insercdo do modelo estrutural levando em conta todas as suas
caracteristicas relevantes. Computacionalmente, é no pré-processamento que 0s objetos que
representam os nds, materiais, secdes e elementos sdo criados ou construidos.

No presente trabalho, uma interface gréfica interativa foi desenvolvida com o intuito
de auxiliar o analista no processo de modelagem. A tela inicial do sistema AFA-OPSM ¢
mostrada na Figura 4.6. Como os procedimentos para a criacdo dos elementos que compdem
a interface grafica foram implementados como métodos dos objetos com os quais interagem,
a expansao e/ou modificacdo do layout ou das propriedades pode ser realizada facilmente.

A interface grafica foi desenvolvida utilizando os recursos do software MATLAB e
classes capazes de lidar com as tarefas gréficas interativas foram implementadas. Essa
interface foi dividida em quatro elementos, sendo eles, a barra de ferramentas (canto
superior), o painel de edicdo (canto esquerdo superior), um painel grafico (centralizado) e
um painel com de logotipos (canto inferior esquerdo).
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Figura 4.6 Tela inicial do sistema computacional AFA-OPSM.

Quando um botdo da barra de ferramentas é acionado, o painel de edicdo é
modificado criando e posicionando os controles relevantes para o tipo de opcéo selecionada.
Durante o processo de modelagem (pré-processamento), um objeto grafico com a
configuracdo indeformada da estrutura é atualizado no painel grafico. Esse objeto gréafico
possui comandos de selecdo ativados pelo mouse que ajudam o usudrio a identificar os
objetos estruturais (nds, se¢bes, materiais e elementos) plotados. Além disso, um painel
interativo (canto inferior) € atualizado dinamicamente com a posi¢do do mouse com relagéo
a representacdo grafica da estrutura.

As diversas opcdes de insercdo de dados podem ser acessadas através da barra de
ferramentas na parte superior da tela, como mostrado na Figura 4.7. Quatro grupos de opc¢des
principais sdo destacados e separados por linhas verticais. O primeiro grupo de opgdes se
refere a manipulacdo dos arquivos de dados da anélise e ajuda, e contém os botes New,
Open, Save e Help. No segundo grupo as opcdes referentes a modelagem propriamente dita
sdo disponiveis, sendo possivel inserir, modificar e/ou excluir nds, se¢bes, materiais e
elementos, aléem permitir alterar as opgOes de visualizagdo da configuracdo indeformada.
Esse grupo contém os botdes Undeformed Configuration, Nodes, Materials, Sections, e
Elements. O terceiro grupo de opcgOes se refere as variagdes possiveis no algoritmo de
solucdo e contém o botdo Analysis. Finalmente, o quarto grupo de opcles se refere a

visualizagdo dos resultados obtidos na analise e contém os botdes Deformed Configuration,
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Equilibrium Path, Solicitation Diagram, Graphical Results e Numerical Results. Em todos
0s grupos de opgdes, mensagens com 0s nomes dos botdes séo acionadas quando o mouse

esta posicionado sobre 0s mesmos.

Jddy EHeWMI,/ b nlENEE
e 2 3° 4°

Figura 4.7 Barra de ferramentas do sistema computacional AFA-OPSM.

4.3.1 Manipulagao dos Arquivos de Entrada

Durante o pré-processamento o projetista esta sujeito a diversas fontes de erro. Isso acontece
devido ao grande nimero de opcBes disponiveis. Além disso, € comum que varias analises
sejam realizadas a partir de um modelo base com a varia¢do apenas de alguns parametros.
Assim, a habilidade de retomar um projeto anterior, salvar o projeto atual e comecgar um
novo projeto sdo importantes em uma interface grafica interativa.

Essas tarefas sdo realizadas no sistema computacional AFA-OPSM no primeiro
grupo de opcdes da barra de ferramentas. Neste grupo é possivel, come¢ar um novo projeto
com as configuracfes padrdo através do botdo New, retomar um projeto anterior através do
botdo Open ou salvar o projeto atual em um arquivo de dados no formato padrdo da
linguagem MATLAB através do botdo Save. Ainda é possivel obter informacdes a respeito
dos tipos de se¢Bes, materiais e elementos disponiveis no sistema, bem como ajuda com

relacdo a utilizacdo da interface grafica através do botdo Help.

4.3.2 Nobs

Os nos existentes no modelo estrutural podem ser inseridos, modificados ou removidos
através do botdo Nodes (2° botdo) no segundo grupo de opcdes da barra de ferramentas.
Quando o botédo ¢é acionado, um conjunto de controles é criado e posicionado para que as
propriedades dos nés do modelo estrutural possam ser manipuladas, como mostrado na
Figura 4.8.

Inicialmente, 0s nds existentes no modelo podem ser acessados através do menu de
selecdo na parte superior esquerda do painel. Um novo né pode ser criado através do botdo
add indicado pelo simbolo “+”, e 0 nd em destaque no menu de sele¢do pode ser removido

através do botdo remove, que é indicado pelo simbolo “-”. Quando um noé ¢ selecionado no
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menu de selecdo, o painel é atualizado com as propriedades do né e o desenho da
configuracdo indeformada no painel gréfico é atualizado dando destaque ao né em selecéo,

como indicado na Figura 4.9.

Nodes

1 v + -
Coordinates

x (m): 0
y (m): 0
Supports

Ry: v
Rz: v
Loads

Fx (kN): 0
Fy (kN): 0
Mz (kN): 0
Displacements

u (mm): 0
v (mm): 0
t (rad): 0

Figura 4.8 Painel de edigdo dos nos.

Ainda no painel de edicdo dos nds, as diversas propriedades de um né podem ser
inseridas e/ou modificadas, como coordenadas, suportes, carregamentos e deslocamentos
prescritos. A medida que essas propriedades sdo inseridas, o painel grafico atualiza o
desenho da configuracdo deformada. A insercdo ou modificacdo de um deslocamento
prescrito s6 é possivel depois que um suporte € inserido no grau de liberdade correspondente.
Caso uma tentativa de modificacdo seja realizada, uma mensagem de aviso € enviada ao

usuario.

4.3.3 Materiais

Quando o botdo Materials (3° bot&o) no segundo grupo de opgdes da barra de ferramentas é
acionado, o painel de edicdo é modificado para a manipulacdo dos materiais que compdem

o sistema estrutural modelado, como mostrado na Figura 4.10. Uma organizacdo anéloga a
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dos nds é utilizada para a edicdo dos materiais. Um menu de se¢do, um botéo add e um botdo
remove sdo criados para executar as tarefas de selecdo, adigdo e remocdo de materiais,

respectivamente.

Ry Undeformed Configuration

x(mp 1027 y(mE 0017 Node: 2

Figura 4.9 Painel grafico com selecdo em um no.

Embora existam propriedades comuns a todos os materiais, como o0 mddulo de
elasticidade ou o coeficiente de Poisson, algumas propriedades sdo exclusivas a algum tipo

de material. Por exemplo, o valor de resisténcia caracteristica ( f, ) € uma propriedade

exclusiva do concreto. Assim, o painel de edi¢do leva em conta o tipo de material (classe do
objeto material) para criar uma interface que represente o conjunto de informacdes referentes
aos objetos computacionais modelados.

Algumas propriedades do material podem depender de outras propriedades do
mesmo, como por exemplo, o concreto descrito na NBR 6118, em que o modulo de
elasticidade depende de sua resisténcia caracteristica. Os materiais presentes no sistema sao:
um material geral; o concreto descrito na NBR 6118; e 0 aco descrito na NBR 8800. Embora
o sistema computacional AFA-OPSM somente permita analises elasticas, o diagrama tenséo
x deformacdo dos materiais pode ser acessado através do botdo Strain x Stress, como

mostrado na Figura 4.11.
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4.3.4 Secdes

ilustrado na Figura 4.12.

Materials

Type: Concrete NBRE118

Concrete NBR 6118

fck (MPa): 30

E (GPa): 26.0716
Nu: 0.2
Alpha (1/C®): 1e-05
Rho (kg/m"3): 2500
G (GPa): 10.4286

Stress x Strain

+ -

Figura 4.10 Painel de edicdo dos materiais.

Concrete

2t ! !

Stress (MPa)

NBR 6118: Strain x Stress

i
1.5 2
Strain
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Figura 4.11 Digrama tenséo x deformacgédo do material Concrete NBR 6118.

Analogamente aos nos e materiais, as secdes existentes no modelo computacional podem ser
manipuladas através do botdo Sections (4° botdo) do segundo grupo de opcdes da barra de
ferramentas. Quando esse botdo é acionado, um conjunto de controles é criado e posicionado

no painel de edicdo para a adi¢cdo, modificacdo ou remogéo de secgdes transversais, cComo

Assim como para 0s materiais, as propriedades de uma secdo transversal dependem
do tipo de secdo (classe do objeto se¢do). Desse modo, a interface leva em conta o tipo de

secdo para a criacdo dos controles que descrevem as propriedades do objeto se¢do. Uma



visualizagdo da secdo transversal relativa a suas propriedades pode ser obtida através do
botdo Section format, como mostrado na Figura 4.12. Os tipos de sec¢des transversais

existentes no sistema computacional sdo: geral; retangular; circular; circular vazada; perfil

T; e perfil I.

Sections

1 v + -

Type: | Shape v

Section |

witf (mm): 100

ttf (mm): 10

hw (mm): 100

tw (mm): 10

wbf (mm): 100

tbf (mm): 10

K 1

A (mm*2). 12000

| (mm"4): 3.77813e+07

Section format

Figura 4.12 Painel de edicdo das secdes transversais.

4.3.5 Elementos

Os elementos do modelo computacional podem ser manipulados através do botdo Elements
(5° botéo) do segundo grupo de opc¢des da barra de ferramentas. O processo de modelagem
é dindmico no sentido que ndo ha uma restricdo na ordem de insercao ou edi¢do do modelo.
Assim, em qualquer etapa do processo de modelagem o usuério pode voltar a uma tarefa
anterior (como a manipulagdo dos nos) e seguir com a modelagem. Caso 0 usuario tente
realizar uma operacdo ndo condizente com as propriedades reais de uma estrutura, como por
exemplo, inserir um valor negativo para uma propriedade de uma secdo ou inserir um
elemento sem que os materiais tenham sido inseridos, uma mensagem de aviso é exibida e a

operacdo é encerrada.
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Section |: section format
(V)| — S— SRR R S—

- -
100
80
60
40

Figura 4.13 Desenho de uma secdo transversal do modelo computacional.

Quando o botdo Elements é acionado, o painel de edicdo é configurado com os
controles para a adicdo, modificacdo e/ou remocéo de elementos, como mostrado na Figura
4.14. No painel de edigdo, os nos do elemento podem ser selecionados, bem como seu
material e sua secdo transversal. A medida que as propriedades de um elemento séo
modificadas, as propriedades dependentes, como 0 seu comprimento, sdo atualizadas no
painel de edigéo.

No painel grafico, a configuracdo indeformada da estrutura também ¢ atualizada a
medida que as modificacdes sdo realizadas no painel de edicdo, como mostrado na Figura
4.15. A acdo de selecdo rapida dos elementos, ou modificacdo dos nds de um elemento, esta
disponivel no painel gréafico e pode ser acessada pelo mouse. Ainda, no painel de edi¢do, um
elemento pode ser divido em varios elementos menores através do botdo Subdivide. No
contexto do MEF, a medida que os elementos sdo divididos em elementos menores uma
resposta numérica mais precisa € obtida, contudo o custo computacional também é

aumentado.

4.4 Analise

A analise € a fase do processo computacional que consiste no emprego dos métodos de
solucdo apresentados no Capitulo 3, e que ocorre apds a conclusdo do processo de pré-

processamento. Na analise, além da solu¢cdo numérica do problema estrutural, ocorre o
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armazenamento da solucdo. No presente trabalho, a cada passo de carga, ou seja, em todos
o0s pontos de equilibrio do sistema estrutural, as informacGes referentes aos deslocamentos e
reacOes nodais, bem como as solicitacfes internas nos elementos sdo salvas. As demais

informacdes relevantes da estrutura podem ser obtidas a partir dessas grandezas.

Elements

1 v +* -

Type: BeamTCE v
Subdivide

Node i 1 5

Node 2 v

Material: 1 v

Section: 1 v

L (m): 1

E (GPa): 26.0716

G (GPa): 10.4286

A (mm*2): 3000

| (mm"4): 6.9e+06

k 1

Figura 4.14 Painel de edicéo dos elementos.

Undeformed Configuration

Figura 4.15 Painel grafico com a configuragdo indeformada da estrutura.
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No sistema computacional AFA-OPSM a andlise esta ligada ao pré-processamento
através do botdo Analysis no terceiro grupo de op¢des da barra de ferramentas (Figura 4.7).
Quando esse botdo ¢é acionado, um conjunto de controles € criado e posicionado no painel
de edicdo para a manipulacdo das opgdes referentes a analise, como mostrado na Figura
4.16a. Os controles na parte superior estdo relacionados aos parametros basicos da andlise,
como 0 nimero méximo de incrementos, nimero maximo de itera¢fes, valor maximo do
parametro de carga, entre outros.

Na parte inferior do painel de edicdo encontram-se os controles relativos as
estratégias de solucdo empregadas na analise. Inicialmente, a estratégia de iteragdo €
selecionada. Todas as estratégias descritas no Capitulo 3 estdo presentes, como o0
comprimento de arco cilindrico e esférico, o comprimento de arco linear, os residuos
ortogonais, entre outros (Figura 4.16b). Na sequéncia, a estratégia de incremento de carga
pode ser selecionada (Figura 4.16c). Algumas estratégias de incremento de carga estdo
relacionadas com a estratégia de iteracdo escolhida anteriormente, como por exemplo, a
estratégia de incremento de carga com ajuste do comprimento de arco cilindrico, que esta
vinculada a estratégia de iteracdo de comprimento de arco cilindrico. O programa faz uma
selecdo automaética das opg¢des possiveis e as disponibiliza na forma de uma lista para o
USUario.

Em seguida, o usuario pode escolher entre 0 método de Newton-Raphson padréo ou
modificado (Figura 4.16d). Em problemas com ndo linearidade moderada, o método
modificado é indicado, pois pode reduzir o tempo de processamento. Em problemas com
grau de ndo linearidade elevado, o uso do método padrdo € indicado para garantir que o
processo consiga convergir para um ponto de equilibrio do sistema.

Um método de aceleracdo de convergéncia ou de estabilizacdo ainda pode ser
empregado através da técnica corre¢do do fluxo normal (Figura 4,16e). Finalmente, o
processo de solugdo é iniciado através do botdo Solve, na parte inferior do painel de edicéo.
Durante o processo incremental/iterativo é criada uma janela com informages relevantes a
etapa atual, como mostrado na Figura 4.17.

No processo de solucdo, e ao longo de toda a modelagem e visualizagdo dos
resultados, as grandezas utilizadas no codigo computacional séo referenciadas ao sistema

internacional de unidades.
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Analysis lteration Strategy:

Max steps: 100
Mtk oo ratio: s | Cyilindrical arc-length v
o Constant Increment
Inicial load factor: 0.01 .
: Linear arc-length
Max iterations: 100 Cylindrical arc-length
Noratione docirod: 5 Spherical arc-length
- Minimal norm
Tolerance: 1e-05 Orthogonal residue
Iteration Strategy: o . ~
B (b) Estratégias de iteracio
lindrical arc-le v
Crfoica s Increment Strategy:
Increment Strategy:
Adjust F— - Constant cylindrical arc-length v
Sowion - Ravhmon Mods Constant load increment
Adjusted load increment
Normal v Constant cylindrical arc-length
Corrector Techniques: Adjusted cylindrical arc-length
- Constant spherical arc-length
|Default v Adjusted spherical arc-length
Solve Constant external work
Adjusted external work

(a) Painel controle (c) Estratégias de incremento de carga
Newton - Raphson Mode: Corrector Techniques:
Normal v Default v
Default
Modified Normal flux
(d) Método de Newton-Raphson (e) Técnicas de correcéo

Figura 4.16 Painel de edi¢do da analise.

Solving:49.00%
Step:49-100

lterations:3-100

Figura 4.17 Janela de status do processo incremental/iterativo.

4.5 PoOs-Processamento

Uma vez realizada a analise do sistema estrutural, os resultados obtidos podem ser

visualizados na fase de pds-processamento. Nesta fase do processo computacional € possivel
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visualizar, em gréficos e animacg0es, a configuracdo deformada, as trajetorias de equilibrio,
os diagramas de solicitacGes internas, entre outras grandezas provenientes da analise. No
pOs-processamento ainda € possivel gerar arquivos de imagens e videos, bem como tabelas
com os resultados numéricos, para posterior visualizacdo em outros aplicativos. Esses
arquivos ainda sdo Uteis para que o usuério possa compartilhar os resultados obtidos com
outros usuarios.

No sistema computacional AFA-OPSM, o pds-processamento pode ser acionado
através dos botdes presentes no quarto grupo de opc¢oes da barra de ferramentas (Figura 4.7).
Caso o usudrio tente utilizar alguma das ferramentas de pds-processamento antes que a
andlise seja realizada com sucesso, uma mensagem de aviso € impressa na tela e a agdo €

interrompida.

4.5.1 Configuracéo Deformada

A configuracdo deformada do sistema estrutural em cada passo de carga pode ser visualizada
através do botdo Deformed Configuration (1° botdo) no quarto grupo de op¢des da barra de
ferramentas. Quanto esse botdo € acionado, o painel de edi¢ao é modificado com os controles
referentes as opcOes para a construcdo grafica da configuracao deformada, como apresentado
na Figura 4.18. Vérias opc¢des, como o fator de deformacao (unitario para a deformacéo real),
a plotagem dos nds, elementos, suportes, carregamentos, numeracao, entre outras estdo

disponiveis.

Deformed configuration

Deformation factor: 1
Nodes:

Supports: V]
Load: V]
Nodes number:

Elements:

Elements number:

Y

Text: 1

M

Grid:

<]

Figura 4.18 Painel de edicdo da configuracdo deformada.
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O painel grafico € modificado para incluir uma barra de animagéo dos passos de carga
e um grafico que possibilita a representacdo gréafica da configuracdo deformada, como
mostrado na Figura 4.19a. A parte superior da barra de animacao é referente ao controle
direto dos passos de carga, sendo possivel avancar para um passo de carga especifico ou
controlar o salto entre passos de carga (Figura 4.19b). Na parte inferior da barra de animagéo
(Figura 4.19c), os primeiros cinco botdes tém acOes associadas ao controle direto da
animacao, sendo possivel avancar para o primeiro ou Ultimos passos de carga, iniciar, pausar
ou parar a animacdo. Nos dois botdes seguintes da barra de animacdo é possivel gerar
arquivos de imagem (.jpg) e de video (.avi) da configuracdo deformada. Nos trés ltimos
botdes da barra de animacéo é possivel mover e dar zoom no objeto grafico que representa

a configuracdo deformada.

Step: 134 | Step size: 1 L] I >‘

« » ] s 3

Deformed Configuration
02 ‘ ! 1 ' ‘ !

(a) Painel de controle da configuracéo deformada

Step: 8 ¥ Step size: 1 1 ‘ ‘

(b) Painel de controle dos passos de carga
« » | » | {s1 by 0 %

(c) Painel de controle da animacéo

Figura 4.19 Painel gréafico da configuracdo deformada.
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4.5.2 Trajetoria de Equilibrio

A trajetéria de equilibrio consiste em um grafico entre quaisquer duas grandezas
provenientes da analise estrutural, embora em geral o pardmetro de carga seja plotado versus
uma componente de deslocamento representativa. As diversas trajetorias de equilibrio da
estrutura podem ser acessadas através do botdo Equilibrium Path (2° bot&o) do quarto grupo
de opcdes da barra de ferramentas (Figura 4.7). Quando esse botéo é acionado, o painel de
edicdo é modificado com os controles necessarios para manipular as diversas opcoes
existentes de plotagem da trajetéria de equilibrio, como indicado na Figura 4.20a.

As grandezas que podem ser plotadas na trajetoria de equilibrio sdo os passos
incrementais, o parametro de carga, os deslocamentos e as reacfes nodais e as solicitacbes
internas nos elementos. Qualquer dessas grandezas pode ser plotada nos eixos horizontal e
vertical versus qualquer outra grandeza (Figuras 4.20b e 4.20c). Além disso, os valores
podem ser invertidos para dar énfase a direcdo do carregamento. Os pontos limites ainda

podem ser destacados através da opc¢do Limits.

Equilibrium Path

Displacement W
x Data: Dizplacement v
Steps
Node " v Load Parameter
Displacement “(m) v
Element
Invert: ¥ )
= Reaction
e Load Parameter v R . L .
(b) Parametros disponiveis para 0 eixo x
Invert: Load Parameter v
Steps
Points: ™
Text: 12 Displacement
Grid: 7 Element
: Reaction
Limits:
(a) Painel de controle (c) Parametros disponiveis para o eixo y

Figura 4.20 Painel de edicéo da trajetoria de equilibrio.

O painel gréafico € modificado com uma barra de animag&o idéntica a da configuracao
deformada mais o espaco reservado para conter a trajetdria de equilibrio, como mostrado na

Figura 4.21. Na trajetdria de equilibrio, os pontos limites sdo destacados por pontos pretos e
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janelas informativas sdo acionadas quando esses pontos sdo clicados, como destacado na
Figura 4.22.

Quando o painel de animacdo é acionado, o grafico da trajetoria de equilibrio é
formado gradualmente no sentido em que foi obtido pelo processo de solucdo. Essa
ferramenta de visualizacdo é muito Util para os usuérios e pesquisadores pois permite
acompanhar o comportamento estrutural passo a passo. No caso de expansdo da base
computacional, nas formulagdes ou nos algoritmos de solucdo, é possivel visualizar o
funcionamento das implementacées como um todo ou até certo passo, e comparar 0S
resultados obtidos com aqueles presentes na literatura ou obtidos experimentalmente.

A trajetoria de equilibrio ainda se destaca por revelar de forma qualitativa os varios
aspectos do comportamento estrutural. Nela é possivel verificar a existéncia de pontos
limites de carga, de deslocamento e pontos de bifurcacdo, bem como a existéncia de ciclos

de carregamento e descarregamento, mesmo se considerando o comportamento estatico.

Step 100 V| Stepsize 1 “ J >|

“ > I » n @ N

Equilibrium Path
T T T T

T

1000

Load Parameter

500

Node 11:-u(m)

Figura 4.21 Painel grafico da trajetdria de equilibrio.
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Y limit point!
Step: 100

X Value: 4.82e-01
Y Value: 1.89e+03

OK

Figura 4.22 Janela informativa de pontos limite.

4.5.3 Diagrama de Esforgos Solicitantes

Analogamente a configuracdo deformada e a trajetoria de equilibrio, a visualizacéo grafica
dos diagramas das solicitagGes internas atuantes nos elementos (esforco normal, esforgo
cortante e momento de flexdo) pode ser obtida através do botdo Solicitation Diagram (3°
botdo) no quarto grupo de menus da barra de ferramentas (Figura 4.7). Como o sistema
computacional AFA-OPSM realiza apenas andlises de estruturas reticuladas planas, 0s
diagramas de solicitacdo de um dos momentos de flex&o, do momento de torcéo e da forca
de cisalhamento normal ao plano s&o tomados como nulos.

Para a visualizacdo dos diagramas de esforcos internos, o painel de edicdo é
modificado com os controles referentes as diversas opcbes possiveis na construcdo dos
objetos gréaficos, como mostrado na Figura 4.23. O diagrama de esfor¢os pode escalonado

ou invertido atraves do controle Scale presente no painel de edig&o.

Solicitation diagram
Type: MENm) v
Deformed: 1

Scale:

Text: 12

Grid:

(&

Figura 4.23 Painel de edicdo do digrama de solicitacdes internas.

Assim como para a configuragdo deformada e a trajetoria de equilibrio, o painel
grafico € modificado com uma barra de animacdo para a visualizagdo dinamica do
comportamento estrutural. Ainda é construido um objeto grafico representando o diagrama

de solicitacbes ao longo dos diversos passos de carga, como mostrado na Figura 4.24.
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Quando os controles da barra de animagdo séo acionados é possivel visualizar como ocorre
a variacao dos esforgos nos elementos estruturais ao longo dos passos de carga. No objeto
gréfico, esforcos convencionados como positivos sdo plotados em azul, enquanto esforcos
negativos sdo plotados em vermelho. O esforgo normal de tracdo é considerado positivo. O
esforgo cisalhante é considerado como positivo quando atua na diregdo transversal ao eixo
local do elemento. Finalmente, o esforco de flex&o é considerado positivo quando causam
tracdo nas fibras inferiores e compressao nas fibras superiores, ou seja, tem direcdo saindo
do plano da estrutura. Ainda, os esfor¢os podem ser plotados na configuracdo deformada ou
indeformada do sistema.

Os esforcos internos mostrados na configuracdo deformada sdo referentes a
configuracdo atual ou corrente dos elementos. Estes levam em conta os grandes
deslocamentos e rotacdes sofridas pelo elemento através do sistema de coordenadas que
acompanha o movimento do eixo do elemento, mesmo para elementos baseados em
formulagdes com referencial Lagrangiano total. Para isto, o vetor de forgas internas atuantes
nos pontos nodais do elemento é decomposto na direcdo atual ou corrente do elemento de

modo que os esforcos atuantes possam ser calculados.

Step 100 V| Stepsize 1 “ J >|

“ > I » n @ N

Solicitation Diagram: Bending moment
I ] ] I

Figura 4.24 Painel grafico do diagrama de solicitaces.
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4.5.4 Resultados Graficos

As visualizacOes referentes a configuracdo deformada, a trajetoria de equilibrio e aos
diagramas de solicitacBes podem ser combinadas através do botdo Graphical Results (4°
botdo) do quarto grupo de menus da barra de ferramentas (Figura 4.7), como ilustrado na
figura 4.25. Como na visualizagdo dos resultados anteriores, a barra de visualizacdo é criada
na parte superior do painel grafico. As opcOes para 0s objetos graficos podem ser acessadas
e modificadas através do painel de edicdo, que é idéntico aqueles apresentados nos trés casos
anteriores. Quando um objeto gréfico é clicado, o painel de edi¢cdo é modificado para conter
as informag0es referentes ao mesmo.

Através da visualizacdo conjunta dos resultados é possivel consultar rapidamente,
por exemplo, a configuracdo deformada e os esforcos atuantes nos elementos quando um

ponto limite ou um nivel limite do pardmetro de carga é atingido.

Step 100 V| Stepsize 1 4 I bI

“« > 1 » . o N

Deformed Configuration

Equilibrium Path 0.2

2000

1000

Load Parameter

Solicitation Diagram: Normal force
T T T T T T

500

i i i
0 0.1 02 03 04 05
Node 11: -u (m)

Figura 4.25 Painel gréafico dos resultados gréficos combinados.

455 Resultados Numeéricos

Os resultados obtidos na fase de analise podem ainda ser visualizados numericamente
através do botdo Numerical Results (5° botdo) do quarto grupo de opgbes da barra de

ferramentas (Figura 4.7). Quando este botdo € acionado, o painel de edicdo € modificado
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com os controles referentes a selecdo dos pardmetros para a visualizagdo através de tabelas,
como mostrado na Figura 4.26. Ainda no painel de edicdo é possivel exportar os resultados

como arquivos de dados .dat ou .xlsx, através do botdo Print.

Numerical Results
Type: Displacements v

Node: 1 Vv

163

Figura 4.26 Painel de edi¢éo dos resultados numéricos.

O painel gréafico € modificado com uma tabela referente aos parametros selecionados
no painel de edi¢cdo, como fornece a Figura 4.27. Entre as opg¢des de visualizacdo desta tabela
estdo os deslocamentos e reacdes nodais; esforgos solicitantes internos dos elementos; e o
parametro de carga. Os valores disponiveis sdo entdo visualizados em cada passo de carga.

u (m) v(m) t (rad)
1 0 0 0 ~
2 | -1.6950e-10 -1.6005e-05 -2.7516e-05
3 -8.3895e-10  -3.5608e-05 -6.1217e-05
4 | -2.3516e-09 -5.9616e-05 -1.0249e-04
3 -5.2434e-09 -8.901%e-05 -1.5304e-04
b | -1.0344e-08 -1.2503e-04 -2.1495e-04
7 -1.892%9e-08 -1.6914e-04 -2.9078e-04
8 | -3.2950e-08 -2.2315e-04 -3.8365e-04
9 -5.5383e-08 -2.8931e-04 -49738e-04
10 | -9.0750e-08 -3.7034e-04 -6.3669e-04
11 -1.4580e-07 -4.6958e-04 -B3.072%e-04
12 | -2.3120e-07 -5.9112e-04 -0.0010
13 -36231e-07 -7.3997e-04 -0.0013
14 | -5.6283e-07 -95.2228e-04 -0.0016
15 -8.6833e-07 -0.0011 -0.0020
16 | -1.3324e-06 -0.0014 -0.0024
17 -2.0356e-06 -0.0018 -0.0030
18 | -3.0980e-06 -0.0022 -0.0037
19 -4,7048e-06 -0.0027 -0.0046
20 | -7.1266e-06 -0.0033 -0.0056
21 -1.0775e-05 -0.0040 -0.0069
22 | -1.6268e-05 -0.0050 -0.0085
23 -2.4530e-05 -0.0061 -0.0105
24 | -3.6953e-05 -0.0075 -0.0128
25 -5.5623e-05 -0.0092 -0.0158
26 | -8.3673e-05 -0.0112 -0.0183
27 -1.2580e-04 -0.0138 -0.0237
28 -1.8905e-04 -0.0169 -0.0291

Figura 4.27 Painel grafico dos resultados numéricos.
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Capitulo 5

Exemplos Numeéricos

5.1 Introducéo

Procura-se neste capitulo, além de validar as implementa¢fes computacionais das
formulacGes para analise estatica ndo linear apresentadas no Capitulo 2, mostrar as diversas
funcionalidades graficas que estdo presentes na ferramenta AFA-OPSM. Para isso serdo
estudados alguns problemas estruturais classicos cujas solu¢des analiticas ou numéricas sdo
encontradas facilmente na literatura. Todos os problemas estruturais sdo modelados e
analisados (com visualizacdes dos resultados) através das ferramentas graficas interativas
presentes no sistema computacional AFA-OPSM.

Inicialmente, sistemas estruturais esbeltos formados por trelicas sdo analisados na
Secéo 5.2, em que os elementos BarTLE (RLT) e BarCE (RCR) sdo empregados na
modelagem. Como sera observado, esses sistemas, quando submetidos a carregamentos
extremos, estdo sujeitos a comportamento instavel, com presenca de pontos limites de carga
e pontos de bifurcacdo ao logo da trajetdria de equilibrio. Em alguns casos, eles sdo
submetidos inicialmente a compressao, e passam a sofrer esforco de tracdo ao atingirem uma
configuracdo de equilibrio estavel. Na sequéncia, sistemas estruturais esbeltos formados por
colunas, vigas e arcos sdo estudados na Sec¢do 5.3. Os elementos BeamEBTLE e BeamTTLE,
com Referencial Lagrangiano Total (RLT), assim como os elementos BeamEBCE e
BeamTCE, com Referencial Co-Rotacional (RCR), séo utilizados na modelagem desses
sistemas. Novamente, alguns desses sistemas, quando submetidos a carregamentos
extremos, apresentam comportamento fortemente ndo linear com passagem por pontos

limites de carga, de deslocamento e de bifurcagdo. Estudos relacionados com a eficiéncia



computacional desses elementos foram também realizados. Em todos os exemplos, a

configuracdo deformada e os diagramas de esforgos sao mostrados em escala real.

5.2 Sistemas Estruturais Modelados com Elementos de Trelica

O objetivo desta secdo é validar as implementagfes computacionais das formulaces dos
elementos de trelica apresentadas no Capitulo 2 para analise ndo linear de sistemas
estruturais rotulados planos. Para isto serdo estudados dois exemplos classicos de problemas

de equilibrio e instabilidade com resultados numéricos presentes na literatura.

5.2.1 Trelica Plana Abatida Composta de Duas Barras

O primeiro exemplo desta se¢do é uma trelica instdvel composta de duas barras e submetida

a uma carga centrada P, como mostrado na Figura 5.1. As barras dessa estrutura possuem
uma secdo transversal com area A=1cm’ e um material com mddulo de elasticidade

E=10kN/cm®. A estrutura tem um v&o de comprimento L=50cm e uma elevagio
h=1cm.

Esse problema é utilizado com frequéncia por pesquisadores para a validacdo de
formulacGes nédo lineares para sistemas rotulados planos (Papadrakakis, 1981; Yang e Kuo,
1994; Pinheiro, 2003). Ainda, resultados analiticos foram obtidos tanto para 0 RLT como
para o referencial Lagrangiano atualizado (RLA) por Yang e Kuo (1994).

Para a solugdo ndo linear do problema estrutural foi utilizada a estratégia baseada no

comprimento de arco cilindrico (iteracdo e incremento de carga). O valor inicial do
incremento do parametro de carga foi tomado AL =4x107°, com uma tolerancia de
convergéncia tol =10°°. A Figura 5.2 mostra os resultados obtidos para as formulacées no
BarTLE (RLT) e BarCE (RCR), em que v denota o deslocamento vertical do no central. Os
resultados obtidos aqui foram comparados aos apresentados por Pinheiro (2003), onde foi

utilizada uma formulagdo com RLA, em que pode ser observada uma boa concordancia.

O valor do primeiro ponto limite de carga obtido através da formulacdo BarTLE

(L =2.4600x10"°) e da formulagio BarCE (L =2.4588x10"°) é similar a aqueles obtidos
analiticamente por Yang e Kuo (1994) para os RLT (A =24574x10"°) e RLA
(L =2.4594x107).
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(a) Pinheiro (2003)

E=10% kN/cm?
Act o2 lp=1 kN
N T

| ]

I L=50 cm 1

(b) Modelo gerado no AFA-OPSM
Figura 5.1 Trelica plana composta de duas barras.
4% ?()'5 T T

BarCE (RCR)

i g * BarTLE (RLT) ‘

2_ e B o A ......................................................................................................... )
A 1 *;/ rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr ﬁ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
Al e o S - R i
P M, S s B "IN SN S — ]

| | | | l 1 | |
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25

Figura 5.2 Trajetdria de equilibrio da trelica plana composta de duas barras.

A Figura 5.3 ilustra a configuragdo deformada do sistema nos passos de carga em

que o valor da carga externa aplicada é nulo (ver Figura 5.2). A primeira configuracédo

(Figura 5.3a) corresponde ao estado inicial da estrutura, em que ndo h& deformacdo nos

elementos. Na segunda configuracdo (Figura 5.3b) as barras estdo na posi¢éo horizontal,
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sendo que o esfor¢co de compressdo nos dois elementos em diregdes opostas garante o
equilibrio do sistema. Contudo, esse equilibrio é instivel, dado que a aplicacéo de uma forca
vertical no nd central, por menor que seja, faria com que o sistema perdesse o equilibrio e
buscasse uma nova configuracdo estavel. Nessa situacdo efeitos dindmicos atuariam, de
modo que o sistema oscilaria em torno da nova configuracdo de equilibrio. A terceira
configuracdo (Figura 5.3c) corresponde a situacdo em que as barras estdo abaixo da linha

horizontal, mas ndo experimentam deformacéo, analogamente ao estado inicial do sistema.

!

(@) v=0cm (Configuracdo indeformada)

L

(b) v=1cm

— v

y o9

(c) v=2cm

Figura 5.3 Configuracdo deformada do sistema estrutural com carregamento nulo.

O mesmo problema estrutural foi resolvido, no RCR, mas agora controlando apenas
a carga. Os resultados obtidos foram comparados aqueles obtidos quando se acopla a
estratégia de comprimento de arco cilindrico, como mostrado na Figura 5.4. Observa-se que,
apos passar pelo primeiro ponto limite de carga, quando se controla apenas a carga, o sistema
sofre grandes deslocamentos buscando uma nova configuracdo de equilibrio. Nesse
processo, conhecido como shap-trough (salto dindmico), o sistema esta sujeito a mudancas

abruptas de comportamento. A Figura 5.5 ilustra o diagrama de esforgo normal (DEN) do
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sistema ao passar pelo primeiro ponto limite de carga. Nota-se que as barras, que
inicialmente estavam comprimidas, passam a sofrer tragdo. Como o sistema sofre uma
grande mudanca de configuracdo entre dois passos de carga subsequentes, 0 método de
Newton-Raphson requer muitas iteracdes para determinar a nova configuracéo de equilibrio.
Para o presente estudo, por exemplo, 684 iteracGes foram necessarias para a passagem do
ponto limite de carga.

— Comprimento de arco cilindrico
—Incremento de carga

SnapA);‘hrough

v (cm)

Figura 5.4 Trajetorias de equilibrio obtidas com diferentes estratégias de solucao.

1

Px

‘h—

(a) Configuracdo deformada e DEN no primeiro ponto limite de carga

= =

(b) Configuracdo deformada e DEN logo apds o primeiro ponto limite de carga

Figura 5.5 Comportamento da trelica abatida em torno do primeiro ponto limite de carga.

5.2.2 Trelica Composta de Duas Barras com Anélise de Bifurcagdo

O sistema estrutural rotulado a ser analisado é composto de duas barras com comprimento

L =1m, inclinadas 80° com a horizontal, e sujeito a uma carga vertical centrada P, como

mostrado na Figura 5.6. As barras possuem secdo transversal com area A=10°m* e
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material com moédulo de elasticidade E =10° kN /m?. Como sera mostrado a seguir, esta

trelica pode apresentar um ponto de bifurcacéo ao longo da sua trajetoria de equilibrio.

P=10° kN

E=10° kN/m?
A=102 m?

(a) Pinheiro (2003) (b) Modelo gerado no AFA-OPSM

Figura 5.6 Trelica composta de duas barras com andlise de bifurcacéo.

Para a analise ndo linear e possivel captura de um ponto de bifurcacéo, foi adicionada

uma imperfeicdo associada a um acréscimo na coordenada horizontal do apoio direito, no
valor de 4x10°m. A Figura 5.7 mostra as configuracdes deformadas dos sistemas perfeito

e imperfeito para diversos valores do parametro de carga A .

Ao longo do carregamento, tanto para o sistema perfeito quanto para o imperfeito, 0s
elementos sofrem uma deformacéo de compressdo maxima quando as barras se encontram
na posicao horizontal. Como essa deformacéo € relativamente grande (82,6%), a hipotese
de pequenos deslocamentos no sistema co-rotacional passa a ndo ser valida, o que justifica
a alteracdo feita na formulacédo do elemento BarCE (Secédo 2.4.4).

Para a solugéo dos sistemas perfeito e imperfeito, tanto na formulacdo do elemento
BarTLE (RLT) como na do elemento BarCE (RCR), foi utilizada a estratégia do
comprimento de arco cilindrico acoplado ao método de Newton-Raphson. Os valores do
incremento do pardmetro de carga inicial e da tolerancia foram tomados, respectivamente,

como AAJ =0.05 e tol =10°°.

Os resultados obtidos para os sistemas perfeito e imperfeito foram comparados na
Figura 5.8 com os de Pinheiro (2003), que usou uma formulacdo baseada em RLT. A
trajetdria de equilibrio para o sistema perfeito € similar a apresentada no exemplo anterior.

Ja para o sistema imperfeito, quando o valor do pardmetro de carga atinge A =0.5742 a
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estrutura segue a trajetoria secundaria mostrada na Figura 5.8, caracterizando assim a

passagem pelas proximidades do ponto de bifurcagéo.

A=0.84
A= 0.57

2=3.18 2=049
A= 3.65 2=0.36
W=2.17

: ’=0.2
»=1.09

= -0.89 2=0.01
r=-2.63

r=-0.18
A=-3.61

=33 »=-0.35
A= 147 »=-0.48

2=-0.56
2=13.29 2=0.31

(a) Sistema perfeito (b) Sistema imperfeito

Figura 5.7 Configuracdes deformadas da trelica composta de duas barras.

4 K 3
— BarCE perfeito : i
o . A ... BN BarCEimperfeito | . . ] |
BarTLE perfeito 3 C
. BarTLE imperfeito i : ;‘

Pinheiro (2003)

v (m)

Figura 5.8 Trajetoria de equilibrio da trelica levemente abatida.

No sistema imperfeito, além do deslocamento vertical, o nd central possui
deslocamento horizontal devido a perda de simetria da estrutura. A Figura 5.9 mostra 0s

resultados obtidos no RLT e o RCR para essa componente de deslocamento.
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* BarTL (RLT)
» Pinheiro (2003)

= — E——— ‘ BarCE (ROT) [

....................................................................... Y Seeres |

0.5 06 07 0.8 0.9 1

Figura 5.9 Trajetoria de equilibrio da trelica levemente abatida.

5.3 Sistemas Estruturais Modelados com Elementos de Viga-

Coluna

O objetivo desta secdo é avaliar as implementacdes computacionais das formulacGes ndo
lineares de elementos de viga-coluna, no RLT (BeamEBTLE e BeamTTLE) e no RCR
(BeamEBCE e BeamTCE), apresentadas no Capitulo 2. Para isso, serdo abordados exemplos

classicos de problemas de equilibrio e instabilidade elastica.

5.3.1 Coluna Engastada-Livre

Este primeiro exemplo envolve uma coluna engastada em uma extremidade e livre na outra,
como ilustrado na Figura 5.10. A coluna possui comprimento L =1 m, secdo transversal
com area A=10°m?, inércia | =10°m*, coeficiente de forma « =1, material com modulo
de elasticidade E =10"kN/m’e coeficiente de Poisson v=0.3. Na extremidade livre é
aplicada uma carga de compressdo centrada P =100kN e um momento de flex&o
M =0.1kN m cujo objetivo é simular uma pequena imperfei¢éo do sistema.

Foram estudadas todas as formulagcfes para as seguintes discretizagdes do sistema:
1,2,3,4,6, 8¢ 10 elementos. As andlises foram realizadas utilizando o método de Newton-

Raphson padrdo com a estratégia de iteracdo de comprimento de arco linear. Foi adotado um

valor inicial do incremento do pardmetro de carga de AL =0.1 e uma tolerancia tol =107,
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P=100 kN M=0.1 kN m

P, w f
0,001 PL T 1
T
Y L
E=10" kN/m?
v=0.3
A=107 m?
1m 1=10° m*
k=1
L
N — ~ig
(a) Galvéo (2000) (b) Modelo gerado no AFA-OPSM

Figura 5.10 Coluna engastada livre.

Os resultados obtidos sd0 mostrados na Figura 5.11. E possivel observar que, para
todas as formulacbes, a discretizacdo com dois elementos ja mostra um comportamento
qualitativamente equivalente as demais modelagens. A partir de trés elementos, os resultados
obtidos séo praticamente idénticos em todos os modelos, como apresentado na Tabela 5.1.
Nota-se que para as formulacbes baseadas na teoria de Timoshenko (BeamTCE e
BeamTTLE), a convergéncia € mais lenta que para as formulacdes baseadas na teoria de
Euler-Bernoulli (BeamEBCE e BeamEBTLE). Crisfield (1991) justifica esse fendmeno com
base na baixa ordem das funcdes de interpolacdo presentes nessas formulagfes. Além disso,
a carga critica obtida das formulacGes BeamTCE e BeamTTLE é levemente superior, 0 que
pode ser associado ao ganho de rigidez referente a inclusdo da parcela cisalhante.

Os resultados obtidos para os modelos com dez elementos ainda foram comparados
com os apresentados em Galvédo (2000), que usou uma formulagcdo com RLT baseada na
teoria de viga de Timoshenko (Figura 5.12). Todas as formula¢des estudadas apresentaram
resultados proximos ao de Galvéo, no inicio do comportamento pés-critico. Contudo, existe
um pequeno desvio para as formulagdes com RLT que pode ser justificado pelo fato de que
na configuracdo deformada, o gradiente de rotacdo (0') passa a ndo ser mais desprezivel,

assim a componente de deformacéo ¢ (Eg. 2.12) ndo pode mais ser desprezada.

A Figura 5.13 ilustra a configuracdo deformada e os diagramas de esfor¢os normal
(DEN), cisalhante (DEC) e de flexdo (DMF) ao longo do processo incremental. Quando o

carregamento atinge a carga critica o sistema tem uma perda de rigidez brusca e sofre
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grandes deslocamentos. No final do processo incremental, alguns elementos, originalmente
na vertical, sofrem grandes rotac6es de corpo rigido, o que justifica os esforgos inesperados
de tracdo e esforco cisalhante, bem como a concentracdo do momento de flexdo na

extremidade engastada.

— 1 Elemento
—— 2 Elementos
——3 Elementos
—4 Elementos
— 6 Elementos
— 8 Elementos
5{— 10 Elementos

~

|E SRR pnu— T em—w Sy m

0 02 04 0.6 08 1
u(m)

(a) BeamEBCE

||— 2 Elementos |

|—6 Elementos | TN TS

;1 E!emclento

—3 Elementos
— 4 Elementos

— 8 Elementos

'|— 10 Elementos T A, | S i

u (m)

(b) BeamTCE

— 1 Elemento : 1 1 H
|—2Elementos | | WA N
— 3 Elementos ‘ i
—4 Elementos
|— 6 Elementos
—— 8 Elementos ! : :
Sll—10 Elementos |~

|| — 2 Elementos

|— 6 Elementos

10 Elementos |t R |l

—1 Elemento

—3 Elementos
—4 Elementos

— 8 Elementos

é 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 %
u (m) u(m)

(c) BeamEBTLE

(d) BeamTTLE

Figura 5.11 Trajetorias de equilibrio da coluna engastada-livre considerando diferentes

formulacGes e discretizacdes.
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Tabela 5.1 Carga critica para coluna engastada livre considerando diferentes formulagdes

e discretizagoes.

Formulacdes

NuUmero de elementos

1 2 3 4 6 8 10
BeamEBCE 3.0020 | 2.5930 | 2.5203 | 2.4950 | 24768 | 2.4703 | 2.4762
BeamTCE 3.9547 | 27312 | 25623 | 2.5109 | 2.4750 | 2.4626 | 2.4568
BeamEBTLE | 3.0064 | 2.6071 | 2.5384 | 2.5074 | 2.4809 | 2.4795 | 2.4784
BeamTTLE 3.9373 | 2.7125 | 25572 | 2.5061 | 2.4704 | 2.4580 | 2.4522

(a) Carga critica

Formulacdes NUamero de elementos

1 2 3 4 6 8 10
BeamEBCE 21.67 5.09 2.14 1.12 0.38 0.12 0.36
BeamTCE 60.28 10.69 3.85 1.76 0.31 0.20 0.43
BeamEBTLE | 21.84 5.66 2.88 1.62 0.55 0.49 0.45
BeamTTLE 59.57 9.93 3.64 1.57 0.12 0.38 0.62

~ ,o- . T
(b) Erro percentual com relagéo a carga critica analitica P, = "

2

El (southwell, 1941
L

[—BeamEBCE (RCR) | \
; | + BeamTCE (RCR) |
LP » BeamEBTLE (RLT)

AM ‘/D—,

6 u

 BeamTTLE (RLT) \
Galvao (2000)

0 02 0.4 0.6 0.8
u(m)

Figura 5.12 Trajetdria de equilibrio da coluna engastada-livre.
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r=248

A=2.59

=281

r=3.16

A=3.71

2=4.59

r=6.04

(a) Configuracéo deformada (b) DEN

(c) DEC (d) DMF

Figura 5.13 Configuracdo deformada e diagramas de esforcos da coluna engastada livre.

5.3.2 Viga Engastada-Livre

Aborda-se agora o problema de uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra
submetida a um momento de flexdo, como mostrado na Figura 5.14. Esse sistema estrutural
foi analisado por varios pesquisadores, entre eles Bathe e Bolourchi (1979), Crisfield (1990)
e Silva (2009), para validar suas respectivas formulagdes néo lineares.

A viga possui comprimento de L=1m, uma secdo transversal com area
A=107?m?, inércia | =10°m* e um material com mddulo de elasticidade E =10" kN /m?.

Neste exemplo, o parametro de carga foi incrementado até um valor limite de 2.0, que
corresponde a duas revolucdes da viga. Embora isto faria com que alguns elementos
ocupassem a mesma posi¢ao que outros, o que resultaria em um problema de contato, o

problema foi considerado do ponto de vista puramente elastico e sem as restri¢cdes de contato.
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(@) Silva (2009)

E=10" kN/m?

A=107? m? -
1210 mé M=200z kN m

1] VR

im

(b) Modelo gerado no AFA-OPSM

Figura 5.14 Viga engastada livre.

Foram criados modelos com todas as formulagdes considerando 2, 4, 6, 8 e 10
elementos. O método de Newton-Raphson padrdo foi utilizado, junto com a estratégia de

comprimento de arco esférico. O incremento inicial do parametro de carga foi tomado como
ALy =0.1 e atolerancia como tol =107°.

A Figura 5.15 mostra as configuracbes deformadas da viga ao longo de alguns
incrementos de carga relativos a primeira revolucdo. Neste exemplo, como o Unico esforgo
externo atuante € um momento, o sistema esta sujeito a flexdo pura. Assim, como esperado,
o diagrama de esforco normal e esforco cortante obtidos nas analises foram nulos. O
diagrama de momentos fletor também é uniforme, dado que todos os elementos estdo
sujeitos ao momento de flexdo aplicado na extremidade livre.

Os resultados obtidos com os modelos discretizados com dez elementos foram
comparados com os apresentados em Silva (2009), como mostra a Figura 5.16. E possivel
verificar que as formulacbes baseadas no RLT (BeamEBTLE e BeamTTLE) apresentam
comportamento similar ao apresentado por Silva (2009), contudo conforme a estrutura se
deforma esses resultados divergem. J& as formulacdes baseadas no RCR (BeamEBCE e
BeamTCE) apresentaram bons resultados durante toda trajetoria de equilibrio, com
resultados levemente divergentes com a revolucdo da viga, 0 que pode ser associado as

grandes deformacdes de flex&o presentes nos elementos.
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A Figura 5.17 fornece os resultados obtidos para as formulagdes e modelos. Como
no exemplo anterior, 0 uso de quatro elementos apresenta resultados proximos aos obtidos
com uma malha mais refinada. Contudo, nas formulacGes baseadas em um RLT
(BeamEBTLE e BeamTTLE), os resultados obtidos diferem consideravelmente daqueles
obtidos com um RCR (BeamEBCE e BeamTCE). Isso ocorre devido ao fato de que neste
exemplo para fatores de carga maiores que A =1.3, o gradiente de rotagdo (0') é grande e a

componente de deformagéo ¢ nédo pode ser desprezada.

Figura 5.15 Configuracdo deformada da viga engastada livre.

—— BeamEBCE (RCR) ' N\ — BeamEBCE (RCR)
1.8 + BeamTCE (RCR) \ + BeamTCE (RCR)
» BeamEBTLE (RLT) 7 » BeamEBTLE (RLT)
16/ « BeamTTLE (RLT) 1 » BeamTTLE (RLT) |
1.4lL" Silva (2009) Si(va (2099)
1.2} .
Aol
0.8}
0.6 -
04
/
0.2 o
/
0:/ i i i i ; ; H H
0 02 04 06 08 1 12 14 04 05 06 07
i) 1 0 3,0 ‘ 6 0.
(a) Deslocamento horizontal (b) Deslocamento vertical

Figura 5.16 Trajetdria de equilibrio da viga engastada-livre.
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Figura 5.17 Analise de convergéncia dos elementos de pértico plano.

5.3.3 Portico de Lee

A estrutura apresentada na Figura 5.18 é conhecida como portico de Lee, e é frequentemente
utilizada para validacdo de formulagGes com ndo linearidade geométrica. Esse sistema
estrutural foi estudado inicialmente por Lee et al. (1968) e posteriormente por varios outros
pesquisadores, incluindo Pacoste e Eriksson (1997) e Silva (2009).

O sistema € composto por uma coluna e uma viga, que foram aqui discretizados em

dez elementos, com geometria e material idénticos, comprimento L =120 cm, e apoios de

segundo género em ambas as extremidades. A se¢do transversal dos elementos possui area
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A=6cm?, inércia | =2 cm* e coeficiente de forma « =1. Ainda, o material que compde as
barras possui mddulo de elasticidade E =720kN /cm? e coeficiente de Poisson v=0.3. O
carregamento externo consiste de uma carga vertical P=1kN aplicada a 24 cm da

extremidade esquerda da viga.

24 0% _24cm 96 cm ,
— - ) P=1kN '
¥ ' A
- i |
% u
N
W
A=60 120 cm E=720 kN/cm?
= [ =20 03
- E=720.0 A6 cm?
V=03 I=2 cm?
k=1
- - 53
(a) Galvao (2000) (b) Modelo gerado no programa AFA-OPSM

Figura 5.18 Pdrtico de Lee: geometria, carregamento atuante e modelo adotado.

A andlise foi realizada utilizando o método de Newton-Raphson modificado
acoplado a estratégia de iteracdo de residuos ortogonais. O incremento inicial do parametro

de carga foi tomado AAJ =0.1 e a tolerancia como tol =107°. Os resultados obtidos nesta

dissertagéo para todas as formulages implementadas foram comparados com os obtidos em
Silva (2009), como apresentado na Figura 5.19.

Como pode ser visto todas as formulacGes mostraram bons resultados comparados a
Silva (2009). A estratégia de solucdo ndo linear adotada foi capaz de passar por pontos
limites de carga e de deslocamentos presentas ao longo da trajetdria de equilibrio. A Figura
5.20 fornece as configuracdes deformadas do sistema para alguns valores do parametro de

carga A.
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(b) Rotacéo

Figura 5.19 Trajetoria de equilibrio do portico de Lee.
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Figura 5.20 Configuracdo deformada do portico de Lee.

5.3.4 Arco Levemente Abatido

A Figura 5.21 ilustra o préximo exemplo, que consiste de um arco circular birrotulado, com

um vao de L =100 cm e altura h=5 cm, sujeito a um forga vertical P=1kN aplicada no
no central da estrutura e a imperfeicdo associada a um momento M =2kN cm para a anélise
de bifurcacdo. A modelagem foi realizada discretizando-se o sistema com vinte elementos,

cuja secdo transversal possui area A=1cm?, inércia | =1 cm? e coeficiente de forma k =1.

O material do arco possui modulo de elasticidade E =2000kN /cm? e coeficiente de Poisson
v=0.3.

A andlise do arco foi realizada utilizando o método de Newton-Raphson modificado.
A norma minima dos deslocamentos residuais foi escolhida como estratégia de iteragdo, e o

incremento do trabalho externo como estratégia de incremento de carga. O valor inicial do
incremento no parametro de carga foi de ALy =107 e a tolerancia utilizada foi tol =107°. A

Figura 5.22 ilustra as configuracdes deformadas dos sistemas perfeito e imperfeito.

Como nos exemplos anteriores, 0s resultados obtidos aqui para todas as formulagc6es
foram comparados com de Galvdo (2000), como mostrado na Figura 5.23. No sistema
perfeito, a trajetéria de equilibrio apresenta seu primeiro ponto limite de carga para o
parametro A =1.2861, que representa a carga maxima de compressdo suportada pelo arco.
Se o0 par@metro de carga € incrementado apés esse valor limite, o arco sofre um abatimento
e muda de concavidade, onde passa a sofrer esforcos de tracdo, o que caracteriza o fenémeno

snap-trough, como ilustrado na Figura 5.24.
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E=2000 G=E2 A=1 1I=1

(a) Galvao (2000)

E=2000 kN/cm?
v=0.3

=1 em?
M=2kNem A oM
=1 cm
k=1
5cm | K’ \h
| |
| |

100 cm

(b) Modelo gerado no AFA-OPSM

P=1kN

Figura 5.21 Arco levemente abatido.

A=0.27

=126

(a) Sistema perfeito
A=1.12

f
=-0.24

1=0.02

(b) Sistema imperfeito

Figura 5.22 Configuracdo deformada do arco levemente abatido.

O sistema imperfeito possui a primeira carga limite menor (A =1.1979). Assim, como no

caso anterior, esse sistema também esta sujeito ao fendmeno snap-trough (Figura 5.25).

Contudo a trajetdria de equilibrio revela a existéncia de um ciclo de carregamento apés a

passagem pelo ponto limite de carga (Figura 5.23b). Ainda, nesse sistema, o deslocamento
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horizontal e a rotagcdo ndo sdo nulos no ponto de aplicacdo da carga, e a variagdo dessas
componentes com o parametro de carga A é apresentada na Figura 5.26. Mais uma vez,

pode-se perceber a boa concordancia com os resultados de Galvao (2000).

[— BeamEBCE (RCR) |
+ BeamTCE (RCR)

1.25 T !
g » BeamEBTLE (RLT)
3 / * BeamTTLE (RLT)
4 Galvio (2000)
0.75f
* o5/ A\

0’
0 LP
0.25
w ] N /
05 \_./
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

v(m)

(a) Sistema perfeito

— BeamEBCE (RCR)
12- e BeamTCE (RCR) E
Vs g : » BeamEBTLE (RLT)
1+ N - BeamTTLE (RLT) 7
- y, \\ Galvio (2000)
/4 )
0.6} \
*0.4| / N
02 \\\
J N\
od 5. 9 |
02 Yl \ 1
NN ]
04+ u % A M \_\"}\/ -
06 L
0 0.02 0.04 0.06 008 0.1 0.12

v(m)

(b) Sistema imperfeito

Figura 5.23 Trajetoria de equilibrio dos sistemas perfeito e imperfeito.

(a) Carregamento limite (DEN: compresséo)

V

(b) Incremento de carga ap6s o carregamento limite (DEN: tracdo)

Figura 5.24 DEN do sistema perfeito.

99



(a) Carregamento limite (DEN: compressédo)

(b) Incremento de carga ap6s o carregamento limite (DEN: tracdo)

Figura 5.25 Diagrama de esfor¢co normal (DEN) do sistema imperfeito.
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(b) Rotacéo

Figura 5.26 Trajetoria de equilibrio do sistema imperfeito.
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5.3.5 Arco Circular

O dltimo exemplo deste capitulo traz um arco circular birrotulado com raio R=50 cm
sujeito a uma carga centrada vertical P =1 kN, como mostrado na Figura 5.26. O sistema
imperfeito é definido tomando a carga vertical deslocada de w/50rad com relagéo ao centro
do arco. A secdo transversal dos elementos da estrutura possui area A=10 cm?, inercia
| =1cm’® e coeficiente de forma «=1. J4 0 material dos elementos possui mddulo de
elasticidade E = 2000kN /cm? e coeficiente de Poisson v =0.3. O arco foi discretizado em

cinguenta elementos e todas as formulacbes estudadas e implementadas foram usadas na

analise dos sistemas perfeito e imperfeito.

p —— Modelo perfeito
----- Modelo imperfeito

(a) Galvao (2000)

P=1kN

E=2000 kN/cm?
v=0.3

A=10 cm?

I=1 cm*

x=1

100 cm

(b) Modelo gerado no AFA-OPSM

Figura 5.27 Arco circular: geometria e carregamento.

101



Dado o numero elevado de elementos, 0 método de Newton-Raphson modificado;

acoplado a técnica de comprimento de arco cilindrico, foi escolhido como estratégia de

iteragdo. O valor inicial do incremento no pardmetro de carga foi tomado igual a AL =10

e considerou-se uma tolerancia tol =10,

Os resultados obtidos para as formulagfes ndo lineares implementadas foram
comparados com os apresentados em Galvédo (2000), como ilustrado na Figura 5.28. Devido
a perda de simetria, o sistema imperfeito ainda apresenta uma componente de deslocamento
horizontal e uma rotacdo do no central. A trajetoria de equilibrio dessas componentes é
apresentada na Figura 5.29. As configuracgdes deformadas e os diagramas de momento fletor

(DMC) para alguns valores do parametro de carga A , para os sistemas perfeito e imperfeito,

sdo mostradas nas Figuras 5.30 e 5.31, respectivamente.

As respostas dos sistemas perfeito e imperfeito, sdo formadas por ciclos de
carregamento (Figura 5.28), onde a cada ciclo a capacidade de carga e a rigidez da estrutura
aumentam. Nas Figuras 5.30 e 5.31 é possivel observar que a cada ciclo de carregamento
uma ondulacdo € formada na configuracdo deformada, e que os esforcos de flexdo
acompanham essas ondulagoes.

Nos primeiros ciclos de carregamento do sistema perfeito, as deformacdes dos
elementos que compdem a estrutura sdo pequenas e os resultados obtidos estdo de acordo
com os presentes na literatura, embora o sistema ja apresente grandes deslocamentos. Ja nos
ciclos finais, a amplitude das ondulacdes diminui, 0 que faz com que os elementos
experimentem grandes deformac6es de flexdo. Assim, as hipo6teses apresentadas no Capitulo
2 passam a ndo mais valer, o que justifica a pequena divergéncia entre os resultados obtidos.

Para o sistema imperfeito, vale observar que a capacidade de carga e a rigidez sao
consideravelmente menores se comparadas as do sistema perfeito. No caso do arco
imperfeito, 0 nimero de ondulacdes formadas até que os limites de carga da analise sejam
atingidos € pequeno, os elementos estdo sujeitos a pequenas deformagdes, o que explica o

bom ajuste com os dados presentes na literatura.
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Figura 5.28 Trajetdrias de equilibrio do arco circular.
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Figura 5.29 Trajetorias de equilibrio para o sistema imperfeito.
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2=8.14

A=127.79

1=431.44

3300

(@) Configuracéo deformada (b) Diagrama de momento fletor

Figura 5.30 ConfiguracGes deformadas e DMF para o arco perfeito.
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2=108.62

(@) Configurac6es deformadas (b) DMF

Figura 5.31 ConfiguracGes deformadas e DMF para o arco imperfeito.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Introducao

Neste trabalho, foram desenvolvidas formulacGes para elementos de barra que consideram o
comportamento ndo linear geométrico, dentro do contexto do Método dos Elementos Finitos.
As equaces nao lineares de equilibrio foram resolvidas através de um algoritmo de solugéo
que faz o uso do método de Newton-Raphson, em conjunto com estratégias de iteracdo e de
incremento de carga.

As formulacdes e os algoritmos de solugédo néo linear, em conjunto com os elementos
finitos que levam outras caracteristicas do sistema estrutural (n6s, se¢des, materiais), foram
reunidos em uma base computacional seguindo o paradigma de orientacdo a objetos (POO).
Nessa base, diversas classes foram implementadas para que a solucéo do problema estrutural
seja integrada em um ambiente computacional da forma mais natural possivel. Algumas
classes foram tratadas como abstracdes (classes Material, Section e Element) e levavam
apenas caracteristicas basicas para a criacdo de classes concretas que poderiam definir
objetos. Ainda, uma classe denominada Structure foi desenvolvida e implementada com
capacidade de armazenar todas as informaces relevantes ao sistema estrutural e executar
acOes com relacdo a modelagem, andlise e visualizacao dos resultados obtidos.

Por fim, um sistema computacional grafico interativo, denominado AFA-OPSM, foi
desenvolvido na linguagem MATLAB (Kwon et al., 1997) com capacidades de pré-
processamento, analise e pds-processamento. Dentro desse sistema, na etapa de modelagem,
0 Usu&rio pode inserir 0s nds elementos que compdem a estrutura, assim como as se¢des e

materiais que definem as propriedades dos elementos. Ainda, as condi¢des de contorno,



como apoios e carregamento podem ser especificados. As diversas opgOes presentes no
algoritmo de solugdo estdo disponiveis na fase de andlise, e podem ser acessadas e/ou
modificadas dentro de menus interativos e controles. Os resultados obtidos podem ser
visualizados através da configuracdo deformada, trajetorias de equilibrio e/ou diagramas de
esforgos na forma de gréaficos, animacGes ou tabelas. Esses resultados podem ainda ser

exportados em formatos proprios para visualizagcdo em algum outro software.

6.2 Conclusdes

Foram realizadas anélises ndo lineares em diversos sistemas estruturais com diferentes
geometrias e condi¢Bes de contorno, e os resultados obtidos foram comparados com as
solucBes analiticas e numéricas presentes na literatura. Para os sistemas estruturais sujeitos
a grandes deslocamentos e rotac6es, mas pequenas deformagdes, a boa concordancia obtida
entre as respostas permite afirmar que as formulacGes ndo lineares estudadas foram
implementadas corretamente e que os algoritmos de solu¢do adotados foram eficientes, e
podem ser utilizados na avaliacdo instabilidade elastica de sistemas estruturais reticulados
planos.

A seqguir sdo apresentadas conclus@es e alguns comentarios referentes a arquitetura
de programacdo POO, a ferramenta computacional desenvolvida e as estruturas analisadas

no Capitulo 5.

6.2.1 Orientacdo a Objetos

O paradigma de orientacdo a objetos se mostrou muito Gtil no desenvolvimento da base
computacional para analise dos sistemas estruturais reticulados, pois permitiu a organizagédo
do cddigo em entidades separadas que carregavam consigo mesmas as informacdes
relevantes ao seu comportamento, como dados e tarefas a serem realizadas. Assim, as
implementacdes puderam ser eficientemente separadas entre as formulac@es, o algoritmo de
solucdo, e a interface grafica. Desse modo, a verificacdo de possiveis erros e a validacdo dos
resultados pdde ser feita com maior facilidade se comparada ao paradigma de programacéo

estruturada.
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6.2.2 Sistema Computacional AFA-OPSM

O sistema computacional AFA-SMOP se mostrou util na modelagem, analise e visualizacao
dos resultados para os sistemas estruturais avaliados. Foi possivel criar, editar e verificar os
modelos estudados com facilidade e rapidez. O uso das ferramentas gréficas iterativas
(menus, painéis e graficos) tornou simples o processo de variagcdo entre 0s sistemas
estudados e visualizacdo dos resultados. Ainda, as op¢des de armazenamento e exportacdo
em arquivos de dados dos resultados na forma de graficos, animaces e tabelas, foram de

grande auxilio na comparacdo dos resultados obtidos com os apresentados na literatura.

6.2.3 Sistema Estruturais Modelados com Elementos de Trelica

As formulacGes para elementos de trelica ndo linear, tanto no referencial Lagrangiano total
(RLT) como no referencial co-rotacional (RCR), apresentaram bons resultados comparados
a literatura. O exemplo da Secdo 5.2.1 mostrou que as formulagbes implementadas
conseguiram representar 0 comportamento de sistemas rotulados sujeitos a grandes
deslocamentos, ja o exemplo da secdo 5.2.2 ilustrou a capacidade das mesmas de representar
sistemas sujeitos a grandes deformacdes. Ainda o algoritmo de solucdo néo linear foi capaz
de passar por pontos limites de carga e pontos de bifurcacao.

O estudo realizado mostrou alguns dos efeitos que os sistemas estruturais estdo
sujeitos devido ao comportamento instavel, como mudancas bruscas de configuracédo, perda
da capacidade de carga, e perda de rigidez. Nos dois exemplos analisados, uma vez que a
carga limite ou de bifurcacdo era atingida, as barras comprimidas migram para uma

configuracdo de equilibrio onde estavam sujeitas ao esforco de tracao.

6.2.4 Sistema Estruturais Modelados com Elementos de Viga-Coluna

Diversos sistemas estruturais (viga, coluna, portico e arco) foram usados para avaliar as
formulacGes ndo lineares de elementos de viga-coluna, no RLT (BeamEBTLE e
BeamTTLE) e no RCR (BeamEBCE e BeamTCE). Essas formulagdes apresentaram bons
resultados para sistemas sujeitos a grandes deslocamentos e grandes rotacdes, como
mostrado nas Sec¢des 5.3.1, 5.3.3 e 5.3.4. Contudo, para sistemas sujeitos a grandes
deformacdes, como os apresentados nas Sec¢des 5.3.2 e 5.3.5, as formulacGes apresentaram
desvios em relacdo aos resultados apresentados na literatura. Esse fato pode ser justificado

nas formulagbes com RLT devido a presenca da deformacdo de segunda ordem ¢, que foi

desprezada nas implementagdes. Para as formulagfes com RCR, a hipotese de pequenos
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deslocamentos no sistema co-rotacional passa a ndo ser valida e o uso da cinematica exata,
apresentada nas formulagdes com RLT, deve ser utilizada.

As estratégias de solucdo ndo linear mostraram-se eficientes na obtencdo das
trajetdrias de equilibrio, mesma para aquelas que apresentavam multiplos pontos passagem
por pontos limites de carga, deslocamentos e de bifurcacdo. O comprimento de arco
cilindrico apresentou-se como a estratégia de iteragdo mais estavel, trabalhando em conjunto
com o ajuste do comprimento cilindrico como estratégia de incremento de carga. Os métodos
de Newton-Raphson padrdo e modificado foram utilizados nos exemplos e se mostraram
eficientes na solugdo das equacdes nado lineares de equilibrio, dentro de uma tolerancia e uma
taxa de convergéncia satisfatoria.

Por fim, os estudos realizados conseguiram capturar os efeitos secundarios causados
por instabilidades presentes em sistemas estruturais esbeltos. Na Secéo 5.3.1, por exemplo,
as analises mostram que a coluna engasta-livre passa a sofrer esforcos de tracdo quando a
carga externa aplicada ultrapassa um valor limite; observou-se também que o esforgo
cisalhante e 0 momento de flexdo passam a estar presentes. Ainda, as formulagdes com a
teoria de viga de Timoshenko mostraram valores limites de carga levemente superiores as
formulagdes com a teoria de viga de Euler-Bernoulli, o que pode ser associado ao acréscimo
de rigidez devido as deformacdes cisalhantes.

Nas Secdes 5.3.4 e 5.3.5, as analises realizadas com dois arcos esbeltos mostraram,
que esses sistemas estdo sujeitos a ciclos de carregamento, como sugerido nas respectivas
trajetorias de equilibrio. Ainda, a inclusdo de uma pequena imperfeicdo nos sistemas,
associada ao deslocamento da carga aplicada, mostrou ser suficiente para que a capacidade

carga dos arcos seja diminuida consideravelmente.

6.3 Trabalhos Futuros

Algumas sugestdes para pesquisas futuras, envolvendo os conceitos e formulagdes

apresentados no presente trabalho, sdo destacadas nesta secao.

6.3.1 Orientacdo a Objetos

O paradigma de orientacdo a objetos € um tema relativamente novo no estudo de sistemas
estruturais. Varias de suas caracteristicas, que ainda ndo foram abordadas no sistema
computacional desenvolvido neste trabalho, podem ser utilizadas para a producéo de codigos

computacionais eficientes e organizados. A medida que as técnicas de analise se tornam mais
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complexas, incorporando os principais efeitos que ditam o comportamento dos sistemas
estruturais, o uso do POO se torna mais vantajoso.
Ainda, o uso do POO ¢ incentivado devido a suas caracteristicas que facilitam

consideravelmente a manutencéo e expansédo de sistemas computacionais de grande escala.

6.3.2 Formulacbes N&o Lineares e Sistema Computacional AFA-OPSM

As formulagdes propostas podem ser enriquecidas em diversos aspectos visando capturar da
melhor maneira possivel o comportamento dos sistemas estruturais sujeitos a instabilidades.

A consideragdo da deformagdo especifica de segunda ordem ¢ deve ser aplicada para que

as formulagbes com RLT possam representar a resposta de estruturas sujeitas a grandes
deformacdes; no RCR a cinematica exata deve ser aplicada.

Ainda, as relacdes tensdo-deformacdo devem ser aprimoradas para levar em conta a
inelasticidade do material. Neste sentido, formulacdes que fazem uso do método da rétula
plastica e do método da zona plastica podem ser empregadas (Silva, 2009; Alvarenga, 2010).
A semirrigidez das ligacdes entre os elementos e nos apoios também deve ser considerada
para uma analise mais precisa, como sugerido em Pinheiro (2003).

A metodologia de solucdo ndo linear pode ser aprimorada para que a trajetéria
secundaria dos sistemas estruturais possa ser obtida sem a introducao de alguma imperfeicéo,
através da solucao do problema de autovalor ao longo dos passos de carga. Assim, a resposta
obtida estara mais proxima das estruturas reais.

Diversos sistemas estruturais apresentam comportamento dindmico quando sujeitos
a instabilidades. Portanto, formulacGes que levam em conta os efeitos de inércia podem ser
implementados no futuro (Bathe, 1996). Com a inclusdo desses efeitos ndo lineares e
modificacdo da metodologia de solucdo, o sistema computacional podera ser utilizado na
solucdo de problemas estruturais com colapso progressivo.

Ainda, a ferramenta computacional grafica interativa, desenvolvida no presente
trabalho, pode ser aplicada em caréater didatico. As disciplinas de graduacéo e p6s-graduacdo
na area de estruturas poderdo ser beneficiadas através das visualizagbes das modelagens e
resultados de sistemas ndo lineares.

Por fim, como uma extensdo natural dos desenvolvimentos, esta prevista a
implementacdo de modelos de sistemas tridimensionais, por apresentarem resultados mais
realisticos se comparados aos modelos bidimensionais, uma vez que consideram as

interacdes entre todos os elementos que compdem o sistema (Pinheiro, 2003).
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Apéndice A

Vetor de forcas internas e matriz de

rigidez do elemento BeamEBTLE

A.1 Introducéo

Neste apéndice sdo mostradas as equacgdes para obtencdo do vetor de forgas internas e da
matriz de rigidez tangente do elemento BeamEBTLE, conforme a formulagdo apresentada
na Secdo 2.3.5. Seguindo a sugestdo de Pacoste e Erikson (1997), no presente trabalho foi
utilizado o software Maple 12 (Lynch, 2009) para calculo do vetor de forcas internas e da
matriz de rigidez tangente. Este software possui a vantagem de permitir a geracdo direta dos

resultados obtidos em cddigo na linguagem MATLAB (Kwon et al., 1997).

A.2 Vetor de Forcas Internas e Matriz de Rigidez Tangente

O vetor de forgas internas e a matriz de rigidez podem ser determinadas a partir da seguinte

sequéncia de comando no software Maple 12:

restart:
with(VectorCalculus) :
with(LinearAlgebra) :

with(CodeGeneration::



a:=x0/L0:

Ni:=1-a:

Nj:=a:
Hi:=1-3*a"2+2*a"3:
Hj:=a"2*(3-2*a) :
Ti:=L0*a*(1-a)"2:
Tj:=-L0*a"2*(1-a) :

u:=Ni*ui+Nj*uj:
du:=diff(u,x0) :
d2u=diff(u,[x0$2] :

x0:=0:
dvi:=(1+du)*tan(ti):

unassign(‘x0’):

X0:=L0:
dvj:=(1+du)*tan(tj):

unassign(‘x0’):

vi=Hi*vi+Ti*ti+Hj*vj+Tj*j:
dv:=diff(v,x0):
d2v:=diff(v,[x0%$2]):

e:=1/2*((1+du)"2+dv"2-1):
chi:=((1+du)*d2v-dv*d2u)/sqrt((1+du)*2+dv"2):

N:=E*A*e:
M:=E*I*chi:

De:=Gradient(e, [ui,vi,ti,uj,vj,tj]):
Dchi:=Gradient(chi,[ui,vi,ti,uj,vj,tj]):

D2e:=Hessian(e,[ui,vi,ti,uj,vj,t]):
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D2chi:=Hessian(chi, [ui,vi,ti,uj,vj,t]):

MDe:= OuterProductMatrix(De,De):

MDchi:= OuterProductMatrix(Dchi,Dchi):

xi:=0:
w:=0:
X0:=1/2*(1+xi)*L0:

Fi:=1/2*L0*w*(N*De+M*Dchi):

Ke:=1/2*L0*w*(E*A*MDe +E*I*MDchi):

Kg:= 1/2*L0*w*(N*D2e +M*MD2chi):
K:=Ke+Kg:

Matlab(Fi,resultname="Fi”):
Matlab(K, resultname="K"):
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Apéndice B

Vetor de forcas internas e matriz de

rigidez do elemento BeamTTLE

B.1 Introducéo

Neste apéndice sdo mostradas as equacgdes para obtencdo do vetor de forgas internas e da
matriz de rigidez tangente do elemento BeamTTLE, conforme a formulagio apresentada na
Secdo 2.3.6.

B.2 Vetor de Forgas Internas

Como mostrado na Equacdo 2.68, o vetor de forcgas internas é dado por:

F= j (N— s M axjdx (B.1)
ou ou ou

com as deformacBes especificas definidas em 2.9-2.11 e as relacGes constitutivas

apresentadas em 2.17-2.19. Seguindo o esquema de interpolacdo mostrado através de 2.64-

2.66 o gradiente de deformacdes é dado por:

oe , v nr . N U
%:[(Hu JN;' V'N;" 0 (1+u')N;" V'N, O] (B.2)
ﬂ:[—sNi' cN;' —yN; -sN;" cN;' —yNj]T (B.3)

ou



o _ong., O

= B.4

ou ou n8u (B4)
em que:

c=cos(0) (B.5)
s=sen(0) (B.6)
n=(1+u')cos(0)+v'sen(0) (B.7)
0 . , , , T
ﬁz[cNi sN,;' yN, cN;" sN;' yN;] (B.8)
00’ . el
E:[O 0 N0 0 NjJ (B.9)

B.3 Matriz de rigidez tangente

A matriz de rigidez tangente, obtida através da variacao do vetor de forcas internas, pode ser
expressa como mostrado na Equacdo 2.69, ou seja:

K=K, +K, (B.10)

em que as matrizes de rigidez elastica K, e geométrica K sdo dadas pelas Equagdes 2.70

e 2.71, escritas novamente a seguir:

K, =], ( O 68 GALL gy Ok O jdxo (B.11)
ou ou’ ou ou’
0% 82y %y
K +M dx B.12
I [ aua > uaa” M Buau | (8.12)

A segunda variacao das deformacdes especificas pode ser expressa como:
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NN 0 0 NSNS0 0
0 NSNS O 0 NSNS O
2 0 0 0 0 0 0
GSTZ (B.13)
guau™ |NSN;* 0 0 NSNS 0 0
0 N'NSO 0 NN,/ O
0 0 0 0 0 0]
[0 0 —cNN' 0 0 NN,
0 0 -sNN' 0 0 —sNN,'
2 —N:N:" —sN:N."  —yN.N.  —cN:N." —sN.N.' —yN.N.
a'Y _ i'Vi iV YN IN; itV itV TN, i (814)
duou” 0 0 NN, 0 0 —cN,N;'
0 0 -sNN,' 0 0 —sN,N,
eNjN," —sNN;* —yN)N,  —oN;N;" —sN;N;" NN, |
2 2 1 1
8XT= 5nT9'+a_n.5_9T+@.5_11 (B.15)
ouou  ouou ou ou ou ou
onde:
0 0 —sN;N;" 0 0 —SNjNi'_
0 0 oNN' 0 0 NN,
2 —SN;N." cN.N." —mN:N. —sN.N.' cN.N.'" -mN:N.
61’]: itV iV MIN;IN; i'Vj i'Vj n.; (816)
duou” 0 0  —sNN,;' 0 0 —sNN,'
0 0 oNN,' 0 0 CoNN,'
|SN;N," oNjN,' 1NN, —sNjN;' eNjN;' NN, |
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