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Resumo da Dissertagdo apresentada como requisito parcial para obtengdo do titulo de

Mestre em Engenharia Civil.

Equilibrio e Estabilidade de Elementos Estruturais com Restricoes Bilaterais
Impostas por Bases Elasticas

Felipe Vieira Maciel

Junho/2012

Orientadores: Ricardo Azoubel da Mota Silveira

Andréa Regina Dias da Silva

Este trabalho estuda o equilibrio e a estabilidade de elementos estruturais com restricdes de
contato impostas por bases eldsticas, que reagem tanto as solicitagdes de tragdo quanto as
de compressdo. O contato entre os corpos (estrutura-base) € definido assim como bilateral.
O estudo é basicamente dividido em trés partes. Na primeira parte propde-se uma
metodologia numérica geral para solucdo do problema geometricamente nio linear em
questdo, aonde se chega — no contexto do método dos elementos finitos (MEF) — as
equacdes de equilibrio do sistema estrutural (estrutura-base) na forma matricial; mostra-se
também como esse sistema de equacdes algébricas ndo lineares pode ser resolvido através
de uma estratégia incremental que acopla iteracdes de Newton-Raphson as técnicas de
continuidade. Na segunda parte desta pesquisa essa metodologia geral € particularizada
para barras com restrigdes bilaterais de contato impostas por fundagdes eldsticas, que sdo
representadas aqui através de modelos discretos e continuos; atencio especial € dada entéo
a teoria ndo linear do elemento de viga-coluna empregado na modelagem da estrutura bem
como aos fundamentos tedricos dos modelos discretos (molas eldsticas) e continuos (tipos
Winkler e Pasternak) usados na representagdo do solo ou meio eldstico. Com a
implementacdo computacional desses modelos de base no CS-ASA (Silva, 2009), foi
criado um novo médulo denominado CS-ASA/BC (Bilateral Contact). A terceira e ultima
parte destina-se a andlise linear e ndo linear de vdarios problemas préticos da engenharia
estrutural e geotécnica envolvendo vigas e colunas em contato com fundacdes eldsticas.
Ficam evidenciadas nessas andlises numéricas, por exemplo, a possibilidade de se adotar
um modelo de base misto (discreto-continuo), através do CS-ASA/BC, para se chegar
numa representacdo mais realistica do solo; a grande influéncia da representacdo da
imperfei¢ao (modos de instabilidade) na avaliagdo da carga critica de colunas em contato
com uma base do tipo Winkler; e a avaliacio do ganho de rigidez do sistema ao se
considerar o segundo parametro da base elastica, isto €, ao se adotar o modelo de Pasternak
na representa¢do do solo.
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Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree

of Master of Science in Civil Engineering.

Equilibrium and Stability of Structural Elements with Bilateral Contact Constraints
Imposed by Elastic Foundations

Felipe Vieira Maciel

June/2012

Advisors: Ricardo Azoubel da Mota Silveira

Andréa Regina Dias da Silva

This dissertation presents a study of equilibrium and stability of structural elements under
bilateral contact constraints imposed by elastic foundations. This study was basically
divided into three parts. The first one proposes a general geometrically nonlinear numerical
methodology, within the Finite Element Method (FEM) context, for solving the proposed
problem. This approach leads to the nonlinear equations for the structural equilibrium
system (structure-base) in matrix form, which are solved here by an incremental strategy
with Newton-Raphson iterations coupled to the path-following techniques. The second part
adapted this general methodology for bars with bilateral contact constraints imposed by
elastic foundations. Special attention is given to the beam-column element nonlinear theory
and to the approximate models adopted to the elastic foundations. Theoretical
fundamentals of discrete modeling (elastic springs) and continuous modeling (Winkler and
Pasternak-type foundations), used here in the representation of soils or elastic mediums,
are presented. With the computational implementation of these foundation models in
CS-ASA (Silva, 2009), a new module inside this computational tool was created and
denominated CS-ASA/BC (Bilateral Contact). Finally, in the third part are the linear and
nonlinear analyses for various structural-geotechnical engineering practical problems that
involve beams and columns in contact with elastic foundations. Through these numerical
analyses, it became evident that there is a possibility of adopting an approximate
foundation model with a mixed approach (discrete-continuous) using the CS-ASA/BC
program to arrive at a more realistic representation of the soil; also, that there is a great
influence in the representation of the imperfections (instability modes) in the evaluation of
the critical load on column under contact constraint imposed by Winkler-type foundation.
In addition, the structural system stiffness increase is evaluated when considering the
second parameter of the elastic foundation model; that is, when the Pasternak-type
foundation is adopted to represent the soil.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracodes Iniciais, Objetivos e Organizagao

Na engenharia estrutural e geotécnica é bastante comum se encontrar vigas e colunas em
contato (ou mesmo apoiados) com um meio elastico ou com restricdes de deslocamentos
pontuais. Dentre os problemas de engenharia onde é possivel encontrar essa interacdo
estrutura-meio, destacam-se: trilnos apoiados em dormentes numa ferrovia, tubulacGes
enterradas, estacas-coluna de fundacdo, contravento lateral de colunas em edificagdes, e 0
problema de contato entre as chapas (alma e mesa) que compdem um perfil metalico.

Por motivos econdmicos ou técnicos, as estruturas tendem a se tornar cada vez mais
leves e esbeltas, e dessa forma, mais susceptiveis a sofrer grandes deslocamentos e problemas
de instabilidade. Sabe-se que quanto mais esbelto o elemento estrutural, viga ou coluna,
maiores sdo os efeitos ndo lineares geométricos. Segundo Silveira (1995), esses efeitos dao
origem a fenbmenos relacionados a existéncia de multiplas configuracGes de equilibrio
(estaveis e instaveis) e de pontos de fronteira ou criticos (pontos limites e pontos de
bifurcacdo) ao longo do caminho ndo linear de equilibrio. Para ser incluida na anélise,
entretanto, a ndo linearidade geométrica deve estar presente tanto na teoria da formulacdo das
equacdes de equilibrio (definidas através da configuracdo deformada do corpo), quanto nas
relacBes deformacdo-deslocamento.

Em problemas estruturais ndo lineares com restricdes bilaterais de contato, onde a base
elastica reage tanto as solicitagcdes de tracdo quanto as solicitacbes de compressdo, como os de
interesse desta dissertacdo, o caminho nao linear de equilibrio do sistema pode ser fortemente

influenciado pelas propriedades e caracteristicas do meio elastico que impde essas restricdes



de deslocamentos. Em outras palavras, a solugdo do problema pode depender do modelo
matematico utilizado para representar o meio eléstico ou fundag&o. Intuitivamente, para se
analisar o comportamento de um meio elastico (ou fundacéo), espera-se que, com a escolha de
um modelo mais rigoroso do ponto de vista mecanico, se encontre melhores resultados. Mas,
as dificuldades em se determinar os parametros elasticos ou mesmo plasticos envolvidos em
tais modelos podem resultar em divergéncias nos resultados a serem alcangados.
Adicionalmente, como em muitas situacGes praticas o interesse na resposta da fundagédo
elastica limita-se a obtencdo das forcas na regido de contato, e ndo no estado de tensdes ou
campo de deslocamentos que se desenvolvem no seu interior, € possivel o emprego de
modelos matematicos relativamente simples para descrever com razodvel precisdo o
comportamento da base na regido de contato (Silveira, 1995; Silva, 1998). Dessa forma,
utiliza-se nesta dissertacdo modelos matematicos discretos e continuos relativamente simples,
que podem ser definidos com um ou dois parametros elastico, mas que podem descrever de
forma razoavel o comportamento da fundacéo ou base elastica.

Este trabalho tem como principal objetivo, portanto, a elaboracdo de um estudo sobre
0 equilibrio e a estabilidade de elementos estruturais com restricdes bilaterais de contato
impostas por fundacdes ou bases elasticas. Esse estudo serd dividido aqui em trés grandes
partes, que sdo organizadas em capitulos.

Na primeira parte (Capitulo 2) propbe-se uma metodologia numérica geral do
problema de contato em questdo, a partir da qual se chega, no contexto do método dos
elementos finitos (MEF), as equac6es de equilibrio do sistema estrutural (estrutura-base) na
forma matricial. Os efeitos ndo lineares geométricos sdo considerados. Mostra-se também
como esse sistema de equacOes algébricas ndo lineares pode ser resolvido através de uma
estratégia incremental que acopla iteracdes de Newton-Raphson as técnicas de continuidade
(Riks, 1972 e 1979; Wempner, 1971; Crisfield, 1991; Silva, 2009).

No Capitulo 3, segunda parte da pesquisa, particulariza-se a metodologia geral,
desenvolvida no Capitulo 2, para barras com restricdes bilaterais de contato impostas por
fundacBes elasticas, que podem ser representadas aqui, como ja mencionado, através de
modelos discreto e continuo. Atencéo especial € dada a teoria ndo linear do elemento de viga-
coluna empregado na modelagem da estrutura (Alves, 1995; Yang e Kuo, 1994; Galvao,
2000; Silva, 2009), bem como aos fundamentos teéricos dos modelos discreto
— representado por molas elasticas (Silveira, 1995; Silva, 1998) — e continuo — descrito
pelos modelos de Winkler, Pasternak e Filonenko-Borodich (Kerr, 1964; Silveira, 1995;
Silva, 1998; Dutta e Roy, 2002; Pereira, 2003; Wang et al., 2005) — usados na representagédo



do solo ou meio elastico. Com as alteragcbes na estrutura de dados e implementacdes
computacionais desses modelos de fundacdo no programa para andlise estrutural CS-ASA
(Computational System for Advanced Structural Analysis; Silva, 2009), foi criado um novo
modulo nessa ferramenta numérica denominado CS-ASA/BC (Bilateral Contact). A proxima
secdo e 0 Anexo A trazem maiores detalhes dessa intervengéo no CS-ASA.

O Capitulo 4, que corresponde a terceira grande parte desta dissertagdo, destina-se a
analise linear e ndo linear de varios problemas praticos da engenharia estrutural-geotécnica
envolvendo vigas e colunas em contato com fundagdes elésticas. Ficam evidenciadas nessas
analises numeéricas, por exemplo, a possibilidade de se adotar um modelo de base misto
(discreto-continuo), através do CS-ASA/BC, para se chegar numa representacdo mais
realistica do solo; a grande influéncia da representacdo da imperfeicdo (modos de
instabilidade) na avaliagdo da carga critica de colunas em contato com uma base do tipo
Winkler; e a avaliacdo do ganho de rigidez do sistema, isto é, ao se adotar o modelo de
Pasternak na representacéo do solo.

No Capitulo 5 estéo as conclusdes desta dissertagdo bem como algumas sugestdes para
futuros desenvolvimentos.

Por fim, vale destacar os seguintes pontos relevantes sobre esta dissertacéo:

i. faz parte de um amplo projeto de pesquisa intitulado “Andlise ndo linear estatica e
dindmica de sistemas estruturais metalicos” (Silveira, 2011);

ii. 0 tema desenvolvido é uma continuacgdo direta das pesquisas inicialmente realizadas
por Silveira (1995), Silva (1998), Pereira (2003), Silveira et al. (2008a,b), Silva (2009), e
mais recentemente por Silveira et al. (2012); nesses trabalhos, entretanto, atencédo especial foi
dada a modelagem do problema de contato unilateral entre os corpos e aqui 0 estudo é
direcionado apenas para os Problemas de Contato Bilateral; e

iii. se insere na linha de pesquisa de Mecanica Computacional do Programa de Pos-
Graduacao em Engenharia Civil (PROPEC)/Deciv/EM da UFOP.

1.2 O CS-ASA e 0 Médulo CS-ASA/BC

Como ja mencionado, esta dissertacdo utilizou como base computacional para realizacdo de
suas implementacdes o programa CS-ASA (Silva, 2009), que foi escrito em linguagem
Fortran 95 (Chapman, 2003). Com essa linguagem e uma programacdo estruturada em
mddulos, Silva (2009) idealizou um sistema facil de ser alterado com a inclusdo de novos

maddulos e funcionalidades sem, contudo, modificar a estrutura ou organizagdo do programa



original. Desde entéo, isso vem favorecendo a melhoria da produtividade da programacéo, e
facilitando a expansdo do CS-ASA, como aconteceu recentemente, em Maximiano (2012),
que propbs que uma condicdo de perpendicularidade — técnica do fluxo normal — fosse
satisfeita ao longo do processo iterativo de solucdo ndo linear para superar certas
inconsisténcias da estratégia do residuo ortogonal proposta por Krenk (1995) nas
proximidades dos pontos limites de carga ou deslocamento existentes.

O CS-ASA segue o formato convencional de um programa de elementos finitos (EF) e
é capaz de realizar analises estaticas e dindmicas de estruturas metalicas, como ilustrado na
Figura 1.1. Essas andlises podem ser lineares e ndo lineares. Em busca de uma modelagem
estrutural mais realista, tal ferramenta possui formulagdes de elementos finitos reticulados
planos que consideram os efeitos da ndo linearidade geométrica (Alves, 1995; Yang e Kuo,
1994; Galvéo, 2000), a semirrigidez da ligacdo (Chan e Chui, 2000), e os efeitos inelasticos
na secdo dos membros estruturais (Liew, 1992; Chan e Chui, 2000). Os efeitos ndo lineares
que podem ser simulados nas analises estatica e dindmica estdo indicados também na Figura
1.1.

E importante ressaltar que as principais intervencdes desta dissertacdo aconteceram
apenas na parte do CS-ASA que realiza a analise estatica de estruturas considerando o efeito
da nédo linearidade geométrica, como destacado na mesma Figura 1.1. Com essas intervencoes
computacionais, que sdo relacionadas com a inclusdo dos modelos de bases elasticas no
sistema — ou, mais precisamente, as matrizes de rigidez e vetores de forgas internas de um
elemento finito genérico usado para esses modelos de fundacdo (ver Capitulo 3) — e com as
alteracdes que foram necessarias na estrutura de leitura e impressdo de dados, chegou-se a um
novo modulo do programa denominado aqui de CS-ASA/BC.

O processo de simulacdo numérica com o CS-ASA/BC segue basicamente as trés
etapas de qualquer programa de EF, isto é: pré-processamento, analise e pds-processamento.
Essas etapas normalmente sdo tratadas de formas independentes. O pré-processamento
(entrada de dados), etapa na qual o usuario faz a modelagem do problema a ser analisado
(topologia e solvers), é dividida em trés arquivos com formato texto, como ilustrado na Figura
1.2. O arquivo FILEIN3.D, que trata da analise dindmica, nao sera detalhado aqui.

No primeiro arquivo, FILEIN1.D, o usuario deve definir o tipo de analise, se linear ou
ndo linear. E necessério informar também as caracteristicas geométricas e fisicas do modelo
estrutural, a discretizacdo em elementos finitos, as condi¢cdes de contorno e o carregamento
atuante. Esse arquivo de entrada, que é organizado em macro comandos, foi modificado de

forma que fosse possivel, no caso mais geral, a modelagem de diversos modelos de bases
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elasticas numa na mesma analise (linear ou ndo linear). Foi introduzido entdo o macro
comando CONT e uma linha com dados referentes ao nimero e tipo de modelos de base foi
acrescentada na parte inicial do arquivo, como ilustrado na Figura 1.3. Uma descricdo das
alteracOes estabelecidas no arquivo FILEIN1.D para incluir a modelagem das bases elasticas é
feita no Anexo A.

CS-ASA
Computacional System for Advanced Structural Analysis

Sistemas Estruturais Reticulados Planos

Entrada de Dados

CS-ASA/BC

ESTATICA f - m=) | DINAMICA
rica ‘

» Ndo linearidade geométrica

e N&o linearidade geomét L L
e Flexibilidade da ligagdo

e Flexibilidade da ligagéo
e Inelasticidade do material

Resultados

Figura 1.1 O Programa CS-ASA: analises e efeitos considerados

ENTRADA DE DADOS

P B

T

ANALISES

J

SAIDA DE RESULTADOS

P A

FILEOUT1.S FILEOUT2.DAT FILEOUT3.LOG

Figura 1.2 Arquivos de entrada e saida de dados do CS-ASA.



Problema de contato 1 ...title

estatica ...tipo analise (estatica ou dinamica)

POR ...estrutura(PoOR, TRE)

0 ntype = i po de solucan I:T-inn:lr' ou nao -|'ir|ear'}
11 ...Nn°" regioes (discreto, continuo)

U ...-i igd.Ld.U '_“H:‘IIIi[[ i iuld.

11 102 2 31112 .. .npu'in,ne'lem,nnuge,nd'i me , ndofn, nmats, npmat,nsecs,npsec
Coor .o« MACRO-COMANDO

ppor .. . MACRO-COMANDO

11

1 1 0. 000 0. 000 ...No,Nng,x,y

11 1 5. 000 0. 000

CONT .. - MACRO-COMANDO

1 ...Tipo de formulacao de contato
3081 0. 12449, o.KL, k2, k3

1 . . . IgNos

1 3 ...noini,nofin

2 ...Tipo de formulacao de contato
100 5000. T ' A

1 ...ngelm

5] 10 ...2lini,elfin

Figura 1.3 Exemplo de parte de arquivo de entrada FILEIN1.D que contém o macro comando CONT

(ver Anexo A).

No segundo arquivo, FILEIN2.D, o usuario escolhe uma das formulag¢6es néo lineares
presentes no CS-ASA, e define os parametros que gerenciam a estratégia incremental-iterativa
baseada no método de Newton-Raphson (padrdo ou modificado). Dentre esses parametros,
podem ser citados: 0 nimero de passos de carga; 0 maximo de iteragdes desejadas; o
incremento inicial do parametro de carga; as estratégias do parametro de carga e de iteracéo; e
a tolerancia para a convergéncia (Silva, 2009; Maximiano, 2012).

A entrada de dados por meio dos arquivos FILEIN1.D e FILEIN2.D foi feita
manualmente usando um programa de editor de texto. Destaca-se que um pré-processador
gréfico e interativo, CS-ASA Preprocessor (Prado, 2012), foi desenvolvido recentemente para
0 CS-ASA, mas ndo contempla ainda a possibilidade de inclusdo de bases elasticas no modelo
estrutural para analise do problema de contato.

Os arquivos com extensdo .S, .DAT e .LOG sdo gerados pelo programa e auxiliam o
usuario na etapa de pos-processamento, que € a etapa da verificacdo dos resultados obtidos. O
arquivo FILEOUTL.S fornece uma listagem completa das informacGes da analise, ou seja,
nele estdo os dados de entrada do problema e os dados de saida, como deslocamentos, forcas
internas nodais e coordenadas atualizadas em cada passo incremental. Esse arquivo foi
alterado nessa dissertacdo para conter informac6es relacionadas com os modelos de bases

elasticas. Ja o arquivo FILEOUT2.DAT é usado para a construcao de gréaficos do tipo carga-



deslocamento. No arquivo FILEOUT3.LOG estdo impressos os resultados da analise

dindmica linear e ndo linear.

1.3 Referéncias Relacionadas

Esta segdo traz algumas referéncias relacionadas direta e indiretamente com esta dissertacao.
Inicialmente, destacam-se uma tese de doutorado (Silveira, 1995) e duas dissertacdes de
mestrado (Silva, 1998; Pereira, 2003), e na sequéncia, quatros publicacbes em periddicos
internacionais (Silva et al., 2001; Silveira et al. 2008a, 2008b e 2012) que estdo relacionadas
diretamente com esta pesquisa. Todos esses trabalhos citados tiveram a participacdo do
orientador desta dissertacao.

Silveira (1995), em sua tese de doutorado, desenvolveu uma metodologia de solucéo
numeérica ndo linear para resolver problemas de instabilidade de elementos estruturais esbeltos
com restricdes unilaterais de contato; em Silva (1998) e Silva et al. (2001) estdo os
fundamentos da solugdo numeérica, via MEF, para problemas de equilibrio de placas com
restricdes bilaterais e unilaterais de contato, mas considerando pequenos deslocamentos e
deformacdes e material elastico linear; ja em Pereira (2003) e Silveira et al. (2008a,b) podem
ser encontradas duas formulacbes capazes de resolver o problema de contato unilateral entre
uma estrutura esbelta e uma fundacéo elastica, ou seja: na primeira formulacdo, que € mais
geral, o MEF foi usado tanto para discretizar a estrutura quanto a base, e tecnicas de
programacdo matematica sdo adotadas na solucdo do problema de otimizacao (Pereira, 2003;
Silveira et al., 2008b); na segunda formulacdo foi usado o método de Ritz para a reducdo
espacial e 0 método de Newton-Raphson para a solucdo das equacdes ndo-lineares (Silveira et
al., 2008a). Mais recentemente, Silveira et al. (2012) desenvolveram um estudo envolvendo
arcos e anéis com restricdes unilaterais de contato; nesse mesmo artigo pode ser encontrada
uma ampla pesquisa bibliografica sobre analises estaticas e dindmicas de problemas
envolvendo barras, placas, anéis e cascas cilindricas com restri¢coes de contato.

No que se referem aos trabalhos cuja proposta principal € os modelos de bases
elasticas, merecem destaque: Hetenyi (1946); Kerr (1964); Dutta e Roy (2002); e Wang et al.
(2005). A primeira referéncia traz a solucdo analitica para varios problemas de vigas em
contato com uma base do tipo Winkler e foi bastante usada nesta dissertacdo na validacdo das
implementacdes computacionais; em Kerr (1964), sdo definidas as equacdes que regem o
comportamento de varios modelos de fundacdo (Winkler, Pasternak, Reissner, Filonenko-

Borodich, entre outros); Dutta e Roy (2002) e Wang et al. (2005) trazem o estado da arte



sobre as solucGes analiticas e numéricas de problemas de contato envolvendo estruturas e
fundacoes elasticas.

Além do livro do Hetenyi (1946) e de alguns trabalhos j& citados (Pereira, 2003; por
exemplo), outras publicacbes foram usadas nesta dissertacdo na validacdo de suas
implementacBes computacionais e analises (ver Capitulo 4). Merecem destaque: Brush e
Almroth (1975); Aljanabi et al. (1990); Shirima e Giger (1992); Naidu e Rao (1995); Badie e
Salmon (1996); Horibe e Asano (2001); Kien (2004); Simitses e Hodges (2006); Sapountzakis
e Kampitsis (2010); Mullapudi e Ayoub (2010); e Shen (2011).

Os livros do Brush e Almroth (1975), e Simitses e Hodges (2006), que sdo referéncias
classicas sobre o tema estabilidade estrutural, trazem a solucdo analitica do problema de
colunas em contato com uma base do tipo Winkler e fornecem a expresséo da carga critica da
barra biapoiada como uma func¢do do nimero de semi-ondas e do parametro adimensional da
fundacdo. Esse parametro, definido como B = kL*/(x*El), expressa a relacéo entre a rigidez da
fundagdo e a rigidez a flexdo da coluna. Ainda na linha dos problemas de estabilidade, uma
solugdo numeérica para colunas com contraventamento lateral rigido foi apresentada por
Galvao et al. (2002), que apresentaram a influéncia das diversas condi¢fes de contorno sobre
a carga critica da barra. Recentemente, um método para se calcular cargas criticas e 0s modos
de flambagem para colunas com apoio unilateral intermediario foi apresentado por Tzaros e
Mistakidis (2011).

O problema de uma estaca parcialmente enterrada em um meio elastico (ou solo) é
encontrado como um “estudo de caso” em Aljanabi et al. (1990), que desenvolveram um
elemento finito de contato para a base que inclui além da de rigidez transversal do solo (ou
normal), k,, a sua rigidez cisalhante, ks (atrito estrutura-solo); posteriormente, Badie e
Salmon (1996) resolveram o mesmo problema, mas utilizando elemento de contato de ordem
quadratica para a base incluindo os dois parametros k,, e ks anteriores, e mais a interacdo entre
as molas, e assim se aproximando do modelo de Pasternak.

A importancia de se considerar o segundo parametro da base na modelagem do solo —
mais especificamente, as implicacbes de se adotar o modelo do tipo de Pasternak para
representar a fundacdo —, foi explorada por Shirima e Giger (1992) e mais recentemente por
Mullapudi e Ayoub (2010), que analisaram uma viga de tamanho finito em contato com uma
argila arenosa. Shirima e Giger (1992) resolveram esse problema através do MEF, mas
usando na discretizacdo o elemento de viga de Timoshenko que incorpora os dois parametros

de rigidez da base; Mullapudi e Ayoub (2010) apresentaram uma formulagdo mista



(aproximac6es independentes de forcas e deslocamentos) para um elemento finito ineléstico
que pode ser adotado na modelagem de problemas de vigas em contato ou “repousando”
sobre fundacdes elasticas do tipo Pasternak.

O estudo da estabilidade eléstica de colunas com restricdes impostas por bases elasticas
do tipo Pasternak é encontrado nos trabalhos de Naidu e Rao (1995), Kien (2004) e Shen
(2011). Ja a andlise do comportamento de uma viga com grandes deslocamentos em contato
com uma base do tipo Pasternak (ou Filonenko-Borodich) foi feita por Horibe e Asano (2001)
através do método dos elementos de contorno (MEC).

Por fim, vale destacar alguns trabalhos relacionados com esta dissertagdo, mas néo
usados diretamente na validagcdo dos resultados obtidos usando o mddulo CS-ASA/BC, ou
seja: Chai (1998); Morfidis et al. (2002); e Matos Filho et al. (2005). O primeiro realizou um
estudo experimental e analitico até a deformacdo pos-critica de colunas em contato bilateral
com uma base elastica; Morfidis et al. (2002) apresentaram a solucdo via MEF (teoria de viga
de Timoshenko) para problemas de contato modelados com bases elastica de dois pardmetros
(foram considerados os efeitos da deformacdo cisalhante e das ligages semirrigidas); por fim,
Matos Filho et al. (2005) apresentaram um modelo numérico via combinacdo MEF-MEC para
analise da interacao estaca-solo, com as barras sujeitas a carregamentos horizontais e verticais

(as estacas foram modeladas usando o MEF e o solo através do MEC).



Capitulo 2

Formulacao Geral do Problema de
Contato Bilateral

2.1 Introducéo

O objetivo deste capitulo é apresentar uma metodologia geral de solucdo de problemas
estruturais (ou sistemas de suporte) envolvendo contato bilateral entre corpos deformaveis, e
considerando grandes deslocamentos e rotaces, mas pequenas deformacdes. Ressalta-se que
um dos corpos serd sempre uma base elastica e que o método dos elementos finitos (MEF)
sera a técnica numérica de discretizacdo adotada neste trabalho.

Na Secédo 2.2 sdo apresentadas as equacgdes basicas que regem o problema de contato
bilateral em estudo. E apresentado também o indicador variacional usado na solu¢do numérica
desse problema.

A discretizacdo do sistema estrutural é fornecida na Secdo 2.3. Na sequéncia, sao
abordados os procedimentos computacionais presentes no CS-ASA (Silva, 2009) para a
solucdo linear e nao linear do sistema de equac@es algébricas que rege o problema de contato
em questdo. No caso da analise ndo linear, apenas os efeitos geométricos sdo considerados.

Por fim, na Secéo 2.4, e no contexto da solucéo ndo linear do problema, sdo resumidas

as estratégias de incremento de carga e de iteragdes usadas nesta dissertacao.

2.2 Formulacao do Problema de Contato Bilateral

Considere inicialmente o sistema estrutural ilustrado na Figura 2.1a, onde pode ser observada
uma estaca em contato com o meio deformavel (ou solo) no qual estd inserida. Considere

também que esse meio ofereca reagdo tanto as solicitagdes de compressdo como as de tragdo,



caracterizando assim o contato entre 0s corpos como bilateral, e que esse problema possa ser
modelado de acordo com a Figura 2.1b. Nessa ultima figura, a estaca é representada por uma
coluna biapoiada na sua configuracdo indeformada (t = 0), de onde se pode observar também
a discretizacdo da barra através do MEF. O solo é representado aqui por um sistema molas
elasticas, que podem se apresentar na forma discreta ou continua, como sera visto adiante.
Considerando ainda que a coluna seja um sélido elastico continuo que possa sofrer
grandes deslocamentos, mas pequenas deformacdes, e que, no caso geral, seja adotada uma
estratégia de solucdo ndo linear em referencial Lagrangiano atualizado (Silveira, 1995;
Galvéo, 2000; Silva, 2009), assume-se que as variaveis estaticas e cinematicas do sistema

sejam conhecidas nas configuracGes de equilibrio 0, At, 2At, ..., t (Figura 2.1c), e que se deseja
obter a solucdo em t+At (Figura 2.1d). Considera-se entdo que a configuracdo de referéncia

seja a ultima configuracédo de equilibrio, isto é, a configuracéo t.

Coluna
—
Bloco ‘
Sy leel do solo
Solo .
Estaca

a) Problema de engenharia

AF | Base Eléstica ‘AF Ry =
OSU’ 0S¢ VW tSu, tSf EI t+AtSu,t+AtSf EI
Estrutura WA At, 24, ...
W T WA ———
'S b 'SP ",
s
OSu jWW\f tg tHAL
< ’ ’
b) Configuracéo c) Configuragéo t d) Configuracdo t+At

indeformada: t=0

Figura 2.1 Problema de contato bilateral, modelo numérico adotado e configuracfes de equilibrio.
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Como se considera apenas o contato bilateral entre os corpos (estrutura e base
elastica), ndo se perde o contato durante o acréscimo do carregamento atuante, que é
representado genericamente aqui por AF, sendo A o parametro que controla a intensidade.
Portanto, “A, A e "\ representam a intensidade de F nas configuracdes de equilibrio 0, t e
t+At, respectivamente. Ainda da Figura 2.1, note que a coluna, na configuracdo de equilibrio i,
ocupa o dominio 'V (i = 0, t, t+At), cujo contorno é composto por trés partes distintas, 'Sy, 'St e
'S.. Verifique que Sy é a parte do contorno onde os deslocamentos sdo conhecidos, ou
prescritos; St a regido onde as forcas de superficie sdo conhecidas; e S. € a regido de contato
entre 0S cOrpos.

Ao se utilizar uma estratégia de solucdo incremental ndo linear, € necessaria a adocao
de tensores de tensdo e deformacdo que sejam energeticamente conjugados (Bathe, 1996).
Basendo-se, entdo, em Galvdo (2000) e Silva (2009), em que estdo presentes varias
formulagbes geometricamente ndo lineares, sdo adotados aqui o tensor de tensdo Piola-
Kirchhoff Il e o tensor de deformacdo de Green-Lagrange. Assim, para o sistema estrutural
em estudo, as equacdes de equilibrio, as relacbes cinematicas e as relagdes constitutivas sao

dadas, respectivamente, por:

AS; +(Aui1j TSy, ),k =0 (2.1)
Ag; = Ae; + An; (2.2)
AS;; = Cyyley (2.3)

Nas expressdes anteriores € utilizada uma notacdo indicial com a convencdo usual de

somatorio. Na Equacdo (2.1), Au; sdo os incrementos de deslocamento e AS; sdo as
componentes incrementais do tensor de Piola-Kirchhoff 11, incdgnitas do problema; *'S;. séo
as componentes cartesianas do mesmo tensor para a configuracdo t+At (Silveira, 1995). Na
Equacéo (2.2), Aejj representa o tensor incremento de deformagdo de Green-Lagrange, Aejj

caracterizam as componentes do tensor infinitesimal de Cauchy, ou seja:

Ae; :%(Aui,j +Aujyi) (2.4)

e An;; as componentes ndo lineares, que sdo dadas por:
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An; = %(Auk,iAuk'j) (2.5)

Na Equacdo (2.3), o tensor Cjjq fornece as propriedades dos materiais da estrutura.

Como neste trabalho objetiva-se a resposta da fundacéo apenas na regido de contato
entre os corpos, € possivel representd-la com modelos matematicos simples, mas que
apresentam precisdo satisfatoria. Dessa forma, a reagdo da base pode ser descrita

genericamente através da seguinte equacao:
Ar,; =C,Au,, (2.6)

em que Ary e Aup S80, respectivamente, os incrementos da reacdo e do deslocamento da

fundacéo elastica; C, é 0 parametro de rigidez da fundagéo.
Para os corpos elasticos em contato bilateral, as seguintes condi¢des de contorno

devem ser satisfeitas:

Au, = AU em S, (2.7)
Fi _ t+At,tij t+Atnj em Ss (2.8)
@=AuU,—Au,; =0 .. Au; =Au,, em S¢ (2.9)

A Equacdo (2.7) representa a condicdes de contorno essenciais do problema, com Au
sendo um valor prescrito em S;; ja a Equacdo (2.8) fornece o equilibrio de forgcas que deve
existir em S¢ e n; € a normal; por fim, através da igualdade (2.9), é informado que a distancia
entre 0s dois corpos, ¢, em S; € nula, ou seja, que o deslocamento da estrutura e base elastica
sdo iguais na regido de contato. Essa Ultima condicdo € tipica da situacdo de contato bilateral
entre corpos. A Figura (2.2) ilustra diversas situacGes para a regido S., que vai desde o
dominio completo do sistema a casos onde a restricdo é imposta apenas em alguns pontos do
dominio, ou seja, quando a base elastica € representada por molas discretas.

Para um dado incremento de carga, a solucdo do problema de contato bilateral em
estudo pode ser obtida, portanto, atraves da resolucdo da Equacgdo (2.1), com o auxilio das
relacBes (2.2) e (2.3), respeitando-se as condi¢cdes de contorno (2.7) e (2.8), e considerando as

equacOes impostas na regido de contato entre 0s corpos, isto é, Equactes (2.6) e (2.9).
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a) S, : Dominio completo b) S, : Algumas regides c) S, : Alguns pontos

Figura 2.2 Diferentes situacGes definindo a regido de contato Sg.

A ndo-linearidade presente na Equacdo (2.2), bem como as diversas possibilidades de
se considerar as restricGes bilaterais impostas pela base elastica, tornam a solucdo direta (ou
analitica) do problema estrutural em questdo uma tarefa dificil. Casos particulares foram
tratados e analisados por Brush e Almroth (1975) e Simitses e Hodges (2006). Dessa forma,
parte-se agora para a formulagdo do problema de minimizacao equivalente, como proposto em
Silveira (1995), Silva (1998) e Pereira (2003), mas adaptado para o caso do problema de
contato bilateral desta dissertacdo, para que uma analise numérica via MEF possa ser
convenientemente empregada na sua solucao.

Seguindo entdo a formulacdo do problema de minimizacdo equivalente, e, como ja
relatado, fazendo-se as adaptacbes pertinentes, tem-se que a solucdo o problema proposto

pode ser achada atraves de:
Min IT (2.10)
Sujeitoa: =0, em S, (2.11)

em que IT é a energia potencial do sistema em estudo, que pode ser definida através da

expressao:

IT=U.+ Up+ Vs (2.12)
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ou,

H=tj (tcij+%Asij)Aaij‘dv+tj (trbi+%Arbi)Aubi tdsc-oj' F, Au, °dS; (2.13)
\Y; Se St

Nas equacOes anteriores, U, e U, definem a quantidade de energia armazenada na
estrutura e na base elastica, respectivamente, para se moverem da configuracao de equilibrio t
até t + At; V¢ representa a energia potencial do carregamento externo, que aqui é assumido,
por simplicidade, independente da deformacéo da estrutura; e que a restricdo (2.11) impGe a
condicdo de contato bilateral. Na Equacdo (2.13), Au; € o deslocamento incremental da
estrutura; Aup é o deslocamento incremental da base elastica; 'c;; sd0 as componentes do
tensor de Cauchy na configuragdo de referéncia t, que sdo conhecidas; AS; sdo as
componentes do tensor tensdo Piola-Kirchhoff 1, incognitas do problema; Aej sdo as
componentes do tensor de deformacéo de Green-Lagrange; 'ry, e Ar, definem a reacdo da base
na configuracdo t e seu incremento, respectivamente; e F; representam as componentes das
forgas externas atuantes nas regides S.

Antes da reformulacdo do problema em espacos de aproximacdo via MEF, entretanto,
com a substituicdo da Equacdo (2.2) e as relagBes constitutivas (2.3) e (2.6) na Equacéo

(2.13), chega-se numa nova expressao para a energia potencial do sistema, que € dada por:

m-1 [ Ciateghe; 'dV+ [ oy Aey 'dV + [ ‘o An, 'dV +
2y tv tv

. (2.14)
+= [ CyAuf 'dS,+ [ 'r; Ay 'dS, - [ F Au, °dS,
2ts tse Os;

2.3 Metodologia de Solugdo Numérica

Apresenta-se agora a metodologia numérica utilizada para a solugdo aproximada do problema
de contato bilateral entre dois corpos elasticos com restricdes bilaterais de contato. Como
caracteristicas basicas dessa metodologia, destacam-se:

i. 0 emprego do MEF, em que o dominio original dos corpos (estrutura e base elastica)
e seus respectivos contornos sdo substituidos por uma malha de elementos finitos; como

consequéncia, chega-se, na forma discreta, na equagdo de equilibrio ndo linear que rege o
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problema de contato bilateral em estudo (Secéo 2.3.1);
ii. uma estratégia incremental-interativa de solugdo para o problema de equilibrio

discreto ndo linear (Secéo 2.3.2).

2.3.1 Discretizacéo do Sistema Estrutural

Para um elemento finito genérico da estrutura, como ilustrado na Figura 2.1, tem-se, de uma

maneira geral, que os deslocamentos incrementais Au em seu interior podem ser relacionados

aos deslocamentos nodais incrementais AU da seguinte forma:
Au=H Al (2.15)

em que H representa a matriz que contem as fungdes de interpolacdo do elemento
considerado.
No caso das deformacdes da estrutura, o tensor de Green-Lagrange pode ser escrito, na

forma matricial, como segue:
Ae = Ae + AN (2.16)

com Ae e An relacionando-se com os deslocamentos nodais incrementais AG segundo as

expressoes:
Ae =B Al (2.17)
An =By Al (2.18)

sendo B a matriz deformacéo-deslocamento, ou matriz cinematica, para deslocamentos e
deformacdes infinitesimais. Os componentes dessa matriz sdo obtidos combinando-se e
diferenciando-se de forma apropriada as linhas de H. Ja a matriz By ndo somente depende de

H, mas também é funcdo dos deslocamentos nodais incrementais AQ (Bathe, 1996). Pode-se

entdo reescrever as componentes incrementais do tensor de Green-Lagrange em funcdo dos

deslocamentos nodais como:
Ae = (B + Bn) Al (2.19)

Ainda para a estrutura, a forma incremental matricial da Equacdo (2.3), em que se
define o tensor de Piola-Kirchhoff Il (Bathe, 1996), é dado por:
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AS =C Ae (2.20)

com C definindo a matriz constitutiva.

No caso da base elastica, escrevem-se, as seguintes equacfes matriciais:
Aub = Bb Aflb (2.21)
Arp = Cb Aflb (2.22)

em que AQ, € o vetor dos deslocamentos nodais da base, que no caso de contato bilateral é
igual ao vetor AQ do elemento considerado (AQ, = AQ); e By é a matriz que contém as funcées
de interpolacdo que descreve o deslocamento da base. A Equacéo (2.22) representa a forma
discreta da relagdo constitutiva (2.6), sendo Cy, a matriz que contém os parametros de rigidez
da base.

Portanto, para um elemento generico do sistema estrutural em estudo, substituindo-se
as equacdes apresentadas nesta subsecdo no indicador variacional (2.14), chega-se a expressao

de IT na forma discretizada, ou seja:

AO" { [ B[CB, 'dV |AQ +%A0T { [ (B[CB,, +By. CB,_+B},CBy.) td\_f}Aﬂ +
t\7 t\7

ﬁ:

N |-

+A0"| [Bl'o d\‘/}AﬁT[jB{,L 'c td\‘/}r
LtV tv

+%A0T{j B;C,B, 'dS, A0+A0T{j BgtrbtdEC]—AoT [ HTHA RS, | (2.23)
t

S S o5,

Considerando agora a contribuicdo de cada elemento finito do sistema estrutural em

estudo, com ou sem contato com a base elastica, e em seguida fazendo a variacdo de TT em
relacdo a um campo de deslocamentos nodais cinematicamente compativeis, chega-se na

equacdo matricial de equilibrio procurada, que € dada por:
[KL + K, + Ky + Kb] AU + 'Fie + 'Fip = "R (2.24)

em que AU ¢ o vetor de deslocamentos nodais incrementais que deve ser calculado através da

estratégia incremental-iterativa que sera descrita ainda neste capitulo; K, K, e KL
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correspondem as matrizes de rigidez da estrutura, e K, a matriz de rigidez da base elastica,
que serdo descritas a seguir; 'Fie @ 'Fip 580 0s vetores de forcas internas da estrutura e base
elastica na configuracdo de equilibrio t, conhecidos; e 'R o carregamento nodal equivalente
aplicado ao sistema em t+At. Observe que a equacdo anterior pode ser escrita numa forma

mais compacta, isto é:

s (AU) + Fis=""R .. "YFgAU) = "R (2.25)
com:

"MFis (AU) = “Fis(AU) + Fie + 'Fio (2.26)
e,

NFis (AU) = [KL + K, + Ky + Ky] AU (2.27)

A . . .
sendo "“'Fis e “'Fis os vetores de forcas internas generalizados total e incremental,

respectivamente, do sistema estrutural em estudo (estrutura e base elastica) no passo de carga
t+At. A Equacdo (2.25), ou mesmo (2.24), deve ser satisfeita, em um processo iterativo do

tipo Newton-Raphson (Cook et al., 1989), para se atingir o equilibrio do sistema.
As matrizes de rigidez presentes na Equacéo (2.24), assim como 0s vetores existentes

nas equaces anteriores, mas ainda ndo definidos, serdo apresentados a seguir:

i. K. éamatriz de rigidez linear da estrutura, ou seja:

K =Y [ B[CB d'V (2.28)

m t\7
com m representando o namero total de elementos finitos da estrutura.

ii. K, éamatriz das tensdes iniciais, ou matriz de rigidez geométrica, que é dada por:

K,=> [ Bl 'td'V (2.29)
m

v

iii. Ky é a matriz de grandes deslocamentos (Zienkiewicz e Taylor, 1991), que contém

termos lineares e quadraticos dos deslocamentos nodais incrementais, isto é:
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K :Z _[ (B{CB,, +By.CB +BCB,,)d"'V (2.30)
m

t

<

iv. Ky éamatriz de rigidez da fundacdo ou base elastica, ou seja:

Ky,=> [ B§C,B, d'S, (2.31)

mc ‘§c
com m. sendo o nimero de elementos na regido de contato.

v. "Ré o vetor de carregamento nodal equivalente, dado por:

t+AtR :Z J‘ HT t+AtF d0§f (232)

ms O
S

que é assumido independente da deformacdo da estrutura. Para a estratégia de solucdo nédo
linear adotada neste trabalho, € conveniente representar o carregamento externo atraves da

equacéo:
t+At R — t+At 7\’ Rr (2.33)

em que R, é um vetor de cargas nodais de referéncia (esse vetor € arbitrario e apenas a sua
direcdo é importante), e ™A é um parametro escalar que define a intensidade da carga

aplicada, sendo definido por:
BAL =+ AL+ ) (2.34)

com 'A sendo a intensidade do parametro de carga na configuracdo de equilibrio t, portanto,
conhecida; A\ é o valor do pardmetro de carga também conhecido, acumulado durante o
processo iterativo, a ser apresentado; e oA é a incognita da iteragdo corrente, que deve ser

calculada segundo alguma estratégia de iteracdo (ver Secéo 2.4).

vi. 'Fi. é o vetor das forcas internas generalizado da estrutura na configuracdo de
equilibrio t. Esse vetor é conhecido e calculado por meio da integracdo das tensdes

internas no volume de cada elemento, e depois somando-as da forma usual, ou seja:

‘F.=Y [Bl'c'dV (2.35)
m \7t
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vii. Fi, € 0 vetor das forgas internas generalizado da base eldstica em t, também

conhecido, e é dado por:

‘Fy= [ B Y, s (2.36)

mc tgc

em que sdo considerados na montagem desse vetor apenas 0s elementos presentes na regido

de contato.

2.3.2 Estratégias de Solugdo: Andlise Linear e Analise N&o Linear

No caso do sistema estrutural em estudo sofrer pequenos deslocamentos e deformagdes, com
0 material de ambos 0s corpos em contato exibindo comportamento elastico, é possivel a
adocdo da teoria elastica linear. Dessa forma, as equac6es de equilibrio podem ser formuladas
considerando apenas a configuracdo indeformada do sistema (configuracédo de equilibrio t = 0;
Figura 2.1) e, como consequéncia, a solucdo do problema pode ser obtida de uma forma

direta, resolvendo-se:
[KL+ K U=R (2.37)

na qual K. e Ky, como ja mencionado, representam as matrizes de rigidez da estrutura e da

base elastica, respectivamente; R é o carregamento nodal equivalente; e o vetor U contém os
deslocamentos nodais, incognitas do problema. O algoritmo presente no CS-ASA, e adotado
neste trabalho, para solucdo de (2.37) é apresentado resumidamente na Figura 2.3 (lado
esquerdo da figura).

No caso de grandes deslocamentos e rotacbes, mesmo considerando pequenas
deformacdes e que o material obedeca a lei de Hooke, as equacdes de equilibrio do sistema
devem ser formuladas baseando-se na sua configuracdo deformada (configuracdo t, por
exemplo), e a solucdo do problema estrutural deve seguir o procedimento numérico descrito,
também de forma resumida, na Figura 2.3. Esse procedimento numérico sera detalhado a

sequir.
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Figura 2.3 Estratégias de solucdo linear e ndo linear adotadas neste trabalho.

Como pode ser visto na Figura 2.3, e como ja mencionado anteriormente, 0 esquema
de solucdo ndo linear adotado neste trabalho baseia-se numa estratégia incremental-iterativa,
onde, para um dado passo de carga, duas fases ou etapas distintas podem ser identificadas
(Silva, 2009; Maximiano, 2012). A primeira delas, denominada fase predita, envolve a
solucdo dos deslocamentos incrementais a partir de um determinado acréscimo de carga; a
segunda fase, denominada corretiva, tem como objetivo a correcdo das forcas internas
incrementais obtidas dos acréscimos de deslocamentos pela utilizacdo de um processo
iterativo. Tais forcas internas sdo somadas as forcas internas da configuracdo t e em seguida
comparadas com o carregamento externo, obtendo-se dai a quantificacdo do desequilibrio
existente entre forcas internas e externas. O processo corretivo é refeito até que, por
intermédio de um critério de convergéncia, a estrutura esteja em equilibrio. Essas duas fases
de solucdo sdo detalhadas a seguir, porém, antes, é necessario fazer algumas observacoes

relacionadas a notacdo a ser adota:
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I.  Considera-se que séo conhecidos o campo de deslocamento e o estado de tensdo da
estrutura e da base elastica no passo de carga t, e deseja-se determinar a
configuracdo de equilibrio para o passo de cargat + At;

ii. Kk é o contador do nimero de iteragdes em um determinado passo de carga. Para k
= 0, tem-se a solugdo incremental predita, e para outros valores tem-se o ciclo
iterativo;

iii. A e U definem o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais;

iv. Al e AU caracterizam, respectivamente, 0s incrementos do parametro de carga e
dos deslocamentos nodais, medidos a partir da ultima configuracdo de equilibrio;

V. O\ e dU denotam as correcdes do parametro de carga e dos deslocamentos nodais

que ocorrem ao longo do ciclo iterativo.

1. Solugé&o Incremental Predita

Como pode ser visto na Figura 2.3, a primeira etapa para a obtencdo da solucéo incremental
predita, ou solucéo incremental inicial tangente, AL’ e AU®, consiste na montagem da matriz
de rigidez tangente do sistema Kg (que aqui devera incluir a contribuicdo da estrutura e base
elastica), utilizando informacdes da ultima configuracdo de equilibrio da estrutura. A partir

dai, obtém-se o vetor de deslocamentos nodais tangenciais, U, usando a expressao:

8U; =K R, (2.38)

Por meio de uma estratégia de incremento de carga é possivel que se faca uma selecao
automatica do incremento inicial do parametro de carga, AL’. As estratégias de incremento de
carga usadas neste trabalho serdo apresentadas na Secdo 2.4. Definido o incremento inicial,

ALY, chega-se no vetor deslocamentos nodais incrementais tangenciais, AU°, escalonando-se

dU, ou seja,

AU? = An0 5U, (2.39)

Em seguida, sdo atualizados o parametro de carga e os deslocamentos totais através do

seguinte procedimento:

BAG Al e WAy=ty+al® (2.40a,b)
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em que & e 'U definem o ponto de equilibrio obtido no Gltimo passo de carga. A solucéo
descrita por (2.40a,b) raramente satisfaz a condicéo de equilibrio do sistema. Assim, iteraces
subsequentes sdo necessarias para que se possa restaurar o equilibrio. Esse processo iterativo

serd descrito a seguir.

2. Ciclo de IteracGes

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o parametro de carga A é mantido
constante durante o ciclo iterativo. Mas, caso se pretenda obter a trajetoria de equilibrio de
forma completa, com possiveis passagens por pontos limites, € necessaria uma estratégia que
permita a variacdo do pardmetro de carga A em cada iteragdo. Seguindo entdo a técnica

proposta por Batoz e Dhatt (1979), na qual a variacdo de carga é permitida, considera-se a

mudanca de deslocamentos nodais governada pela seguinte equacéo:

(k-1)

Ko 8UK =—g(U*™D, %), k=1 (2.41)

na qual g representa o vetor gradiente (forcas desequilibradas) que deve ser anulado ao longo

do ciclo iterativo, indicando que um novo ponto de equilibrio foi encontrado. A matriz de
rigidez Kg em (2.41) deve conter as contribuicdes da estrutura e base elastica. Como indicado
na equacdo anterior, o vetor g é funcdo dos deslocamentos nodais totais U™ calculados na
Gltima iteracdo e do parametro de carga total corrente, A*, que agora também é uma incognita

do problema. Sabendo-se que o vetor g na iteracdo corrente é dado por:
gk =F& _(;L(kfl) +8Xk)Rr (2.42)

pode-se reescrever (2.41) como:

(k-1)

Kg"8U* =~ FE™ —(A* 480 R, | (2.43)
Nas duas equacdes anteriores:

D R Ry 248

(k-1)
e

com os vetores F e F{? representando, respectivamente, a contribuicio da base elastica e

da estrutura na montagem do vetor das forcas internas. O produto A*VR; caracteriza o vetor

das forcas externas atuantes na ultima iteracdo. A Equacédo (2.43) pode ser reescrita de forma

a ser trabalhada durante o ciclo iterativo como segue:
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Ke 8U* =—g* P+ 8A R, (2.45)

Observe que a equagdo anterior fornece os deslocamentos nodais iterativos

procurados, que podem ser decompostos em duas parcelas, ou seja:

SU* =8UK + 31" 8UF (2.46)
com:

SUS =K, g*P (2.47)

SUK=K, 'R, (2.48)

em que BUS é a corregdo do deslocamento proveniente das forcas desequilibradas do sistema

estrutural em estudo; e UK é o vetor de deslocamentos iterativos resultante da aplicagdo do
vetor de cargas de referéncia R;.

Note também que se for adotado o método de Newton-Raphson modificado, SU¥ é
igual ao vetor de deslocamentos tangenciais dU;, calculado através da Equacgdo (2.38), pois a
matriz de rigidez Kg ndo se altera durante o ciclo iterativo. A correcdo do parametro de carga,
&A¥, Ginica incognita da Equacao (2.46), pode ser determinada seguindo uma das estratégias de
iteracdo que serdo fornecidas na proxima secdo. Ap6s determinar SA¥, retorna-se & Equacao
(2.46) para obtencéo da correcdo dos deslocamentos SU¥,

Com a obtencdo da solucdo iterativa (SA* e dU¥), faz-se a atualizacdo das variaveis

incrementais e totais do problema, ou seja:

AN =AM +80 e AUK = AUKD 48U + 8L SU! (2.49a,b)

FAN = A+ AN e MU ='U+ AU (2.50a,b)

Os procedimentos descritos nessa secdo sdo repetidos até que um dos critérios de
convergéncia implementados no CS-ASA (Silva, 2009) seja respeitado.

A Tabela 2.1 fornece os detalhes da estratégia numérica adotada neste trabalho para
solucdo ndo linear do problema de contato bilateral em questdo. Trata-se, na realidade, de um

complemento ao esquema de solugdo ndo linear apresentado na Figura 2.3. Note, através do
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Tabela 2.1 Metodologia de solu¢do numérica ndo linear

1. Configuracéo inicial: 'u, &, 'S¢

2. Solugdo incremental predita: AL’ e AU°

2.1. Calcula-se: Ks =K + K, + Ky

2.2. Resolve-se: 8U; = Ks' R,

2.3. Define-se : AL’ 5 SEGAO 2.4, Equacdes (2.53 e 2.59)
2.4. Calcula-se: AU° =AL" 8Uy

2.5. Atualiza-se: "% =% +AA" e "YU = 'U + AU°

3. IteragOes de Newton-Raphson : k =1,2,...,N;

3.2. Calcula-se: "“F{™ =[K_ + K, +Ky ] AU &P + K, AUKY +'F, + 'R,

3.3. Calcula-se: g™ = "t EdD _ ) R

3.4. Verifica-se a convergéncia caso seja utilizado o critério baseado em forcas ou em forcas e
deslocamentos conjuntamente:

Sim (Critério de forgas): VVa para o passo 4

3.5 Se Newton-Raphson padréo, atualiza-se a matriz de rigidez Ks

3.6 Corrige o parametro de carga, S\, usando uma estratégia de iteragdo. & SECAO 2.4,
Equacdes (2.57, 2.62 e 2.65)

3.7. Calcula-se (Silva, 2009): 8U* =8U, +818U, , onde,

8U, =-Kg'g*™ e U, =KJ'R,

3.8. Verifica-se a convergéncia caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos ou em
forcas e deslocamentos conjuntamente.

Sim (Critério de deslocamentos): V& para o passo 4

Sim (Critério de forcas e deslocamentos): V& para o passo 4, se houve a convergéncia em 3.4

3.9. Atualizam-se as variaveis:
Incrementais: AAS = AAKD + 82 e AU = AUKD + sUX

Totais: "¢ = A + AA* e "AUK = 'U+ AU, Retorne para o passo 3

4. Novo incremento de carga. Va para o passo 1
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algoritmo apresentado, que a definicdo dos valores de AL® e 8) dependem, respectivamente,
de uma determinada estratégia de incremento de carga e iteracdo. Essas estratégias serao
apresentadas de forma resumidas na proxima secéo.

Veja na Figura 2.3 que o critério de convergéncia usado é baseado em forgas. Outro
critério de convergéncia também implementado no CS-ASA, e referenciado na Tabela 2.1, é
baseado apenas em deslocamentos, como segue:

v

Ik

g (2.51)

sendo o numerador a norma Euclidiana dos deslocamentos nodais iterativos e o denominador

representa a norma Euclidiana dos deslocamentos nodais incrementais.

2.4 Estratégias de Incremento de Carga e de Iteracgao

Esta secdo tem como objetivo fornecer as expressdes para a determinacdo da solucdo
incremental predita (AL° e AU®) e da solucéo corretiva (5i e SU). Na realidade, a atencéo é
voltada apenas para a avaliacdo dos parametros de carga AL’ e 8A, uma vez que os vetores
AU® e 8U sdo obtidos usando-se as Equacdes (2.39) e (2.46), respectivamente. Serdo
mostradas apenas as expressdes de AL e S) das estratégias que se mostraram mais eficientes
na solucdo ndo linear dos problemas de contato bilateral que sdo mostrados no Capitulo 4.
Vaérias outras opcdes, entretanto, estdo presentes no CS-ASA (Silva, 2009). Além das técnicas
de iteracdo descritas em Silva (2009), o CS-ASA dispde de mais uma estratégia de iteracao
que ¢ apresentada em Maximiano (2012).

A definicdo da solucdo incremental predita tem como procedimento fundamental a

avaliacdo de AL’ para em seguida se chegar em AU através da Equacdo (2.39). A seleco
automéatica do incremento inicial do parametro de carga AL’ é importante e deve refletir o
grau de ndo linearidade do sistema estrutural. Assim, uma estratégia eficiente deve: fornecer
grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear; levar a pequenos valores
de AL quando a resposta for fortemente ndo linear; e ser capaz de escolher o sinal correto
para AL’, introduzindo medidas capazes de detectar quando pontos de maximos e minimos
sdo ultrapassados.

O processo corretivo, que se baseia no método de Newton-Raphson acoplado a alguma

estratégia que permita a variagdo do pardmetro de carga oA, tem como objetivo determinar as
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raizes ou zeros de uma equacdo ndo linear; fisicamente falando, a obtencéo do equilibrio entre
as forgas internas e externas no sistema estrutural. Como relatado em Silva (2009), uma boa
estratégia de iteracdo deve ser eficiente computacionalmente, o que significa que, para um
dado passo de carga, a configuracdo de equilibrio do sistema estrutural em estudo deve ser
obtida da forma mais rapida possivel. Porém, ndo se pode esperar de nenhuma estratégia a

resolucéo de problemas fortemente ndo lineares com igual eficiéncia computacional.

2.4.1 Comprimento de Arco

Riks (1972), Crisfield (1981), Ramm (1981; 1982) podem ser considerados os idealizadores
da estratégia de solucdo nao linear que utiliza a restricdo de comprimento de arco, ou seja:

AU'AU +(AL)’R/R, = Al (2.52)

em que Al representa o incremento do comprimento de arco.
Assim, procurando atender a restricdo anterior na etapa da solucdo predita, em que
AL = AN’ e AU = AU°, e ainda considerando a Equacéo (2.39), chega-se, apds manipulagdes

algébricas, na seguinte expressdo para o parametro de carga inicial:

AN =+ Al
JOUJ8U, +RR,

(2.53)

ou, como sugerido por Crisfield (1981), desprezando-se 0s “termos de carga” da equagdo

anterior, escreve-se:

Al

J8UTaU,

Nas Equacbes (2.53) e (2.54), o incremento do comprimento de arco Al pode ser

M =+ (2.54)

obtido através da expressao a seguir (Silva, 2009):

Al=Al, [I'—d] (2.55)

p.a

em que lg € 0 numero de iteracOes desejado pelo usuario; Iy 2 € 0 nimero de iteragdes que foi
necessario para convergéncia do processo no passo de carga anterior; e Alya. representa o

comprimento de arco no passo de carga anterior.
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Riks (1972) e Ram (1981; 1982) procuraram linearizar a Equacdo (2.52) ao longo do
ciclo iterativo e encontraram expressdes bastante simples para o célculo do pardmetro de
carga corretivo di. Através da solucdo de diversos em problemas estruturais com ndmero
elevado de variaveis, Crisfield (1981) concluiu que 0 “termo de carga” na Equagdo (2.52)
tinha também pouco efeito, e propds que a seguinte equacdo deveria ser satisfeita ao longo do

ciclo iterativo:
AU™AU¥ = AI? (2.56)

com o sobrescrito k representando a iteragdo corrente. Substituindo a Equagéo (2.49b) na
expressao anterior e fazendo as manipulacdes algébricas necessarias, chega-se na seguinte

equacao quadrética:
ASA +B&L+C=0 (2.57)

cuja solucdo fornece o valor do parametro de carga corretivo 8A* procurado; A, B e C
constantes cujas expressdes sdo encontradas em Silva (2009). Nesse trabalho é encontrado um
procedimento que permite a escolha do melhor valor para o parametro de carga entre as duas

raizes solucéao de (2.57).

2.4.2 Deslocamento Generalizado

Yang e Kuo (1994) propuseram que, nas duas etapas do processo de solucdo ndo linear
(solucdo incremental predita e ciclo de iteracdes), a seguinte equacdo de restricdo deveria ser

respeitada:
CT8U" +k, SA* = H* (2.58)

em que C é uma matriz cujos elementos sdo constantes, k; também é constante e H* é um
parametro incremental (deslocamento, comprimento de arco ou trabalho externo). Em funcéo
de valores selecionados para essas variaveis, chega-se a diferentes estratégias de incremento
de carga e de iteracdo.

Seguindo entdo os trabalhos de Yang e Shieh (1990), Silva (2009) e Maximiano
(2012), em que sdo atribuidos valores para os diversos parametros da equacdo anterior na

definicdo da solucdo incremental predita, escreve-se:
AL =+ AL, [[GSP| (2.59)
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sendo o parametro de rigidez generalizado do sistema GSP (Generalized Stiffness Parameter)
dado por:
(*8U7)*au,
GSP=-"—F~X— (2.60)
(‘8U7)su,
Nas duas equacOes anteriores, 0 subscrito e sobrescrito 1 estdo relacionados com o
primeiro passo de carga; ja o sobrescrito t representa a Gltima configuracdo de equilibrio.
Durante o ciclo iterativo, seguindo recomendacdo de Yang e Kuo (1994), é assumido

que a seguinte expressao deve ser considerada para a corre¢do do parametro de carga ao longo
do processo de solugédo ndo linear:

tsuf sU

k
N ——
tsulsuk

(2.61)

A deducdo da equacdo anterior pode tambem ser encontrada em Silva (2009) e
Maximiano (2012).

Por fim, note que o sinal do incremento inicial do parametro de carga, A\, nas
Equacdes (2.53), (2.54) e (2.59), pode ser positivo ou negativo. A escolha do sinal correto €
de suma importancia para o sucesso da estratégia de incremento de carga. Este trabalho seguiu
os critérios de escolha do sinal implementados no sistema CS-ASA, que estdo bem definidos
em Silva (2009).

2.4.3 Norma Minima dos Deslocamentos Residuais

A metodologia de solucdo ndo linear proposta por Chan (1988) ndo faz nenhuma restri¢cdo em
relacdo a estratégia de incremento de carga a ser seguida, de forma que qualquer das
Equacdes (2.54) e (2.59) pode ser empregada. Entretanto, Chan propde uma estratégia de
iteracdo que, ao invés de se usar restricbes geométricas e de energia, procura eliminar
diretamente os deslocamentos residuais (ou deslocamentos iterativos) devido as forcas
desequilibradas. Vale ressaltar que esse € o objetivo principal do ciclo iterativo.

Para implementar a estratégia proposta, escreve-se a componente j do vetor de

deslocamentos residuais 6U (Equacédo (2.47)) em uma dada iteragdo k na forma:

e = U (j) = 8U'g<(j) + dBUX()) (2.62)
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sendo e; definido como um dado erro. Chan entdo propds que a condi¢do de minimos
quadrados desse erro, para um sistema de m graus de liberdade, poderia ser expressa de

acordo com:

-1

dor*

d(i(ei)zj

=0 (2.63)

Escrevendo a equacgéo anterior de uma forma mais adequada:

d(suTksuk)

=0 2.64

substituindo a Equacdo (2.46) em (2.64), e em seguida fazendo derivada em relacdo a oA,
chega-se a expressdo procurada para corrigir o parametro de carga:

SUTSU

A=t
dUTSUX

(2.65)
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Capitulo 3

Modelagem da Estrutura e da Base
Elastica via MEF

3.1 Introducéo

A metodologia geral de solucdo numerica apresentada no capitulo anterior pode ser
empregada na analise linear e ndo linear de problemas estruturais (ou sistemas de suporte)
com restri¢oes bilaterais de contato.

E de interesse deste trabalho, entretanto, aplicar a formulacio apresentada ao caso
particular de problemas envolvendo barras, como vigas e colunas, em contato com uma
fundacdo elastica. Dentre as formulacGes geometricamente nao lineares de elemento de viga-
coluna existentes no CS-ASA (Silva, 2009), foi utilizada a formulacdo SOF-1(Second-Order
Formulation 1) na maioria das modelagens das estruturas dos exemplos do Capitulo 4. O que
significa a adogdo do elemento finito ndo linear idealizado por Alves (1995), que ja foi
bastante testado e usado por Silva (2009), Galvdo (2000) e Silveira (1995) em vérias analises
estaticas e dindmicas. Apresenta-se na préxima secao, Secdo 3.2, um resumo dos fundamentos
da teoria ndo linear desse elemento finito, em que a atencédo ¢ direcionada a obtencdo da sua
matriz de rigidez e seu vetor das forcas internas.

Na Secdo 3.3 estdo os modelos de bases elastica adotados neste trabalho para
representar o solo, ou qualquer meio elastico, em contato com a estrutura. Modelos de bases
continuos e discretos sdo considerados. No caso dos modelos continuos, a atengdo é voltada
as aproximacdes de Winkler e Pasternak (Pereira, 2003; Silva, 1998). Por fim, serdo definidos
a matriz de rigidez e o vetor das forcas internas do elemento finito usado para representar

essas fundagoes.



3.2 Modelagem da Estrutura

Como ja destacado no capitulo anterior, a ndo linearidade geométrica est4 presente na teoria
da elasticidade tanto nas equacOes de equilibrio (definidas utilizando-se a configuracdo
deformada do corpo), quanto nas relacbes deformacdo-deslocamento. A formulacdo do
elemento finito apresentada a seguir baseia-se na teoria de Euler-Bernoulli, na qual se

considera que:

i. asecdo transversal do elemento permanece plana apds a flexdo (deformacéo) e se
mantém perpendicular a direcdo local do eixo deformado;
ii.  ndo se considera a variacdo na altura da segé@o transversal durante o processo de
deformacéo da viga;
lii. o eixo horizontal do sistema de referéncia da viga intercepta os centroides das

secdes transversais.

Adicionalmente:

iv. as tensdes e deformacbes do membro sdo assumidas pequenas, mas grandes
deslocamentos e rotacdes de corpo rigido sdo permitidos;

V. € desprezado o encurtamento axial devido a flexdo no membro.

O elemento de viga-coluna adotado € apresentado na Figura 3.1. Trata-se de um
elemento reticulado plano limitado pelos nés i e j, que se deforma no plano da estrutura. Cada
um desses pontos nodais possui trés graus de liberdade, que sdo os deslocamentos axial, u,
transversal, v, e uma rotacao, 6. As forcas nodais também estdo indicadas nessa figura.

De acordo com Alves (1995) e Silveira (1995), o tensor de Green-Lagrange na sua
forma completa é a representacdo mais fiel e adequada para a relacdo deformacdo-
deslocamento envolvendo grandes deslocamentos e rotacdes. Assim, considerando as

deformacdes axiais incrementais desse tensor, tem-se:

— —\2 2
Agxx :%4_1 dA_U + mﬂ (31)
dx 2|\ dx dx
em que At ¢ o deslocamento axial de um ponto distante y da linha neutra da se¢@o, e Av € 0

deslocamento transversal desse ponto.
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Figura 3.1 Elemento de viga-coluna adotado para discretizar a estrutura.

Como proposto pela teoria de vigas, as segdes transversais inicialmente planas

permanecem planas ap6s a deformacdo, como ilustrado na Figura 3.2. Escreve-se entéo:

AV
AU=Au—yd— (3.2
dx
com Au sendo o deslocamento axial resultante do esforco extensional atuante, que é constante

ao longo da secdo; e a parcela y(dAv/dx) € devida aos esforcos de flexdo que variam

linearmente com a distancia y da linha neutra. Ao substituir (3.2) em (3.1), e fazendo as

manipulacdes algébricas necessarias, chega-se a:

2 2 2 2 2 2
Ao - dAu yd Av+1[(dﬂj _ZydAud Av+y2[d Avj J{dﬂj ] (3.3)

*Tdx C dx? 2|\ dx dx dx? dx? dx

sendo que a parcela que representa a componente linear do tensor de Green-Lagrange, Aex, €
definida por:

_dAu _d’Av

Ae, =——-
==k e

(3.4)
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antes da ~ Au | dAvidx
deformacéo
secdao apos deformacao

Figura 3.2 Comportamento da secao transversal do elemento finito (Silveira, 1995).

e a componente ndo linear, como:

An

1| (dau Y’ dAu d’Av d2AvY (dAv)?
=2 [22Y) 2 2 aav 3.5
Zl(dxj ydx dx® +y[dx2j+(dx)] (3:5)

Substituindo em (3.3) as funcbes de interpolacdo convencionais para o elemento de

viga-coluna (Alves, 1995), que serdo apresentadas mais adiante, constatam-se dois problemas:

quando o elemento finito sofre movimentos de translagdo e rotacdo de corpo
rigido, nota-se o aparecimento de deformacbes para o caso de rotacdo, que
deveriam ser nulas. Conclui-se, entdo, que as funcdes de interpolacdo usadas s
descrevem perfeitamente translagdes de corpo rigido. O aparecimento de
deformacdo para as rotacdes de corpo rigido se deve a admissdo de A6 = dAv/dx
no célculo das funcdes de interpolacdo, que so é valida para pequenas rotacoes;

com intuito de simplificar, foram adotadas, como serd visto, apenas funcdes

lineares para aproximar o deslocamento axial Au. Rigorosamente, baseando-se em
(3.2), e com Av assumido cubico, dever-se-ia adotar uma aproximacdo de quinto
grau para Au de modo a balancear as fungdes, de modo a garantir a representacédo

da deformacdo de membrana constante e, em particular, obter deformacédo de

membrana nula associada a problemas de flexdo inextensional (Crisfiled, 1991).

Visando suavizar os efeitos dessas incompatibilidades, alguns procedimentos foram

sugeridos por Alves (1995) e implementados por Silveira (1995), Galvao (2000) e Silva
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(2009). Um deles é utilizar uma formulacdo em referencial Lagrangiano atualizado. Outro
procedimento € estabelecer o calculo das forcas internas levando em considera¢do a mudanga
de geometria do elemento. Para contornar a impossibilidade de representacdo de deformacéo
de membrana uniforme, ou nula (caso o0s deslocamentos nodais do elemento sejam
compativeis com esse tipo de deformacdo), seguindo a sugestdo feita por Crisfield (1991) e

Alves (1995), é considerado um valor médio da parcela (dAv/dx)*> no Gltimo termo da
Equacdo (3.3), ou seja:
L 2

1 (ﬂj dx (3.6)

L\ dx

Como ja mencionado no capitulo anterior, assume-se que a solugdo para as variaveis
estaticas e cinematicas € conhecida na configuracdo de equilibrio t (configuracdo de
referéncia), e que se deseja calcular a solugdo para a configuracdo t+At. E importante entéo,

que se conheca, para o elemento finito considerado, o estado de tensdes ou de deformacdes

em t. Assim, assume-se que deformacao na configuracéo t seja dada pela expressao:

t tM-_tM-

sendo o produto EA a rigidez axial do elemento; o produto EI ¢ a rigidez de flexdo; e, P, M; e
M; séo, respectivamente, a forca axial e os momentos fletores que atuam no elemento finito

nessa configuracdo de equilibrio, como ilustrado na Figura 3.3.

Figura 3.3 Forga axial e momentos fletores na configuragéo de equilibrio t.

Para o elemento finito considerado, utilizando as relacdes cinematicas (3.3), (3.4) e

(3.5), e assumindo um comportamento linear elastico para a estrutura e base elastica, isto é,
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ASu = E Agy, 'c = E 'e @ Ar, = Cp Aup, Obtém-se, a partir da Equacdo (2.14), a seguinte

expressdo do funcional I'T em termos de energia de deformacéo:

M=Uy+U, +U,+U +U, +U, - [ EAud’S + [ ‘nAu, 'S, (3.8)
Osf ts

que para o elemento considerado:

Uy = [ E'gle,, 'dV (3.9a)
tv
1 2 t

U == [ EAe, 'dV (3.9b)
2¢,

U, = [ E'g,An, 'dV (3.9¢)
ty

U, = [ EAe,An,, 'dV (3.9d)
ty
1 2t

e Y (3.9¢)
2¢,
1 2 t+At

Uy => [ coaugds, (3.9f)

t+AtSC

A energia de deformacdo U, esta associada ao estado de tensdo existente na

configuracdo t, e pode ser eliminada ao se considerar como verdadeira a igualdade

U, :'[tFiAuiOdSS; 0 termo energético U, é responsavel pela parcela linear da matriz de
S

rigidez; U, decorre da influéncia das deformacdes iniciais e originara a matriz geométrica ou

matriz das tens@es iniciais; U; e U, dardo origem as matrizes de rigidez que sdo funcdes
lineares e quadraticas dos deslocamentos nodais incrementais, respectivamente; por fim,
termo U, estd associado a energia de deformacdo da base elastica (na Secdo 3.3 esse termo
sera definido para alguns modelos de bases elasticas).

No contexto do MEF, os deslocamentos incrementais Au e Av ao longo do eixo x
podem ser relacionados aos deslocamentos nodais do elemento. Como ja comentado,

considera-se, de forma simplificada, uma funcéo linear para aproximar o deslocamento axial
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Au, porém, para o deslocamento transversal Av utiliza-se uma fungdo do terceiro grau. Dessa

forma, escreve-se:
Au = Hj Au;j + H; Ay, (3.10a)
AV = H3 Av; + Hs A, +Hs Avj +Hg AB; (3.10b)

em que H; (j = 1,6) descrevem as funcdes de interpolagdo dadas por:

X
H =1-— 3.11a
(=17 (3.112)
X
HZ:E (3.11b)
x \ X\’
H,=1-3] — | +2| — 3.11¢c
’ (L) (Lj (3119
2x% X8
H4:X—T+F (311d)
X\ X\’
H.=3| —| =-2| — 3.11e
° (Lj (Lj (3.11¢)
x> x®
HG :_T_'_F (311f)

De acordo com Alves (1995) e Silveira (1995), consegue-se exprimir o funcional de

energia em funcdo dos deslocamentos incrementais e das forcas nodais da seguinte forma:

I=A0" E K? +% K® +%Kf(A0)+iKE(AO,A0)+%K§}A0+

£ AT +AQTFE —AQT AR (3.12)

sendo AQ" = {Au; Avi A8 Au; Av; A8} o vetor de deslocamentos nodais incrementais; os

vetores 'F e 'F; caracterizam forgas internas nodais da estrutura e da base eldstica,

respectivamente, na configuracdo de equilibrio t; e "“AR® representa o vetor das forgas

externas nodais totais.
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As componentes das matrizes de rigidez em (3.12) podem ser obtidas diretamente da
energia de deformacgdo, ou seja (Silva, 2009; Galvao, 2000; Silveira, 1995; Alves, 1995):

U,
o=~ L 3.13a
RCINTIGINTE (3.132)
2
Koti = - (3.13b)
"~ 0Au,0Au;
3
Ky = onu, (3.130)
" OAu;0AuU;0AU,
4
Ky = oy, Au, AU, (3.13d)
" OAu;0AU;0Au, OAU,
ko= U (3.13¢)
"0 8AU6AU, '

Levando-se em conta agora a contribuicdo de todos os elementos finitos do sistema
estrutura-base, sem esquecer a necessidade que o somatdrio dos vetores e matrizes seja
realizado em um referencial comum, chega-se a uma expresséo similar a (3.12), mas agora
para todo o sistema. Da condicdo de equilibrio do sistema, isto é, da condicdo de
estacionaridade de IT, chega-se na expressdo matricial da equacdo que deve ser satisfeita na

configuracédo de equilibrio t+At, isto €:
1 1 t t t+At
KL+KG+E K|(AU)+6 K,(AU,AU)+K, |[AU+ 'F, + F, = ""AR, (3.14)

que é equivalente a Equacdo (2.24) do capitulo anterior. Veja que é possivel reescrever a

equacdo anterior da seguinte forma:

At Fie (AU) +At Fib (AU) +t Fie +t Fib — t+At}\,Rr (315)
com:
At 1 1
Fe =| KL+ K, +2 K, (AU) + 2K, (AU, AU) (AU (3.16)
R, =K, AU (3.17)
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sendo os vetores de forgcas internas incrementais da estrutura e da base elastica,
respectivamente. A Equacdo (3.15) pode ainda ser reescrita da seguinte forma (ver Equagéo
(2.25)):

“Fs(AU) + Fg = "AR, (3.18)

em que “F. é o vetor das forgas internas incrementais do sistema estrutural (estrutura-base

elastica) a ser determinado; e 'F, é o vetor das forgas internas do sistema estrutural na

configuracdo de equilibrio t, que é conhecido.

A Equacdo (3.14), ou mesmo (3.18), representa um sistema de equacdes algébricas
ndo lineares que deve ser resolvido seguindo a estratégia incremental-iterativa apresentada no
capitulo anterior.

Para o sistema estrutural em estudo, a sua matriz de rigidez pode ser definida

derivando-se mais uma vez (3.14) em relacdo a AU. Com esse procedimento, chega-se a:

1

K, =K, +KG+§K|(AU)+%K2(AU,AU)+Kb (3.19a)

ou,
K=K, +K, (3.19h)

em que K=K +K_+K(AU)/2+K,(AU,AU)/6 e Kp sdo as matrizes de rigidez da

estrutura e da base elastica, respectivamente.

No sentido de diminuir a influéncia de modos espurios de deformacdo — que faz com
que apareca forcas indevidas devido a deslocamentos de corpo rigido —, Galvao (2000) e
Silva (2009) adotaram um procedimento adicional no processo de avaliacdo do vetor das
forcas internas da estrutura. Eles utilizaram os chamados deslocamentos naturais incrementais

AQ, . Esses deslocamentos sdo os que realmente causam deformacéo no elemento, e suas

componentes, que sao definidas a seguir, podem ser vistas na Figura 3.4:

AT =[0 0 ¢ & 0 ¢] (3.20a)
§=tAL L (3.20b)
¢, =A6; —a (3.20c)
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6, =A0,~a (3.20d)
o =tan™ [(Avj —Av,)/! L] (3.20¢)

Vale ressaltar que os deslocamentos naturais incrementais, Ady, , so utilizadas apenas
na forca interna da estrutura. Para as forgas internas da base, Fip, utilizam-se o deslocamentos

nodais incrementais AQ.

Figura 3.4 Deslocamentos naturais 5, ¢; e ¢j do elemento finito considerado.

3.3 Modelagem da Base Eléastica

Como ja relatado, quando a atencdo ou interesse da resposta da base elastica € voltado apenas
para a regido de contato entre os corpos, € possivel utilizar modelos mais simples para
representa-la (Silveira, 1995; Silva, 1998). Nas proximas subsecdes sdo apresentados 0s
modelos matematicos para as bases elasticas adotados neste trabalho. Sdo modelos que podem
ser definidos com um ou dois parametros elasticos. No caso dos modelos com um parametro,
apresenta-se inicialmente o modelo discreto formado por molas que sdo ligadas, no contexto
do MEF, aos pontos nodais da estrutura, e depois 0 modelo continuo de Winkler. Na
sequéncia, sdo apresentados os modelos continuos de Pasternak e Filonenko-Borodich, que
utilizam dois parametros. InformacGes adicionais sobre esses e varios outros modelos de bases
elasticas podem ser encontradas nos trabalhos de Kerr (1964), Silveira (1995), Silva (1998),
Pereira (2003), Mullapudi e Ayoub (2009) e Shen (2011).
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3.3.1 Modelo de Molas Discretas

Como ilustrado na Figura 3.5, esse modelo de base eléstica é representado por molas discretas
que, no contexto do MEF, podem ser conectadas ou ligadas aos pontos nodais da estrutura.
Para o ponto nodal i do modelo, por exemplo, a intensidade da reacdo de cada mola é

diretamente proporcional ao deslocamento ou rotacdo da mola nesse no, ou seja:

Roxi = Ky Ui (3.21a)
Riyvi =Ky Vi (3.21b)
M, =Ky 6, (3.21c)

em que U;, V; e 0; sdo os deslocamentos nodais da estrutura no ponto nodal i, e Kyj, Ky; e Kg;

sdo os parametros de rigidez das molas conectadas a esse mesmo ponto.

Figura 3.5 Base elastica modelada por molas discretas.

Considerando as relacfes anteriores, pode-se escrever a energia interna de deformacéo

armazenada pela base, associada a essas molas no ponto nodal genérico i como:

1 1

1
U, =—K U>+=
bi 2 Xi i 2

Ko7 +5 Ky (322)

A expressdo (3.13e) pode ser aplicada considerando os deslocamentos nodais do
sistema global, de forma que, usando a equacdo anterior, encontram-se as componentes da

matriz de rigidez desse modelo discreto, que podem ser organizadas da seguinte forma:
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Ky O 0
Ki=l 0 Ky 0 (3.23)
0 0 K,

Note que Ky € a contribuicdo de rigidez da base elastica associada ao ponto nodal i. Se
for considerada a contribuicdo de todos os pontos nodais com molas discretas, chega-se na

matriz de rigidez global da base elastica Ky (= ZiKbi ), que é um a matriz diagonal. Essa

matriz pode ser somada diretamente a matriz de rigidez da estrutura para formar a matriz de
rigidez do sistema, como mostrado pela Equacéo (3.19b).

Para esse modelo de fundacéo, o vetor de forgas internas nodais incrementais pode ser
obtido diretamente através da Equacdo (3.17), que é escrita novamente abaixo:

NE _K, AU (3.24)

As componentes diagonais nulas de Ky estdo associadas as deslocabilidades dos

pontos nodais do modelo sem restri¢cdes impostas pelas molas.

3.3.2 Modelo de Winkler

Trata-se de um modelo matematico bastante utilizado por pesquisadores e engenheiros para
aproximar o comportamento da base elastica. Dentre as referéncias encontradas na literatura
que trazem aplicacdes desse modelo de base, merecem destaque: o livro classico do Hetényi
(1946), que fornece a solucdo de varios problemas de contato bilateral envolvendo barras e
fundacBes elasticas; as dissertacbes de Silva (1998) e Pereira (2003), no ambito do
PROPEC/Deciv/EM/UFOP; e os trabalhos recentemente publicados pelo orientador deste
trabalho, com destaque para Silveira et al. (2008a; 2008b; 2012). Nesse ultimo, Silveira et al.
(2012), pode ser encontrada diversas referéncias que utilizaram as hipoteses de Winkler nas
suas modelagens.

Como ilustrado na Figura 3.6a, e ja no contexto do MEF, o modelo continuo de Winkler
assume que a base elastica possa ser representada como um conjunto de molas independentes
estreitamente espacadas, e que apenas um parametro € necessario para definir o
comportamento (ou rigidez) dessas molas. Esse parametro € definido aqui como o parametro
de rigidez elastico k. O modelo de Winkler é equivalente a uma fundacéo liquida.

Para um elemento genérico “e” do modelo estrutural em contato com a base elastica

considerado (Figura 3.6b), pode-se escrever a seguinte relacdo envolvendo o incremento de
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reacdo da base Arp e 0 incremento de deslocamento Au, em qualquer ponto desse elemento:
Ar, =k Au, (3.25)

A expressdo anterior € a relacdo constitutiva a ser adotada para uma fundacéo que se
comporte segundo idealizagdo de Winkler (ver Equagéo (2.6)).

q

*——+¢

a) Base elastica representada pelo modelo de Winkler.

Vi 3 \VA

b) Elemento genérico "e".

Figura 3.6 Viga sobre uma base elastica representada pelo modelo de Winkler.

Ainda para esse eclemento finito genérico “e”, tem-Se que sua energia interna de

deformacdo Uy, é dada por:
k L
_ 2
U, ——2£ Aug dx (3.26)

em que o parametro de rigidez k é considerado constante; e L é o comprimento do elemento
finito considerado (ver Figura 3.6). J& o incremento de deslocamento Aup pode se relacionar

com os valores nodais desse elemento AU, através de (2.21), que é reescrita a seguir:

Au, =B, A0, (3.27)
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com By, sendo a matriz que contém as fungdes de interpolacdo do elemento da base. Essas
fungdes sdo iguais as fungdes de interpolacdo de Hermite (3.11c-f), e sdo organizadas em By,

da seguinte forma:

Bl=[0 H, H, 0 Hy H] (3.28)

Observe que ao substituir (3.27) em (3.26), e sabendo que B, Al, = AQ, B , chega-se

na seguinte forma discreta da energia interna de deformacao da base:
1 .+~
U, =3 AG, K} O, (3.29)

com K; sendo a matriz de rigidez da base para o elemento considerado, cuja expressdo geral

é dada por (ver Equagdo 2.31):
L
K; =k[B] B, dx (3.30)
0
Note que a Equacdo (2.31) traz a expressdo dessa matriz para um elemento finito

qualquer. Ao substituir (3.28) na equacdo anterior, e em seguida realizando as integracdes

necessarias, chega-se nas componentes dessa matriz de rigidez da base, ou seja:

K K 13kL K 11kL* 9KL
b(2,2) — F'b(5,5) =¥' b(2,3) —  Fb(5,6) — W’ b(2,5) =W1 231
‘ . 13KL2 ” ‘ KL . kL® (3.313
b(2,6) — "“b(35) — _E’ b(3,3) — F\b(6,6) — E’ € Kyze) = _m
gue estdo organizados na matriz como segue:
0 0 0O 0 O 0 |
kb(2,2) kb(2,3) 0 kb(2,5) kb(2,6)
k 0 k k
Keb _ b(3,3) 0 bg,s) bg,fi) (331b)
Simétrica kb(5,5) kb(5,6)
L kb(6,6)_

Em (3.31a), L é o comprimento do elemento finito considerado.
Para o sistema estrutural em estudo, ao se considerar o modelo de Winkler e os

elementos que definem a regido ou regides de contato entre os corpos elasticos, tem-se que a
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contribuicdo da base eléstica para as forgas internas nodais incrementais é dada pela Equacéo
(3.17). Para o elemento, pode-se reescrever (3.17) da seguinte forma:

MEE K AQ (3.32)
ib b b

em que “F; € o vetor das forcas internas incrementais do elemento da base. Considerando a
soma da contribuicdo de todos os elementos que fazem parte das regides de contato entre os
corpos, chega-se no vetor de forgas internas nodais incrementais cuja participacdo da
fundacéo é dada por:
MR, =2 T “F, (3.33)
mc
sendo I"® a matriz de rotacdo usada na transformacéo das forcas internas do sistema local do

elemento para o sistema global de coordenadas; e mc define o nimero de elementos na regido

de contato.

3.3.3 Modelos de Pasternak e Filonenko-Borodich

S@o modelos idealizados no sentido de melhorar a aproximacéo proposta por Winkler. Na
realidade, eles procuram estabelecer certa interacdo entre as molas usadas no modelo de
Winkler, introduzindo um parametro de rigidez adicional a ser empregado. Kerr (1964),
Naidu e Rao (1995), Silva (1998), Horibe e Asano (2001), Kien (2004), Mullapudi e Ayoub
(2009) e Shen (2011) sdo exemplos de trabalhos que utilizam esses modelos para representar
a fundacéo elastica.

O modelo de Pasternak assume que as molas estdo conectadas por uma camada
incompressivel, como ilustrada na Figura 3.7a, que se deforma apenas sob tensbes de

cisalhamento. Para esse caso, 0 incremento da reacdo da base é dado por:
Ar, =kAu, —GV?Au, (3.34)

em que, como no modelo de Winkler, k é o parametro de rigidez elastico transversal da base,

e G é o parametro de rigidez cisalhante da camada.
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T (Filonenko-Borodich)

c) Elemento genérico "e".

Figura 3.7 Estruturas sobre base elastica com dois parametros.

Ja o modelo de Filonenko-Borodich considera que, para se atingir certo grau de
interacdo entre as molas, deve-se assumir que suas extremidade superiores, como apresentado
na Figura 3.7b, sejam conectadas por uma membrana esticada e dessa forma sujeita a um
campo constante de tracdo T. Assim, a relacdo incremental forca-deslocamento para esse

modelo de base é dada por:
Ar, =kAu, —TV?Au, (3.35)

Para esses modelos com dois parametros, a energia interna de deformacéo, para o
elemento finito “e” considerado (ver Figura 3.7), pode ser genericamente definida através da

seguinte expressao:
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k, ¢ ( dAu,
U =-1| A 42 _
o ][ @ 639

com a constante k; sendo equivalente ao parametro de rigidez elastico transversal k na
Equacdo (3.34) ou (3.35); e k. é 0 parametro que considera a iteracdo entre as molas, sendo
igual a G, quando se considera o modelo de Pasternak ou igual a T, quando o modelo de base
adotado é o de Filonenko-Borodich.

Como na secdo anterior, assume-se, para o elemento genérico “e” considerado, que o

incremento de deslocamento Aup pode se relacionar com os valores nodais desse elemento
Al,através de (3.27), e sabendo que: dAu,/dx=dB,/dx AG,; B,Al,=A0B; , e
(dB, /dx)Al, = Aﬂg(ng/dx) , €@ possivel escrever expressdo da energia interna de

deformagé&o da base na sua form discreta, ou seja:

U, =%Aag K, AQ, +%Aa; K, AQ, (3.37)

em que K¢, é a matriz de rigidez da base do modelo de Winkler, que e definida pela Equagéo

(3.30), com componentes dadas em (3.31a); ja a matriz K;, € dada por:
L
K}, =k, [B], B, dx (3.38)
0
sendo By,x a derivada da funcéo de interpolacdo By em relacdo a x. Assim, efetuando-se essas

derivadas e, em seguida, realizando a integracdo existente em (3.38), chegam-se nas

componentes da matriz sz , Ou SEja

Kooz2) = Koziss) = 5_|_2; Koag) = Kozs) :ﬁ; b2(2,5) — _5_L2;
(3.39)
K, 2k, L k,L

kb2(2,6) :_kb2(3,5) = 10 kb2(3,3) = Rp2e,6) = 15 ' b2(3,6) — 30

gue sdo organizadas na matriz como mostrado a seguir:
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0 0 0 0 0 0
Kozzzy Koz O Kpzas)y  Kioe
k 0 k k
Ke, = b2(3,3) . b20(3,5) bzés,e) (3.39)
Simétrica kb2(5,5) kbz(s,e)
i kb2(6,6) ]

Em (3.39a), L é o comprimento do elemento finito considerado.
Ainda para 0 modelo de base considerado, tem-se que o vetor das forgas internas

nodais incrementais do elemento genérico “e” ¢ dado por:
MRy = (K5 +KE, )AG, (3.40)

onde vale lembrar que no caso de contato bilateral: A, = Aa. E, finalmente, como na se¢éo

anterior, ao se considerar todos os elementos que fazem parte da regido de contato, chega-se

entdo na contribuicdo da base elastica ao vetor de forcas internas nodais incrementais, isto €:

At F, = ZFeT AtFi(kE) (3.41)

mc

com I'°, mais uma vez, sendo a matriz de rotacéo usada na transformacéo das forcas internas
do sistema local do elemento para o sistema global de coordenadas; e mc definindo o nimero

de elementos na regido de contato.
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Capitulo 4

Exemplos Numéricos

4.1 Introducéo

Este capitulo traz algumas andalises computacionais com o objetivo de validar as
implementacdes realizadas e a metodologia numérica apresentada no Capitulo 2, e que foi
particularizada no Capitulo 3 para o caso de sistemas estruturais formados por barras (vigas e
colunas) com restricdes bilaterais de contato impostas por bases elasticas.

Mais uma vez, vale enfatizar que este trabalho utilizou o sistema CS-ASA como base
de suas implementagcdes. Essas implementacbes computacionais estdo relacionadas
diretamente com a inclusdo dos modelos de bases elasticas (ou fundagdes), que foram
apresentados no final do capitulo anterior, no programa idealizado por Silva (2009). Dessa
forma foi criado um novo modulo de andlise no CS-ASA, que é aqui denominado CS-
ASA/BC (Bilateral Contact). Esse modulo, que inclui quase todas as funcionalidades do
programa original (estrutura de dados, solvers, impressdo de resultados, etc.), viabilizou as
analises estruturais lineares e ndo lineares que serdo mostradas nas Secdes 4.2 e 4.3 deste
capitulo. Os resultados apresentados nessas duas secGes serdo referenciados usando a
abreviatura CS-ASA/BC.

Na Secdo 4.2 sdo feitas trés analises lineares de estruturas (vigas e colunas) em contato
com fundacGes elasticas. Esses exemplos iniciais, apesar de serem mais simples que 0s
apresentados na Sec¢do 4.3, permitiram o autor verificar a funcionalidade dos novos blocos de
dados criados e as implementacdes dos modelos discreto e continuos usados para representar
a fundacdo. Esses exemplos permitiram também desenvolver diferentes estratégias de

modelagem do sistema estrutura-base.



Na Secéo 4.3 sdo analisados quatro sistemas estruturais geometricamente ndo lineares
em que sdo incluidas as restricdes bilaterais de contato. Essas andlises sdo genericamente
descritas da seguinte forma: avaliagdo das cargas criticas de colunas com varias condicGes de
bordo e um apoio elastico discreto intermediario; estudo da estabilidade eléstica de colunas
biapoaiadas em contato bilateral com fundag6es do tipo Winkler; anélise de uma viga com
grandes deslocamentos em contato com uma base do tipo Pasternak (ou Filonenko-Borodich);
e, finalmente, o estudo da estabilidade de colunas com restricGes impostas por bases elasticas
do tipo Pasternak. Vale ressaltar que as estratégias de solucdo ndo linear apresentadas no final
do Capitulo 2 foram usadas na solucéo desses problemas.

4.2 Analises Lineares

Os problemas estruturais a serem analisados nesta secdo estdo ilustrados na Figura 4.1. Esses
exemplos, além de ajudar o autor na verificagdo da funcionalidade dos novos blocos de dados
criados e afericdo das matrizes de rigidez dos modelos de bases elasticas, como ja

mencionado, servirdo também para averiguar:

I. a influéncia da discretizacdo, via MEF, e dos valores do parametro de rigidez
transversal (normal) da fundacéo na resposta do sistema estrutura-base;

ii. a possibilidade de substituir o modelo continuo de Winkler pelo modelo
discreto formado por molas elasticas (Secdo 4.2.1);

iii. a possibilidade de se combinar os modelos continuos com o modelo discreto na
representacdo do meio no qual esta inserida uma estaca-coluna parcialmente
enterrada (Secéao 4.2.2);

iv. a influéncia da base elastica do tipo Pasternak no comportamento de uma viga
com extremidades livres e com carga momento aplicada no meio do vao
(Secédo 4.2.3).
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Figura 4.1 Problemas de contato bilateral: solucGes lineares.

4.2.1 Viga Biapoiada em Contato Bilateral com uma Base Elastica

O primeiro exemplo a ser abordado € apresentado na Figura 4.2a, onde sdo apresentados,
adicionalmente, os valores adotados para o comprimento da barra L, para oS momentos
fletores M aplicados nas extremidades e para a rigidez a flexdo da viga El. Considere que
esses valores adotados estejam em unidades compativeis.

A solucdo analitica deste problema de contato pode ser encontrado em Hetényi (1946),
ou mesmo em Pereira (2003), que considerou a rigidez da base sendo definida pelo parametro
adimensional B = kL*El. Esse Gltimo trabalho também apresenta resultados numéricos
baseados no MEF; ja Silveira et al. (2008a) modelou esse problema através do método de

Ritz; e, mais recentemente, Sapountzakis e Kampitsis (2010) usou o método dos elementos de
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contorno (MEC). Nesses trabalhos, uma base do tipo Winkler foi considerada na modelagem

do solo ou meio em contato com a estrutura, como pode ser visto na Figura 4.2b.

Y,V L=5
El =100
M =100
x,u M Viga B =KkLYEI M

a) Problema de engenharia

o QKM

§§ X, U

AVA
=~
v

f

b) Modelagem via MEF: Winkler

Y,V*

a/2| a | a | a | a |a/2I
M | | | | | M
_>
@ Faaet
=K== Ky =kxa

c) Modelagem via MEF: molas discretas

Figura 4.2 Viga biapoiada em contato bilateral com uma fundac&o elastica.

A Tabela 4.1 apresenta a solucdo analitica, para diferentes valores do parametro de
rigidez elastico adimensional da base p = kL*/EI, da deflexdo lateral da viga V em X = L/5, da
rotagdo ® em X = 0 e do momento fletor M em X = L/5. Esses valores de V, © e M foram

calculados através das expressdes analiticas fornecidas em Hetényi (1946) por meio do

principio da superposicdo dos efeitos e considerando para a base as hipoteses de Winkler.
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Tabela 4.1 Solucéo analitica para diferentes valores de B = kLY/El: Ve Mem X = L/5;® em X = 0.

B \Y e M
6.25 -0.039846 -0.083127 59.75
62.5 -0.038515 -0.081345 57.63
625 -0.028958 -0.068488 42.29
6250 -0.008768 -0.039911 8.58

62500 -0.000840 -0.022361 -6.59

As Tabelas 4.2 e 4.3 trazem as solu¢gdes numéricas do problema em questdo obtidas
nesta dissertacdo para a fundacéo representada pelo modelo continuo de Winkler e modelo
discreto (molas), respectivamente. Ambas as tabelas foram construidas considerando
diferentes valores do parametro de rigidez adimensional da base (B) e malhas de EF (Nelem);
os erros percentuais (Erro%) foram calculados tomando-se como referéncia os valores
mostrados na Tabela 4.1. Ao se analisar, inicialmente, os valores apresentados nas Tabelas

4.2a-e, é possivel fazer as seguintes consideracoes:

I.  inicialmente, vale ressaltar que, até = 6250, os valores obtidos para V, ® e M
apresentam boa concordancia com a solugédo analitica, mesmo para a malha menos
refinada (5 EF);

ii. paraf=6.25¢e P =625 (bases mais flexiveis), os valores apresentados para V, ©
e M séo coincidentes com os respectivos analiticos, independente da malha;

iii.  como esperado, a medida que se aumenta o nimero de elementos (estrutura-base),
o erro percentual diminui, independente da variavel observada;

iv. ~como também esperado, 0s erros para uma determinada malha e valor do
parametro 3 da base sdo mais acentuados para 0 momento fletor M;

V.  esse erro também fica mais evidente, de um modo geral, a medida que se aumenta
0 parametro de rigidez 3 da base;

vi.  como mostrado na Tabela 4.2¢, e ilustrado também na Figura 4.3, no caso de uma
base com rigidez elevada, a deflexdo lateral da viga diminui e, dependendo da

malha adotada, problemas numéricos podem acontecer (Silveira, 1995).

Considerando agora o0 modelo discreto formado por molas, como apresentado na
Figura 4.2c, e verificando os resultados apresentados nas Tabelas 4.3a-e, e Figura 4.3, pode-se

fazer os seguintes comentarios:

i.  as seis observagdes anteriores para 0 modelo continuo de Winkler sdo também

validas para o modelo discreto;
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Tabela 4.2 Modelo Continuo de Winkler: solu¢do numérica para diferentes malhas e valores de
B=kLYEl (VeMem X =L/5; © em X = 0).

a)p =6.25

Nelem V Erro(%) e Erro(%) | M Erro(%)
5 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 |59.75 0.000
10 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 |59.75 0.000
20 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 |59.75 0.000
30 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 |59.75 0.000
40 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 |59.75 0.000

b) B =62.5

Nelem V Erro(%) C) Erro(%) M Erro(%)
5 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.63 3.560
10 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.63 0.000
20 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.63 0.000
30 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.63 0.000
40 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.63 0.000

C) p =625

Nelem V Erro(%) S Erro(%) M Erro(%)
5 -0.028948 0.037 -0.068474 -0.021 | 42.28 0.038
10 -0.028958 -0.002 -0.068487 -0.001 | 42.29 0.002
20 -0.028958 0.000 -0.068488 0.000 42.29 0.000
30 -0.028958 0.000 -0.068488 0.000 42.29 0.000
40 -0.028958 0.000 -0.068488 0.000 42.29 0.000

d) B = 6250

Nelem \ Erro(%) O] Erro(%) M Erro(%)
5 -0.008678 -1.024 -0.039755 0.390 8.45 1.479
10 -0.008762 -0.064 -0.039902 -0.022 8.57 0.113
20 -0.008768 -0.004 -0.039911 -0.001 8.58 0.007
30 -0.008768 -0.001 -0.039911 0.000 8.58 0.002
40 -0.008768 0.000 -0.039911 0.000 8.58 0.000

e) B = 62500

Nelem \ Erro(%) O] Erro(%) M Erro(%)
5 -0.000625 25.675 -0.021290 4,793 -6.41 2.665
10 -0.000829 -1.304 -0.022311 -0.226 -6.59 0.105
20 -0.000840 -0.081 -0.022358 -0.013 -6.59 0.007
30 -0.000840 -0.016 -0.022361 -0.003 -6.59 0.001
40 -0.000840 -0.005 -0.022361 -0.001 -6.59 0.000
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Tabela 4.3 Modelo Discreto: solugdo numérica para diferentes malhas e valores de

B=kLYEl (VeMem X =L/5; © em X = 0).

a) B =6.25
Nelem V Erro(%) e Erro(%) M Erro(%)
5 -0.039847 0.003 -0.083134 0.008 59.72 0.056
10 -0.039846 0.000 -0.083128 0.001 59.75 0.014
20 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 59.75 0.004
30 -0.039985 0.347 -0.083313 0.223 59.98 -0.370
40 -0.039846 0.000 -0.083128 0.000 59.75 0.001
b) B =62.5
Nelem V Erro(%) C) Erro(%) M Erro(%)
5 -0.038526 0.028 -0.081410 0.080 57.31 4.097
10 -0.038516 0.002 -0.081349 0.005 57.55 0.139
20 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.61 0.035
30 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.62 0.016
40 -0.038515 0.000 -0.081345 0.000 57.62 0.009
c) B =625
Nelem V Erro(%) S Erro(%) M Erro(%)
5 -0.029055 0.333 -0.069037 0.801 39.89 5.679
10 -0.028964 0.020 -0.068524 0.053 41.69 1.424
20 -0.028959 0.001 -0.068491 0.003 42.14 0.356
30 -0.028958 0.000 -0.068489 0.001 42.23 0.159
40 -0.028958 0.000 -0.068488 0.000 42.26 0.089
d) B = 6250
Nelem \ Erro(%) O] Erro(%) M Erro(%)
5 -0.009153 4.387 -0.042655 6.876 1.02 88.145
10 -0.008789 0.246 -0.040117 0.515 6.76 21.241
20 -0.008769 0.015 -0.039925 0.033 8.12 5.317
30 -0.008768 0.003 -0.039914 0.007 8.38 2.365
40 -0.008768 0.001 -0.039912 0.002 8.46 1.331
e) B = 62500
Nelem \ Erro(%) O] Erro(%) M Erro(%)
5 -0.001441 71.488 -0.031299 39.967 20.85 216.658
10 -0.000866 3.077 -0.023372 4.520 8.42 27.909
20 -0.000842 0.190 -0.022434 0.325 7.02 6.660
30 -0.000841 0.038 -0.022376 0.066 6.78 2.953
40 -0.000840 0.012 -0.022366 0.021 6.70 1.661
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ii.  porém, os resultados para um determinado valor de B e malha, sdo mais precisos
para 0 modelo continuo; isso acontece de uma forma mais explicita a medida que
se aumenta o parametro de rigidez {;

iii. de um modo geral, o modelo discreto pode ser usado para representar o
comportamento da base, porém uma malha mais refinada é necesséria;

iv.  por fim, cuidado deve ser tomado ao se adotar o parametro de rigidez da mola
discreta, cujo valor é dependente da malha; ou seja, como mostrado na Figura 4.2c,
para uma malha com 5 EFs, a rigidez da mola Ky = a k (Ky = 0; Ky = 0), com
a=1. Para 10, 20, 30 e 40 EFs, os valores adotados para a sdo 0.5, 0.25, 0.1667 e
0.125, respectivamente.

A Figura 4.3 fornece as configuracGes deformadas da viga em estudo quando o
modelo de Winkler e o discreto sdo adotados para a fundagdo. Veja que os valores do
parametro de rigidez 3 da base sdo 0os mesmos usados na construgdo das Tabelas 4.2 e 4.3,
Veja também que os resultados obtidos aqui para uma malha com 10 EFs séo coincidentes
com aqueles analiticos (Hetényi, 1946), bem como os outros valores numericos extraidos de
Pereira (2003).

0.008
Bl =6.25
B2=62.5
0.004- PB3=625
B4 = 6250

B5 = 62500

CS-ASA/BC: Winkler
CS-ASA/BC: Molas discretas
Pereira (2003): Winkler
Hetényi (1946): Winkler

T T T T

0.0 0.4 i 0.8

Figura 4.3 Deflexdo lateral da viga em contato bilateral com uma base elastica.
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4.2.2 Estaca-Coluna Parcialmente Enterrada

O segundo problema de contato bilateral estudado é ilustrado na Figura 4.4a. Trata-se de uma
estaca parcialmente enterrada em um meio elastico (ou solo). Esse exemplo é encontrado
como um “estudo de caso” em Aljanabi et al. (1990), que desenvolveram um elemento finito
de contato que inclui além da de rigidez transversal do solo (Winkler) k, a sua rigidez
cisalhante ks (para representar o atrito solo-estrutura). Posteriormente, Badie e Salmon (1996)
resolveram o mesmo problema, mas utilizando elemento de contato de ordem quadratica com
os dois parametros k e ks anteriores, e considerando adicionalmente a interagéo entre as molas
base (modelo de Pasternak). O carregamento atuante no topo da estaca, 0 seu comprimento L,
as suas rigidezes axial e a flexdo, EA e El, e as propriedades de rigidez do solo sdo fornecidas
também na Figura 4.4a.

As Figuras 4.4b e 4.4c fornecem os modelos numéricos adotados neste trabalho para
se aproximar o comportamento do sistema estrutural em estudo. Observe que em todos o0s
modelos foram considerados 15 EFs para a barra. No primeiro caso, na parte enterrada da
coluna, considerou-se apenas 0 modelo de Winkler para o solo e um apoio simples no no
inferior da estaca (Figura 4.4c; kg = 0); no segundo caso, foi feita a combinacdo do modelo de

Winkler com molas discretas posicionadas na direcdo Y (Figura 4.4b; ke = 0; Ky # 0; Ky =

Ke = 0); no terceiro modelo, adotou-se a base do tipo Pasternak e um apoio simples no né
inferior da estaca (Figura 4.4c, kg # 0); por fim, no dltimo modelo, 0 modelo de Pasternak e

molas discretas foram usadas para representar o solo (Figura 4.4b; ke # 0; Ky # 0;
Kx = Kg = 0). Veja na Figura 4.4b o detalhe do calculo dos valores da rigidez translacional

Ky da mola.

Os resultados obtidos nesta dissertacdo considerando esses 4 modelos numéricos séo
fornecidos nas Tabelas 4.4a-d e Figuras 4.5a-d. A Figura 4.5 traz uma composicdo das
configuracbes deformadas da estaca para os modelos adotados aqui e aqueles de Aljanabi et
al. (1990) e Badie e Salmon (1996). Dessas analises, 0s seguintes comentarios podem ser
feitos, quando se comparam essas configuracdes deformadas e, por exemplo, os valores dos
deslocamentos horizontal (U) e vertical (V) com os obtidos por Badie e Salmon (1996) para

0s pontos nodais 11 (nivel do solo) e 16 (topo da coluna):

i. 0 modelo numérico 1 (Winkler sem molas discretas), aproxima de forma adequada

0 campo de deslocamento horizontal U da estaca, porém falha na representagdo do
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campo de deslocamento vertical VV (com erros de 95% e 30% para 0s pontos nodais

11 e 16, respectivamente);

1000kN

10kN
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5m Nivel do solo

—
i}

v

-
-

15m

Y B

All A
L go)

a)Problema de engenharia
1000kN

10kN ¢ NG 16

v

o]

15m

b) Modelagem com molas discretas
1000kN

10kN ¢ NG 16

15m

AN(’)l

Nivel do solo

N6 11
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N6 11

2

0.509 m

Y

Corte A-A

c) Modelagem sem molas discretas

a=15m g =2000kN/m
Ky=ks xa ks = 1000 kN/n?

El = 9273.98 kNn?
EA = 2.261E06 kN

Figura 4.4 Estaca parcialmente enterrada
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Tabela 4.4 Deslocamentos U e V para pontos nodais da malha de EF adotada.

a) Modelo numérico 1: Winkler sem molas discretas

) CS-ASA/BC Badie e Salmon (1996)
No U [m] v [m] U [m] v [m]
1 (base) 2.889E-05 0.00000 3.463E-05 0.06557
6 2.498E-04 0.00332 2.425E-04 0.06391
11 1.642E-02 0.00332 1.635E-02 0.06886
14 7.637E-02 0.00796 7.557E-02 0.07109
16 (topo) 0.12893 0.08845 0.12765 0.06811

b) Modelo numér

ico 2: Winkler com molas discretas

) CS-ASA/BC Badie e Salmon (1996)
Ne U [m] v [m] U [m] v [m]
1 (base) 2.889E-05 0.06557 3.463E-05 0.06557
6 2.498E-04 0.06639 2.425E-04 0.06391
11 1.642E-02 0.06886 1.635E-02 0.06886
14 7.637E-02 0.07018 7.557E-02 0.07109
16 (topo) 0.12893 0.07107 0.12765 0.06811
¢) Modelo numérico 3: Pasternak sem molas discretas
CS-ASA/BC Badie e Salmon
N6 ke= k/2 ke =k ke= 1.5k (1996)
U [m] V [m] U [m] V [m] U [m] V [m] Um] V[m]
1 (base) 6.04E-06 0. 1.87E-06 0. 3.78E-06 0. 3.46E-05 0.06557
6 2.31E-04 0.0033171| 2.05E-04 0.003317 | 1.77E-04 0.003317 | 2.43E-04 0.06391
11 1.36E-02 0.0066342| 1.16E-02 0.006634 | 1.01E-02 0.006634 | 1.64E-02 0.06886
14 6.74E-02 0.0079618 | 6.12E-02 0.007961 | 5.66E-02 0.007961 | 7.56E-02 0.07109
16 (topo) 0.1159  0.0088456 | 0.106879 0.008845 | 0.100233 0.008845 | 0.12765 0.06811
d) Modelo numérico 4: Pasternak com molas discretas
CS-ASA/BC Badie e Salmon
I ko= k/2 ke =k ke = 1.5k (1996)
U [m] VIml | U[m]  V[m] [ Um] V[m] | U[m V[m]
1 (base) 6.04E-06  0.0655683 | 1.87E-06 0.065568 | 3.78E-06 0.065568 | 3.46E-05 0.06557
6 2.31E-04  0.0663856 | 2.05E-04 0.066386 | 1.77E-04 0.066386 | 2.43E-04 0.06391
11 1.36E-02  0.0688577 | 1.16E-02 0.068858 | 1.01E-02 0.068858 | 1.64E-02 0.06886
14 6.74E-02  0.0701845| 6.12E-02 0.070185 | 5.66E-02 0.070185 | 7.56E-02 0.07109
16 (topo) 0.1159  0.0710691 | 0.106879 0.071069 | 0.100233 0.071069 [ 0.12765 0.06811
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Figura 4.5 Configuracdes deformadas da estaca parcialmente enterrada considerando varias

modelagens para o solo.
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ii. 0 modelo de Pasternak sem molas discretas (modelo numérico 3) apresentou-se
como a pior combinagdo para representar o comportamento do solo no problema
em questé@o (erros em torno de 90% para V nos pontos considerados; 17% e 9%,
respectivamente, para o deslocamento U dos pontos nodais 11 e 16);

iii.  j& o modelo de Winkler com molas (modelo numérico 2) pode ser considerada a
melhor combinacdo; os resultados para os pontos considerados, bem como o perfil
de deslocamentos obtido, estdo muito proximo daqueles da literatura;

iv.  com Pasternak e molas discretas (modelo numérico 4), foi possivel aproximar de
forma adequada o campo de deslocamento vertical V da estaca, porém esse
modelo ndo foi tdo eficiente na representacdo do campo de deslocamento U (erros
de 17% e 9% para 0s pontos nodais 11 e 16, respectivamente);

v.  por fim, para o problema de contato em analise, pode-se concluir que a melhor
representacdo do solo (ou meio elastico) foi obtida através da combinagdo de um
modelo discreto (molas) e um continuo (Winkler). Essa estratégia, portanto, pode

ser seguida na solucéo de problemas de contato complexos na engenharia civil.

Utiliza-se agora 0 modelo numérico 2 (Figura 4.4b; Winkler com molas discretas) para
realizar um estudo de convergéncia relacionado com a discretizacdo do sistema. Modela-se
entdo a parte da estaca em contato com o solo usando-se 2, 4, 5, 10, 20, e 30 EFs; no trecho da
estaca acima do solo considera-se sempre 5 EFs. Os resultados desse estudo séo apresentados
na Tabela 4.5, onde se considera deslocamentos U (horizontal) e V (vertical) no ponto nodal
A (topo) e do ponto B (inferior) da estaca. A diferenca percentual mostrada foi calculada em
relacdo aos resultados obtidos para 0 modelo com 30 EFs. Atraves dessa tabela, nota-se que o
deslocamento horizontal U no ponto B é o mais afetado quando se utiliza uma malha com
poucos elementos (2 e 4 EFs). Observe também que o deslocamento vertical V em ambos 0s
pontos A e B foi menos sensivel a variacdo da malha de EF. O mesmo acontece para o

deslocamento U no ponto A, no topo da coluna.
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Tabela 4.5 Deslocamentos horizontal e vertical nos pontos A (topo) e B (base) da estaca para
diferentes malhas de EF.

Elglmednetos Ulm] Vim]

na Regié

Zog%:tio Ponto A (22) Ponto B I(?)/is Ponto A I(?,j:j Ponto B I(?,}:)
2 0.12537 | 2.86% | 1.5835E-05 | 82.50% | 7.0928E-02 | 0.21% | 6.5441E-02 | 0.20%
4 0.12870 | 0.20% | 3.0457E-05 | 5.12% | 7.1038E-02 | 0.05% | 6.5540E-02 | 0.05%
5 0.12873 | 0.18% | 2.9238E-05 | 1.16% | 7.1051E-02 | 0.03% | 6.5552E-02 | 0.03%
10 0.12893 | 0.03% | 2.8890E-05 | 0.03% | 7.1069E-02 | 0.01% | 6.5568E-02 | 0.01%
20 0.12896 | 0.00% | 2.8898E-05 | 0.00% | 7.1300E-02 | 0.32% | 6.5799E-02 | 0.34%
30 0.12896 - 2.8899E-05 - 7.1074E-02 - 6.5573E-02 -

4.2.3 Sistema Estrutural: Viga-Base Elastica Tipo Pasternak

Esta subsecdo traz uma analise sobre a importéancia de se considerar o segundo parametro da
base na modelagem do solo, ou, mais especificamente, as implicac6es de se adotar o0 modelo
do tipo de Pasternak para representar a fundacdo no problema apresentado na Figura 4.6a.

Esse problema, que foi estudado inicialmente por Shirima e Giger (1992) e mais
recentemente por Mullapudi e Ayoub (2010), envolve uma viga de tamanho finito em contato
com uma argila arenosa. Shirima e Giger (1992) resolveram o problema em questdo através
do MEF, mas usando um elemento de viga de Timoshenko que incorpora os dois parametros
de rigidez da base; esses pesquisadores fornecem a expressdo da matriz de rigidez da viga que
inclui explicitamente os dois parametros de rigidez da base. Mullapudi e Ayoub (2010)
apresentaram uma formulacdo mista (aproximacdes independentes de forcas e deslocamentos)
para um elemento finito inelastico que pode ser adotado na modelagem de problemas de vigas
em contato ou “repousando” sobre fundagdes elasticas do tipo Pasternak.

Observe que a viga ilustrada na Figura 4.6a apresenta as extremidades livres e esta
sujeita a um momento concentrado no centro de intensidade 50 KNm. A viga € de madeira,
possui um modulo de elasticidade E, = 10500 MPa e um coeficiente de Poisson v, = 0.25; 0
solo, como ja comentado, é uma argila arenosa com um modulo de elasticidade Es = 45.5 MPa

e coeficiente de Poisson vs = 0.21. Os valores dos parametros da fundagéo k e kg (k1 € k) sdo

3081 kN/m? e 12449 kN, respectivamente, que foram avaliados por Shirima e Giger (1992)

de acordo com as expressdes apresentadas por Zhaohua e Cook (1985).
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L=5

E = 10500MPa
M = 50kN

50 kNm k =3081 kN/m
K = 12449 kN

a) Problema de engenharia

50 kNm

b) Modelo de EF adotado

Figura 4.6 Viga com extremidades livres em contato com uma argila arenosa.

Este trabalho adotou 10 elementos finitos para modelar a barra, como ilustrado na
Figura 4.6b. Para analisar o efeito do modelo da base, e seguindo o artigo de Mullapudi e
Ayoub (2010), adotou-se aqui além da base do tipo Pasternak, o modelo Winkler para
representar a argila arenosa. Os resultados dessas analises sdo apresentados inicialmente nas
Figuras 4.7a e 4.7b, onde estdo a variacao da deflexdo lateral e do momento fletor ao longo do
comprimento da barra, para 0 momento 50 KNm aplicado no centro da viga. Na Figura 4.8 é
mostrada a variagao da rotacdo da viga no meio do véo, & medida que se aumenta 0 momento

M no centro da barra.
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b) Variagdo do momento fletor da viga

Figura 4.7 Analise de uma viga submetida a um momento fletor no meio do vao em contato com

argila arenosa.

64



50

40 —
Pasternak
E_' . Winkler
prd
= 30
S
@ ,
9
S 20
e
(@]
E |
10
—— CS-ASA/BC
b 4 Mullapudi e Ayoub (2010)
0 \ \ \
0 0.0004 0.0008 0.0012 0.0016

Rotacdo [rad]

Figura 4.8 Resposta momento aplicado versus rotagdo da viga em X = L/2.

Através dessas figuras, pode-se chegar as seguintes conclusdes:

i.  incialmente, destaca-se a boa concordancia dos resultados obtidos neste trabalho
com os da literatura;

ii. adeflexdo da barra, ao se considerar o modelo de Winkler, é quase 3 vezes maior
que o obtido quando se considera para o solo a base do tipo Pasternak;

ilii. o momento fletor é ligeiramente subestimado quando ndo se considera na
modelagem o efeito do segundo parametro da base (Pasternak);

iv. aFigura 4.8 indica que para um momento M = 50 kNm aplicado, a rota¢do da viga
no meio do vdo, caso se adote 0 modelo de Winkler, é quase 2.7 vezes daquela se a
base fosse do tipo Paternak;

v.  por fim, os resultados mostram, pelo menos para o sistema estrutural em questéo,
que a interacdo entre as molas usadas para representar a base elastica ndo pode ser

desprezada.

Para finalizar a analise do problema em questdo, faz-se agora um estudo sobre a

influéncia do segundo parametro ks (ko) no comportamento da viga. Considera-se entdo a
variacdo da relacdo o = B1/B2, em que P1 = KLYEI e B, = keL?/El sdo os pardmetros

adimensionais da base, e estuda-se o que acontece com a deflexdo V na extremidade e a
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rotacdo ® no meio da viga. Os resultados desse estudo séo apresentados na Figura 4.9 para o

mesmo carregamento das analises anteriores, ou seja, para um momento M = 50 kNm

aplicado em X = L/2. Nessa figura, Vmax € Omax representam os valores da deflexéo e rotagdo

obtidas nos pontos considerados quando a base € tipo Winkler. Para elaboracao dessa figura,

considerou-se, adicionalmente, B; com um valor fixo igual a 5.5, e variou-se o segundo

parametro adimensional 3,. Pode-se concluir dessa figura que:

tanto a deflexdo lateral como a rotacdo variam de forma ndo linear com o, ou seja,
com a variacao do segundo pardmetro de rigidez elastico kg (ou f3,) da base;

tanto a deflexdo lateral como a rotagdo apresentam variagdo mais acentuada para
valores de o entre 1 e 50;

mais uma vez, verifica-se a importancia de se determinar um valor coerente para o
segundo parametro da base elastica; nas analises anteriores tem-se que o = 6.2;
para valores de o acima de 100, embora ndo apresentados, a influéncia de 3, é

pequena para as variaveis estudadas (deflexao e rotacdo) — no maximo 10%.

0.9
087 OO =~
0.7 — ;-
7
] ‘4
506 — 4
E _ v
> Y 7 . .
. i VIV . Propriedades da viga:
o4 - ,’ méx L=5m, E=10500kN/m? 1=1/30m*
© N Carregamento em x/L=0.5:
D 03 - ML/EI = 7.14E-04
02 | Parametro da fundacéo:
a B,=5.5
01 -, Dados extraidos em x/L = 0.5.
e s e s s B B B B

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

o =[,/B,

Figura 4.9 Variacao da deflex&o e da rotacdo da viga com o parametro de rigidez kg (ou ;) da base.
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4.3 Analises Nao Lineares

Como relatado no inicio deste capitulo, esta secdo se destina a analise de quatro problemas

estruturais com restricdes bilaterais de contato impostas por bases elasticas considerando os

efeitos da ndo linearidade geométrica. Assim, nas proximas subsecdes, atencdo serd dada aos

seguintes estudos:

Avaliacéo da carga critica de colunas com varias condigdes de bordo e um apoio
elastico discreto intermediario. A solugdo analitica para o caso particular da coluna
biapoiada é fornecida em Almroth e Brush (1975) e sera usada nesta dissertacéo
para validar as implementagdes realizadas (Subsegéo 4.3.1);

Estabilidade elastica de colunas biapoaiadas em contato bilateral com uma base
elastica do tipo Winkler. Mais uma vez, o livro do Brush e Almroth (1975) é usado
na validacdo dos resultados aqui obtidos. Outra boa referéncia usada para esse
problema particular é o livro de Smitses e Hodges (2006) (Subsecéo 4.3.2);
Anélise do comportamento de uma viga considerando grandes deslocamentos em
contato com uma base do tipo Pasternak (ou Filonenko-Borodich). Trata-se de um
problema ndo linear inicialmente resolvido por Horibe e Asano (2001) (Subsecao
4.3.3);

E, finalmente, o estudo da estabilidade elastica de colunas com restricbes impostas
por bases elasticas do tipo Pasternak; um estudo paramétrico é conduzido e os
resultados obtidos através do CS-ASA/BC sdo comparados com aqueles analiticos
e numéricos apresentados na literatura (Naidu e Rao, 1995; Kien, 2004; Shen,
2011; Subsecéo 4.3.4).

A metodologia de solucdo ndo linear apresentada no final do Capitulo 2, que ja se

encontrava no CS-ASA (Silva, 2009), foi usada na solucdo desses problemas. Em geral,

procurou-se adotar:

O metodo de Newton-Raphson modificado (isto €, a matriz de rigidez tangente é
mantida constante durante o processo iterativo);

Estratégias de incremento de carga e de iteracdo: deslocamento generalizado;
Numero maximo de iteracGes: 10;

Tolerancia para convergéncia do processo iterativo: 10™;

Critério de convergéncia: baseado em deslocamentos; e

Incremento inicial de do parametro de carga: pequeno.
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4.3.1 Colunas com Apoio Eléastico Discreto Intermediario

As colunas abordadas nesta secdo sdo apresentadas na Figura 4.10. A solucdo analitica do
primeiro problema, ou seja, 0 caso da coluna biapoiada com apoio elastico intermediario a
uma distancia “c” do apoio superior foi apresentada por Brush e Almroth (1975).
Considerando a coluna numa posicdo ligeiramente deformada, esses autores definiram a
equacao de equilibrio critico dessa barra, cuja solucdo para diversos valores de ¢ (ou cp) e Ky
(ou B) é apresentada na Figura 4.11.

Antes de analisar os resultados numéricos aqui obtidos, entretanto, vale ressaltar um
estudo sobre a influéncia do contraventamento lateral no comportamento de colunas, com
varias condicGes de bordo, apresentado por Galvao et al. (2002). Esses pesquisadores
avaliaram, em particular, a influéncia da posicdo desses contraventamentos — considerado
um apoio rigido do primeiro género —, na carga critica das colunas. Recentemente, Tzaros e
Mistakidis (2011) propuseram um método para calcular cargas criticas e os modos de
flambagem em colunas também contraventadas, mas considerando restricdes unilaterais de

contato impostas ao problema.

38
C C C C
X X X X
El
B
a) b) c) d)

Figura 4.10 Colunas com diferentes condi¢Ges de bordo e apoio elastico discreto intermediario.
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Para investigar entdo a influéncia da posicdo e do valor da rigidez do apoio eléstico
discreto intermediario na carga critica da coluna, analisou-se o problema em funcéo de dois
parametros adimensionais: o primeiro é p = K,L3/El, em que L é o comprimento da coluna,
El é a rigidez a flexdo da barra e Ky a rigidez linear da mola na dire¢do horizontal X; e o

segundo é ¢, = c/L, com c representando a distancia da mola a extremidade superior da
coluna. Os resultados obtidos nesta dissertacdo sdo apresentados nas Figuras 4.11-4.14, nas

quais no eixo da ordenada esta a razdo entre a carga critica da coluna obtida (P¢) com o apoio
elastico discreto intermediério, e a carga critica de Euler (Pe = m’EI/L?; coluna biapoiada).

Dessas figuras, pode-se fazer os seguintes comentarios:

I. daFigura 4.11, cabe enfatizar, inicialmente, a boa concordéncia entre os resultados
numéricos via MEF obtidos aqui e aqueles de Brush e Almroth (1975). Como pode

ser visto nessa figura, para ¢, = 0.5 e valores de p acima de 150, a mola se
apresenta-se como um apoio rigido, com o valor da carga critica P¢r = 4Pg, que é a

carga critica da coluna biapoiada de comprimento L/2. Para valores de cy, diferente

de 0.5, nota-se que séo necessarios valores da rigidez mais elevados que 150 para

gue a mesma se comporte como rigida. Para uma mola de rigidez elevada
localizada bem préxima de um dos apoios, chega-se no valor da carga P¢ = 2.05

Pe, que é igual a carga de flambagem de uma coluna engastada-apoiada;

ii. para o caso da coluna engastada-livre, como ilustrado na Figura 4.12, nota-se,
primeiramente, que para valores de 3 acima de 100, a restri¢do elastica discreta ja
se comporta como se fosse um apoio rigido, independente do valor de c,. Como

esperado, para valores elevados de B, e mola préxima do bordo livre (cp = 0),

chega-se numa a carga critica da coluna de aproximadamente Pq = 2.05 Pg, que € a

carga critica de uma coluna engastada-apoiada;
iii.  na Figura 4.13 sdo apresentados os resultados para a coluna engastada-apoiada

com apoio elastico intermediario. Como também esperado, para valores reduzidos

de B, obtém-se P = 2.05 Pe. A segunda carga de flambagem associada a coluna
com essas condi¢bes de bordo é Py = 6.04 Pg, e seu modo de flambagem é
composto por duas semi-ondas cujo deslocamento nulo é localizado em ¢ = 0.36.

Analisando-se o gréfico, percebe-se que a partir de B = 220, o apoio elastico

discreto comporta-se como rigido exatamente em ¢, = 0.36; entretanto, valores de
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B mais elevados sdo necessarios para que o apoio discreto se comporte como rigido
para outros valores de cp;

iv.  finalmente, na Figura 4.17 est&o as respostas para o caso da coluna biengastada (o
deslocamento axial é livre na extremidade superior da coluna) e um apoio elastico
discreto intermediario. Para essa configuragdo, grande energia elastica é necessaria
para que o apoio discreto se comporte como rigido. Note que para valores de 3

acima de 10° e ¢, = 0.5, restricao bilateral no meio do véo, a carga critica atingida
é igual a segunda carga de flambagem da coluna biengastada, isto é, P = 16 Pe.

Para outras situacdes de cy,, € necessario valores mais elevados de B para que 0

apoio se torne rigido.

Esses resultados demonstram, de um modo geral, que quanto maior a carga de
flambagem de uma coluna, maior serd o valor necessario de B para que 0 apoio elastico

discreto intermediario seja considerado rigido.

5 |
4 L /‘ — CS-ASA/BC
e Brush e Almroth (1975)
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Figura 4.11 Cargas criticas de colunas biapoiadas com apoio elastico discreto intermediario.
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Figura 4.14 Cargas criticas de colunas biengastadas com apoio elastico discreto intermediério.

Brush e Almroth (1975) e Smitses e Hodges (2006) demonstraram que, assim como no

seguinte expressao:

&an_*_ﬂ
Pe n

72

em contato bilateral com bases do tipo Winkler ao longo de todo seu comprimento.

4.3.2 Colunas Biapoiadas em Contato Bilateral com Bases do Tipo Winkler

A atencdo € voltada agora para o estudo do problema cléssico estrutural-geotécnico

apresentado na Figura 4.15; ou seja, para o estudo a estabilidade elastica de colunas esbeltas

estudo da instabilidade elastica de placas e cascas, 0 modo de flambagem tem papel de
destagque na estabilidade desse tipo de problema. Isso significa que o nimero de semi-ondas
do modo de deformacéo a ser considerado na solucdo analitica tem grande influéncia sobre o
valor da carga critica da coluna. Desses trabalhos, foi concluido que a carga critica de uma

coluna em contato com uma base elastica do tipo Winkler poderia ser calculada através da

(4.1)
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Figura 4.15 Coluna biapoiada em contato bilateral com base elastica do tipo Winkler.

em que n é o nimero de semi-ondas a ser considerado na anélise; p = kL*(x*El) é o
parametro de rigidez adimensional da base; e Pg é a carga critica de Euler (z?El/L?).

Para a solucdo numérica via MEF desse problema, considera-se, inicialmente, uma
analise de convergéncia no sentido de se verificar a influéncia da malha na precisdo dos
resultados ao se adotar o modelo continuo (no caso Winkler) e o modelo discreto (molas
elasticas) na representacao da fundacdo. Adotou-se entdo para o sistema estrutural ilustrado na
Figura 4.15: L = 5, EI = 100 e k = 10 (em unidades compativeis). A partir desses valores e
considerando n = 1 (uma semi-onda) na Equacéo (4.1), chega-se no valor de P, = 64.8.

Os resultados obtidos nesta dissertacdo para malhas com 4, 6, 8, 10 e 20 EFs, e os dois
modelos de bases considerados, sdo apresentados na Tabela 4.6, onde se comparam os valores
da carga critica obtidas numericamente com o analitico P, = 64.8. Deve-se mencionar que
considerou-se na modelagem da coluna uma imperfeicdo geométrica inicial senoidal, com
uma semi-onda de amplitude (1.0E-4). Observe, através dessa tabela, a boa convergéncia para
ambos 0s modelos a partir de uma malha com 6 EFs. Para as analises apresentadas a seguir
nesta secdo, portanto, serdo considerados 10 EFs. Na Figura 4.16 estdo as trajetdrias de
equilibrio da coluna com restri¢Ges bilaterais de contato para os dois 0s modelos de base e as

malhas desse estudo.
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Tabela 4.6 Resultado do estudo de convergéncia.

N° EFs Apoio Discreto Erro (%) Winkler Erro (%)
4 41.96 35.26% 64.67 0.21%
6 65.48 1.04% 69.03 6.51%
8 64.57 0.37% 64.55 0.40%
10 64.56 0.38% 64.68 0.20%
20 64.63 0.28% 64.69 0.18%

70 S
‘ ) ) Pcr:64.§(solugao analltlca)_ ]
60
50
I N P P
, ) V,ﬁ
P : L=5 |
30 — Er=100 | |
k=10 WW\f
20 ik
A
10 - — Winkler: 4 EFs WN
-- Mod Discreto: 4EFs| |
0 \ \ \ \ \ \
0 0.01 0.02 0.03

U (L2)

Figura 4.16 Trajetdrias de equilibrio da coluna biapoiada com restricdes bilaterais de contato.

Considerando o mesmo problema ilustrado na Figura 4.15, mas assumindo para o
comprimento da coluna L = 10 e sua rigidez a flexdo EI = 100 (unidades compativeis),
pretende-se estudar agora o efeito da rigidez da base elastica k, ou do seu parametro

adimensional p = kL*/n*El, no modo critico de instabilidade. S&o adotados assim os seguintes

valores para 3: 16 e 48. A Tabela 4.7 e a Figura 4.17 apresentam os resultados desse estudo.
Na Tabela 4.7 é feita uma analise comparativa entre os valores numéricos e analiticos, em que
fica evidenciada a influéncia da rigidez da base elastica no modo critico de instabilidade. Veja
que, com a variacdo da rigidez da base, alterou-se também o modo critico de instabilidade da
coluna; isto &, para B = 16, 0 modo critico se dd comn =2 e P, = 78.51; e para p = 48, 0

modo critico acontece para n = 3 e P, = 141.41. Através desses resultados, percebe-se a
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importéancia da consideragéo e da forma das imperfei¢Ges iniciais em colunas em contato com

bases eléasticas. Na Figura 4.17 sdo apresentados os caminhos de equilibrio ndo lineares do

sistema estrutural em estudo quando se considera 3 = 16 e B = 48.4, e 0s primeiros modos

senoidais.

Tabela 4.7 Resultados do estudo da influéncia da rigidez da base no modo critico

N“megf] J’aessem" B=16 | Erro(%) | p=48 |Erro(%)
1 167.11 0.49% 480.47 1.15%
2 78.51 0.61% 157.68 | 0.54%
3 107.03 0.60% 141.41 0.23%
4 167.39 0.24% 188 0.17%
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Figura 4.17 Trajetorias de equilibrio do sistema estrutural para B = 16 e 3 = 48, e diferentes valores de

n.
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Por fim, vale comentar que Smitses e Hodges (2006) ainda fornecem, para esse
mesmo problema de contato bilateral, uma aproximagdo para a carga critica da coluna que

depende apenas do parametro de rigidez adimensional 3, ou seja:

Per=2Pe B (4.2)

Como ilustrado na Figura 4.18, note que a expressao anterior se torna mais precisa a
medida que B cresce. Nessa mesma figura sdo plotados os valores de P,/Pg, em funcdo do
parametro 3 da base e paran =1, 2 e 3, calculados através da Equacdo (4.1) e usando o CS-

ASA/BC. Veja que os resultados analiticos e numéricos séo coincidentes.

18
. PZ _B_ .
P 2 =4+ -
16 — P—l:1+B// Pe 0 a X
P \ -
14 — N 2
12 —
10 —
Per/Pe -
8i
6 — CS-ASA/BC
4 ® n=1
X n=2
27 A n=3
0 T \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52

B = kLYTTEI

Figura 4.18 Cargas criticas para coluna biapoiada obtidas de forma analitica (Equacéo (4.1)) e
numericamente (CS-ASA/BC).
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4.3.3 Vigas com Grandes Deflexdes Laterais em Contato com Fundacéo do Tipo

Pasternak

Esta subsecdo traz analises ndo lineares de vigas em contato com fundagdes elésticas do tipo
Pasternak. Os dois sistemas de suporte estudados aqui sdo ilustrados na Figura 4.19 e foram
extraidos do artigo Horibe e Asano (2001), que desenvolveram uma estratégia numérica
baseada no MEC para calcular grandes deflexdes laterais de vigas em uma fundacgéo definida
com dois parametros. Veja que o primeiro problema (Figura 4.19a) envolve uma biapoiada
submetida a um carregamento transversal distribuido com restri¢fes bilaterais de contato; e o
segundo (Figura 4.19a) é basicamente a mesma barra, mas com extremidades engastadas e
com uma carga concentrada aplicada no meio do véo. Esses dois problemas néo lineares
foram recentemente resolvidos por Shen (2011) usando a “técnica de perturbagao”.

Os resultados numericos via MEF obtidos nesta dissertacdo, para os dois problemas
em questdo, sdo apresentados nas Figuras 4.20 e 4.21. Foram adotados para ambos 0s
sistemas estruturais: 10 EFs; L =10; EI = 100; e os parametros adimensionais da base
B1=KL*(EI) e B, = ksL¥(EI). Com o intuito de analisar o efeito desse segundo parametro f,
os dois problemas de contato foram também modelados considerando para a base elastica
apenas as hipoteses de Winkler, isto é, fazendo-se kg = 0 (B, = 0).

Para o primeiro sistema estrutural, por exemplo, foram considerados os seguintes
conjuntos de parametros adimensionais da base (1 = 100; B2 = 50) e (B1 = 100; B, = 0), de
forma que a Figura 4.20 foi construida incrementando-se a carga distribuida qo (ou,
Q = qoL*/El) e acompanhando a deflexdo lateral méxima da viga Vimax (0U, VinadL) N0 meio
do vdo (X = L/2). Como esperado, e ja observado em exemplos anteriores, o0 modelo de
Pasternak contribui com uma rigidez adicional ao sistema, uma vez que para um mesmo valor
de qo a deflexd@o lateral € menor ao se considerar esse tipo de base. Observe também que 0s
resultados obtidos atraves da formulagdo numérica proposta sdo bem préximos daqueles da

literatura.
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b) Viga com extremidades engastadas

Figura 4.19 Vigas com diferentes condi¢fes de contorno e carregamento em contato bilateral com

uma base eléstica do tipo Pasternak.

200

| |— CS-ASA/BC
® Horibe e Asano (2001)

150 —

) Pasternak (K=100, K;=50)
q0L3/EI 100 —

50 —

| Winkler: (K=100,K,=0)
0 & | I L m—

-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 4.20 Caminhos de equilibrio da viga biapoiada sob carga uniformemente distribuida em

contato bilateral com bases elasticas dos tipos Winkler e Pasternak.
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Figura 4.21 Caminhos de equilibrio da viga biengastada sob carga concentrada em contato bilateral

com bases elasticas dos tipos Winkler e Pasternak.

Os resultados obtidos na solucdo do segundo problema sdo apresentados na Figura
4.21. Observe que as quatro trajetorias ndo lineares sdo construidas controlando-se a carga
concentrada Py (ou, PoL%/El) e a deflexdo lateral maxima da viga Vmax (0U, Vima/L) N0 meio
do véo (x = L/2), para quatro combinagdes dos parametros adimensionais da base, ou seja:
(B1=100; B2 = 60); (B1 = 100; B2 = 40); (B1 = 100; B2 = 20); e (B1 = 100; B2 = 0). Como no
exemplo anterior, essa Ultima combinagdo corresponde a adocdo do modelo de Winkler para
representar a base. Mais uma vez, as trajetorias apresentadas confirmam o efeito ndo linear
significativo na deflexdo lateral de vigas ao se considerar para a base elastica 0 modelo de

Pasternak.

4.3.4 Estabilidade de Colunas em Contato Bilateral com Bases do Tipo Pasternak

Esta ultima subsecdo se destina a andlise da estabilidade dos sistemas estruturais ilustrados na
Figura 4.22. SolucGes numéricas via MEF para essas colunas com restricdes de contato do
tipo Pasternak foram inicialmente apresentadas por Naidu e Rao (1995); posteriormente, Kien
(2004) e Shen (2011) apresentaram as cargas de flambagem para o caso particular da coluna
biapoiada com restricGes bilaterais impostas por fundagbes do tipo Winkler e Pasternak
(Figura 4.22b).
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Figura 4.22. Colunas com diferentes condices de apoios em contato bilateral com uma base elastica

do tipo Pasternak.

As referéncias citadas no paragrafo anterior sdo entdo usadas para validar as analises
de estabilidade realizadas através do CS-ASA/BC, em que foram consideradas para todas as
colunas: 20 EFs; L = 31.4; EIl = 10; e os parametros de rigidez adimensionais da base elastica
B1 = KLY(El) e B, = ksL?/(n°El). Os resultados dessas analises sdo apresentados nas Tabelas
4.8-4.10 e Figuras 4.23-4.25. Observe que essas tabelas e figuras sdo organizadas para cinco
combinagdes dos parametros adimensionais da base, ou seja: (1 = 0; B2 =0); (B1 = 1; B2 = 0);
(B1 = 100; B = 0); (B1 = 100; B, = 0.5); e (B1 = 100; B2 = 2.5).

As Tabelas 4.8-4.10 fornecem as cargas criticas dessas colunas, obtidas através do CS-
ASA/BC, para as cinco combinagdes de 1 e B2 descritas; ja nas Figuras 4.23-4.25 estdo as

trajetérias de equilibrio para essas mesmas trés colunas. Veja que essas figuras foram
construidas incrementando-se a carga de compressdo P (ou, PL¥EIl) aplicada em uma das
extremidades da barra, e vericando-se 0 que acontece com o deslocamento transversal V max

(ou, Vmax/L) em algum ponto da barra (esse ponto é indicado nas figuras).
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Dos resultados apresentados nessas tabelas e figuras, é possivel fazer os seguintes

comentarios:

Inicialmente, verifica-se a boa concordancia dos resultados obtidos nesta
dissertagdo com aqueles da literatura;

Para a primeira combinacao de B1 e B2: (0; 0), que representa o problema cléssico
de estabilidade de colunas sem restricdes de contato, observe que os valores
obtidos para a carga critica Q¢ (Po:L%/El) através do CS-ASA/BC, bem como os da
literatura, estdo bem préximos dos da solugdo analitica para as trés colunas, ou
seja: 2.4674; 9.8696; e 39.4784;

Na segunda e a terceira combinacdes de B1 e B2 ((1; 0); (100; 0)) consideram-se
apenas as hipoteses de Winkler. Assim, para a coluna biapoiada imperfeita na
forma senoidal e uma semi-onda (n=1), chegam-se, através da Equacao (4.1), nos
sequintes valores de Q¢ (PoLY/El): 9.9681; e 20.0051. Verifique que os valores
encontrados nesta dissertacdo para Q. (segunda e terceira linha da Tabela 4.9)
apresentam boa concordancia com esses analiticos, bem como com 0s respectivos
valores da literatura;

Com a consideracdo da base como sendo representada pelo modelo de Pasternak e
combinacdo PB1 e PB2: (100; 2.5), chegam-se nos seguintes valores da relagédo
Q. (Pasternak)/Qc(sem contato) para as trés colunas consideradas: 14.8; 4.5; 1.8.
Em outras palavras, a coluna engastada-livre foi mais sensivel ao acréscimo de

rigidez proporcionado pela base elastica.
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Tabela 4.8 Coluna engastada-livre: carga critica Q, (PL*/El) para diferentes combinacdes de f; e f,.

(B1: B2) Naidu e Rao (1995) CS-ASA/BC

(0;0) 2.4674 2.4629

(1; 0) 2.6499 2.6450
(100; 0) 11.996 11.972
(100; 0.5) 16.931 16.891
(100; 2.5) 36.670 36.569

Tabela 4.9 Coluna biapoiada: carga critica Q (P,L?/El) para diferentes combinacdes de B; e B-.

(B1;B2) Kien (2004) Naidu e Rao (1995)  Shen (2011) CS-ASA/BC

0; 0) 9.9023 9.8696 9.8696 9.8556

1;0) 10.0034 9.9709 9.9709 9.9566
(100; 0) 20.0095 20.002 20.0017 19.950
(100; 0.5) 24,9331 24.937 24.9365 24.8787
(100; 2.5) 44,4883 44,676 44,6757 44,5922

Tabela 4.10 Coluna biengastada: carga critica Qq (PoL*/El) para diferentes combinacdes de B; e ..

(B1:B2) Naidu e Rao (1995) CS-ASA/BC

(; 0) 39.479 39.374

(1; 0) 39.555 39.449
(100; 0) 47.007 46.887
(100; 0.5) 51.492 51.804
(100; 2.5) 71.681 71.471
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Figura 4.23 Coluna engastada-livre: trajetérias de equilibrio para diferentes combinacdes de B1 € .

50 P
(100; 2.5) Q¢ = 44.676
@, L . . ]
40  CS-ASA/BC
. e Naidu e Rao (1995)
30
(100, 0.5) Q¢ = 24.937
ch ® * ®
(100,0) Q¢ =20.002
20 31.4
10 G" 0) ‘ch 239'9703 ®
(0,0) Qcr=9.869
O [ ‘ [ ‘ [
0 0.005 0.01 0.015 <

UL (Y = L/2)

Figura 4.24 Coluna biapoiada: trajetorias de equilibrio para diferentes combinagdes de 1 € Bo.
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Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes

5.1 Conclusoes

Este trabalho avaliou o equilibrio e a estabilidade de vigas e colunas em contato bilateral com
fundacOes elasticas. Para isso foi utilizado o sistema computacional CS-ASA (Silva, 2009)
para implementar um modulo de contato bilateral (CS-ASA/BC), que permite estudar o
problema em questdo . Essas implementaces computacionais estdo relacionadas diretamente
com a inclusdo dos modelos de bases elasticas (ou fundagdes) no sistema CS-ASA (Silva,
2009), sendo eles: 0 modelo discreto, o continuo de um parametro (Winkler) e continuo de
dois parametros (Pasternak e Filonenko-Borodich), que foram descritos no final do Capitulo
3. A metodologia de solu¢do fundamentou-se no emprego do método dos elementos finitos
(MEF) e no método de Newton-Raphson.

Os exemplos apresentados no capitulo anterior validam as implementacGes
computacionais feitas no CS-ASA através da inclusdo do médulo CS-ASA/BC. Os resultados
apresentados ja permitiram estabelecer algumas conclusdes que serdo resumidas a seguir.

As andlises lineares tiveram como objetivo: averiguar a influéncia da discretizacdo e
dos modelos e seus respectivos parametros na analise; a possibilidade de substituir o modelo
continuo de Winkler pelo modelo discreto formado por molas elasticas e a possibilidade de
combinar modelos discretos e continuos simultaneamente para discretizar um problema. Em

relacdo a essas analises, concluiu-se que:

i. 0 modelo de molas discretas pode ser usado para representar o comportamento da

base. Porém, para um determinado valor da razdo entre a rigidez da base elastica e da



estrutura, observa-se que o modelo continuo € mais preciso. 1sso acontece de uma
forma mais explicita a medida que se aumenta a essa raz&o;

ao se adotar um modelo misto (discreto-continuo), observou-se a vantagem do
modelo de molas discretas, que possibilita representar outros fendmenos fisicos nao
considerados nas formulacdes de Winkler e Pasternak, tais como o atrito solo-
estrutura;

em problemas onde o solo foi representado pelo modelo de Pasternak, estudos
paramétricos permitiram visualizar a relagdo ndo linear existente entre a resposta da
estrutura e do segundo pardmetro de rigidez da base elastica, verificando-se a

importancia de se determinar um valor coerente para o segundo parametro.

Alem os objetivos descritos para a analise linear, a analise ndo linear teve como

objetivos: avaliar a carga critica de colunas com um apoio elastico discreto intermediario para

diversas condicdes de contorno; a grande influéncia da representacdo da imperfeicdo (modos

de instabilidade) na avaliagcdo da carga critica de colunas em contato com uma base do tipo

Winkler e a avaliagdo do ganho de rigidez do sistema ao se considerar o segundo parametro

da base elastica, isto é, ao se adotar o0 modelo de Pasternak na representacdo do solo. Em

relacdo as solugbes ndo lineares, concluiu-se que:

guanto maior a carga critica de flambagem de uma coluna, na qual o deslocamento
lateral € restringido por uma unica mola elastica, maior é o valor da rigidez para que
a mola aja como um apoio rigido e, consequentemente, nas condi¢cdes geomeétricas
especificas para cada caso, altere 0 modo de flambagem da mesma;

ao se analisar a instabilidade de colunas em contato bilateral com bases elésticas, as
imperfeicdes inicias juntamente com a formulacdo utilizada para representar a
fundacdo tem grande importancia na determinacdo da carga critica;

a formulacdo apresentada no trabalho encontrou o patamar da carga critica das
colunas esbeltas ao tracar a trajetoria de equilibrio, porém ndo foi capaz de tracar a
curva pos-critica, pois apresentou uma instabilidade numérica;

ao se adotar o modelo de Pasternak para representar a fundacdo elastica, quanto
maior for a carga critica de flambagem de uma coluna, menor é a influéncia do

segundo parametro da base elastica.
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5.2 Sugestdes para Futuras Pesquisas

Para desenvolvimento de futuras pesquisas, recomenda-se:

i. tracar curvas pos criticas em analises ndo lineares;
ii.  implementar modelos ndo lineares de fundagéo;
iii.  considerar o contato entre estrutura e base como unilateral;
iv. estudar a resposta dinamica linear e ndo linear de estruturas em contato (bilateral e

unilateral) com bases elasticas.
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Anexo A

Entrada de Dados

A.1l Introducéo

Neste anexo sdo apresentadas as informacgdes necessarias para modelar a base elastica e
definir assim as regides de contato. Como destacado no Capitulo 3, essa modelagem pode ser
estabelecida atraves de um modelo matematico discreto ou continuo com um ou dois
parametros. A combinacdo desses modelos também pode ser adotada. Essas informacfes sao
fornecidas no arquivo de dados 1, FILEIN1.D, usado pelo programa CS-ASA. Destaca-se que
uma descricdo completa dos arquivos de dados e todo o processo de geracdo do modelo

estrutural podem ser encontrados em Prado (2012).

A.2 Modificacdo no Arquivo de Dados

Para ilustrar como deve ser feita a entrada de dados referente as propriedades das bases
elasticas caso o problema de contato seja a opcao do analista, considere 0 membro estrutural
ilustrado na Figura A.1. Na discretizacdo da barra, oito elementos finitos foram adotados. O
modelo discreto e 0os modelos continuos serdo usados na representacdo do contato entre a
barra e 0 meio elastico.

Quatro diferentes regibes de contato podem ser identificadas na Figura A.l. A
primeira regido, representada por molas discretas com rigidezes translacionais de intensidades
10.2 kN/m e 33.5 kN/m, simula apenas o contato do ponto nodal 1 com o meio exterior. A
representacdo da base elastica através de molas discretas ou apoios elasticos pode ser

observada também nos contatos com os pontos nodais 2 e 8. Nessas duas situa¢fes, 0 meio



oferece reacdo apenas ao deslocamento vertical desses nds, e a rigidez do apoio elastico é
33.5 KN/m. As demais regides de contato, 3 e 4, sdo representadas pelos modelos continuos.
Nesse caso, 0s elementos finitos estdo contato com a base elastica. Os elementos 3 e 4
apoiam-se em um meio que sera representado matematicamente pelo modelo de Pasternak e,
0 elemento 6 estd em contato com uma base tipo Winkler. No modelo de Pasternark, dois
parametros de rigidez, elastico e cisalhante, sdo necessarios para descrever 0 comportamento

da base elastica. Ja para 0 modelo de Winkler, apenas um parametro é requerido.

10.2 KN/m

33.5 kKN/m

Figura A.1 Membro estrutural em contato com diferentes tipos de bases elésticas

As informacdes sobre a consideracdo de bases elasticas na modelagem sdo repassadas
ao programa de analise através do arquivo de dados 1. Esse arquivo esta organizado na forma
de blocos de informacGes com caracteristicas semelhantes, que sdo precedidos por um
determinado macro-comando. No caso das bases elasticas, as informacdes estdo relacionadas
com os parametros de rigidez e dos elementos ou nos que definem as regides de contato. O
namero e o tipo de regides de contato devem, entretanto, ser fornecidos primeiramente. A
quinta linha destacada em parte do arquivo ilustrado na Figura A.2 é usada com esse objetivo.
Observe que dois numeros devem ser informados. O primeiro deles refere-se ao nimero de
regides cuja base elastica € modelada com molas discretas. O outro valor define a quantidade
de regides nas quais 0s modelos continuos sdo usados. De acordo com o problema descrito no
inicio desta secdo, tém-se duas diferentes regides de contato cujo comportamento € descrito
usando o modelo discreto, e outras duas regides distintas que usam os modelos continuos.
Destaca-se que, embora existam trés regifes de contato cujo comportamento é descrito por
molas discretas, duas delas possuem as mesmas caracteristicas, ou seja, as mesmas rigidezes a
translacdo e a rotacdo. Nesse caso, é possivel considerar apenas duas regides de contato (ver
primeiro nimero da quinta linha na Figura A.2). Caso ndo se tenha interesse em realizar uma

analise de contato, esses dois valores deverdo ser iguais a zero.
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Havendo regides de contato, apds definir a malha de elementos finitos, o
macro-comando CONT ¢ usado para indicar o inicio de leitura de um conjunto de dados com
as propriedades das regides de contato. Esse bloco de informacGes pode ser observado na
outra area destacada na Figura A.2. Inicialmente devem ser fornecidas as propriedades das
bases modeladas através de molas discretas, caso haja essa situacdo. Observe que apds 0
macro-comando CONT, o numero 1 refere-se ao modelo discreto ou apoio elastico usado na
modelagem da base. Nesse caso, trés valores correspondentes aos parametros de rigidez
elastica translacional, K; e K, e rotacional, Kz, devem ser fornecidos para cada uma das
diferentes regides. Na regido de contato 1, esses parametros tém valores 10.2 N/m para a
rigidez na direcdo horizontal, e 33.5 N/m para a rigidez na direcdo vertical. A rigidez a
rotacdo nesse caso € nula. Através da Figura A.1 é possivel ver que apenas uma regido de
contato apresenta essas mesmas propriedades de rigidez. Apos informar os trés parametros de
rigidez, na linha seguinte, o valor um (1) indica o nimero de grupos de pontos nodais com
esse tipo de apoio. Na sequéncia, indicam-se o0s nés inicial e final de cada grupo. Como existe
um dnico ponto nodal nessa primeira regido, os dois valores coincidem e séo iguais ao ponto
nodal que contém os apoios elasticos descritos. Nas regides de contato 2 (Figura A.1), apoios
elasticos também sdo usados. Nesse caso, as mesmas informag6es usadas para na descricdo da
regido 1 devem ser fornecidas. Cabe destacar que, agora, o0 ndmero de nds com as
caracteristicas informadas € dois, ou seja, pontos nodais 2 e 8. Apenas a rigidez na direcao
vertical é diferente de zero e tem valor 33.5 N/m. Como néo ha sequéncia de numeracao nesse
caso, dois grupos de nds sdo fornecidos, como mostra a Figura A.2.

Efetuada a entrada de dados das duas regifes de contato cujas bases sdo descritas pelo
modelo discreto, deve-se informar as caracteristicas das duas regides nas quais 0s modelos
continuos sdo usados. O processo de entrada de dados € basicamente 0 mesmo descrito
anteriormente para molas discretas. O numero de parametros de rigidez agora é dois, e 0s
elementos que definem a regido de contato devem ser informados. A regido 3 é modelada
segundo Pasternak com rigidez elastica e cisalhante iguais a 100 kN/m? e 50 kN,
respectivamente. Em contato com esse tipo de base estdo os elementos 3 e 4. Como existe
sequéncia na numeracao, um grupo é usado para definir esse conjunto de elementos. Definido
0 grupo, na linha seguinte os elementos que o pertencem sdo fornecidos. Finalizando a
entrada de dados referente ao comportamento das bases elasticas, as caracteristicas da regiao
4, na qual adota-se o modelo de Winkler, sdo fornecidas. Embora um Unico parametro de
rigidez seja usado, dois devem ser fornecidos. O primeiro deles de intensidade 65 kN/m?,

refere-se a rigidez elastica, e o segundo parametro deve ser nulo. O elemento 6 estd em
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contato com essa regido. Sendo assim, um Unico grupo de elementos precisa ser definido, € 0s
elementos inicial e final desse grupo é 6. Mais uma vez, destaca-se que outras informacoes
referentes a montagem dos arquivos de dados usados pelo CS-ASA encontram-se em Prado
(2012).

Exemplo A.1 i Eitle

estatica ...tipo analise (estatica ou dinamica)
POR ...estrutura(POR, TRE)

1 B o Vi o TN tino _de solucan (linear ou _nio linear)
252 ...n° de regides (discreto, continuo)
0 ... 17gacao semirrigida
872231113 ...npoin,nelem,nnode,ndime,ndofn,nmats,npmat,nsecs,npsec
coor . « . MACRO-COMANDO

ppor . . .MACRO-COMANDO

8

13 0:0:0:; ...No,ng, X,y

815,00, ...N0.NQ.X.V

CONT . « . MACRO-COMANDO

1 ...formulacao (1=disc.,2=continuo)
10.2 33.5 O. ...k1,k2,k3

2l ...Ngnos

11 ...noini, nofinal

0..233°5: 0. ...k1,k2,k3

2 ... Ngnos

2 2 ...noini, nofinal

8 8

2 ...formulacao (1=disc.,2=continuo)
100.0 50. war KK

1 ...n?e1m

34 ...elmini, elmfinal

65.0 O. ...k1,k2

1 ...n?e1m

6 6 elmini, elmfinal

|

Figura A.2 Parte do arquivo de entrada mostrando a modelagem das bases elasticas
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