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O desenvolvimento e a aplicagdo de procedimentos numéricos para a solucdo do sistema
de equagdes representativo do problema estrutural estitico ndo linear t€ém merecido
atencao nos dltimos anos. Uma metodologia eficiente de solucdo deve ser capaz de tracar
toda a trajetéria de equilibrio do sistema estrutural em andlise, identificando e passando
pelos pontos singulares ou criticos que possam existir. Grande parte dos procedimentos
baseia-se no esquema iterativo de Newton-Raphson ao qual sdo acoplados métodos de
continuacdo. A ideia desses métodos € tratar o parametro de carga como uma varidvel, e
adicionar uma condi¢do de restricdo ao sistema de equacdes que descreve o equilibrio
estrutural para que tal pardmetro possa ser determinado. Neste trabalho, o método de
Newton-Raphson e a estratégia do residuo ortogonal proposta pelo pesquisador Krenk
(1995) sdo usados. Na estratégia do residuo ortogonal, o parametro de carga € ajustado de
forma que as forcas desequilibradas sejam ortogonais aos deslocamentos incrementais
correntes. Entretanto, dependendo do sistema estrutural a ser analisado, essa estratégia
apresenta inconsisténcias nas proximidades de pontos limites de carga ou deslocamento. O
objetivo deste trabalho é, entdo, apresentar uma alternativa eficiente para estabilizar a
estratégia do residuo ortogonal. Propde-se, que uma condi¢do de perpendicularidade,
referida como técnica do fluxo normal, seja satisfeita ao longo do processo iterativo de
solucdo, para que a dificuldade em ultrapassar todos os pontos limites que surgem ao longo
da trajetdria de equilibrio seja superada. A metodologia numérica adotada é descrita e, para
comprovar a sua eficiéncia, arcos com comportamento geometricamente ndo linear sio

analisados. Ao final da dissertacdo, algumas conclusdes e observagdes serdo estabelecidas.
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The development and application of numerical procedures for solving a nonlinear equation
system representing the static structural problem have deserved attention in recent years.
An efficient nonlinear solution strategy must be able to trace the entire structural
equilibrium path or load-displacement curve, identifying and passing through the singular
or critical points that may exist. A large part of the solution procedures are based on the
Newton-Raphson iterative scheme (full or modified) to which are coupled the path-
following methods. The idea of these methods is to treat the load parameter as an
additional variable, and add a constraint condition to the equation system that describes the
structural equilibrium so that this load parameter can be determined. This work uses the
Newton-Raphson iteration scheme and the orthogonal residual procedure proposed by
Krenk (1995). In the orthogonal residual strategy, the load parameter is adjusted using the
orthogonality condition between the unbalanced force vector and the current incremental
displacement vector. However, depending on the structural system analyzed, this strategy
presents numerical problems or inconsistencies in nearby load or displacement limit points
(snap buckling phenomena). Therefore, this dissertation aims to present an efficient
numerical procedure to stabilize the orthogonal residual strategy. It is proposed that a
perpendicularity condition, referred to as normal flow technique, be fulfilled through the
iterative solution process, so that the difficulty in overcoming all critical points along the
nonlinear equilibrium path be surpassed. The numerical methodology proposed is
described in detail and, to prove its efficiency, arches showing highly geometric nonlinear
behavior are studied. Some conclusions and comments are presented at the end of the

dissertation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais e Objetivos

Com a tendéncia cada vez mais crescente de verticalizacdo das grandes cidades, um dos
principais objetivos da engenharia estrutural tem sido tornar os sistemas estruturais mais
econdmicos e, consequentemente, competitivos. A economia envolve, principalmente, a
reducdo do peso da estrutura e do consumo de materiais utilizados. Tal objetivo vem sendo
conseguido devido a disponibilidade de materiais de alta resisténcia, como o ago, o que
possibilita a utilizacdo de elementos estruturais cada vez mais esbeltos.

Ressalta-se que a concepcao de estruturas esbeltas, leves e com grandes vaos livres
tem reforcado a importdncia de se considerar os efeitos nao lineares que afetam
significativamente o comportamento estrutural. Esses efeitos, que sdo associados a nao
linearidade fisica do material e a ndo linearidade geométrica, agem simultaneamente e
reduzem a capacidade resistente da estrutura. Cabe enfatizar que as exigéncias quanto a
seguranca e a durabilidade das estruturas devem ser sempre atendidas.

O primeiro efeito ndo linear citado no pardgrafo anterior é produzido pela
degradacdo da resisténcia do material. Quando o material é solicitado com estados de
tensdes que ultrapassam o limite de proporcionalidade do material, ocorre a degradaciao do
mesmo e, como consequéncia, ocorre a perda da sua capacidade resistente. J4 o efeito da
ndo linearidade geométrica, também chamado de efeito de segunda ordem, ocorre devido a
mudanga da configuracdo geométrica da estrutura a medida que o carregamento vai sendo
aplicado. Sendo assim, a andlise de sistemas estruturais na qual esses efeitos sdo
considerados exige o desenvolvimento de técnicas numéricas sofisticadas e um melhor

conhecimento do comportamento estrutural.



Tradicionalmente, a analise ndo linear da estabilidade de uma estrutura é feita
considerando os principios da Teoria Geral da Estabilidade Elastica (Thompson e Hunt,
1973), a qual € baseada na energia potencial total e suas varia¢cdes em torno de um ponto
de equilibrio. Essa andlise envolve invariavelmente a solu¢do de um sistema de equagdes
algébricas nio lineares. Métodos puramente incrementais e esquemas que combinam
procedimentos incrementais e iterativos sdo usados na obtencdo da solugdo. Os
procedimentos puramente incrementais, utilizados primeiramente por Turner et al. (1960) e
Argyris (1964), tém como vantagem a sua simplicidade e, como desvantagem, o fato dos
esforcos internos correspondentes a configuracdo deformada da estrutura ndo estarem em
equilibrio com as cargas externas ao final de cada passo incremental. Isso implica em erros
que vao se acumulando a medida que o nimero de passos de carga aumenta.

Por outro lado, com os esquemas que combinam procedimentos incrementais e
iterativos, os erros podem ser reduzidos a valores insignificantes, gracas as iteracdes
realizadas dentro de cada passo de carga. Dessa forma, o equilibrio entre os esforcos
internos atuantes e a carga externa aplicada na estrutura é praticamente alcangado. Grande
parte desses procedimentos baseia-se no método de Newton-Raphson (Bathe, 1996), no
qual a carga permanece constante durante o ciclo iterativo. Por esse motivo, em sua
formulacdo cléssica s6 € capaz de obter resultados convergentes até as proximidades do
primeiro ponto limite. Isso acontece devido ao mau condicionamento da matriz de rigidez
tangente que se torna singular nesses pontos. O método de Newton-Raphson modificado é,
também, bastante popular e vem sendo usado em muitas aplicagdes (Zienkiewicz e Taylor,
1991). Porém, assim como a técnica padrao, ele € incapaz de ultrapassar os pontos limites
que possam surgir ao longo da trajetéria de equilibrio. A diferenca béasica em relagdo as
duas variantes do método de Newton-Raphson é que, no modificado, a matriz de rigidez
ndo € continuamente atualizada ao longo do processo iterativo de solucao.

Para contornar os problemas de convergéncia proprios de uma andlise ndo linear,
técnicas numéricas sdo utilizadas. Tais técnicas sdo associadas as iteracdes do tipo Newton
e permitem obter a resposta da estrutura além dos pontos limites. As estratégias do controle
de deslocamento, desenvolvida por Batoz e Dhatt (1979), do controle de energia usada por
Bathe e Dvorkin (1983) e por Yang e Mcguire (1986), da norma minima dos
deslocamentos residuais apresentada por Chan (1988), do controle de deslocamento
generalizado introduzida por Yang e Shieh (1990) e do controle do comprimento de arco
(arc-length method), apresentada inicialmente por Wempner (1971) e Riks (1972) e, mais

tarde, modificada por Crisfield (1981) e Ramm (1981) sdo encontradas na literatura. Outra
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estratégia desenvolvida com esse mesmo objetivo € a estratégia do residuo ortogonal
apresentada por Krenk (1995) e Krenk e Hededal (1995). Nesses trabalhos, a eficiéncia da
técnica proposta foi verificada através da andlise nao linear de treli¢as. Pinheiro e Silveira
(2004) também comprovaram a eficiéncia da estratégia do residuo ortogonal na anélise da
estabilidade elastica de trelicas espaciais. No entanto, para alguns sistemas estruturais
reticulados planos, essa estratégia apresentou problemas de convergéncia proximos a
pontos limites, como observado em Rocha (2000) e Fuina (2004).

A diversificagdo e a complexidade do comportamento nao linear dos sistemas
estruturais esbeltos, juntamente com aspectos relacionados a instabilidade numérica
frequentes em uma analise ndo linear sdo fatores suficientes para que se tenha certa cautela
em afirmar que uma estratégia de solu¢do € mais eficiente que outra. Vdrios estudos
encontrados até aqui t€m demonstrado que ndo existe um método ideal e, além disso, ndo
se pode esperar de nenhuma estratégia a resolu¢do de diferentes problemas nao lineares
com a mesma eficiéncia computacional.

Este trabalho se insere no contexto das metodologias de solucdo de equacdes nao
lineares. O objetivo € implementar e testar na plataforma CS-ASA (Computational System
for Advanced Structural Analysis), que é um sistema computacional para andlise numérica
avancada estdtica e dinamica de estruturas metélicas baseado no Método dos Elementos
Finitos (Silva, 2009), a estratégia do residuo ortogonal proposta por Krenk (1995). Além
disso, propde-se que uma condi¢do de perpendicularidade — técnica do fluxo normal —
seja satisfeita ao longo do processo iterativo de solu¢do para superar as inconsisténcias
dessa estratégia nas proximidades dos pontos limites de carga ou deslocamento existentes.
Dessa forma, serd possivel conhecer o comportamento ndo linear de estruturas esbeltas
com o tragado completo da sua trajetéria de equilibrio. Vale destacar que uma alternativa
para contornar esse problema foi sugerida por Kouhia (2008). Esse autor propds uma nova
expressdo para a correcdo do parametro de carga que ndo satisfaz a condicdo de
ortogonalidade da estratégia nas vizinhancas de pontos limite de deslocamento.

Pesquisas envolvendo a técnica do fluxo normal podem ser encontradas na literatura.
Watson et al. (1987) e Watson et al. (1997) implementaram o algoritmo, referido como
fluxo normal as curvas de Davidenko (Georg, 1981), nos softwares HOMPACK e
HOMPACKO90, respectivamente. Ragon et al. (2002) apresentaram um estudo comparativo
entre as variantes do método do comprimento de arco linear (Wempner, 1971; Riks, 1979)
e cilindrico (Crisfield, 1981), e o algoritmo do fluxo normal (Watson et al., 1987; Watson

et al., 1997). Esses autores afirmam que o algoritmo do fluxo normal pode ser mais
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eficiente que o método do comprimento de arco em casos de trajetdrias de equilibrio
fortemente ndo lineares. Além disso, garantem que o método mantém grandes incrementos
mesmo quando a ndo linearidade da curva é acentuada, e que o uso da direcdo normal as
curvas de Davidenko fazem com que a convergéncia durante o processo iterativo seja mais
rapida. Além desses, Saffari et al. (2008) e Tabatabaei et al. (2009) também adotaram essa
técnica. Recentemente, Maximiano et al. (2011) apresentaram um estudo onde o objetivo
foi avaliar o desempenho das estratégias de iteragdo do comprimento de arco cilindrico,
norma minima dos deslocamentos residuais e do deslocamento generalizado associadas a
técnica do fluxo normal.

A validacdo e a verificagdo da eficiéncia da estratégia do residuo ortogonal associada
a técnica do fluxo normal sdo feitas através da andlise estdtica de segunda ordem de arcos
esbeltos com caminhos de equilibrio fortemente nao lineares. Além disso, a influéncia da
técnica do fluxo normal em outras estratégias de iteragdo do CS-ASA ¢, também,
apresentada.

Por fim, cabe esclarecer que o presente trabalho € parte integrante de um amplo
projeto de pesquisa denominado “Andlise ndo linear estdtica e dindmica de sistemas
estruturais metdlicos” (Silveira, 2010) e vai de encontro aos objetivos do Programa de
P6s-Graduacdo em Engenharia Civil (PROPEC/Deciv/EM/UFOP), estando relacionado

com as seguintes linhas de pesquisa:

® Mecanica Computacional: que objetiva a aplicacio de métodos numéricos na
determinacao de respostas de sistemas de engenharia;

e Comportamento e Dimensionamento de Estruturas Metdlicas: que visa estudar
isoladamente ou em conjunto o comportamento das diversas partes de uma estrutura

metalica.

Uma breve descricdo dos capitulos que compdem este trabalho € feita na préxima

secao.

1.2 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacdo € constituida por outros quatro capitulos e um apéndice, nos quais sao
apresentados os fundamentos tedricos necessdrios para um melhor entendimento e

desenvolvimento do trabalho em si, e os resultados obtidos com os exemplos para



validacdo e verificacdo da eficiéncia da estratégia do residuo ortogonal associada a técnica
do fluxo normal.

Inicialmente, no Capitulo 2, o efeito da ndo linearidade geométrica na anélise estética
de estruturas reticuladas planas € abordado. Além disso, a formula¢do do elemento finito
adotado na modelagem das estruturas, e as caracteristicas gerais do sistema computacional
CS-ASA sdo apresentadas.

Os detalhes da metodologia de solucdo de sistemas ndo lineares, usada aqui, sdo
fornecidos no Capitulo 3. Tal metodologia € caracterizada por um esquema de solucao
incremental-iterativo, onde, apds cada incremento inicial de carga, iteragdes subsequentes
do tipo Newton sdo realizadas para estabelecer uma nova configuracdo de equilibrio da
estrutura. O método de Newton-Raphson e a técnica do fluxo normal sdo mostrados. Ainda
no Capitulo 3, a estratégia de iteracdo baseada no residuo ortogonal e a estratégia de
incremento automético do parametro de carga sdo descritas.

No Capitulo 4, através da andlise da estabilidade estitica de cinco arcos esbeltos
cujas respostas sdo encontradas na literatura, verifica-se a eficiéncia computacional da
estratégia do residuo ortogonal associada a técnica do fluxo normal. A influéncia da
técnica do fluxo normal associada a outras estratégias de iteracdo disponiveis no programa
CS-ASA e a influéncia da atualizagdo da matriz de rigidez no processo iterativo da solucdo
nao linear s@o também estudadas nesse capitulo.

Finalizando o trabalho, no Capitulo 5, algumas consideracdes e conclusdes referentes
a pesquisa serdo estabelecidas. Com o objetivo de continuar o estudo realizado neste
trabalho, sdo fornecidas algumas sugestdes para o desenvolvimento de trabalhos futuros.

Para complementar o trabalho, no Apéndice A s@o descritas duas das estratégias de
iteracdo presentes no sistema computacional CS-ASA e que foram usadas no presente

trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos para Analise Estatica
Nao Linear Geométrica

2.1 Introducao

Em geral, os projetos estruturais eram desenvolvidos considerando o sistema perfeito e
realizando uma andlise linear. Nesse tipo de andlise, as equagdes de equilibrio sdo
formuladas considerando a posi¢do inicial indeformada da estrutura, e assume-se que as
deformacdes sdo pequenas, de tal modo que seus efeitos sobre o equilibrio e resposta do
sistema sao insignificantes.

No entanto, grande parte das estruturas apresenta comportamento nao linear antes de
atingirem seus limites de resisténcia. Nesse caso, a consideracdo da andlise linear nao é
mais adequada pelo fato de ser incapaz de retratar o comportamento real de estruturas sob
condi¢Oes ndo usuais de carregamento ou de carregamento limite. Através da andlise ndo
linear, procura-se uma modelagem mais realista considerando, apropriadamente, os efeitos
relacionados as nao linearidades que afetam significativamente o comportamento
estrutural. Como consequéncia, tem-se um aumento da complexidade do problema e do
custo computacional.

Este capitulo tem como objetivo apresentar os fundamentos necessdrios para a
andlise estdtica de modelos estruturais reticulados planos considerando o efeito da ndo
linearidade geométrica. Esse efeito é descrito na Secdo 2.2. O Método dos Elementos
Finitos é usado, e a formulacdo para o elemento finito de viga-coluna adotado na
modelagem do sistema estrutural é detalhada na Secdo 2.3. Na descri¢do da formulagdo

numérica utilizada, atencdo especial € dada a obtencdo do vetor de forcas internas e da



matriz de rigidez do elemento. Os efeitos da ndo linearidade geométrica onde sdo
considerados grandes deslocamentos e rotacdes, mas pequenas deformagdes serdo
simulados. Finalizando o capitulo, na Secdo 2.4, s@o apresentadas as principais
caracteristicas do sistema computacional onde foram feitas as implementagdes e as anélises

deste trabalho.

2.2 Nao Linearidade Geométrica

O comportamento ndo linear do sistema estrutural é verificado quando as relagdes entre
acdes e deslocamentos nao sdo diretamente proporcionais. Sendo assim, sob a a¢cdo de um
carregamento qualquer, o comportamento nao linear de uma estrutura pode ser classificado
de acordo com seus efeitos. Dentre as varias fontes de nao linearidade, destaca-se neste
trabalho, a ndo linearidade geométrica. Entende-se como nao linearidade geométrica todo
efeito causado em uma estrutura devido a mudangas na sua geometria. Para deslocamentos
relativamente grandes, a deflex@o lateral de um membro pode trazer como consequéncia o
aparecimento de momentos fletores adicionais, em virtude da presenca de um esforgo
normal. Esse tipo de comportamento, também chamado de efeitos de segunda ordem, é
responsdvel por considerar na composicdo do equilibrio os efeitos P-A (global) e P-0
(local, a nivel de elemento), que sdao os efeitos oriundos das deformacdes da estrutura a
medida que € carregada. Esses efeitos sdo ilustrados na Figura 2.1. Trata-se de uma
importante fonte de nao linearidade no problema estrutural e exige formula¢des numéricas
adequadas para sua consideragdo (Silva, 2009).

Para diversos projetos de edificagdes convencionais da construgdo civil, os processos
aproximados mostram-se suficientes. Isso se deve ao fato de que, nessas estruturas, os
deslocamentos s@o muito pequenos em relacdo as dimensdes das pecas estruturais. No
entanto, com a tendéncia de verticalizacdo das grandes cidades e com os avangos tanto no
campo da engenharia de materiais quanto das técnicas construtivas, a opc¢do por
edificacdes mais esbeltas vem sendo cada vez mais intensa. Para acompanhar o
desenvolvimento tecnoldgico, deve-se pensar em processos de andlise que sejam mais bem
elaborados a fim de proporcionar aos engenheiros e calculistas melhores resultados.
AvaliagOes mais seguras quanto a capacidade portante e aos niveis de deslocabilidade de
uma estrutura dependem de tais resultados.

A formulacdo para a andlise ndo linear geométrica de estruturas tem seus

fundamentos tedricos na teoria da elasticidade ndo linear. A ndo linearidade geométrica
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aparece na teoria da elasticidade tanto nas equagdes de equilibrio, que sdo escritas
utilizando-se as configuragdes deformadas do corpo, quanto nas relacdes
deformacao-deslocamento, que incluem termos ndo lineares nos deslocamentos e suas
derivadas. Como mencionado antes, a nao linearidade geométrica surge devido a
modifica¢do da geometria da estrutura ao longo do processo de deformacio do corpo. Pode
ocorrer devido a uma grande deformagdo, a grandes deslocamentos e rotacdes da
configuragdo de referéncia, ou aos dois conjuntamente. Neste trabalho, grandes

deslocamentos e rotacdes, mas pequenas deformagdes sao supostos.

Figura 2.1 Efeitos de segunda ordem: P-A e P-3

A formulagdo para andlise de segunda ordem de sistemas estruturais reticulados
planos utilizada neste trabalho € descrita na secdo seguinte, onde se discute também um
dos métodos numéricos mais usados para a solucdo ndo linear de problemas na drea da

Engenharia de Estruturas.

2.3 Formulacao do Elemento Finito Nao Linear

O Método dos Elementos Finitos é hoje um dos métodos mais difundidos, tanto no meio
académico, como entre os engenheiros e técnicos para modelagem computacional em
engenharia de uma forma geral. Isso se deve a sua grande aplicabilidade e eficiéncia nas
mais diversas andlises como: corpos sélidos, fluidos, meios porosos, meios eldsticos ou
hiper eldsticos, pldsticos, em andlises linear e nao linear de estruturas, andlise estatica e

dindmica, entre outras. A ideia basica do método € considerar que 0s corpos possam ser



estudados como sendo constituidos por elementos de dimensdes finitas que se conectam
uns com os outros por meio de seus vértices (nds), arestas e faces. Assim, o0 meio continuo
¢ discretizado (dividido) em subdominios, referidos como elementos finitos, e os graus de
liberdade a serem determinados sao definidos nos pontos nodais dos mesmos.

Ao conjunto de elementos finitos e pontos nodais, di-se, o nome de malha de
elementos finitos. Dentro de certas condi¢cdes de convergéncia, quanto mais refinada essa
malha for, mais préximo se estard da solucdo exata do problema estudado. Porém, esse
refinamento aumenta o nimero de incognitas e, consequentemente, o custo computacional.
Por isso, deve-se adotar, sempre, um nimero de elementos que leve a uma solugdo
satisfatoria dentro da precisdo desejada e do tempo esperado.

A maioria das formulagdes de elementos finitos para andlise de segunda ordem de
estruturas baseia-se em referenciais Lagrangianos, onde os deslocamentos em um sistema
estrutural, decorrentes de um dado carregamento, sio medidos em relacio a uma
configuragdo inicial desse sistema. Com a abordagem Lagrangiana, o desenvolvimento de
metodologias incrementais para andlise ndo linear comeg¢a com a divisao do caminho de
carregamento de um corpo s6lido em certo nimero de configuracdes de equilibrio. Trés
configuragdes para o corpo podem ser estabelecidas em termos de um sistema de
coordenadas cartesianas: a configuragdo inicial, ¢ = 0, a dltima configuracdo deformada, 7,
e a configuracdo deformada corrente, ¢ + Af. Assume-se que todas as varidveis de estado,
tais como, tensOes, deformacdes e deslocamentos, juntamente com a histéria de
carregamento, sdo conhecidas na configuragdo . A partir dai, tem-se como objetivo a
formulacdo de um processo incremental para determinar todas essas varidveis de estado
para o corpo na configuragado ¢ + At. Isso € feito considerando que o carregamento externo
que atuou na configuracdo ¢ tenha sofrido um pequeno acréscimo de valor. O passo que
caracteriza o processo de deformagao do corpo de ¢ para ¢t + At é comumente referido como
um passo incremental.

Formulagdes ndo lineares para elementos de viga-coluna em referenciais
Lagrangianos foram propostas por vdrios pesquisadores, dentre os quais Wen e
Rahimzadeh (1983), Chajes e Churchill (1987), Goto e Chen (1987), Wong e Tin-Loi
(1990), Alves (1993a; 1993b), Yang e Kuo (1994), Pacoste e Eriksson (1997), Torkamani
et al. (1997) e Torkamani e Sonmez (2001) podem ser citados.

Neste trabalho, € utilizada a formulacao proposta por Pacoste e Eriksson (1997), que

¢ baseada na teoria de Timoshenko e utiliza relacdes cinemadticas estabelecidas através de



fungdes trigonométricas. Essa formulagdo foi desenvolvida em referencial Lagrangiano
total, onde a configuragdo de referéncia corresponde ao estado original da estrutura
descarregada, ou seja, os deslocamentos s@ao sempre medidos em relacdo a configuracao
original indeformada, ¢ = O (Crisfield, 1991).

O elemento finito usado refere-se a um elemento reticulado plano de viga-coluna
limitado pelos pontos nodais i e j, conforme mostra a Figura 2.2. Cada um desses pontos

possui trés graus de liberdade, que sdo os deslocamentos axial, u, e transversal, v, € uma

rotacao, 0.
o X
s
X
Figura 2.2 Elemento de viga-coluna adotado
As relacdes deformagdo-deslocamento sdo escritas como:
€ x =(l+d—ujcos(9)+(ﬂjsen(9) (2.1a)
dx dx
Y:(ﬂjcos(e)—(l—i—d—ujsen(e) (2.1b)
dx dx

do
k=— 2.1c

0 2.10)

sendo €,, a deformacgdo axial, ya deformacao cisalhante, k a curvatura do elemento e 6 o
angulo de rotag¢ao da se¢ao transversal na configuragdo deformada.
As relacOes constitutivas, considerando pequenas deformacdes, sdo dadas por

(Pacoste e Eriksson, 1997):

P =EAe (2.2a)
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0 = GAy (2.2b)

M = Elk (2.2¢)

em que EA, GA e EI representam as rigidezes axial, cisalhante e devido a flexao,
respectivamente.
Usando o referencial Lagrangiano total, a energia potencial total, pode ser escrita

através da seguinte relacao:

€.

1

M= [ (vyde;)av - [ fuds (2.3)
Vo S

=

sendo T; o tensor de tensdes, €; a deformacdo axial, f; e u;, respectivamente, a forca
aplicada e o deslocamento axial.
Considerando entdo as relagOes constitutivas (2.2) e realizando a integracdo na area

da secdo transversal, a equagao anterior € reescrita como:

0 =% [EAE)%X +GAY? + Elsz dx- [ fiuds 2.4)

S

O —y I~

na qual o primeiro termo do lado direito € a energia interna de deformacdo e o ultimo
termo € a energia potencial devido as cargas aplicadas.
Os deslocamentos u(x) e v(x), e rotacdo O(x), representados na Figura 2.3, sdo

aproximados utilizando fun¢des de interpolagdo lineares, ou seja,

u=Hyu; +H2uj (2.52)
V= Hlvl- + H2Vj (2.5b)
0=H,0; +H29J- (2.5¢)
sendo,
X
Hi=1-— 2.6a
1 3 (2.6a)
X
H, == 2.6b
257 (2.6b)
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Considerando a Equacdo (2.4), a energia

mencionado, definida como:

L
1
U= EJ[EAE)ZCX +GAYE + EIkZJ dx
0

interna de deformacao

Figura 2.3 Configuracdo deformada do elemento finito

¢, como ja

2.7)

Se um ponto da quadratura de Gauss for usado para realizar a integracdo da energia

de deformacao na Equacgdo (2.7), a seguinte expressdo € obtida para U:

U= %[EA{-:)%X +GAY? + Elkz}

sendo L o comprimento do elemento finito.

(2.8)

Para um elemento genérico, as componentes fi,, do vetor de forcas internas e as

componentes k,,, da matriz de rigidez sdo obtidas através de diferenciacdes sucessivas de

(2.8), isto é:

. dU
ﬂm_aum
2

. 0°U
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A matriz de rigidez e o vetor de forcas internas do elemento sdo calculados no

sistema local de coordenadas e podem ser transformados para o sistema global usando as

equacgoes:
K, ='R'K,'R 2.11)
A A
(t+ t)fig _ tRZl“ (r+ t)fi (2.12)

sendo K, e f;, respectivamente, a matriz de rigidez do elemento e o vetor de forcas internas
em coordenadas locais. 'R é matriz de rotacfio entre o sistema global e o sistema local
atualizado na configuracdo 7, e R, ¢ a matriz de rotacdo atualizada na ultima iteracdo
processada. Essas matrizes dependem apenas da inclinacdo o (Figura 2.2) e podem ser

definidas como:

cosa seno 0 0 0 0
—seno cosa 0 0 0 0
R 0 0 1 0 0 0 2.13)
0 0 0 cosa sena O
0 0 0 —sena cosa O
. 0 0 0 0 0 1]

2.4 O Sistema Computacional CS-ASA

Esta sec@o apresenta as caracteristicas da ferramenta computacional para anélise estrutural,
CS-ASA (Computational System for Advanced Structural Analysis), desenvolvida por
Silva (2009). O CS-ASA foi escrito em linguagem Fortran 95 (Chapman, 2003). Com essa
linguagem, Silva (2009) utilizou uma programagdo estruturada em moddulos cujo
funcionamento interno pode ser alterado sem a necessidade de modificar o programa que o
utiliza. Desde entdo, isso vem favorecendo a melhoria da produtividade da programacao, e
facilitando a expansdo do CS-ASA com o desenvolvimento de novas funcionalidades.
Seguindo um formato tradicional de um programa de elementos finitos, o programa
CS-ASA ¢ capaz de realizar a andlise estdtica e dinamica de estruturas metélicas, como
ilustrado na Figura 2.4. Em busca de uma modelagem estrutural mais realista, tal
ferramenta possui formulagdes de elementos finitos reticulados planos que consideram os
efeitos da ndo linearidade geométrica, a semirrigidez da ligacdo, e os efeitos da

plastificacdo nos membros estruturais. Os efeitos nao lineares que podem ser simulados
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nas andlises estatica e dindmica estdo indicados também na Figura 2.4. Importante ressaltar
que, neste trabalho, serd realizada apenas a andlise estdtica de estruturas considerando o

efeito da ndo linearidade geométrica, como destacado na mesma figura.

CS-ASA
Computational System for Advanced Structural Analysis
|

U

l Entrada de Dados l

Presente trabalho I !
[ ESTATICA I ‘) 16 >|_.> DINAMICA l

! *Nao linearidade geométrica
*Flexibilidade da ligacdo

l Resultados I

*Nao linearidade geométrica

*Flexibilidade da ligacdo

*[nelasticidade do material

Figura 2.4 Programa CS-ASA (Silva, 2009): andlises e efeitos considerados

A entrada de dados ¢é feita através de arquivos com formato texto. Destaca-se que um
pré-processador gréfico e interativo (Prado, 2012) foi desenvolvido recentemente. A partir
dos arquivos de entrada, ¢ gerada uma malha de elementos finitos para o modelo estrutural
existente e, a partir dai, inicia-se a andlise numérica propriamente dita como mostra a
Figura 2.4. Como resultados da andlise t€ém-se, principalmente, os deslocamentos nodais e
os esfor¢os atuantes na estrutura. Em uma anélise estdtica ndo linear, essas grandezas sdo
determinadas a cada incremento de carga. Arquivos com formato texto sdo gerados pelo
programa contendo os resultados.

Para uma andlise estética ndo linear, a formulacdo escolhida de acordo com o efeito
desejado na andlise deve ser informada. Dentre as formulagdes geometricamente nao
lineares no CS-ASA, € utilizada no presente trabalho, a formulacdo SOF-3 (Second-order
finite element formulation - 3). Essa formulacdo foi descrita na secdo anterior. Além da

formulacdo, os parametros que gerenciam a estratégia incremental-iterativa baseada no
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método de Newton-Raphson padrdao ou modificado sdo informacdes necessdrias para as
andlises que serdo efetuadas neste trabalho. Os detalhes do processo incremental-iterativo

serdo apresentados no Capitulo 3, onde, como destacado no Capitulo 1, serdo descritas as

novas estratégias implementadas no CS-ASA.
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Capitulo 3

Solucao do Problema Estatico
Nao Linear

3.1 Introducao

No estudo do comportamento ndo linear de uma estrutura, a resolu¢do de equagdes
algébricas nao lineares é inevitavel. O processo incremental-iterativo tem se mostrado
eficiente na solucdo dessas equacdes, € continua sendo o mais adotado na comunidade
cientifica para andlise numérica nao linear de sistemas estruturais. Esse processo consiste
na aplicacdo fracionada do carregamento, chamado incremento de carga, cumulativamente
ao longo da andlise até que o carregamento seja todo aplicado. Em cada passo da andlise,
correspondente a um incremento de carga, as equagdes de equilibrio sdo resolvidas por
meio de métodos iterativos como o de Newton-Raphson. Podem ser utilizadas, também,
técnicas de continuacdo, que sdo equacdes de restricdo adicionadas ao sistema algébrico
com o intuito de ultrapassar os pontos limites.

Este capitulo apresenta a metodologia incremental-iterativa de solu¢do do problema
estdtico ndo linear considerando os efeitos da nao linearidade geométrica. Tal metodologia
¢ detalhada na Secdo 3.2, onde sdo descritos também os métodos de Newton-Raphson,
padrao e modificado, e a técnica do fluxo normal usada na etapa do processo iterativo de
solucdo. As Secdes 3.3 e 3.4 apresentam as estratégias de incremento de carga e iteracdo

adotadas neste trabalho.



3.2 Metodologia de Solucao

No contexto do MEF, a equagdo que governa o equilibrio estitico de um sistema estrutural

com comportamento geometricamente ndo linear pode ser escrita como:
F; (U) = AF, (3.1)

em que F, é um vetor de referéncia caracterizando o carregamento externo aplicado, onde
apenas a dire¢do é importante; A é um pardmetro de carga responsével pelo escalonamento
de F,; e F; é o vetor de forcas internas que € funcdo dos deslocamentos, U, nos pontos
nodais da estrutura.

Uma forma comum de representacdo grafica da resposta estatica ndo linear de uma
estrutura consiste no tracado de uma curva carga-deslocamento (ou rotagcdo), onde a
abscissa corresponde a uma componente de deslocamento (ou rotagdo) de um nd
selecionado, e a ordenada representa o parametro de carga. Essa curva, ilustrada na Figura
3.1, é chamada trajetéria de equilibrio, e cada um de seus pontos representa uma
configuragdo de equilibrio estdtico que satisfaz a Equacgdo (3.1).

Uma metodologia eficiente de solucdo de sistemas de equagdes ndo lineares deve ser
capaz de superar os problemas numéricos associados ao comportamento nao linear,
tracando toda a trajetéria de equilibrio (caminhos primérios e secundérios) do sistema
estrutural em andlise, identificando e passando por todos os pontos singulares ou criticos
que possam existir. Sdo definidos dois tipos de pontos criticos: pontos limites com 0s
fenomenos de snap-through (salto dinamico sob controle de carga) e snap-back (salto
dindmico sob controle de deslocamento), e de bifurcagdo, a partir do qual derivam duas ou
mais trajetdrias de equilibrio. Esses pontos criticos s@o exemplificados na Figura 3.1.

Embora, muitas vezes, a resposta da andlise de uma estrutura antes de se alcancar
pontos criticos seja suficiente para os propdsitos de projeto, a determinagdo da resposta no
intervalo pos-critico € essencial quando se deseja estudar o comportamento nao linear da
estrutura. A resposta no intervalo pds-critico confirma a passagem pelo ponto limite e
permite o conhecimento da carga de colapso (Bellini e Chulya, 1987; Crisfield, 1991).

A solucdo do problema estrutural representado pela Equagdo (3.1) € obtida, neste
trabalho, através de um esquema que combina procedimento incremental e iterativo, onde
duas fases podem ser identificadas. A primeira delas, denominada fase predita, envolve a
solucdo dos deslocamentos incrementais a partir de um determinado acréscimo de

carregamento. A segunda fase, denominada corretiva, tem por objetivo a corre¢do das
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forcas internas incrementais obtidas dos acréscimos de deslocamentos pela utilizagdo de
um processo iterativo. Tais forcas internas sdo entdo comparadas com o carregamento
externo, obtendo-se dai a quantificagdo do desequilibrio existente entre forcas internas e
externas. O processo corretivo é refeito até que, por intermédio de um critério de

convergeéncia, a estrutura esteja em equilibrio.

Pontos limites de
deslocamento |,

Carga

B Salto dindmico sob controle de carga \ Salto dindmico
ST TR TR T e /D '\ | sob controle de
N\ \ | deslocamento
\ \54 \
\ G
\ |
—— — ..,‘*_
4 P \-... g ) \if_l
A 4 \
iy Pontos limites
\ de carga
\ ™~
\ \S‘
Ponto de 2
bifurcagdo

Deslocamento

Figura 3.1 Trajetéria de equilibrio

Os passos principais da metodologia de andlise ndo linear serao apresentados adiante.

Antes, porém, € necessdrio fazer algumas observagdes relacionadas a notacdo a ser

adotada:

¢ Considera-se que sdo conhecidos o campo de deslocamento e o estado de tensdo da
estrutura para o passo de carga f, e deseja-se determinar a configuracdo de equilibrio
para o passo de carga t + At;

® [k se refere ao contador do nimero de iteracdes em um determinado passo de carga. Para
k = 0, tem-se a solucdo incremental predita, e para outros valores tem-se o ciclo
iterativo;

e ) e U definem o pardmetro de carga e os deslocamentos nodais totais;

e AA e AU caracterizam, respectivamente, os incrementos do pardmetro de carga e dos
deslocamentos nodais, medidos a partir da dltima configuracdo de equilibrio;

e OA e OU denotam as corregdes do pardmetro de carga e dos deslocamentos nodais
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obtidos durante o processo iterativo.

A metodologia incremental-iterativa € representada graficamente na Figura 3.2 para
um tunico acréscimo de carga. Observa-se que, inicialmente, apds a ultima configuragao de
equilibrio da estrutura, representada pelo ponto de coordenadas (‘U, 'A), é selecionado um
incremento de carga, AL’, definido aqui como incremento inicial do pardmetro de carga. A
partir daf, determina-se o incremento inicial dos deslocamentos nodais, AU’. As
aproximacoes AN e AU caracterizam o que é comumente chamado de solu¢do incremental
predita. Como F; € uma fun¢do ndo linear dos deslocamentos, a solucdo do problema,
ponto de coordenadas U+ AUO, "+ A?»O), ndo satisfaz, a principio, a condi¢do de
equilibrio (3.1). Procura-se entao, na segunda etapa do processo de solugdo, fase corretiva,
usar um processo iterativo para corrigir essa solugdo e restaurar o equilibrio da estrutura o
mais eficientemente possivel. Se as iteracOes realizadas envolvem ndo s6 a correcdao dos
deslocamentos nodais, U, mas também do pardmetro de carga, A, entdo uma equagio
adicional de restricdo € requerida. Essas duas etapas do processo de solu¢do ndo linear

serdo descritas nas subsecoes seguintes.

Solugdo Predita

>
=

Trajetéria
de equilibrio
ALN° AL
2
Ak AR?
= Equagio
de restri¢ao

Fator de carga i

Deslocamento U

Figura 3.2 Metodologia de solug@o incremental-iterativa
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3.2.1 Solucao Incremental Predita

A primeira etapa para a obtengao da solugdo incremental predita, ou solu¢dao incremental
inicial tangente, AN e AUO, consiste na montagem da matriz de rigidez tangente, K,
utilizando informagdes da udltima configuracdo de equilibrio da estrutura. A partir dai,

obtém-se o vetor de deslocamentos nodais tangenciais, 0U,, usando a expressao:
8U, =K"'F, (3.2)

Através de uma estratégia de incremento de carga € possivel que se faca uma selecao
automdtica do incremento inicial do parametro de carga, AL’ Essa selecdo pode estar
condicionada a uma equacgdo de restricao adicional imposta ao problema, como mostrado
na Figura 3.2, por exemplo, para a restricdo do comprimento de arco (Crisfield, 1981;
1991). A estratégia de incremento de carga adotada neste trabalho serd apresentada adiante.

Definido o incremento inicial, AL, sdo determinados os deslocamentos nodais

incrementais tangenciais, AUO, escalonando-se 8U,, ou seja,
AU = ArO5U, (3.3)

Em seguida, podem ser atualizados o parametro de carga e os deslocamentos totais

através do seguinte procedimento:

(1+41)3 — 19 4 ALO (3.4)

(8 g = 1y + ALY (3.5)

em que ‘A e 'U caracterizam o ponto de equilibrio obtido no tltimo passo de carga, como
indicado na Figura 3.2.

Como anteriormente mencionado, a solugcdo descrita pelas Equacdes (3.4) e (3.5)
nem sempre satisfazem a condic¢do de equilibrio do sistema. Entdo, iteracdes subsequentes
s30 necessdrias para que se possa restaurar o equilibrio. O processo iterativo serd descrito a

seguir.

3.2.2 Ciclo de Iteracoes: Método de Newton-Raphson

Em uma andlise numérica, o uso do método de Newton-Raphson (Cook et al., 1989) tem
como objetivo determinar as raizes ou zeros de uma equacdo ndo linear. Nesse método,

admite-se que, dada uma estimativa inicial para a raiz, o problema consiste em determinar
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uma sequéncia de corregdes, até que se atinja a solu¢do com uma precisao desejada. Para
1ss0, a equacdo ndo linear, cujas raizes deverdo ser determinadas, € aproximada através de
uma série de Taylor (Press er al., 1986; Heath, 1997). Grande parte dos métodos para
solucdo de problemas estruturais ndo lineares baseia-se no método de Newton-Raphson
para solu¢do da Equacdo (3.1).

Para iniciar o desenvolvimento do método de Newton-Raphson, a Equacgdo (3.1)

pode ser reescrita como:
g=AF.-F,(U)=0 (3.6)

onde g representa o vetor gradiente (ou desequilibrio de forcas) que deve se anular ao
longo do ciclo iterativo, indicando assim que um novo ponto de equilibrio da estrutura foi
atingido.

Para o incremento de carga no instante atual, ¢+ + Af, a cada iteracdo, dada uma

solucdo aproximada,

(t+At)U(k—1) — U(k—l) — tU+AU(k-1) (3.7)

calcula-se a correcao SU*, tal que:
g(U(k'l) +5Uk):0 (3.8)

Nas equagdes acima, os termos k e k-1 referem-se, respectivamente, as iteragdes
corrente e anterior.
A partir da seguinte expansido em série de Taylor da equagdo anterior em torno de

U(k'l), ou seja,

d d 2
g(UkD 48U )= g(U(k-U)+—aU(§_l) SUK +%m(w’<) oo (3.9)

é possivel determinar SU".

Usando apenas os dois primeiros termos da série, e substituindo-a em (3.8), obtém-

Se:
(k-1) 1
(V) :
k__ __ g (k-1)
Bt == (BU(k'l)j g(ut*) (3.10)
ouk-D
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na qual, a derivada (inclinacdo da reta tangente a curva que descreve o equilibrio do
sistema) corresponde fisicamente a matriz de rigidez tangente da estrutura, K.
A Equagdo (3.10), que fornece a correcdo dos deslocamentos nodais, pode ser

reescrita como:
U =K 'g(UttD) 3.11)
A nova estimativa para a solugao, dada por:

Uk =utk-D 4 suk (3.12)

€ considerada a soluc@o do problema quando um determinado critério de convergéncia for
satisfeito. Mais adiante, o critério adotado neste trabalho sera descrito.

O método de Newton-Raphson padrdao definido pelas Equacdes (3.11) e (3.12) é
representado graficamente na Figura 3.3a para sistemas com um grau de liberdade.
Observe que, a cada iteracdo, a inclina¢do da reta tangente é modificada. Esse método
converge quadraticamente, se a solugdo inicial ‘'U + AU’ estiver préxima o suficiente da
solucdo do sistema de equacdes (3.1). Além disso, a inversa da matriz de rigidez K deve
existir em todas as iteracdes necessdrias até a convergéncia ser atingida.

O método de Newton-Raphson modificado € uma alteragdo da técnica padrdo, na
qual a inclinacdo da reta tangente obtida na primeira iteragdo ¢ mantida constante. No
contexto da andlise estrutural, a matriz de rigidez permanece inalterada. Nesse caso, o
numero de iteracdes necessdrias quando se utiliza o método modificado pode ser maior que

o da técnica padrdo. Tal método € ilustrado na Figura 3.3b.

Carga
Carga

Iteragdes Iteragdes

Deslocamento U Deslocamento U

(a) Padrio (b) Modificado

Figura 3.3 Interpretacdo geométrica dos métodos de Newton-Raphson
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Os métodos de Newton-Raphson padrdao e modificado sdo incapazes de ultrapassar
os pontos limites que possam surgir ao longo da trajetdria de equilibrio. Isso acontece pelo
fato do parimetro de carga A ser mantido constante durante o ciclo iterativo e,
consequentemente, a0 mau condicionamento da matriz de rigidez tangente que se torna
singular nesses pontos. Portanto, caso se pretenda acompanhar todo o tragado da trajetdria
de equilibrio, com possiveis passagens pelos pontos limites, € necessdrio que se permita a
varia¢do de A a cada iteracdo. Tal variagdo € possivel associando, as itera¢des de Newton,
procedimentos numéricos que adicionam uma equagdo de restricdo ao problema. A forma
dessa equacdo de restricdo € o que distingue as vdrias estratégias de iteragdo (Silveira,
1995; Galvao, 2000).

Seguindo a técnica geral de solucdo inicialmente proposta por Batoz e Dhatt (1979),
onde a variacdo do parametro de carga € permitida, pode-se considerar que a mudanga nos

deslocamentos nodais € governada pela seguinte equacgdo de equilibrio:
KEVsuk = g(U(k_l),kk ),k >1 (3.13)

com g sendo funcdo dos deslocamentos nodais totais, U(k'l), calculados na udltima iteracao,
e do valor corrente do parametro de carga total, A que agora também € uma incognita

escrita como:

Ak = (k1) gk (3.14)

sendo SA* a correcdo do pardmetro de carga.

Substituindo (3.14) em (3.13), tem-se:

K Vsuk = [(x("‘l) Lk )F, —F,-("‘l)} (3.15)

que pode ainda ser escrita como:

K¢ suk = g 1 sakF, (3.16)

que € a equacgdo procurada para se trabalhar durante o ciclo iterativo.
Da Equagao (3.16), os deslocamentos nodais iterativos podem ser decompostos em

duas parcelas, obtendo-se:
k k keytk
ouU :8Ug + 01" 0U; (3.17)
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em que:

sU% =K1kt (3.18)

suk =k~ (3.19)

r

Aqui, 8U, € a correcdio que seria obtida da aplicagdo do método de Newton-Raphson
com a estratégia de incremento do pardmetro de carga constante, e dU, é o vetor de
deslocamentos iterativos resultante da aplicacdo de F,.

Caso seja adotado o método de Newton-Raphson modificado, a corre¢io dU, na
iteragdo corrente k serd igual ao vetor de deslocamentos tangenciais OU, calculado
mediante a Equacgdo (3.2). Esse parametro ndo se modifica durante as iteragdes, visto que
K permanece inalterada. Ji a correcio do pardmetro de carga, SAY, dnica inc6gnita da
Equagdo (3.17), € determinada seguindo uma estratégia de iteragdo. No caso deste trabalho,
a estratégia de iteracdo baseada no residuo ortogonal foi utilizada. Tal estratégia serd
descrita na proxima se¢do. Com a determinacgdo de S\, retorna-se a Equacdo (3.17) para a
obtencdo da corre¢do dos deslocamentos. O uso da expressdo (3.17) serd referido como
processo convencional da metodologia de solu¢c@o nao linear.

Na técnica do fluxo normal, o equilibrio entre forcas internas e externas € alcancado
realizando as iteracdes sequenciais dos métodos de Newton-Raphson, padrdo ou
modificado, ao longo de um caminho normal as curvas descritas pela Equacao (3.6), como
ilustra a Figura 3.4. Esse conjunto de curvas € conhecido na literatura como fluxo de
Davidenko (Allgower e Georg, 1980). Com essa técnica, a expressdo (3.17), usada para

obter a correcdo dos deslocamentos nodais, ¢ modificada e reescrita como:

T
SUY + 815U | sUf

SU* (3.20)

sUk =(su¥ +87J<5U’;)—(
) (ou¥ )T suk

que é, segundo Watson et al. (1997), a unica solu¢do de norma euclidiana minima da
Equacao (3.15).

Usando a Equagado (3.20), os vetores oU e OU, na iteragdo corrente k sdo sempre
perpendiculares, uma vez que o segundo termo da diferenga vetorial € a projecdao do

primeiro na direcdo do vetor 8U,*, como mostra a Figura 3.5.
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Solugdo predita

Iteragdes ao longo do caminho
< perpendicular ao fluxo de Davidenko
gﬂ B ViL A -
8 ) L/ I~
= Lf Sy :
~ _T,’, - ~._Fluxo de Davidenko
s . A B [~ o
4 e P - "j‘f v Trajetoria
! ,'/ T {-_ de equilibrio
’ s
e i
, .
/ ! 7
Z 4 , : Y \
! S F 4 ; B,
\" i __J Caminho perpendicular
~ I ao fluxo de Davidenko
7 TR S

Deslocamento U

Figura 3.4 A técnica do fluxo normal

Com a obtencdo da solucdo iterativa, S\t e SUF, faz-se a atualizacdo das varidveis

incrementais do problema através das seguintes relacoes:

ark = ) sk

(3.21)
AUF = aulk) 4 Uk (3.22)
Para o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tem-se:
(a3 k — 1) 4 Ank (3.23)
(t+At)Uk — 'U+ AUX (3.24)

UK + 3\ sUf

T
(sU% + kUt ) suk sUk
SUKT sUk

Figura 3.5 Os vetores dU, e dU da itera¢do k na técnica do fluxo normal

24



Em qualquer processo iterativo, a solucdo ndo € exata, ou seja, € calculada
aproximadamente. Portanto, alguns limites de tolerdncia devem ser fixados para a
interrupcao desse processo. Neste trabalho, foi adotado o critério de convergéncia baseado
em relacoes de deslocamentos, que é sempre verificado ao final da iteracdo corrente e é

definido como:

<( (3.25)

na qual o numerador € a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais); € o
denominador € a norma euclidiana dos deslocamentos incrementais, que sao obtidos apds a
correcdo do processo iterativo; e { é um fator de tolerncia fornecido pelo usudrio do
programa como dado de entrada. E comum adotar valores entre 10~ ¢ 10°®.

O processo incremental-iterativo descrito nesta se¢do é simplificado na Tabela 3.1.

As estratégias usadas para calcular AL” e SA* serdo apresentadas nas duas préximas secdes.

3.3 Incremento de Carga Baseado no GSP

Como destacado na sec¢do anterior, a defini¢do do valor inicial do parAmetro de carga, AL,
¢ um procedimento fundamental na obtencdo da solug@o incremental predita. A sele¢do
automdtica da magnitude do incremento desse parametro é importante, e deve refletir o
grau de ndo linearidade corrente do sistema estrutural em estudo. Essa selecdo é possivel
através de uma estratégia de incremento de carga, que, para ser eficiente deve satisfazer

basicamente os seguintes critérios:

e gerar grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear;
¢ fornecer pequenos incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente ndo linear;
e ser capaz de definir o sinal correto para o incremento, introduzindo medidas capazes de

detectar quando pontos de mdximo e minimo sao ultrapassados.

Procurando satisfazer os requerimentos anteriores, adotou-se neste trabalho a
estratégia baseada no parametro de rigidez GSP (Generalized stiffness parameter). Essa
estratégia foi apresentada por Yang e Kuo (1994), que propuseram a seguinte equagdo de
restri¢ao para ser respeitada nas duas etapas de solug¢do nao linear (solugao predita e ciclo

de iteragdes):
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Tabela 3.1 Metodologia incremental-iterativa para andlise estatica ndo linear

1. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: AL’, AU°

1a. Monta a matriz de rigidez tangente: K
1b. Resolve: 8U, =K 'F,
1c. Define AA° usando uma estratégia de incremento de carga » SECAO 3.3
1d. Determina: AU° = AA’SU,
le. Atualiza as varidveis na configuragao ¢ + At:
A =N+ Al e
90 =0 + AU°
2. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2, 3,..., nmdx

2a. Avalia o vetor de forgas internas: “*A)F* = 'F. + KAU*-

2b. Calcula o vetor de forgas residuais: glk=) = (+AQk-Df _ (+a0 k=D

2c¢. Se Newton-Raphson padrao, atualiza a matriz de rigidez tangente K
2d. Corrige o parimetro de carga, SA*, usando uma estratégia de iteracio » SECAO 3.4

2e. Determina o vetor de correcio dos deslocamentos nodais:

SUF = SU]; + o0k 5U]; , se Processo convencional, ou,

T
(sU% +8nksu | Uk
SUKT sU*

6Uk = (6U ’; + 67\," SUI; ) — SUI; , se Técnica do fluxo normal,

com SUIZ, :K—l(k—l) g(k—l) e SU]; — K—l(k—l) Fr

2f. Atualiza o pardmetro de carga, A, e o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AN = AN*Y + S\ e AU = AU + §U
b) Total: "™\ = A + AN e “AUF = U + AU

2g. Verifica a convergéncia utilizando o critério baseado em deslocamentos:

suk

AU

SIM: Interrompa o processo iterativo e siga para o item 3
NAO: Se k < nmdx, retorna ao passo 2

) 0 « ... .
Se k = nmdx, reduz AN & metade e reinicia o processo incremental, passo 2

3. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 1
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cTsu* +kdnk = H, (3.26)

em que C é uma matriz cujos elementos sdo constantes, k; também € constante e H € um
parametro incremental (deslocamento, comprimento de arco ou trabalho externo). Em
fungdo de valores selecionados para essas varidveis, chega-se a diferentes estratégias de
incremento de carga e de iteracao.

A equacdo de restricdo anterior juntamente com a Equagdo (3.16) formam um
sistema de equacOes com N+1 incdgnitas, onde N se refere a dimensdo do vetor de
deslocamentos e o 1, ao parametro de carga A. Essas duas equag¢des podem ser combinadas
de forma que, apés manipulacdes algébricas e matriciais, obtém-se a seguinte expressao

para a corre¢do do parametro de carga:

1

= —
clsuk + i

T syrk
(H-CTsU%) (3.27)
Usando os valores de C e k; sugeridos por Yang e Shieh (1990), ou seja,

C="8U,A\" e k=0 (3.28)

onde ‘8U, é o vetor de deslocamentos nodais tangenciais do passo de carga anterior,

chega-se a uma nova expressao para OA:

1

Sk =
ar’("suT |suf

(H—ax(*5UT )ou ) (3.29)

A solugdo incremental inicial ALY ¢ obtida fazendo, na equacdo anterior, k = 0,

A= AN, 8Ug0 =0¢e 8U,° = 8U, . Dessa forma, escreve-se:

AND =+ % (3.30)
sUlsu,

O valor do pardmetro incremental Hy, (no caso, deslocamento generalizado) pode ser
definido usando a equacdo anterior e assumindo que, no primeiro passo de carga, se

conhece o valor de A\’ (valor fornecido pelo analista). Assim, tem-se:
2
Ho=(an0)"('su])('su, ) (3.31)
Com a substituicdo de (3.31) em (3.30), chega-se a:
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ALO = £AR) (3.32)

onde o radicando define o parametro de rigidez GSP.

O critério para escolher o sinal correto na expressdo anterior € baseado no sinal do
parametro GSP. De acordo com Yang e Kuo (1994), o sinal do parametro de rigidez
corrente depende apenas dos vetores '‘8U, (passo de carga anterior) e 8U, (passo de carga
corrente), como mostra a Figura 3.6. Dessa forma, o parametro de rigidez GSP torna-se
negativo para os passos de carga localizados nas regides proximas aos pontos limites. Para

os demais, esse parametro permanecera sempre positivo.

Carga

Deslocamento

Figura 3.6 Variacdo do sinal do parametro de rigidez generalizado GSP (Yang e Kuo, 1994)

3.4 Iteraciao baseada no Residuo Ortogonal

Ao longo do processo iterativo, a determinagdo da corre¢do do pardmetro de carga, oA, é
fun¢do de uma dada estratégia de itera¢do ou equacgao de restricdo imposta ao problema. A
ideia bdsica de uma estratégia de iteracdo é tratar o pardmetro de carga A como uma
variavel adicional, permitindo sua varia¢dao de forma a obter todo o tragado da trajetoria de
equilibrio, com possiveis passagens pelos pontos limites. Com isso, para equilibrar o
nimero de equagdes € o numero de incOgnitas, uma equagdo de restricdo € somada as

equagoes de equilibrio originais.
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Uma boa estratégia de iteracdo deve ser eficiente computacionalmente. Isso significa
que, para um dado passo de carga, a configuracdo de equilibrio do sistema estrutural em
estudo deve ser obtida da forma mais rédpida possivel. Cabe enfatizar que ndo se pode
esperar de nenhuma estratégia a resolu¢ao de problemas fortemente nao lineares com igual
eficiéncia computacional.

A estratégia do residuo ortogonal, utilizada para correcdo do parametro de carga
durante o ciclo iterativo e foco principal deste trabalho, foi proposta por Krenk (1995). A
cada iteracdo de equilibrio, a magnitude da carga € ajustada de tal forma que o vetor de
forcas desequilibradas seja ortogonal ao incremento corrente de deslocamento. A estratégia
impde a condicdo fisica de que, para esse nivel de carga, o incremento de deslocamento
tem valor 6timo, ou seja, ndo modifica o vetor de forcas desequilibradas. A condi¢dao de
ortogonalidade € formulada diretamente em termos de for¢as e deslocamentos, e 0s passos
basicos da metodologia proposta por Krenk sdo descritas a seguir.

No inicio de cada iteracdo k, existe ainda um desequilibrio entre forcas internas e
externas. Nessa situa¢do, o vetor de forcas externas é (‘A + A ) F,, e o vetor dos
deslocamentos incrementais AU% Y ¢ conhecido, permitindo o cdlculo das forcas internas,
F; (U+AU*"). Objetiva-se, entdo, obter o vetor de forcas externas que melhor se ajuste s
forgas internas de forma a minimizar o desequilibrio existente entre essas grandezas. Esse
vetor de forcas externas corrigido pode ser escrito como: (‘A + ALY + S0 F,.

Seguindo a ideia estabelecida por Krenk (1995), a correcdo do parametro de carga na
iteragcdo corrente k, 57»", € calculada considerando os seguintes argumentos: a existéncia de
forcas residuais induz, evidentemente, o célculo adicional de deslocamentos, SU*,
Assumindo, entdo, que os deslocamentos incrementais da itera¢do anterior, AUU"U, sdo a
melhor aproximacdo na direco dos deslocamentos incrementais da iteracdo corrente, AU,
tem-se que a magnitude desse vetor se modificard de acordo com a proje¢do do vetor

residuo na dire¢cdo dos deslocamentos. Sendo assim, os deslocamentos incrementais

aumentardo ou diminuirdo de acordo com o sinal do produto escalar, g7 AU*~D, onde:

g=("1+ MV F - (‘U au*) (3.33)

7z

representa o vetor de forcas residuais, que € obtido corrigindo as forcas externas para
produzir, como supracitado, um melhor ajuste as forcas internas.

O vetor de deslocamentos incrementais AU® terd valor 6timo se a condicdo de
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ortogonalidade,
g auV =0 (3.34)

for satisfeita.
Substituindo a Equacdo (3.33) em (3.34), e desenvolvendo a expressdo obtida,

chega-se a:

(2 )T AUk-D

k e
= F/ Ay

(3.35)

que € a expressdo procurada para a correcdo do parametro de carga durante o ciclo
iterativo. Nessa equacgdo, g representa o vetor de forcas desequilibradas, que é calculado

como:

k-1 t k-1 t k-1
gV =+ aF —F('u+au™) (3.36)
De acordo com a Tabela 3.1, a equacdo anterior pode também ser escrita, numa
forma simplificada, como:
k-1 k-1 k-1
g( ) _ (t+At)7L( )Fr _ (t+At)Fi( ) (3.37)
Finalizando este capitulo, mostra-se na Tabela 3.2 um fluxograma simplificado,
indicando as estratégias de incremento de carga e iteracdo apresentadas neste capitulo. A
expressao usada para obter os deslocamentos nodais iterativos quando se adota o processo
convencional da metodologia de solucdo ndo linear, e aquela usada quando a técnica do
fluxo normal & inserida, sdo também indicadas. E importante relembrar que a metodologia

numérica para solu¢do do problema estdtico ndo linear adotada neste trabalho é mostrada

na Tabela 3.1.
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Tabela 3.2 Resumo das estratégias de incremento de carga e iteragdo adotadas

Incremento de carga: i =1, 2,..., n°

Solugdo Predita:
A0 = a0 /| GsP|
AU =k 1 aLOF,

Ciclo de iteragdes: k=1, 2,..., L

(g(k—l) )T AUkD

k
A =—
F Aaut—D

SUK = (SUlg, +ok SUIﬁ ) (Processo convencional)

T
(sU% + 82 sUf ) sUF
SUKT sUk

SUK = (SU]; + o0k 5Ulrc ) - 5U]; (Técnica do fluxo normal)

Pare o ciclo iterativo quando:

u*|stfav’|

Pare o incremento de carga quando: i = n°
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Capitulo 4

Analise Estatica Nao Linear
de Arcos Esbeltos

4.1 Introducao

Pretende-se verificar neste capitulo, a eficiéncia computacional da estratégia do residuo
ortogonal (Krenk, 1995) associada a condi¢do de perpendicularidade, referida como
técnica do fluxo normal, apresentadas no capitulo anterior. Adicionalmente, serd realizado
um estudo para avaliar a influéncia da atualizagdo da matriz de rigidez durante o processo
iterativo de solu¢do do problema estitico nao linear, e a influéncia da técnica do fluxo
normal associada a outras estratégias iterativas disponiveis no programa CS-ASA (Silva,
2009). Para isso, arcos esbeltos serdo analisados.

Os arcos sdao sistemas estruturais que, dependendo da magnitude e tipo de
carregamento, da geometria, e das condi¢des de apoio, podem exibir um comportamento
fortemente ndo linear. No estudo da estabilidade desses arcos serd considerado que o
material permanece no regime linear eldstico, e que a perda da estabilidade €, portanto,
causada apenas pelos efeitos da ndo linearidade geométrica. E importante esclarecer que
estruturas esbeltas podem perder a estabilidade sem que as cargas aplicadas sejam
suficientes para causar a degradacdo do material. A solucdo numérica obtida nas anélises
serd comparada as solucdes analiticas ou numéricas encontradas na literatura para validar a
metodologia de solucdo ndo linear usada neste trabalho.

Dessa forma, serdo analisadas, nas duas préximas secdes, as respostas estdticas de
cinco arcos. Em todas as andlises, admitiu-se uma tolerancia de convergéncia igual a 10™

no processo iterativo, sendo adotado o critério de convergéncia baseado em relacdes de



deslocamentos. Fixou-se o nimero médximo de iteragdes igual a 21. Como critério para
avaliar os pontos limites de carga, o GSP (Generalized Stiffness Parameter), definido na
Secdo 3.3, foi usado. Segundo Yang e Kuo (1994) o valor nulo desse parametro indica um
ponto onde a reta tangente a curva carga-deslocamento tem inclina¢do nula. Além disso, o
pardmetro de carga AL’ foi controlado, também, através do pardmetro de rigidez GSP.
Cabe destacar que o valor inicial para AL” é fornecido pelo analista para iniciar o processo
de andlise. Entretanto, esse valor é corrigido durante o processo iterativo do primeiro
incremento. Para os demais passos de carga, a defini¢cdo da intensidade do carregamento
acontece automaticamente usando a estratégia de incremento de carga baseada no
parametro de rigidez GSP. Vale relembrar que as estratégias de incremento de carga
fornecem o incremento inicial do parametro de carga AL, e a intensidade da carga aplicada
€ calculada multiplicando o parametro de carga pelo vetor de referéncias F,.

Iniciando o estudo, na Se¢do 4.2 € verificada a influéncia da técnica do fluxo normal
como condi¢do de perpendicularidade a ser satisfeita durante o processo iterativo de
obtencdo do equilibrio estrutural para estabilizar a estratégia do residuo ortogonal. Na
Secdo 4.3 € apresentada a influéncia da atualiza¢do da matriz de rigidez durante o processo
iterativo. Por fim, a influéncia da técnica do fluxo normal associada a outras estratégias de

iteracdo € mostrada na Secdo 4.4.

4.2 Influéncia da Condicao de Perpendicularidade

Esta secdo tem como objetivo verificar a eficiéncia da associacdo entre estratégia do
residuo ortogonal e a técnica do fluxo normal no processo de solucdo da equacdo nao
linear de equilibrio estrutural estdtico. Ambas foram implementadas no programa
computacional CS-ASA pela autora deste trabalho. Foram estudados cinco sistemas
estruturais que sio usados frequentemente para validar formulacdes de elementos finitos,
bem como estratégias de solucdo ndo linear. O processo convencional de solu¢do ndo
linear foi adotado em todas as andlises para comparacao.

A anélise estitica ndo linear dos seguintes sistemas estruturais: arco senoidal, arco
circular abatido, arco circular rotulado-engastado, arco circular parcialmente carregado e
arco circular biarticulado serdo apresentadas nas subsecdes seguintes. As propriedades
geométricas e fisicas desses arcos e os parametros utilizados na andlise serdo apresentados

ao longo desta secao.
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4.2.1 Arco Senoidal

O primeiro exemplo a ser analisado trata-se do arco senoidal biapoiado submetido a um
carregamento uniformemente distribuido, p. A Figura 4.1 ilustra o sistema estrutural
descrito. Esse sistema pode ser encontrado na literatura como, por exemplo, nos trabalhos
de Bergan (1980), Galvao (2004) e Silva (2009). Galvao (2004) utilizou o arco senoidal
para validar algumas formulacdes de elementos finitos, e apresentou um estudo da
influéncia de imperfei¢des nas condicdes de apoio e de carregamento na estabilidade desse
arco. Silva (2009) realizou uma andlise de vibracdo ndo linear, na qual a relacdo entre a
frequéncia de vibragdo livre e a amplitude da resposta foi observada. Uma avaliagdo sobre
o tipo, hardening ou softening, e grau de nao linearidade do arco considerando diferentes

condic¢des de apoio foi feita.

p

T T T

[y
Z,= 2cn/—\
v h=2cm
AN T AN
LN h .

L=100cm
E = 21000 kN/cm? G=En2

Figura 4.1 Arco senoidal: geometria e carregamento

As andlises foram realizadas discretizando o arco com vinte e seis elementos finitos.
O método de Newton-Raphson padrdo foi escolhido no processo de solugdo, e para iniciar
a andlise, a carga distribuida p foi assumida igual a 5 N/cm.

As trajetérias de equilibrio obtidas usando a estratégia do residuo ortogonal no
processo convencional de solucdo, e a mesma estratégia associada ao fluxo normal sdo
apresentadas na Figura 4.2. Foi feito o controle do deslocamento vertical no centro do arco.
Para comparagdo, foram usados os resultados numéricos alcangados por Bergan (1980).
Percebe-se que os resultados encontrados praticamente coincidem com aqueles da
literatura para os dois casos. Para esse sistema estrutural foi possivel observar eficiéncia no
tracado completo do caminho de equilibrio tanto no processo convencional quanto
utilizando o fluxo normal. Nos dois casos, 116 incrementos de carga foram necessarios
para obter a curva ilustrada nessa figura. Porém, a metodologia de andlise combinando a

estratégia do residuo ortogonal com o fluxo normal teve desempenho um pouco melhor
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com relacdo ao nimero de iteragdes totais no processo de andlise. Para o processo

convencional, 232 iteracdes foram feitas; ja, para o fluxo normal 229 iteragdes.

p (N/em)

Presente trabalho
L Bergan (1980)
0 T T T T T

110

100

90

80

70 H

60

p (N/em)

50

40

30

20

2 3
v{cm)

(a) Processo convencional

Presente trabalho
[ ] Bergan (1980)

T T T T
1 2 3 4
v{cm)

(b) Fluxo normal

Figura 4.2 Trajetéria de equilibrio para o arco senoidal

O caminho ndo linear, como se pode observar na curva carga-deslocamento vertical

ilustrada na Figura 4.2, apresenta dois pontos limites de carga. A Tabela 4.1 apresenta os

valores desses pontos que sdo comparados aqueles obtidos por Bergan (1980).

Tabela 4.1 Valores limites de carga, p (N/cm)

Processo Fluxo Normal Bergan (1980)
Convencional
68.8 68.8 69.8
14.8 14.6 154

A dificuldade encontrada pela estratégia do residuo ortogonal em ultrapassar pontos

limites de deslocamento é comentada nos trabalhos Rocha (2000), Fuina (2004) e Kouhia

(2008). Entretanto, dependendo do sistema estrutural analisado, essa estratégia pode ser

eficiente para contornar os pontos limites de carga e/ou deslocamento. Nesse sentido, para

comprovar esse fato, variou-se a altura do arco, zo. A influéncia desse parametro no

comportamento estrutural pode ser verificada através das trajetdrias de equilibrio ilustradas
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na Figura 4.3. As curvas mostradas nessa figura foram obtidas considerando os seguintes
valores para zo: 2, 3, 4 e 5 cm. E possivel observar com essa alteracdo na configuracio
geométrica, que o comportamento ndo linear do arco senoidal vai se tornando mais
acentuado, com a presenca nao sé de pontos limites de carga, mas também de pontos
limites de deslocamento. Destaca-se entdo que, mesmo com o aumento da ndo linearidade
da resposta e o surgimento de pontos limites de deslocamento, a estratégia do residuo
ortogonal foi capaz de tracar o caminho de equilibrio completo, ultrapassando os pontos
limites presentes com bom desempenho. E importante mencionar que 0O processo
convencional (Equagdo 3.17) foi usado nesse estudo, e os parametros de andlise adotados

anteriormente foram mantidos.
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Figura 4.3 Caminhos de equilibrio para diferentes valores de z,
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4.2.2 Arco Circular Abatido

O préximo exemplo abordado € ilustrado na Figura 4.4. Trata-se do arco circular abatido
birrotulado que serd analisado considerando duas condicdes de carregamento.
Primeiramente, o arco é submetido a uma carga vertical P aplicada no seu eixo de simetria
(sistema estrutural perfeito). Em seguida, uma carga excéntrica representada pela forca P
associada a uma carga momento M de valor 2P (sistema imperfeito) é considerada. A
estrutura foi modelada considerando vinte e seis elementos finitos, e a intensidade da carga
P para o primeiro incremento foi adotada igual a 0.1 N. O método de Newton-Raphson

modificado foi usado.

E =2000 kN/cm?; G = E/2
[=lcni'; A= lem?

Figura 4.4 Arco abatido birrotulado: geometria e carregamento

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram as trajetérias de equilibrio para o sistema perfeito e
imperfeito, respectivamente. As trajetérias, considerando a variagdo do deslocamento
vertical, v, no ponto onde a carga pontual é aplicada, foram obtidas com o processo
convencional e, também, com o fluxo normal. Sdo usados para comparagdo os resultados
fornecidos por Yang e Kuo (1994).

Como no exemplo anterior, o caminho de equilibrio para o sistema perfeito (Figura
4.5) apresenta dois pontos limites de carga, e, novamente, a trajetdria foi conseguida com
eficiéncia para o processo convencional e, da mesma forma, para o fluxo normal. Também
para esse exemplo, o desempenho com a utilizacdo do fluxo normal se mostrou melhor,
proporcionando um nimero menor de iteragdes totais, além de apresentar uma pequena
diferenga, para menos, no numero de incrementos de cargas. Com o processo
convencional, 126 incrementos de carga e 330 iteracOes foram necessdrios. Usando o fluxo

normal, os valores foram: 124 incrementos de carga e 248 iteracdes.
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Figura 4.5 Trajetorias de equilibrio: sistema estrutural perfeito
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Figura 4.6 Trajetdrias de equilibrio: sistema estrutural imperfeito

Para o sistema imperfeito, entretanto, a nao linearidade da resposta € mais acentuada.

Verificam-se quatro pontos limites de carga e dois pontos limites de deslocamentos na

Figura 4.6b. Pode-se observar que, com o processo convencional, ndo foi possivel



completar o tracado da trajetéria de equilibrio. Nesse caso, a estratégia do residuo
ortogonal nao foi eficiente, e a trajetdria foi obtida apenas até o primeiro ponto limite de
deslocamento, como ilustrado na Figura 4.6a. Por outro lado, quando a condicdo de
perpendicularidade (técnica do fluxo normal) € introduzida na metodologia de solu¢do nao
linear, € possivel obter todo o caminho de equilibrio com bom desempenho e eficiéncia.
Nota-se que os resultados alcangados estdao muito préximos aos da literatura (Figura
4.6b). Essa proximidade fica ainda mais evidente através da Tabela 4.2. Nessa tabela, os
pontos limites de carga e deslocamento destacados na Figura 4.6 sdo comparados aqueles

fornecidos por Yang e Kuo (1994).

Tabela 4.2 Pontos limites de carga e deslocamento — sistema estrutural imperfeito

Pontos Limites | Presente Trabalho | Yang e Kuo (1994)
1.194 1.200
-0.461 -0.473
Carga 1.098 1.100
-0.365 -0.365
8.080 8.08
Deslocamento 3.914 3.91

4.2.3 Arco Circular Rotulado-Engastado

O arco circular submetido a carga pontual centrada em seu eixo de simetria € ilustrado na
Figura 4.7. Esse arco € engastado em uma extremidade e, na outra, a rotacdo em torno do
eixo Z € permitida.

O mesmo sistema estrutural foi analisado por Wood e Zienkiewicz (1977) que
forneceram a solug@o analitica para o problema até o primeiro ponto limite de carga.
Kouhia e Mikkola (1989) apresentaram resultados numéricos obtidos através de um
modelo formado por 64 elementos. Além desses autores, outros podem ser destacados:
Cardona e Huespe (1999), Battini et al. (2003) e, recentemente, Makinen et al. (2011).

Uma malha composta por trinta e dois elementos finitos foi adotada neste trabalho
para a modelagem do sistema estrutural. A carga P foi assumida igual a 150 N para iniciar
a andlise. Para o processo iterativo, optou-se pelo método de Newton-Raphson padrao.

As trajetérias de equilibrio obtidas controlando os deslocamentos horizontal, u, e
vertical, v, no centro do arco sdo mostradas na Figura 4.8. Os resultados obtidos
analiticamente por Wood e Zienkiewicz (1977) e, numericamente, por Kouhia e Mikkola

(1989) sdo usados para comparagao.
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E = 1200 kN/cm? G=ER2

Figura 4.7 Arco rotulado-engastado: geometria e carregamento
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Figura 4.8 Curvas carga-deslocamento

Na Figura 4.8a é observado que, com o processo convencional, houve dificuldade
para contornar o primeiro ponto limite de carga, e as configuracdes de equilibrio ndo foram
obtidas além desse ponto. A Figura 4.8b mostra que essa dificuldade € superada
considerando o fluxo normal. Utilizando essa técnica, os pontos limites de carga A e B,
indicados também nessa figura, sdo ultrapassados com eficiéncia possibilitando novamente

o tragado completo da trajetdria de equilibrio.
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As configuracdes deformadas do arco referentes aos dois pontos limites de carga, A e
B, sdo ilustradas na Figura 4.9, onde as cargas P correspondentes a esses pontos sao
também informadas. Nota-se uma boa concordancia do primeiro ponto limite de carga A

com o fornecido por Wood e Zienkiewicz (1977).

Ponto Limite A

Ponto Limite B

Presente trabalho: P = 0.908 kN
Wood e Zienkiewicz (1977): P =0.897 kN Presente trabalho: P = -0.078 kN

Figura 4.9 Configuracdes deformadas

4.2.4 Arco Circular Parcialmente Carregado

O arco circular biapoiado submetido a um carregamento uniformemente distribuido em
metade de sua extensdo € analisado nesta sec¢do. Tal estrutura € ilustrada na Figura 4.10.
Para realizar a andlise estética, foram adotados vinte elementos finitos na modelagem do
arco. A intensidade da carga distribuida p para o primeiro incremento foi considerada igual
a 100 N/m, e optou-se pelo método de Newton-Raphson padrao.

As variagdes do deslocamento vertical do centro do arco com carga sdo mostradas na
Figura 4.11. E possivel verificar, através da Figura 4.11b, o comportamento fortemente no
linear do arco parcialmente carregado. A curva apresenta trés pontos limites de
deslocamento e quatro pontos limites de carga, e somente com a utilizacdo da técnica do
fluxo normal, esses pontos foram ultrapassados possibilitando o tracado do caminho de
equilibrio completo. A estratégia do residuo ortogonal, quando o processo convencional da
metodologia de solu¢do foi adotado, se mostrou mais uma vez incapaz de obter todo o
caminho de equilibrio, alcancando apenas pontos proéximos ao primeiro ponto limite de

carga (Figura 4.11a).
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Figura 4.10 Arco parcialmente carregado: geometria e carregamento
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Figura 4.11 Curvas carga-deslocamento vertical

Os resultados encontrados aqui foram comparados aos obtidos numericamente por
Xu e Mirmiran (1997), como pode ser observado na Figura 4.11 e na Tabela 4.3. Nessa
tabela encontra-se a diferenca relativa entre os valores obtidos por esses autores e 0s
obtidos no presente trabalho. Sao fornecidos os valores para os trés primeiros pontos
limites de carga, indicados pelas posicdes A, B e C na Figura 4.11b. Nota-se que as cargas
referentes aos pontos A e B deste trabalho apresentam uma pequena diferenca em relacao

aquelas encontradas por Xu e Mirmiran (1997). J4 o resultado para o ponto C é bem

proximo daquele fornecido pelos referidos pesquisadores.
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Tabela 4.3 Valores limites de carga, p (N/m)

Pontos Limites Xu e Mirmiran Diferenca
de Carga Presente Trabalho (1997) (%)
A 1035.57 1128.04 8.20
B -1492.08 -1645.77 9.34
C 2787.10 2784.46 -0.09

4.2.5 Arco Circular Biarticulado

O préximo exemplo que serd analisado neste trabalho, trata-se do arco circular
biarticulado. Esse sistema estrutural, ilustrado pela Figura 4.12, foi inicialmente estudado
por Harrison (1978), e mais tarde por Yang e Kuo (1994).

Assim como no exemplo estudado na Secdo 4.2.2, o sistema estrutural em questdo
foi analisado considerando duas configuracdes de carregamento. Na primeira, a carga
pontual € aplicada no eixo de simetria do sistema (sistema perfeito); na segunda situacao,
essa carga foi deslocada e aplicada no ponto nodal mais préximo ao eixo de simetria do
arco de modo a produzir o efeito da imperfeicdo (sistema imperfeito). Considerando a
simetria do modelo, para realizar a andlise do sistema perfeito, apenas metade do arco foi
discretizada. Nesse caso, trinta e quatro elementos finitos foram adotados e restringiu-se o
deslocamento axial e a rotacdo do ponto de aplicacdo da carga. J4 no estudo do sistema

imperfeito, utilizaram-se sessenta e oito elementos finitos para modelar o arco completo.

Sistema estrutural perfeito
p P - Sistema estrutural imperfeito

L=254cm

E=0.1378 kN/cm*  1=41.62 cm*
G=En A =64.52 cm?

Figura 4.12 Arco biarticulado: geometria e carregamento
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As duas configuracdes de carregamento provocam respostas altamente ndo lineares
do arco, caracterizadas pela presenca de vérios pontos limites de carga e deslocamento.
Isso pode ser observado através das trajetdrias de equilibrio mostradas nas Figuras 4.13 e
4.15, para os sistemas perfeito e imperfeito, respectivamente. Essas trajetérias foram
obtidas considerando a carga P igual a 0.4N para iniciar a andlise e o0 método de Newton-
Raphson padrio.

Assim como nos trés exemplos anteriores, a estratégia do residuo ortogonal no
processo convencional da metodologia de solucdo ndo linear se mostrou incapaz de obter o
caminho completo de equilibrio, apresentando dificuldade em ultrapassar o primeiro ponto
limite de carga, A. Apenas valores proximos ou até esse ponto limite sdo alcancados, como
ilustrado nas Figuras 4.13a e 4.15a. A mesma dificuldade ndo é observada quando a
técnica do fluxo normal é usada. As Figuras 4.13b e 4.15b mostram o caminho de
equilibrio completo obtidos utilizando essa técnica. Nessas figuras, destacam-se, também,
os pontos limites de carga obtidos por Yang e Kuo (1994).

Os pontos limites de carga presentes nas trajetérias de equilibrio, considerando as
duas situacdes de carregamento, sdo apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5 onde sdo
comparados aos fornecidos por Yang e Kuo (1994). Nota-se que os resultados obtidos no
presente trabalho apresentam boa concordincia com aqueles encontrados por esses autores.
As configuragdes deformadas do arco apds cada uma das cargas limite agirem sobre o
sistema sao ilustradas na Figura 4.14 para o sistema estrutural perfeito, e na Figura 4.16
para o sistema imperfeito.

E, finalmente, a partir dos exemplos cldssicos analisados no presente trabalho, pode-
se concluir que a condi¢ao de perpendicularidade imposta no processo iterativo — técnica
do fluxo normal — acoplada a estratégia do residuo ortogonal torna possivel a superacao
de problemas de instabilidade nas proximidades de pontos limites observado com o uso
dessa estratégia e o processo convencional de solucdo ndo linear. Os resultados alcancados
com essa combinacdo foram satisfatérios quando comparados aos da literatura,
comprovando a eficiéncia do fluxo normal na estabilizagdo da estratégia do residuo
ortogonal, permitindo obter o caminho de equilibrio completo de arcos com
comportamento fortemente ndo linear.

Na préxima se¢do serdao mostrados alguns parametros que influenciam a metodologia

de solugdo da andlise estatica ndo linear usada neste trabalho.
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Figura 4.13 Trajetdrias de equilibrio: sistema estrutural perfeito

Pontos Limites A ¢ B

Pontos Limites E e F

Pontos Limites C e D

Figura 4.14 Configuracdes deformadas: sistema estrutural perfeito
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Figura 4.15 Trajetérias de equilibrio: sistema estrutural imperfeito

Pontos Limites A e B
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Pontos Limites G e H

Figura 4.16 Configuracdes deformadas: sistema estrutural imperfeito



Tabela 4.4 Valores limites de carga, P (N): sistema estrutural perfeito

Pontos Limites Presente Trabalho | Yang e Kuo (1994)
de Carga
A 8.137 8.186
B -21.705 -21.928
C 47.916 48.648
D -80.885 -82.900
E 127.196 129.841
F -181.624 -182.003

Tabela 4.5 Valores limites de carga, P (N): sistema estrutural imperfeito

Pontos Limites Presente Trabalho | Yang e Kuo (1994)
de Carga

A 5.904 5.813

B -8.463 -8.498
C 16.524 16.149
D -21.901 -22.162
E 39.521 38.566
F -49.712 -49.896
G 67.822 64.875
H -81.958 -82.420

4.3 Influéncia da Atualizacao da Matriz de Rigidez

Como destacado no capitulo anterior, grande parte das técnicas de solucdo de problemas
ndo lineares baseia-se na aplicagdo do método de Newton-Raphson. Neste trabalho, foram
adotadas duas variantes desse método: Newton-Raphson padrio e modificado. No
primeiro, a matriz de rigidez tangente € atualizada a cada iteracdo; ja no segundo, a matriz
obtida na primeira iteracdo ¢ mantida constante durante todo o ciclo iterativo. Sendo assim,
esta secdo tem como objetivo apresentar um estudo envolvendo a influéncia dessas duas
variantes do método no processo iterativo de solugdo. Para isso, os arcos apresentados na
secdo anterior sdo usados novamente. Essas estruturas sdo exibidas na Figura 4.17, onde se
indica também a subsecdo na qual cada uma delas foi analisada. Os valores iniciais de
cargas, detalhes da modelagem e as propriedades fisicas e geométricas foram mantidos, e
podem ser encontrados nas subse¢des correspondentes. Com o estudo realizado na se¢do
anterior comprovou-se que a estratégia do residuo ortogonal torna-se bastante eficiente
quando a técnica do fluxo normal € também adotada. Sendo assim, nesta se¢do o estudo

serd realizado considerando apenas essa combinagao de estratégias.
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Figura 4.17 Arcos analisados

Sao apresentados na Tabela 4.6, para fins de comparacdo, os parametros relevantes
em uma andlise estdtica ndo linear: o nimero total de incrementos de carga (V) e de
iteragdes (I,,;); o nimero médio de iteracdes por incremento de carga (I,s,); 0 tempo de
processamento em segundos (CPU); e o numero total de reinicializacdes (Rein). Cabe
esclarecer que a reinicializacdo acontece quando se atinge o nimero maximo de iteragdes
desejadas (nmdx) (considerado igual a 21 para todos os exemplos) e ndo se obtém a

convergéncia para um dado incremento de carga. Nesse caso, entdo, retorna-se a ultima
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configuracdo de equilibrio conhecida, e reinicializa-se o processo incremental-iterativo
considerando metade do valor encontrado para AL".

Através dos resultados apresentados na Tabela 4.6, € possivel perceber que o melhor
desempenho nas andlises foi conseguido quando a matriz de rigidez foi atualizada a cada
iteracdo durante o processo iterativo, ou seja, usando o método de Newton-Raphson
padrdo. Para os dois exemplos estudados nas Subsecdes 4.2.1 e 4.2.2, entretanto, nota-se
um desempenho equivalente entre as duas variantes do método de Newton-Raphson. O
tempo de processamento para a técnica padrdo € ligeiramente superior, mas, por outro lado,
menos iteragcdes sdo necessdrias para a convergéncia. Considerando os resultados
alcancados com as demais andlises, a superioridade do método padrao € nitida em todos os

parametros fornecidos.

Tabela 4.6 Influéncia da atualizagdo da matriz de rigidez

Arcos Newton-Raphson Padrao Newton-Raphson Modificado

(Figura 4.17) Niot | Lot | Luca | Rein| CPU* | Ny Lo | Luca | Rein | CPU*

Senoidal 116 | 232 2 0 1.64 117 234 2 0 1.01

Circular abatido
S. Perfeito 124 | 248 2 0 1.61 124 258 2 0 1.1

Circular abatido

262 | 550 | 2 0 3.18 262 861 3 0 1.76

S. Imperfeito
Rotulado-engastado || 111 | 425 | 4 1 3.73 || 11466 49787 | 4 8 194.93
Parcialmente 303 (1070 | 3 | o | 462 1850 | 7218 | 4 | 3 | 897
carregado

Circular biarticulado

S. Perfeio 647 [1848 | 3 | 0 | 1592 | 6792 |22781| 3 | 4 | 64.18

Circular biarticulado
S. Imperfeito

*Nota: CPU avaliado em um Pentium(R) Dual-Core CPU T4300 @ 2.10GHz e memoéria RAM de 4GB

2552 (7160 | 3 1 129686 (11111 42616 | 4 3 1436.48

4.4 Influéncia do Fluxo Normal em OQOutras Estratégias de
Iteracao

A técnica do fluxo normal, como destacado no capitulo anterior, trata-se basicamente de
uma modifica¢do estabelecida no esquema iterativo de Newton-Raphson na tentativa de
acelerar o processo de solucdo e/ou contornar problemas de convergéncia. Mostrou-se na

Secdo 4.2 que, para a estratégia do residuo ortogonal, os problemas de convergéncia tipicos
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do método foram superados com o uso da técnica do fluxo normal. Como no sistema
computacional CS-ASA diversas outras estratégias estdo disponiveis, a implementacdo do
fluxo normal visa, também, possibilitar a sua utilizacdo em conjunto com essas estratégias.
Assim, esta secdo apresenta um estudo cujo objetivo € comparar a influéncia da
técnica do fluxo normal na eficiéncia também de outras estratégias de iteracdo presentes no
programa CS-ASA. Dentre as estratégias de iteracdo disponiveis nesse programa, duas
foram consideradas aqui: iteracdo a norma minima dos deslocamentos residuais (Chan,
1988) e iteracdo a deslocamento generalizado (Yang e Shieh, 1990). Tais estratégias sao
detalhadas no Apéndice A. E importante destacar que o mesmo esquema de incremento
automdtico do parametro de carga apresentado no capitulo anterior, Se¢do 3.3, foi usado.
Os exemplos analisados nas Sec¢des 4.2.4 e 4.2.5 serdo novamente usados. Os
mesmos parametros avaliados na secdo anterior: nimero total de incrementos de carga e de
iteragdes (N € 1), nimero médio de iteragdes por incremento de carga (I,s4), tempo de
processamento em segundos (CPU) e numero total de reinicializagcdes (Rein) sdo usados
para comparacao. Os resultados obtidos sdo mostrados separadamente para cada um dos

arcos nas duas proximas subse¢des.

4.4.1 Arco Circular Parcialmente Carregado

O arco circular parcialmente carregado, ilustrado na Figura 4.10, € analisado considerando
0s mesmos parametros iniciais de andlise adotados na Secdo 4.2.4. Na Tabela 4.7 sdo
indicados os valores dos parametros Ny, Lo, Inés, CPU € Rein encontrados usando o
processo convencional e, também, a técnica do fluxo normal na solu¢do do problema
estrutural. Sao mostrados, ainda, os resultados alcangados com a estratégia do residuo
ortogonal em conjunto com o fluxo normal. Pode-se observar que o desempenho da mesma
€ equivalente ao das demais.

Comparando os parametros de andlise € possivel observar a similaridade entre o
desempenho computacional conseguido com o processo convencional € com o fluxo
normal para as duas estratégias consideradas. Para este exemplo e para os parametros que
foram adotados na andlise, € possivel perceber que a introducao da técnica do fluxo normal
na andlise nao favorece em nada a eficiéncia dessas estratégias. No entanto, se o método de
Newton-Raphson modificado € adotado na andlise, verifica-se, através da Tabela 4.8, uma
melhora significativa na estratégia baseada no deslocamento generalizado. Essa andlise foi

apresentada e discutida detalhadamente em Maximiano et al. (2011).
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Tabela 4.7 Avaliacdo da eficiéncia computacional das estratégias adotadas

Estratégia Processo Convencional Fluxo Normal
Niot Tiot I.éa | Rein | CPU | N Tiot I.¢a | Rein | CPU
Norma
Minima 393 1070 3 0 434 | 393 | 1070 3 0 4.57
Desl.
Generalizado 393 1224 3 0 476 | 393 | 1224 3 0 4.81
Residuo
Ortogonal - - - - - 393 | 1070 3 0 4.62

Tabela 4.8 Influéncia dos métodos de Newton-Raphson no processo de solugdo

Newton- Processo Convencional Fluxo Normal

Raphson | N Liot I.ca | Rein | CPU Niot Lot Ica | Rein | CPU
Padrio 393 1224 3 0 4.76 393 1224 3 0 4.81

Modificado | 2497 | 13187 5 3 11.15 | 1500 | 9412 6 2 7.46

4.4.2 Arco Circular Biarticulado

Da mesma forma que na andlise do exemplo anterior, foram mantidos os mesmo
parametros iniciais adotados na Subsecao 4.2.5 para o estudo do arco circular biarticulado
mostrado na Figura 4.12. Porém, serd considerada aqui, apenas uma situacdo de
carregamento, o da carga pontual aplicada no eixo de simetria do arco.

A Tabela 4.9 apresenta os valores encontrados para os parametros Ny, Lior, Inca, CPU
e Rein usando o processo convencional e a técnica do fluxo normal. Pode-se observar uma
diferenca significativa entre essas duas abordagens quando a estratégia de iteracdo baseada
no deslocamento generalizado € usada. Os resultados mostram um nimero de incrementos
de carga menor, menos iteragdes totais e a ndo ocorréncia de reinicializacdes. Sendo assim,
o tempo de processamento é bastante inferior.

A influéncia do fluxo normal na eficiéncia dessa estratégia € verificada mais
claramente através da Figura 4.18. Essa figura mostra a variagdo da carga P em cada passo
incremental. Nota-se que em torno do ponto limite C (P = 47.916 N), os resultados diferem,
e a eficiéncia da técnica do fluxo normal a partir desse ponto pode ser percebida. Através
da Figura 4.18, verifica-se, também, que maiores incrementos de carga sd@o mantidos,
mesmo quando a ndo linearidade da curva é acentuada. Isso foi observado também por
Ragon et al. (2002).

Ainda observando a Tabela 4.9, para a estratégia da norma minima dos

deslocamentos residuais, pode-se observar que novamente os resultados foram
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equivalentes. Sendo assim, nessas condicdes, ndo se justifica a utilizacdo da técnica do
fluxo normal, que requer, como foi observado, um custo computacional maior.

Os resultados obtidos com a estratégia do residuo ortogonal associada ao fluxo
normal s@o também apresentados nessa tabela. Como no exemplo anterior, o desempenho

dessa metodologia foi similar ao das outras estratégias.

Tabela 4.9 Eficiéncia computacional das estratégias de iteracdo adotadas

Estratésia Processo Convencional Fluxo Normal
g Net | ot | Inea | Rein | CPU | Nut | Lt | Lnea | Rein | CPU
Norma
Minima 649 1451 2 0 15.2 649 | 1451 2 0 15.8
Desl.
Generalizado | 2220 3224 1 3 39.9 649 | 1451 2 0 15.3
Residuo
Ortogonal - - - - - 647 | 1848 3 0 15.9
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Figura 4.18 Variacdo da carga P em cada incremento
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Introducao

Com a finalidade de estabilizar a estratégia do residuo ortogonal proposta por Krenk
(1995), foi proposto neste trabalho, que uma condi¢do de perpendicularidade — técnica do
fluxo normal — fosse satisfeita ao longo do processo iterativo de solucao. Na estratégia do
residuo ortogonal, o parametro de carga € ajustado de forma que as forcas desequilibradas
sejam ortogonais aos deslocamentos incrementais correntes. Entretanto, dependendo do
sistema ou modelo estrutural analisado, essa estratégia apresenta inconsisténcias nas
proximidades de pontos limites de carga ou deslocamento. Para superar essa dificuldade e
ultrapassar os pontos criticos, é adotada, neste trabalho, a técnica do fluxo normal. Essa
técnica estabelece uma modificacdo no esquema iterativo de Newton-Raphson com o
objetivo de acelerar o processo de solugdo e/ou contornar problemas de convergéncia.
Cabe destacar que, embora o sistema computacional CS-ASA (Silva, 2009), utilizado
neste trabalho, disponha de vérias estratégias de solu¢c@o nao linear, métodos para obtenc¢ao
do tracado das trajetdrias de equilibrio continuam sendo alvo de muitos estudos. Com este
trabalho, mais uma estratégia estdvel e eficiente para solu¢do de problemas ndo lineares
torna-se op¢ao para o usudrio desse programa. O bom desempenho computacional da
metodologia adotada foi verificado na andlise estitica de sistemas estruturais
geometricamente ndo lineares. Como mencionado no Capitulo 2, Se¢do 2.4, o programa
CS-ASA foi desenvolvido através de uma programacdo estruturada em moédulos. Dessa
forma, as implementacdes realizadas pela autora deste trabalho foram feitas sem alteragdes

no programa principal.



Com o objetivo de validar e verificar a efici€éncia da estratégia do residuo ortogonal
associada a técnica do fluxo normal, arcos esbeltos que apresentaram caminhos de
equilibrio fortemente nao lineares foram analisados. Adicionalmente, foi apresentado um
estudo verificando a influéncia da atualizacdo da matriz de rigidez (Newton-Raphson
padrdo) ou ndo (Newton-Raphson modificado) durante o processo iterativo da solu¢do nao
linear. A influéncia da técnica do fluxo normal associada a outras estratégias de iteracdo do
programa CS-ASA foi também avaliada. As andlises dos resultados obtidos através da
simulacdo numérica dos sistemas estruturais abordados no Capitulo 4 permitem estabelecer

algumas conclusodes. Essas conclusdes e as sugestdes para futuras pesquisas sdo descritas

nas duas proximas secoes.

5.2 Conclusoes

Os resultados das andlises nao lineares realizadas em cinco arcos esbeltos, apresentando
diferentes geometrias, condi¢des de contorno e carregamento, foram comparados com as
solugdes numéricas e analiticas disponiveis na literatura. A boa concordancia entre todas as
respostas permite afirmar que tanto a estratégia do residuo ortogonal quanto a técnica do
fluxo normal foram implementadas corretamente, e podem ser combinadas para avaliar o
comportamento estatico de estruturas metdlicas reticuladas planas. A seguir, outras
conclusdes serdo apresentadas separadamente referentes ao estudo desenvolvido no

Capitulo 4.

5.2.1 Residuo Ortogonal Associado a Técnica do Fluxo Normal

No Capitulo 4, através da andlise estdtica ndo linear dos arcos, observou-se que a condicao
de perpendicularidade — técnica do fluxo normal — imposta ao longo do processo
iterativo de solucdo torna possivel a superacdo de problemas de instabilidade nas
proximidades de pontos limites observados com a estratégia do residuo ortogonal. Os
resultados alcancados combinando a estratégia do residuo ortogonal com o fluxo normal
foram satisfatérios quando comparados aos da literatura. Isso comprova a eficiéncia dessa
associacdo na obtencdo do caminho de equilibrio completo de arcos com comportamento
fortemente ndo linear. Sendo assim, essa combinacdo na solucdo de sistema de equagdes

ndo lineares torna-se melhor op¢ao.
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5.2.2 Influéncia da Atualizacdo da Matriz de Rigidez

Duas variantes do método de Newton-Raphson foram adotadas neste trabalho:
Newton-Raphson padrao e modificado. A op¢ao pelo método modificado pode acelerar a
andlise, ja que a matriz de rigidez ndo € atualizada a cada iteracdo. Entretanto, na maioria
das vezes, pode exigir um nimero maior de iteragdes para a convergéncia.

Através dos resultados apresentados na Secao 4.3, foi possivel perceber que o melhor
desempenho nas andlises foi conseguido usando o método de Newton-Raphson padrao, ou
seja, quando a matriz de rigidez foi atualizada a cada iteracdo durante o processo iterativo.
Para os dois exemplos estudados nas Secodes 4.2.1 e 4.2.2, entretanto, observou-se um
desempenho equivalente entre as duas variantes do método de Newton-Raphson. O tempo
de processamento para a técnica padrdo é ligeiramente superior, em compensacao, menos
iteragdes sdo necessdrias para a convergéncia. Considerando os resultados dos demais
exemplos, a superioridade do método padrao foi observada em todos os parametros

abordados.

5.2.3 Outras Estratégias Associadas a Técnica do Fluxo Normal

A implementacio da técnica do fluxo normal no sistema computacional CS-ASA
possibilitou a utilizagdo da mesma em conjunto com as outras estratégias de iteracao
disponiveis nesse sistema. A estratégia baseada na norma minima dos deslocamentos
residuais e a estratégia do deslocamento generalizado foram selecionadas para o estudo. Os
resultados mostraram que a técnica do fluxo normal contribuiu significativamente para o
desempenho computacional da metodologia de solucdo ndo linear adotada. Isso foi
verificado quando se utilizou a estratégia baseada no deslocamento generalizado. Essa
combinacdo permitiu o tracado completo da trajetéria de equilibrio com um nimero menor
de incrementos de carga e de iteracdes totais e, portanto, com tempo de processamento
inferior ao do processo convencional. Nesse caso, foram mantidos maiores incrementos de
carga mesmo quando a nao linearidade da curva era acentuada, como observaram Ragon et
al. (2002). Além disso, o processo de solucao foi reiniciado menos vezes que o processo
convencional. Quando combinada com a estratégia da norma minima dos deslocamentos
residuais, a mesma eficiéncia ndo € observada. Sendo assim, nessas condicdes, ndo se

justifica a utilizag¢do da técnica do fluxo normal.
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5.3 Sugestoes para Futuras Pesquisas

Algumas sugestoes para o desenvolvimento de trabalhos futuros sdo apresentadas nesta

secdo.

e Testar a combinacdo proposta neste trabalho na andlise estitica ndo linear de outras

estruturas, tais como: porticos, vigas, trelicas, placas e cascas;

e Utilizar a combinacdo proposta também na solu¢cdo de problemas estruturais em que
outros efeitos nao lineares, como ligacdo semirrigida e plasticidade, estejam presentes

na analise;

e Dar continuidade a investigac@o e desenvolvimento de novas estratégias de solu¢c@o nao
linear;

e Realizar andlises paramétricas para os arcos estudados aqui; estender essas andlises aos
porticos e colunas com ligacdes semirrigidas;

¢ Implementar procedimentos numéricos que consigam determinar, com precisdo, pontos
criticos (bifurcacdo, mdximos e minimos) ao longo das trajetdrias de equilibrio (Shi e
Crisfield, 1994; Crisfield, 1997);

¢ Implementar a estratégia de incremento de carga denominada controle do deslocamento
generalizado (Alvarenga, 2010);

e Realizar estudos adicionais associados, especificamente, as diferentes estratégias de

incremento de carga implementadas no CS-ASA.
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Apéndice A

Estratégias de Iteracao

A.1 Introducao

A corre¢ido do parimetro de carga, OA, € calculada em fung¢do de uma dada estratégia de
iteragcdo, ou equacgdo de restricdo imposta ao problema. Uma estratégia de iteracdo deve
atender, principalmente, o requisito de ser eficiente computacionalmente. Neste anexo sio
apresentadas duas estratégias de iteracdo, que atendem ao requisito anterior, € estdo

implementadas no sistema computacional CS-ASA.

A.2 Iteracao a Norma Minima dos Deslocamentos Residuais

Chan (1988) apresentou uma estratégia de iteracdo definida como o Método dos
Deslocamentos Residuais (MDR). Nessa estratégia, ao invés de se usarem restri¢des
geométricas e de energia, procura-se eliminar diretamente os deslocamentos residuais (ou
deslocamentos iterativos) devido as forcas desequilibradas. Vale ressaltar que esse € o
objetivo principal do ciclo iterativo.

Nesse método, a componente j do vetor de deslocamentos U numa dada iteragéo k,
usando, por exemplo, a Equagdo (12), € escrita na forma:

e =8UX (j)=38U% (j)+8r*8U% (/) (A.1)

sendo ¢; considerado como um dado erro.
Chan entdo propds que a condicdo de minimos quadrados desse erro, para um

sistema de m graus de liberdade, poderia ser expressa de acordo com:



J=1 =0 (A2)

z

A equacdo anterior € equivalente a condicdo da norma euclidiana minima dos

deslocamentos residuais, escrita numa forma mais adequada como:

d {(SU’C )T SUﬂ

dsnk

=0 (A.3)

Substituindo, entdo, a Equacdo (12) na Equacdo (35) e, depois, derivando a

expressao obtida em relagcdo a A, chega-se a:

N\ syik
Ak Z_M (A.4)
(suf) suk

Cabe esclarecer que, para a técnica do fluxo normal, onde a Equagao (3.19) € usada
ao invés de (3.16), essa mesma relagdo final € obtida.

A Tabela A.1 resume parte do processo incremental-iterativo, destacando as
expressoes usadas para obtencdo da solucdo predita (ALY e AUY) e as equacoes para
correcdo do parametro de carga (Equacdo A.4) e dos deslocamentos nodais. O critério
baseado em deslocamentos € usado para sinalizar que um novo estado de equilibrio foi
encontrado. Destaca-se que, durante o ciclo iterativo, € indicada, para a correcdo dos
deslocamentos, a expressdo usada no processo convencional de metodologia de solucdo

ndo linear. A Equagdo (3.20) devera ser usada caso a técnica do fluxo normal seja adotada.

A.3 Iteracao Baseada no Deslocamento Generalizado

Com a estratégia de incremento de carga baseada no parametro GSP foi mostrado, de
acordo com o trabalho de Yang e Kuo (1994), a seguinte expressdo deveria ser considerada

para o parametro de carga ao longo do processo de solucdo nao linear:

g1k = d
ar’("su |suf

(Hk -an° (U7 )suk ) (A.5)
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Tabela A.1 Iteracdo a norma minima dos deslocamentos residuais

Incremento de carga: i =1, 2,..., n°«

Solugdo Predita:
A0 =220 /|GsP|
AU? =k 1 a0,

Ciclo de iteragdes: k =1, 2,..., L

T
k k
. (suf) sut
k=t L °
\T ook
(suk) suy
sU* = U + 81 sUf

Pare o ciclo iterativo quando: HSUkH < CHAUk H

Pare o incremento de carga quando: i = n°

Na obtencdo da solucdo incremental predita (k = 0), os referidos pesquisadores
definiram que o parametro incremental Hy (no caso, deslocamento generalizado) deveria
ser obtido considerando que no primeiro passo de carga se conhece o valor e AN’ no

primeiro passo de carga, escrevendo:

Hy = (Ax?)2 ('su”)(*su, ) (A.6)

Durante o ciclo iterativo o parametro de deslocamento generalizado H, € mantido

constante, ou seja, Hy = 0 para k > 0. Dessa forma, pode-se reescrever (A.5) como:

'sUT Uk

Sk =—
tsuT sUk

(A.7)
que € a expressao para a correcao do parametro de carga durante o ciclo iterativo.

Assim como na se¢do anterior, ilustram-se, na Tabela A.2, as etapas principais do
processo incremental-iterativo. A estratégia de incremento de carga baseada no parametro
GSP e a estratégia de iteracdo baseada no deslocamento generalizado sdo usadas. Aqui

também, a correcdo dos deslocamentos durante o ciclo iterativo € estabelecida de acordo
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com o processo convencional da metodologia de solucdo ndo linear. Caso se adote a

técnica do fluxo normal, a Equacao (3.20) deve ser usada.

Tabela A.2 Iteracdo baseada no deslocamento generalizado

Incremento de carga: i = 1, 2,..., n°x
Solugdo Predita:
A\ =xa0] |GsP|
AU =k arlF,
Ciclo de iteragdes: k =1, 2,..., L4
tspil syrk
K U, 8U,
A =T
dU,. oU;,
sU* = sU% +an* Uy
Pare o ciclo iterativo quando: HBUkH < CHAUk H

Pare o incremento de carga quando: i = n°;
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