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Resumo da Tese apresentada como requisito parcial para obten¢do do titulo de Doutor em
Engenharia Civil.

SISTEMA COMPUTACIONAL PARA ANALISE AVANCADA ESTATICA E
DINAMICA DE ESTRUTURAS METALICAS

Andréa Regina Dias da Silva

Dezembro/2009

Orientadores: Ricardo Azoubel da Mota Silveira

Francisco de Assis das Neves

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma ferramenta computacional
para andlise avancada estdtica e dinamica de estruturas metdlicas reticuladas baseada no
Método dos Elementos Finitos. O conhecimento do comportamento estitico e dindmico de
uma estrutura € essencial para a concepgao de estruturas mais leves e esbeltas sem afetar o
seu padrdao de seguranca e de qualidade. Assim, torna-se necessdrio utilizar teorias mais
complexas, como formulacdes nao lineares, evitando simplificagdes no processo de
andlise/projeto. Nesse sentido, sdo consideradas neste trabalho duas fontes de nao
linearidades: a geométrica, que considera os efeitos da deslocabilidade da estrutura, e a
fisica, causada principalmente pelas caracteristicas mecanicas dos materiais utilizados na
construgdo civil. A inelasticidade do aco e a semi-rigidez das ligacdes entre os membros
estruturais caracterizam a nao linearidade fisica. Em uma Andlise Avangada, esses efeitos
ndo lineares sdo diretamente considerados na formulacdo do elemento. Isso elimina a
necessidade de processar a andlise € o dimensionamento estrutural em fases distintas,
permitindo assim estimar precisamente os possiveis modos de colapso. Os fundamentos
tedricos necessdrios para um melhor entendimento do comportamento estrutural e das
formulacdes desenvolvidas para a consideracdo de cada um dos efeitos citados serdo
apresentados ao longo do trabalho. Avalia-se a estabilidade estatica e dinamica de varios
sistemas estruturais com ligacOes rigidas e semi-rigidas cujas solugdes analiticas ou
numéricas sdo encontradas na literatura. Essas andlises sdo usadas também para a
validacdo da metodologia de solucdo adotada. Ao final da tese, algumas conclusdes e
observacdes referentes ao comportamento estrutural serdo estabelecidas.

v



Abstract of Thesis presented as partial fulfillment of the requirements for the degree of
Doctor in Civil Engineering.

COMPUTATIONAL SYSTEM FOR ADVANCED STATIC AND DYNAMIC
ANALYSIS OF STEEL STRUCTURES

Andréa Regina Dias da Silva

December/2009

Advisors: Ricardo Azoubel da Mota Silveira

Francisco de Assis das Neves

A new computational tool for the advanced static and dynamic analysis of steel framed
structures based on the Finite Element Method has been developed and is presented herein.
Understanding the static and dynamic behavior of a structure is essential for designing
structures that are lighter and slenderer without affecting their safety and quality standards.
As such, it is evermore necessary to use complex theories, such as nonlinear formulations,
and not oversimplify the project’s process analysis. In this sense, two sources of non-
linearity are herein contemplated: the geometric, which considers the effects of structural
displacement; and the physics, which considers the effects of the mechanical
characteristics of the material used in civil construction. Member material yielding and
connection flexibility of the structural members characterize the physical sources of
nonlinear behavior. In an Advanced Analysis, these nonlinear effects are directly
considered in the formulation of the element. This eliminates the need for distinct-phase
analysis and structural designing, permitting, as such, the precise estimation of possible
collapse load and modes. The necessary fundamental theories for the better understanding
of structural behavior and the formulations developed for each of the cited effects are
herein presented. Also presented is an evaluation of the static and dynamic stability of
various structural systems, with rigid and semi-rigid connections, whose analytical or
numerical solutions are found in literature. This latter evaluation is used for validating the
methodology and the formulations developed by the author. Finally, some conclusions and

observations referring to structural behavior are construed.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais e Objetivos

Com as vantagens de possuir alta resisténcia, boa ductilidade e rdpida fabricacdo e
montagem, requisitos desejaveis na constru¢do civil, as estruturas de aco vém sendo
largamente utilizadas. A ductilidade refere-se a capacidade do aco de sofrer grandes
deformacdes antes do rompimento, permitindo a redistribuicdo de esfor¢os quando se
atinge a resisténcia limite de alguns membros estruturais. Essa propriedade também
favorece a absor¢do de energia, que € extremamente importante em estruturas submetidas a
excitagOes de natureza sismica (Lui, 1999).

A finalidade da andlise estrutural ¢ determinar a resposta da estrutura, ou seja,
tenses, deformagdes, forcas atuantes, solicitacdes resultantes e deslocamentos, sob
determinadas condi¢des de contorno e carregamento. Para o projeto/dimensionamento
estrutural, o objetivo € definir os membros do sistema que apresentem uma melhor
estabilidade e capacidade resistente para atender as solicitacdes encontradas na andlise
estrutural. Atualmente, uma boa interagdo entre a andlise e o projeto tem sido alcancada
através da Andlise Avangada. Varios estudos relacionados a Anélise Numérica Avancada
de estruturas metélicas estdo sendo desenvolvidos com o objetivo de examinar o seu
comportamento nao linear. Nesse sentido, todos os fatores que influenciam
substancialmente o comportamento estrutural sdo incluidos nos modelos numéricos e
formulacdes, dando ao engenheiro uma solugdo precisa e econdmica para o projeto. Entre
esses fatores destacam-se aqueles decorrentes dos grandes deslocamentos que o sistema
estrutural pode sofrer (efeitos de segunda ordem), os efeitos introduzidos pela consideracgao

da semi-rigidez das liga¢cGes e da inelasticidade do material, e, adicionalmente, a influ€ncia



de imperfeicdoes geométricas e de carregamento, e tensOes residuais. Esses efeitos ndo
lineares, ao serem considerados conjuntamente, elimina-se a necessidade de processar a
andlise estrutural e o projeto em fases distintas (Chen e Toma, 1994). Cabe enfatizar que o
uso de ligagdo viga-coluna ou mesmo coluna-base € inerente de toda construcao estrutural
em aco, seja constituida por um ou vérios pavimentos. Devido a sua importancia, ela se
torna significante em termos econdmicos € também estrutural. A economia, bem como a
melhoria na qualidade de um projeto, tem um impacto nas empresas de fabricacdo e
montagem das estruturas metdlicas. E importante, entdo, que um engenheiro de projeto
entenda o comportamento da ligacao.

Com o desenvolvimento da industria civil, naval, oceadnica e aeronautica, € 0
surgimento de materiais mais resistentes e novas técnicas construtivas, em diversos
problemas da mecanica estrutural o comportamento ndo linear das estruturas passa a ser
relevante e deve ser considerado nas andlises. Isso acontece pelo interesse cada vez maior
em se projetar estruturas mais leves e esbeltas e para as quais os fatores de seguranga
usualmente empregados devem ser menores, tornando os produtos mais competitivos.
Além disso, a engenharia estrutural vem, cada vez mais, concebendo sistemas que nao
podem ser analisados e dimensionados sem que os efeitos dindmicos sejam também
considerados. O desconhecimento dos niveis e caracteristicas da resposta dindmica pode
levar a falha do sistema durante a aplicagdo de carregamentos repetitivos devido a
acumulagdo de danos estruturais. Portanto, com as mudangas de concepg¢des estruturais e
exigéncias de verificagdo mais precisa do comportamento das estruturas, existe uma
procura crescente por sistemas computacionais com recursos para andlises ndo lineares
estitica e dindmica. Como os sistemas estruturais geralmente sdo formados por vigas,
porticos, trelicas, placas e cascas, os engenheiros devem ter um bom conhecimento sobre o
comportamento desses elementos quando submetidos a carregamentos de natureza estatica
e dinamica.

Sendo assim, as formulacdes numéricas e computacionais desenvolvidas com o
Método dos Elementos Finitos ganham espaco e se mostram eficientes na solu¢do dos
problemas estruturais. Sabe-se que as formulagdes lineares para andlise estrutural s@o
utilizadas facilmente pela maioria dos usudrios de programas comerciais baseados nesse
método. Entretanto, diferentemente, as andlises ndo lineares envolvem o conhecimento
especifico para a definicdo dos varios parametros requeridos pelos aplicativos, assim como
um melhor julgamento pelo analista acerca da qualidade da resposta obtida. E necessdrio,

nesse caso, que o responsavel pela andlise tenha uma formacao especifica nas teorias e nos
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modelos envolvidos e também conheca os métodos de solu¢do do problema para que venha
obter resultados consistentes e satisfatorios. Rapidez, precisdo e custo s@o os requisitos
basicos para a solucdo de problemas em engenharia; os cédigos estdo evoluindo nessa
direcdo.

Surovek-Maleck et al. (2004) e, recentemente, Wong (2009) afirmam que embora as
ferramentas computacionais que consideram modelos ndo lineares fisicos e geométricos,
imperfeicdes geométricas e tensdes residuais evoluam rapidamente, os programas
comercias disponiveis com todos esses recursos ainda é uma raridade. Isso pode ser
decorrente da complexidade da analise e do desconhecimento do significado e importincia
dos efeitos ndo lineares no comportamento estrutural.

Este trabalho se insere nesse contexto. O objetivo é obter um sistema computacional
para andlise numérica avancada estdtica e dindmica de estruturas metélicas baseado no
Meétodo dos Elementos Finitos. Visando estabelecer uma modelagem computacional mais
verdadeira do comportamento estrutural, os efeitos ndo lineares relatados brevemente em
paragrafos anteriores serdo considerados. O emprego da andlise avancada como
metodologia de andlise e projeto de estruturas metdlicas apresenta diversas vantagens entre
as quais se destaca a possibilidade de estabelecer o limite de resisténcia e de estabilidade
do sistema estrutural e de seus membros de forma direta, sem a necessidade de verificacdo
separada da capacidade de cada membro (Chen e Toma, 1994). Vale enfatizar que ndo foi
encontrado na literatura um programa computacional semelhante, com varias formulagdes
ndo lineares de elementos finitos reticulados planos capazes de simular os importantes
efeitos que modificam o comportamento estrutural.

Por fim, cabe esclarecer que o presente trabalho é parte integrante das seguintes
linhas de pesquisa do Programa de Pds-Graduagdo em Engenharia Civil

(PROPEC/Deciv/EM/UFQOP), na area de concentracao em Construcao Metalica:

® Mecanica Computacional: cujo objetivo € o estudo e o desenvolvimento de métodos
e técnicas que possibilitem avangos na simulacdo computacional de sistemas de
engenharia;

e Comportamento e Dimensionamento de Estruturas Metdlicas: que estuda o
comportamento das diversas partes de uma estrutura, isoladamente ou em conjunto,
envolvendo estruturas metdlicas e mistas de aco e concreto, constituidas por perfis

laminados, soldados e/ou eletrossoldados, tubulares ou leves de chapa dobrada.

Uma descri¢@o dos capitulos que compdem este trabalho € feita na préxima secao.



1.2 Organizacao do Trabalho

z

Esta tese € constituida por nove capitulos e dois apéndices. Os fundamentos tedricos
necessarios para um melhor entendimento do comportamento estrutural e das formulacdes
implementadas no sistema computacional, e a validacdo da metodologia de solugdo
adotada nas andlises serdo apresentados ao longo deste trabalho. Cabe ressaltar que uma
revisdo bibliografica relacionada a cada um dos temas envolvidos no estudo serd feita no
decorrer dos capitulos que os tratam.

Inicialmente, no Capitulo 2, apresentam-se as principais caracteristicas do sistema
computacional desenvolvido para andlise avancada estdtica e dinamica de estruturas
metélicas.

Serdo destacados, nos Capitulos 3, 4 e 5, os aspectos associados a andlise estdtica ndo
linear. No Capitulo 3 apresenta-se de uma forma generalizada a formulacdo para o
elemento finito de viga-coluna usado na modelagem e o processo de discretizacdo do
sistema estrutural. A metodologia numérica usada na solu¢do do problema € também
detalhada. A particularizacio para a consideracdo apropriada dos efeitos da ndo linearidade
geométrica, inelasticidade do aco e flexibilidade da ligacdo serd feita no Capitulo 4 com a
apresentacdo de diversas formulacdes. A importancia da consideragdo isolada ou em
conjunto desses efeitos nas andlises é destacada. O Capitulo 4 inicia-se, entretanto, com a
apresentacdo das estratégias de incremento de carga e de iteracdo usadas no processo de
solucdo ndo linear incremental-iterativo. Na descricdo das formula¢des mostram-se as
relacdes deformacdo-deslocamento, as equacdes de equilibrio e, principalmente, a
obtencdo dos vetores de forcas internas e da matriz de rigidez do elemento. Apds o
desenvolvimento das formulagdes, verifica-se, no Capitulo 5, através da andlise da
estabilidade estdtica de doze sistemas estruturais cujas respostas sdo encontradas na
literatura, o desempenho do sistema computacional desenvolvido e a aplicabilidade das
formulacdes implementadas.

O Capitulo 6 trata da metodologia usada na anélise dindmica de estruturas reticuladas
planas onde os efeitos decorrentes da ndo linearidade geométrica e das ligacdes semi-
rigidas entre os membros estruturais sdo considerados. Abordam-se a equagdo basica que
governa o movimento do sistema estrutural e a sua discretizagdo usando o Método dos
Elementos Finitos. A estratégia a ser seguida para realizar a andlise de vibragdo livre de
uma estrutura previamente carregada serd estabelecida. Com relacdo a andlise transiente,

faz-se inicialmente uma discussao geral sobre os métodos numéricos de integracao direta e
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a metodologia desenvolvida para solucao do problema ndo linear € mostrada. Ainda neste
capitulo, apresenta-se o modelo usado para simular o comportamento histerético da ligacao
e, adicionalmente, alguns comentdrios referentes a técnica para selecdo automdtica do
incremento do intervalo de tempo serdo feitos. Ao final do capitulo, o procedimento
adotado para se obter a relacdo ndo linear entre a frequéncia de vibragdo livre e a amplitude
da resposta dindmica serda mostrado.

No Capitulo 7, para validar a formulagdo e a estratégia de solu¢do desenvolvidas
para andlise dinamica ndo linear, estudam-se nove sistemas estruturais e comparam-se as
respostas as solucdes analiticas ou numéricas encontradas na literatura. S3o realizadas
andlises de vibracdo livre e transiente neste capitulo.

O Capitulo 8 destina-se a aplicacdo das formulacdes apresentadas e testadas nos
capitulos anteriores no estudo estdtico e dinamico de trés sistemas estruturais de porte
médio. Analisam-se estruturas constituidas por quatro, seis e sete pavimentos.

Finalizando, no Capitulo 9, algumas observagdes e conclusdes referentes a pesquisa
serdo estabelecidas. Com o objetivo de continuar este trabalho e expandir o sistema
computacional, alguns temas importantes sdo sugeridos.

Para complementar o trabalho, no Apéndice A, os elementos da matriz de rigidez de
duas formulacdes desenvolvidas em referencial Lagrangiano atualizado, que simulam os
efeitos da ndo linearidade geométrica e sdo usadas por outras formulagdes, sdo
apresentados. Ainda nesse apéndice, tem-se o desenvolvimento de uma formulagido de
elemento finito de viga-coluna que adota funcdes de estabilidade na simulacdo dos
referidos efeitos.

Ja no Apéndice B, uma discussd@o sobre os modelos utilizados para representar o
comportamento das ligacdes semi-rigidas é apresentada. Inicialmente € feita uma revisao
bibliografica sobre os modelos encontrados na literatura e, atencao especial é dada aos

cinco modelos mateméticos implementados no sistema computacional.



Capitulo 2

Sistema Computacional

2.1 Introducao

Este capitulo apresenta as caracteristicas da ferramenta computacional para andlise
estrutural desenvolvida neste trabalho. Sabe-se que, a medida que novas formulagdes e
novos tipos de elementos finitos surgem, hd a necessidade de que os programas
computacionais baseados no Método dos Elementos Finitos possam ser adaptados de
maneira f4cil e rapida. Para que isso ocorra, deve-se buscar o0 maximo reaproveitamento de
codigo, se possivel apenas com o acréscimo de novas funcionalidades sem que haja
alteracdo substancial no cédigo fonte original.

Para o desenvolvimento do sistema CS-ASA (Computational System for Advanced
Structural Analysis), utiliza-se uma base computacional existente desenvolvida,
inicialmente, por Silveira (1995) que usou a linguagem Fortran 77 (Press et al., 1992),
porém adotando alguns recursos do Fortran 90. Uma caracteristica marcante do Fortran
77 sdo as regras de alinhamento das linhas do programa, uma heranca da era dos cartdes
perfurados. Neste trabalho, o Fortran 90/95 (Chapman, 2003), que nao segue esse formato,
¢ usado. Embora essa ndo seja uma linguagem orientada a objetos — que favorece a
produtividade de programacido, o rapido desenvolvimento de aplicativos € a reducdo do
custo de manutencdo — ela possui algumas caracteristicas dessas linguagens, além da
utilizacdo de comandos breves para a execu¢do de operacdes matriciais permitindo uma
simplificac@o na escrita de muitos problemas matematicos. Versdes mais recentes, Fortran
2003 (Metcalf et al., 2004; Chapman, 2007) e Fortran 2008, sdo orientadas a objetos. Na
versao 2003, além dessa filosofia de programacio, que oferece uma maneira mais efetiva

de separar a programac¢do de um cddigo grande e complexo em tarefas independentes, e



também permite a constru¢do de um novo c6digo baseado em rotinas j4 existentes, outras
melhorias ocorreram. Entre elas destaca-se a interoperabilidade com a linguagem de
programacgdo C, ou seja, a capacidade de interagir com tal linguagem. J4 se encontram
compiladores Fortran com vérias caracteristicas do Fortran 2003 (Intel® Visual Fortran
Compiler v11, 2008), entretanto, um compilador com suporte para todos os recursos dessas
duas versdes mais recentes ainda € inexistente.

Com o Fortran 90/95 utilizou-se uma programacao estruturada em médulos (classes)
cujo funcionamento interno pode ser alterado sem a necessidade de alterar o programa que
o utiliza. Isso favorece a melhoria da produtividade da programacdo objetivando a sua
expansao com o desenvolvimento de novas funcionalidades.

As caracteristicas gerais do CS-ASA sdo apresentadas na proxima se¢do. Detalhes

referentes a implementacdo computacional nio serdo apresentados neste trabalho.

2.2 Caracteristicas Gerais

Como ja destacado, este trabalho visa obter um sistema computacional para andlise
numérica avancada de estruturas metdlicas. Para isso, utiliza-se uma base computacional
desenvolvida inicialmente por Silveira (1995) para investigar a instabilidade eldstica de
colunas, arcos e anéis com restri¢des unilaterais de contato. Posteriormente, sob orientacao
desse autor, outros trabalhos foram realizados usando essa base. No primeiro deles, Galvao
(2000) desenvolveu um programa onde foram implementadas e testadas diversas
formulacdes geometricamente ndo lineares para elementos de porticos planos. Neste
mesmo ano, Rocha (2000) estudou estratégias de solu¢do ndo linear para o tragado
completo da trajetéria de equilibrio. Ainda com relag¢do a andlise estdtica, Pinheiro (2003)
estudou e implementou formulacdes nao lineares para andlise de sistemas trelicados planos
e espaciais, € também, uma formulacdo ndo linear para pdrticos planos com ligacdes semi-
rigidas. Para andlise dinamica, Galvao (2001, 2004) tornou possivel o estudo de vibracao
em trelicas planas, porticos planos e espaciais e implementou métodos de integracdo
numérica, explicitos e implicitos, para andlise de porticos planos considerando o efeito da
flexibilidade da ligacdo. Apenas o comportamento linear da ligagao foi considerado em seu
trabalho. Além disso, uma estratégia adaptativa que permite o controle automético do
intervalo de tempo no processo de integracdo das equagdes diferenciais de movimento foi
acrescentada. Novamente com relacdo a andlise estdtica, formulagdes ndo lineares que

consideram o efeito da inelasticidade do aco em pdrticos planos com ligacdes rigidas
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foram implementadas por Machado (2005). Por ultimo, Rocha (2006) e Santos (2007)
consideraram em um unico elemento finito de viga-coluna os efeitos ndo lineares,
possibilitando a anélise ineldstica de segunda ordem em estruturas metédlicas com ligacdes
semi-rigidas. Cabe esclarecer que em cada um desses trabalhos foram desenvolvidos
programas computacionais independentes a partir da mesma base computacional.

A intencdo é, entdo, expandir ainda mais a base computacional existente, porém,
incluindo grande parte das formulacdes estudadas pelos pesquisadores citados no pariagrafo
anterior no sistema computacional proposto. A interacdo entre as formulagdes nao lineares
serd agora possivel.

Dessa forma, o CS-ASA serd capaz de realizar a andlise estdtica e dindmica de
estruturas metdlicas. Porém, atencdo serd dada apenas ao estudo e andlise das metodologias
usadas para andlise nao linear. Dez formulagdes de elemento finito de viga-coluna serdo
abordadas e combinadas em busca de uma modelagem estrutural mais real com a
consideracdo dos efeitos da ndo linearidade geométrica, flexibilidade da ligacdo e
inelasticidade do aco. A influéncia de imperfeicdes geométricas iniciais e tensdes residuais
também € considerada.

Cabe ressaltar que o sistema poderd realizar a andlise ndo linear de trelicas planas e
espaciais, considerando apenas o efeito da nao linearidade geométrica. Duas formulagdes
foram estudadas e implementadas por Pinheiro (2003). Também, serd possivel efetuar a
andlise dindmica linear de trelicas planas e espaciais (Galvdo, 2001). E importante destacar
que, para andlise transiente linear, Galvao (2000) implementou os seguintes métodos de
integracdo: Newmark, Wilson-0, Diferenca Central e Hilbert. J4 a autora deste trabalho
implementou o método generalizado proposto por Modak e Sotelino (2002), além de tornar
possivel a andlise linear no dominio da frequéncia.

Seguindo um formato tradicional de um programa de elementos finitos ilustrado na
Figura 2.1, o programa CS-ASA devera ser capaz de efetuar a andlise estitica e dinamica
de estruturas metdlicas, como ja destacado. Os efeitos ndo lineares simulados em cada uma
dessas andlises estdo também indicados nessa figura. Em geral, o processo de simulacdo
numérica na mecanica computacional € dividido em trés etapas, pré-processamento, andlise
e poOs-processamento, que normalmente sdo tratadas de forma independente.
Tradicionalmente, o pré-processamento, que € a etapa inicial da andlise computacional,
consiste na leitura de um ou mais arquivos texto em formatos especificos. Os dados
contidos nesses arquivos serdo, em seguida, processados para obtencdo das respostas que

serdo impressas em arquivos texto para pos-processamento.
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CS-ASA
Computational System for Advanced Structural Analysis

Entrada de Dados
ESTATICA DINAMICA
*Ndo linearidade geométrica *N4ao linearidade geométrica
*Flexibilidade da ligagdo *Flexibilidade da ligagdo
eInelasticidade do material Resultados

Figura 2.1 Programa CS-ASA: andlises e efeitos considerados

A etapa de pré-processamento (entrada de dados) consiste na defini¢cdo completa do
modelo a ser analisado. Nesse estdgio, o usudrio deve primeiro definir o tipo de anélise, se
linear ou ndo linear; o modelo estrutural a ser analisado, trelica ou portico, e a
caracteristica da analise, estatica ou dinimica. Para a analise dinAmica uma escolha entre a
andlise transiente ou de vibracdo livre deve ser feita. J4 na andlise estdtica, o estudo no
regime eldstico ou ineldstico € possivel. A presenca ou ndo de ligagdes semi-rigidas é outra
informacao necessdria. Se houver ligacdes semi-rigidas, o seu comportamento momento-
rotagdo, que € representado através de algum modelo matematico desenvolvido para essa
finalidade, deve ser fornecido. Além disso, € necessario informar as caracteristicas
geométricas e fisicas do modelo estrutural, a discretizacdo em elementos finitos, as
condic¢des de contorno e o carregamento atuante. Todas essas informacdes, imprescindiveis
para se realizar uma andlise estrutural, devem estar presentes no arquivo de dados
FILEIN1.D indicado na Figura 2.2.

Para uma andlise estdtica ndo linear a formulagao escolhida de acordo com o efeito
desejado na andlise deve também ser informada. Isso € feito no arquivo de dados,
FILEIN2.d. As formulacOes implementadas no CS-ASA para a simulagdo dos efeitos

referenciados na Figura 2.1 sdo indicadas na Figura 2.3.
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ENTRADA DE DADOS

ANALISES

SAIDA DE RESULTADOS

Figura 2.2 Entrada de dados e saida de resultados

Como se pode observar, t€ém-se trés formulacdes SOF-1,2,3 (Second order finite
element formulation) que consideram os efeitos da ndo linearidade geométrica. Para
simular os efeitos da semi-rigidez da ligacdo, outras trés, SRF-1,2,3 (Semi-rigid finite
element formulation), foram implementadas. Para considerar a plastificagdo nos membros
estruturais t€ém-se as formulagdes PHF-1,2 (Plastic-hinge finite element formulation) e para
a simulacdo conjunta de todos os trés efeitos mencionados, t€ém-se duas formulagdes
AAF-1,2 (Advanced analysis finite element formulation). Além da formulacdo, os
parametros que gerenciam a estratégia incremental-iterativa baseada no método de
Newton-Raphson padrdo ou modificado sdo informagdes necessdrias. Dentre esses
parametros podem ser citados: o nimero de passos de carga, o méaximo de iteragdes
desejadas, o incremento inicial do parametro de carga, as estratégias de incremento de
carga e de iteracdo escolhidas e a tolerancia para convergéncia. Os detalhes do processo
incremental-iterativo serdo apresentados nos Capitulos 3 e 4.

Cabe informar que, para a andlise estatica linear de sistemas estruturais com ligacdes
semi-rigidas, as formulagdes SRF-1, SRF-2 e SRF-3, indicadas na Figura 2.3 e que serdo
apresentadas no Capitulo 4, sdo utilizadas.

O arquivo de entrada FILE3IN.D € necessdrio quando se realiza uma analise
dindmica. A formulacdo para simulagdo dos efeitos possiveis nesse tipo de anélise (Figura
2.1) deve ser indicada. Outros dados relacionados nesse arquivo sao: nimero de passos de

tempo, incremento de tempo e a tolerancia no processo iterativo. As condi¢des iniciais para
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deslocamento, velocidade e aceleragdo nodais, o amortecimento viscoso € a funcdo
descritiva da excita¢do dindmica devem também ser indicados.

Com esses trés arquivos, € gerada uma malha de elementos finitos para o modelo
estrutural existente e, a partir dai, inicia-se a andlise numérica propriamente dita. Como
resultados da anélise t€ém-se principalmente os deslocamentos nodais e os esfor¢os atuantes
na estrutura. Numa andlise estdtica ndo linear, essas grandezas sdo determinadas a cada
incremento de carga. Numa andlise dinamica, outras varidveis, tais como velocidade e
aceleracdo a cada instante de tempo, sdo obtidas. Alguns arquivos de resultados com
extensdo .S, .DAT e .LOG sdo gerados pelo programa. A Figura 2.2 resume esses arquivos.
No arquivo FILEOUTI.S, uma listagem completa com todas as informag¢des da andlise, ou
seja, descricao do modelo estrutural, formulagdes utilizadas, coordenadas e forcas nodais a
cada passo incremental ou instante de tempo, entre outros detalhes da andlise sdo

1mpressos.

FORMULACOES
¢ SOF-1 ¢ SRF-1 ¢ PHF-1 e AAF-1
¢ SOF-2 ¢ SRF-2 ¢ PHF-2 * AAF-2
+ SOF-3 + SRF-3

Figura 2.3 Formulagdes implementadas no sistema computacional

Um segundo arquivo de resultados, FILEOUT2.DAT, € usado para constru¢ao direta
de graficos. Curvas carga-deslocamento, deslocamento-tempo, e a variagdo das cinco
primeiras frequéncias naturais com o carregamento para um né selecionado sdo impressas
em arquivos com essa extensao. Quando se realiza uma andlise dindmica, o momento, a
rigidez e a rotagdo para uma determinada ligagdo com comportamento nao linear sdo
gravados em arquivos similares. Esses dados sdo usados, por exemplo, para definir a curva

que representa o comportamento histerético dessa ligacdo. Ainda em um arquivo com a
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extensdo .DAT, tem-se para um elemento escolhido, a variacdo das forgas internas, forca
axial e momento fletor, em suas extremidades.

Por fim, no arquivo FILE3BOUT.LOG, as forcas internas durante o processo de
carregamento da estrutura ou a cada passo de tempo em uma andlise dindmica sdo
impressas. O acompanhamento da degrada¢do da rigidez indicando os instantes de inicio
de escoamento e de plastificacdo da secdo transversal nos membros, e a perda de rigidez
das ligacdes presentes na estrutura sdo informagdes gravadas em um desses arquivos.

Nos capitulos seguintes serdo apresentados os topicos necessdrios para o

entendimento da metodologia de anélise e as formulacdes implementadas.
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Capitulo 3

Metodologia Generalizada para Analise
Estatica Nao Linear

3.1 Introducao

Os projetos de estruturas sdao, em geral, desenvolvidos considerando a estrutura perfeita
e utilizando uma andlise eléstica linear. Sendo assim, as equagdes de equilibrio sdo
formuladas baseando-se na configuracao inicial indeformada da estrutura e assume-se
que as deformagdes sdo pequenas, tais que seus efeitos sobre o equilibrio e resposta do
sistema sdo insignificantes. Uma desvantagem da andlise elastica linear tem sido sua
incapacidade de retratar o comportamento real de estruturas sob condi¢des nao usuais de
carregamento ou de carregamento limite. Isso porque quase todas as estruturas se
comportam de forma ndo linear antes de atingirem seus limites de resisténcia. Por essa
razao, a maioria das normas baseadas no conceito do modelo de resisténcia dltima tem
incorporado certas medidas para que os engenheiros estruturais considerem a nao
linearidade, utilizando técnicas de andlise exatas ou aproximadas.

Procura-se com a andlise ndo linear melhorar a simulacdo do comportamento de
uma estrutura em alguns aspectos. A busca continua por uma modelagem estrutural
mais realistica tem apontado para uma consideracio apropriada dos efeitos relacionados
as nao linearidades que afetam significativamente o comportamento estrutural. O
objetivo fundamental € obter para fins de projeto uma previsdo segura do
comportamento do sistema. Como consequéncia, tem-se um aumento da complexidade
do problema e do custo computacional. Varias técnicas de andlise, com diferentes

estratégias de refinamento e complexidades associadas, podem ser adotadas conforme a



resposta ndo linear do modelo estrutural. Porém, a andlise, seja linear ou ndo linear,
deve ser selecionada de acordo com a estratégia mais apropriada para cada tipo de
estrutura.

O comportamento nao linear de uma estrutura sob acdo de um carregamento
qualquer pode ser classificado de acordo com seus efeitos. Dentre as vérias fontes de
nao linearidade, destacam-se duas: a ndo linearidade fisica e a ndo linearidade
geométrica. A ndo linearidade fisica decorre do fato do material ndo apresentar uma
relacdo tensdo-deformacao linear, ou seja, o comportamento do material nao € eldstico
linear (a lei de Hooke ndo é obedecida). Nesse caso, os efeitos ndo lineares sdo descritos
por equagdes constitutivas mais complexas. A perda de rigidez do material durante a
histéria de carregamento da estrutura € considerada. Sendo assim, a partir de certo valor
de carga, os elementos que a compdem perdem a capacidade de recuperar a sua forma
inicial quando descarregados, ou seja, acumulam deformagdes permanentes chamadas
deformacdes plésticas. Pode-se ter também ndo linearidade fisica nas relacdes
momento-rotacdo de ligacdes semi-rigidas. A consideracdo da flexibilidade da ligacao
na andlise evita a simplificacdo comum, entre os projetistas, de se considerar a ligacdo
como simplesmente rotulada ou completamente rigida. Ou ainda, a ndo linearidade
fisica de rétulas ineldsticas oriundas de mecanismos de colapso localizados, tais como,
plastificacdo de componentes estruturais.

Entretanto, uma estrutura pode ter um comportamento ndo linear, ainda que
constituida de um material que obedeca a lei de Hooke. Para deslocamentos
relativamente grandes, a deflexdo lateral de um membro pode trazer como conseqiiéncia
o aparecimento de momentos fletores adicionais, em virtude da presenca de um esforco
normal. A esse tipo de comportamento, nomeado nao linearidade geométrica, ou
também chamado de efeitos de segunda ordem, é responsavel por considerar os efeitos
P-A (global) e P-6 (local, a nivel de elemento), que s@o os efeitos oriundos das
deformacdes da estrutura a medida que € carregada. Esses efeitos sdo exemplificados na
Figura 3.1. Trata-se de uma importante fonte de ndo linearidade no problema estrutural
e também exige formulagdes numéricas adequadas para sua consideracgao.

Embora a andlise nao linear de estruturas de aco venha sendo assunto de muitas
pesquisas ha alguns anos, a aplicagc@o desse tipo de andlise a pratica da engenharia ainda
nao é comum. Isso € atribuido em parte a complexidade da andlise e a falta de um claro

entendimento sobre o significado dos efeitos ndo lineares no comportamento estrutural.
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Figura 3.1 Efeitos de segunda ordem: P-A (deslocamento lateral) e P-d (curvatura)

Iniciando o estudo sobre as andlises ndo lineares onde os efeitos relatados nos
pardgrafos anteriores sdo considerados, este capitulo apresenta uma metodologia
generalizada para andlise estdtica de estruturas reticuladas planas que é baseada no
Método dos Elementos Finitos. Para obté-la, na se¢do 3.2, é apresentada, de uma forma
generalizada, a formulacdo para o elemento finito de viga-coluna usado na modelagem e
o processo de discretizacdo do sistema estrutural. Esse elemento simulara os efeitos da
nao linearidade geométrica. Grandes deslocamentos e rotacdes, mas pequenas
deformacdes, sdo considerados. J4 os efeitos da inelasticidade do ago e da flexibilidade
da ligagdo sdo introduzidos na andlise modificando, diretamente, a relagdo de equilibrio
desse membro. A Secdo 3.3 destina-se a apresentacdao da metodologia usada no processo
de solucdo do problema. A particularizacdo, para a consideracao apropriada dos efeitos
da ndo linearidade geométrica, inelasticidade do aco e flexibilidade da ligacao sera feita

no préximo capitulo com a apresentagdo de diversas formulagdes.

3.2 Formulacao Generalizada

No ambito da Engenharia de Estruturas, um dos métodos usados para discretizacdo de
um problema continuo e, a partir dai, a obtenc@o de solu¢cdes numéricas aproximadas € o
Método dos Elementos Finitos. Esse método tem sido uma das ferramentas de solucao
numérica mais utilizada nessa drea, principalmente devido a sua eficiéncia e

aplicabilidade. Com essa técnica procura-se discretizar (dividir) o meio continuo em
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subdominios, referidos como elementos, que sao interligados através dos pontos nodais
onde sdo definidos os graus de liberdade a serem determinados.

Dentro de certas condi¢des de convergéncia, os resultados fornecidos pelo método
tornam-se, geralmente, tdo mais precisos quanto maior for o refinamento da malha, o
que no limite conduziria a solu¢do exata do problema. Dessa forma, quanto maior o
nimero de pontos (elementos), ou seja, quanto mais discretizada a malha, mais préximo
se estard da solucdo exata. Entretanto, obviamente, deve-se adotar um ndmero de
elementos que leve a uma solucdo satisfatéria dentro da precisao desejada e do tempo
esperado.

Duas formulacdes tém sido propostas para descrever o movimento de corpos
sOlidos: as do tipo Euleriana e Lagrangiana. Na formula¢do Euleriana, as coordenadas
espaciais, isto €, aquelas associadas ao corpo deformado, sdo empregadas como as
coordenadas de referéncia. Na Lagrangiana, os deslocamentos em um sistema estrutural,
decorrentes de um dado carregamento, sdo medidos em relacdo a uma configuragdao
inicial desse sistema. A maioria das formulacdes de elementos finitos para andlise de
segunda ordem de estruturas encontradas na literatura se baseia em referenciais
Lagrangianos.

Com a abordagem Lagrangiana, adotada neste trabalho, o desenvolvimento de
metodologias incrementais para anélise ndo linear comeca com a divisdo do caminho de
carregamento de um corpo sélido em um certo nimero de configuragdes de equilibrio.
Trés configuragdes para o corpo podem ser estabelecidas em termos de um sistema de
coordenadas cartesianas: a configuragdo inicial, # = 0, a dltima configuracdo deformada,
t, e a configuracdo deformada corrente, 7+ Ar. Assume-se que todas as varidveis de
estado, tais como, tensdes, deformacdes e deslocamentos, juntamente com a histéria de
carregamento, sao conhecidas na configuragcdo f. A partir dai, tem-se como objetivo a
formulacdo de um processo incremental para determinar todas essas varidveis de estado
para o corpo na configuracdo fr+ Ar. Isso € feito considerando que o carregamento
externo que atuou na configuracdo ¢ tenha sofrido um pequeno acréscimo de valor. O
passo que caracteriza o processo de deformacao do corpo de ¢ para ¢ + Ar € comumente
referido como um passo incremental.

O elemento finito usado neste trabalho refere-se a um elemento reticulado plano
de viga-coluna com pontos nodais i € j como ilustra a Figura 3.2. Cada um desses

pontos possui trés graus de liberdade, que sdo os deslocamentos axial, u, e transversal,
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v, € uma rotacdo, 0. Nas extremidades do membro, elementos de molas ficticios sdao
usados para simular os efeitos da flexibilidade da ligacdo e/ou da inelasticidade do
material. Esses efeitos, quando introduzidos na anélise, alteram a rigidez do sistema
estrutural. As forcas nodais estdo, também, indicadas.

Na modelagem do elemento de viga-coluna algumas hipdteses devem ser
consideradas. Assume-se que os elementos sdo inicialmente retos e prismaticos e suas
secdes transversais permanecem planas apds a deformacao. Os perfis sdo compactos de
forma que a secdo possa desenvolver capacidade total de rotagdo pldstica sem que haja
flambagem local. Admite-se também que todos os membros da estrutura sao
suficientemente contraventados de forma que a flambagem lateral ou torcional nao
influencie a resposta do membro antes do colapso. As tensdes e deformacdes do
membro sdo assumidas pequenas, mas grandes deslocamentos e rotagdes de corpo
rigido sdo permitidos. Por fim, tem-se que o encurtamento axial devido a curvatura

oriunda de flexdo no membro € desprezado.

Sistema Estrutural

T 7 \

Elementos de mola ficticios )
(efeitos da flexibilidade da liga¢do I 4
e/ou efeitos da inelasticidade do ago)

i .
Vi, S,  Elemento de viga-coluna Y, S¢j
(ndo linearidade geométrica)

Figura 3.2 Elemento finito adotado

As consideracdes de geometria e deformacdo feitas sdo vélidas para a andlise da
grande totalidade dos sistemas estruturais em ago empregados na construcido civil.
Embora as estruturas de aco possam suportar grandes deslocamentos de corpo rigido, a
deformacdo de cada membro, em relacio ao seu comprimento na configuracdo

deformada, permanece pequena. Tal hipétese € bastante apropriada, especialmente para
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os elementos formados por perfis compactos que, geralmente, apresentam elevada
rigidez a flexdo. Outras consideracdes serdo feitas no decorrer do trabalho de acordo

com o tipo de analise e a formulacio desenvolvida.

3.2.1 Equacoes Basicas

Um sistema estrutural é chamado conservativo quando o trabalho realizado pelos
esforcos internos e externos € independente do caminho percorrido pela estrutura ao
passar da condi¢do de equilibrio inicial (ou de referéncia) para outra configuracio
qualquer. Essa nova configuragdo, para ser considerada admissivel, deve satisfazer as
relacOes de compatibilidade e condi¢gdes de contorno essenciais do sistema.

A energia potencial total do sistema, I1, consiste da energia interna de deformacao

eléstica, U, e do potencial das cargas externas, {2, ou seja,
II=U+Q (3.1

A configuracdo de equilibrio de um sistema estrutural pode ser obtida através do
Principio da Energia Potencial Total Estaciondria, o qual estabelece que entre todas as
configuracdes admissiveis de um sistema conservativo, aquelas que satisfazem as
condi¢Oes de equilibrio tornam a energia potencial estacionaria (Cook et al., 1989).

A energia armazenada na estrutura para mover-se da configuracdo de equilibrio ¢

para t + At pode ser escrita como (Yang e Kuo, 1994):

U= j( T CklAeklee Cdv (3.2)

onde T; representa as componentes do tensor de Cauchy, Ag; sdo as componentes do
tensor incremento de deformacdes de Green-Lagrange, Ciy € o tensor com relagdes
constitutivas, e o sobrescrito ® refere-se a uma configuracdo de referéncia conhecida
que, como serd mostrado no préximo capitulo, dependendo do tipo de referencial
Lagrangiano, pode ser a posi¢do indeformada, t=0, ou a ultima configuracdo de
equilibrio, ¢, conhecida.

As componentes cartesianas do tensor de Green-Lagrange para as deformagdes
podem ser expressas através das componentes dos deslocamentos incrementais,

Ad; (i=1,2), de acordo com as seguintes equagdes:
Aelj = Ael] + Anl] (33)
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onde Ae;; e An; sdo as parcelas linear e ndo linear, respectivamente, definidas como:

1
Ael‘j :5

1
any = Ady Ady (3.4b)

(Adi, jrAd; ) (3.4a)

Assumindo que o carregamento externo atuante € dependente do estado de
deformacdo do corpo, tem-se que a energia potencial das forcas externas ¢ definida

Ccomo:

Q=- [FAddS (3.5)
S

sendo Ad; as componentes dos deslocamentos incrementais e S define a regido onde as

forgas externas, F;, sdo prescritas.

3.2.2 Discretizacao do Sistema Estrutural

De uma forma geral, para um elemento finito de viga-coluna, tem-se que os
deslocamentos incrementais em um ponto qualquer estdo relacionados aos

deslocamentos nodais incrementais de acordo com a seguinte equagao:
Ad =H Au (3.6)

na qual Au € o vetor dos deslocamentos nodais incrementais e H caracteriza a matriz
que contém as funcdes de interpolacio do problema. Para os incrementos de
deformacdo escreve-se o tensor de Green-Lagrange, baseando-se na Equagdo (3.3),

Ccomo:

Ag =Ae+An 3.7

onde Ae e Am relacionam-se com os deslocamentos nodais incrementais através das

expressoes:
Ae =B; Au (3.8a)
An=B,;Au (3.8b)

onde B, ¢ a matriz deformagdo-deslocamento para pequenas deformacdes e

deslocamentos infinitesimais. Seus elementos sdo definidos diferenciando e

19



combinando apropriadamente as linhas de H. A matriz deformagdo-deslocamento B,
além de depender de H, € funcdo também dos deslocamentos incrementais.
Sendo assim, as componentes incrementais do tensor de Green-Lagrange podem

ser estabelecidas em fun¢do dos deslocamentos nodais como:
Ae=(B,;+B,,)Au (3.9)

Substituindo as Equagdes (3.6) e (3.9) em (3.1), considerando (3.2) e (3.5) chega-
se a expressdo do indicador variacional I, na forma discretizada. Estabelecendo, em
seguida, a variacdo de IT em relagdo a um campo de deslocamentos nodais incrementais
cinematicamente compativeis (Cook et al., 1989) e, levando em conta a contribuic¢do de
cada elemento finito usado na modelagem do sistema estrutural, é possivel chegar a

seguinte expressao:
K AU = +M))F _ ', (3.10)

que define a equacgdo a ser satisfeita durante o processo iterativo do tipo Newton para a
obtencdo do equilibrio no sistema estrutural em estudo. Vale ressaltar que essa ¢ uma
expressdo geral e as particularizagdes serdo feitas detalhadamente no capitulo seguinte
com o estudo de algumas formulacdes para andlise ndo linear de estruturas reticuladas
planas.

Em (3.10), K é a matriz de rigidez do sistema estrutural, que é funcdo dos
deslocamentos nodais U e das forg¢as internas (forca axial e momento fletor), P, em cada
elemento; F; representa o vetor de forgas internas e F, define a direcdo do carregamento
externo atuante. A intensidade desse carregamento na configuracdo de equilibrio 7 + Ar
é representada pelo pardmetro A.

A consideracdo dos outros efeitos ndo lineares resultantes da presencga de ligagdes

semi-rigidas e da plastificacdo dos membros estruturais é comentada a seguir.

3.2.3 Plastificacao dos Membros e Flexibilidade das Ligacoes

Na andlise ndo linear fisica é levada em considera¢do a perda de rigidez do material
durante o histdrico de carregamento da estrutura. Como ja destacado, a partir de um
certo nivel de carga, alguns membros estruturais acumulam deformacdes permanentes
chamadas deformagdes plésticas. Diz-se, entdo, que houve a plastificacdo desses

elementos. Nesse processo, a rigidez estrutural, representada matematicamente pela
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matriz K, ¢ modificada. Para realizar essa alteracdo e considerar os efeitos da
plastificacdo dos membros estruturais na andlise, € preciso, inicialmente, determinar o
limite onde o material deixa de se comportar elasticamente e passa a se comportar como
material plastico. Isso € feito através de uma funcdo, que € um escalar, dependente do

estado de tensdes, ©, e de parametros de estado, ¥, definida como:
F(o,y)= 0 (3.11)

Essa funcdo, chamada de curva ou superficie de plastificacdo, determina uma superficie
que define a separacdo entre o comportamento puramente eldstico e o plastico. Nos
materiais elasto-plastico perfeitos, os parametros de estado sdo constantes e representam
a magnitude das tensdes quando ocorre plastificacdo. Se F(o,y) <0, o material
encontra-se em regime perfeitamente eldstico. Caso F(o,¥) =0, o material apresenta
comportamento plastico. A situagdo F(o,y) > 0 € inadmissivel.

Neste trabalho, a superficie de plastificacdo, que define o estado limite dltimo de
uma secdo transversal, € funcdo da forga axial e do momento fletor atuantes na secao.
Além disso, depende do pardmetro de estado y que varia acompanhando o processo de
transi¢do entre os regimes eldstico e plastico. Como serd estudado no préximo capitulo,
o comportamento ineldstico se restringe apenas as extremidades do elemento. O
desenvolvimento da plasticidade é acompanhado, entdo, por esse parametro W, que
diminui com o aumento da plastificacdo dos membros estruturais, até se anular
indicando que a extremidade do membro se plastificou completamente. Quando isso
acontece, a Equacdo (3.11) € satisfeita. Com a violacdo dessa superficie, ou seja, se
F(o,y) >0, alteragdbes nas forcas internas da estrutura devem acontecer. No
procedimento de modificacdo surge um vetor de forcas ficticias que serd denotado por
F,;. Um estudo detalhado sobre essa correg¢do serd realizado no Capitulo 4. A medida
que o escoamento dos membros estruturais ocorre, a rigidez do sistema € alterada pelo
coeficiente Y. Serd mostrado, que esse parametro, em uma das técnicas para andlise
ineldstica de segunda ordem, define uma propriedade do elemento de mola ficticio que
simula a rigidez da secdo.

A consideragdo da flexibilidade da ligagcdo € outro efeito ndo linear que pode ser
considerado. Para isso, usam-se também molas ficticias, de rigidez rotacional S., nas
extremidades dos membros. O comportamento momento-rotagdo da ligacdo € usado na

modelagem. Esses elementos de ligacdo sdo fisicamente fixados as extremidades do
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elemento de viga-coluna, mantendo-se as condicdes de equilibrio e compatibilidade, de
modo que os graus de liberdade das ligacOes possam ser sintetizados na relacdo de
rigidez tangente do elemento de viga-coluna. A presenca dessas molas, por introduzirem
rotagdes relativas nos pontos nodais do elemento, modifica as equacdes que descrevem

o comportamento do sistema estrutural.

3.3 Solucao do Problema

Foi mostrado nos pardgrafos anteriores que, para simulacdo dos efeitos de segunda
ordem, a matriz de rigidez € fun¢do dos deslocamentos nodais, U, e das for¢as internas
(forca axial e momento fletor), P, nos elementos que constituem o sistema estrutural.

Numa forma geral, tem-se:
K=f(U,P) (3.12)

Se além dos efeitos da ndo linearidade geométrica, a influéncia da flexibilidade da
ligacdo for considerada, a matriz de rigidez se altera e pode ser definida, numa forma

simplificada, como:
K:f(U,P,SC) (3.13)

onde S, é o parAmetro que representa as rigidezes das ligacdes semi-rigidas presentes na
estrutura. Essa grandeza, com o aumento da solicitacdo externa, diminui, simulando a
perda de rigidez da ligacdo e, consequentemente, do sistema estrutural.

Adicionalmente, se a plastificacdo do membro for introduzida, a relacGes

anteriores se modificam e podem ser resumidas de acordo com:

K=/ (UP,y) (3.14)

K=7(UP,S,v) (3.15)

na qual ¥ € o coeficiente usado para estabelecer o grau de escoamento dos membros
estruturais, definido a partir de um determinado critério de plastificacdo. Na primeira
equacdo, tem-se caracterizada uma andlise ineléstica de segunda ordem e, em (3.15) a
influéncia da ligagdo é também considerada nessa andlise. As formulagOes para a

consideracdo adequada de cada um desses efeitos e, consequentemente, a obtencdo das
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matrizes representadas pelas relagdes (3.12) a (3.15) serdo estudadas no préximo
capitulo.

No estudo do comportamento ndo linear de uma estrutura, a matriz de rigidez
deve ser atualizada constantemente para capturar o estado de equilibrio devido a
alteracOes na geometria, na rigidez da ligacdo e aos efeitos do escoamento do material.
Torna-se necessario, entdo, realizar uma andalise na forma incremental-iterativa.

Em uma andlise incremental ndo linear que incorpore procedimentos iterativos em
cada passo incremental, duas diferentes fases podem ser identificadas. A primeira delas,
denominada fase predita, envolve a solucdo dos deslocamentos incrementais, através
das equagdes de equilibrio da estrutura, a partir de um determinado acréscimo de
carregamento. A segunda fase, denominada corretiva, tem por objetivo a correcdao das
forcas internas incrementais obtidas dos acréscimos de deslocamentos pela utilizacdo de
um processo iterativo. Tais forcas internas sdo entdo comparadas com o carregamento
externo, obtendo-se dai a quantificacdo do desequilibrio existente entre forcas internas e
externas. O processo corretivo € refeito até que, por intermédio de um critério de

convergéncia, a estrutura esteja em equilibrio, ou seja, até que se encontre:
F,(U,P,S,,v)=F,,ou, F,(UP,S,,y)=AF, (3.16)

onde o vetor das forgas internas F; é, no caso mais geral, fun¢do dos deslocamentos, U,
nos pontos nodais da estrutura, das forcas internas, P, das rigidezes das ligacdes, S, e é
funcdo também dos efeitos da inelasticidade do material, y; F, é o vetor de forcas
externas e A é o parAmetro de carga responsédvel pelo escalonamento de F,, que é um
vetor de referéncia onde apenas a sua dire¢do € importante.

Poderé ser observado nos proximos capitulos que o cédlculo do vetor de forgas
internas depende do tipo de andlise e formulacdo ndo linear adotados. Durante o
processo iterativo, os parametros Y e S, permanecem inalterados.

Meétodos eficientes de solugcdo de sistemas ndo lineares devem ser capazes de
percorrer todo o caminho de equilibrio (primério e secunddrio) do sistema estrutural em
andlise, identificando e passando por todos os pontos criticos (pontos limites de carga e
de deslocamento e/ou pontos de bifurcacdo) que possam existir (Silveira, 1995).

A metodologia utilizada no presente trabalho baseia-se essencialmente na solucdo
da Equacdo (3.16) de forma incremental-iterativa. Para uma sequéncia de incrementos

do parAmetro de carga, A, sdo calculados entdo os deslocamentos nodais incrementais.
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No entanto, como F; ¢ uma fun¢do nao linear dos deslocamentos, a solu¢ao do problema
(AA, AU) ndo satisfaz, a principio, a Equagdo (3.16).

Num contexto computacional, para um dado passo de carga, esse processo pode
ser resumido em duas etapas. Inicialmente, a partir da tltima configuracdo de equilibrio
da estrutura, é selecionado um incremento de carga, AL’, definido aqui como
incremento inicial do parametro de carga, procurando satisfazer alguma equacdo de
restri¢do imposta ao problema. Apds a selecio de AL’, determina-se o incremento inicial
dos deslocamentos nodais AU’. As aproximacoes AN’ e AU caracterizam o que ¢é
comumente chamado de solucdo incremental predita. Na segunda etapa de solugdo,
mediante uma determinada estratégia de iteracdo, tem-se como objetivo corrigir a
solucdo incremental inicialmente proposta na etapa anterior para restaurar o equilibrio
da estrutura o mais eficientemente possivel. Se as iteragdes realizadas envolvem nao s6
os deslocamentos nodais, U, mas também o pardmetro de carga, A, entdo uma equagio
adicional de restri¢do € requerida. A forma dessa equacgdo de restricdo € o que distingue
as vdrias estratégias de iteracao (Silveira, 1995; Galvao, 2000).

Alguns dos passos principais da metodologia de andlise ndo linear sdo
apresentados adiante. Antes, porém, € necessdrio fazer algumas observacodes

relacionadas a notacdo a ser adotada:

¢ Considera-se que sdo conhecidos o campo de deslocamento e o estado de tensdo da
estrutura para o passo de carga t, e deseja-se determinar a configuracio de equilibrio

para o passo de carga f + At;

® k se refere ao contador do nimero de iteracdes. Para k=0, tem-se a solucdo
incremental predita, e para outros valores tem-se o ciclo iterativo de Newton-

Raphson;
e ) e U definem o pardmetro de carga e deslocamentos nodais totais;

e AA e AU caracterizam, respectivamente, os incrementos do pardmetro de carga e dos

deslocamentos nodais, medidos a partir da dltima configuracdo de equilibrio;

e O\ e OU denotam as correcdes do pardmetro de carga e dos deslocamentos nodais

obtidos durante o processo iterativo.

Nas secoes a seguir, serdo descritas as duas etapas mais importantes do processo

de solucdo ndo linear descrito acima.
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3.3.1 Solucio Incremental Predita

A primeira etapa para a obten¢do da solu¢do incremental predita, ou solugdo
incremental inicial tangente (Ako, AUO), consiste na montagem, usando informacgdes da
ultima configuracdo de equilibrio da estrutura, da matriz de rigidez tangente, K. A partir

dai, obtém-se o vetor de deslocamentos nodais tangenciais, oU,, através da expressao:
ou, = K‘IF, (3.17)

As estratégias de incremento de carga, que serdao discutidas no Capitulo 4,
permitem que se faga uma sele¢do automdtica do incremento inicial do parametro de
carga, AL’. Essa selecdo pode estar condicionada a uma equacgdo de restricdo adicional

imposta ao problema, como mostrado na Figura 3.3, para a restri¢do do comprimento de

arco (Crisfield, 1981; 1991).

Equacdo de equilibrio

IEquagﬁo de restricdo

' Equilibrio na i
iconﬁguragﬁo n_dU!

Figura 3.3 Solucao incremental-iterativa

.. 0 ~ . .. .
Com a defini¢cdo de AA", sdo determinados os deslocamentos nodais incrementais

.. 0 .
tangenciais, AU", escalonando-se dU,, ou seja,

AU = A\ SU, (3.18)

Com isso, o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais sdo atualizados

através do seguinte procedimento:
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(t+AD ), = 1) + ANO (3.19a)
(t+A0)g = 1J + AUO (3.19b)

onde ‘A e U caracterizam o ponto de equilibrio obtido no dltimo passo de carga, como
indicado na Figura 3.3.

As Equacdes (3.19a) e (3.19b) nem sempre satisfazem a condic¢io de equilibrio do
sistema. Portanto, novas iteracOes sdo necessdrias para que se possa restaurar o
equilibrio. Os procedimentos numéricos envolvendo estratégias de iteracdes que
permitem variagcdes do parametro de carga serdo também estudados no préximo

capitulo.

3.3.2 Ciclo de Iteracoes

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o pardmetro de carga A é
mantido constante durante o ciclo iterativo. Porém, caso se pretenda acompanhar todo o
tracado da trajetoria de equilibrio, com possiveis passagens pelos pontos limites e/ou
pontos de bifurcacéo, é necessario que se permita a variagdo de A a cada itera¢do. Dessa
forma, seguindo a técnica geral de solucdo inicialmente proposta por Batoz e Dhatt
(1979), onde a variagdo do parametro de carga é permitida, pode-se considerar que a

mudanca nos deslocamentos nodais é governada pela seguinte equacao de equilibrio:

K*-D§Uk = —g(U*-D, Ak), k21 (3.20)

onde g representa, na terminologia da programagdo matematica, o vetor gradiente que
deve se anular ao longo do ciclo iterativo, indicando assim que um novo ponto de
equilibrio da estrutura foi atingido.

Como indicado na equagdo anterior, tem-se que g é funcdo dos deslocamentos
nodais totais, U(k'l), calculados na dltima iteragdo, e do valor corrente do pardmetro de

carga total, A que agora também € uma incognita escrita como:
Ak = Ak=D) + Gk (3.21)
onde SA* é a corre¢do do pardmetro de carga. Substituindo (3.21) em (3.20), chega-se a:

KU-D3Uk =-| FD 1+ F, () — (26D + )4 ), | (3.22)

26



na qual F; representa o vetor das forcas internas e o produto A*VF, caracteriza o vetor
total das forgas externas que atuaram na ultima iteragdo. O vetor F,, surge em fungdo da
correcdo de esforcos internos necessdria quando a superficie que define o critério de
resisténcia do sistema estrutural é violada. Para a andlise no regime eléstico, esse vetor é
nulo. Os termos k e k - 1 referem-se, respectivamente, as iteracdes corrente € anterior.

A equacdo anterior pode ainda ser escrita como sendo:
K(-D3UF = —g(k-1) + AKF, (3.23)

que é a equacdo procurada para se trabalhar durante o ciclo iterativo.
Da Equacdo (3.23), os deslocamentos nodais iterativos podem ser decompostos

em duas parcelas, obtendo-se:

SUF = 3UK +38A% dUk (3.24)
onde:

6U’;, = K- 1k-Dg(k-1 (3.252)

dUk = K-1k-DF (3.25b)

Aqui, 8U, € a correcdio que seria obtida da aplicagdo do método de Newton-Raphson
com a estratégia convencional de incremento do pardmetro de carga constante e dU, € o
vetor de deslocamentos iterativos, resultante da aplicacao de F,.

Caso seja adotado o método de Newton-Raphson modificado, dU,, na iteragio
corrente k serd igual ao vetor de deslocamentos tangenciais 0U, calculado mediante a
Equacdo (3.17). Esse parametro ndo se modifica durante as iteracdes, visto que K
permanece inalterada. J4 a correcdo do parimetro de carga, SA', dnica incégnita da
Equagdo (3.24), é determinada seguindo uma das estratégias de iteracdo que serdo
apresentadas no Capitulo 4. Com a determinacdo de S)', retorna-se a Equacdo (3.24)
para a obtenc¢do da correcdo dos deslocamentos.

Com a obtenc¢do da solugdo iterativa, 3\ e 8UF, faz-se a atualizacdo das varidveis

incrementais do problema através das seguintes relagdes:

ANk = AMK=D + )k (3.26a)
AUK = AUGKD + SUg + SNk SUK (3.26b)

Para o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tém-se:
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(rADpE = 1)+ AN (3.27a)
(+AD Uk = 1y 4+ AUX (3.27b)

Em qualquer processo iterativo, a solucdo ndo é exata, ou seja, é calculada
aproximadamente. Portanto, alguns limites de tolerdncia devem ser fixados para a
interrupg¢ao desse processo. O processo iterativo termina, indicando uma nova posicao de
equilibrio para a estrutura em andlise, quando um dos dois, ou os dois critérios de
convergéncia apresentados a seguir forem respeitados O primeiro critério de
convergéncia € baseado em relagdes de forcas e € calculado no inicio da iteracdo

corrente utilizando pardmetros da iteracdo anterior. Ele € definido como segue:

o

g = ‘ <g (3.28)

‘Ak(k‘l)Fr

onde o numerador representa a norma Euclidiana do vetor das forcas desequilibradas,
que € calculada usando-se o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais da
iteragdo anterior; o denominador € a norma Euclidiana do vetor de incremento de
carregamento externo, e { é um fator de tolerancia fornecido pelo usudrio do programa
como dado de entrada.

O segundo critério de convergéncia obedece a relacdes de deslocamentos e é

sempre verificado ao final da iteracdo corrente. Ele é definido como:

<t (3.29)

na qual, agora, o numerador é a norma Euclidiana dos deslocamentos iterativos
(residuais); e o denominador € a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais, que
sdo obtidos apés a corre¢do do processo iterativo, e { segue a mesma definicdo do
critério anterior.

A Tabela 3.1 ilustra os procedimentos descritos nesta secao.
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Tabela 3.1 Estratégia numérica generalizada para andlise estitica ndo linear

1. Dados gerais: caracteristicas geométricas e dos materiais, malha de elementos finitos e
pardmetros particulares referentes ao tipo de andlise. Vale ressaltar que, para os
elementos com liga¢des semi-rigidas, o comportamento momento-rotagdo da ligacio
deve ser fornecido (veja modelos matematicos no Apéndice B)

2. Define o vetor de cargas nodais de referéncia, F,, que estabelece a dire¢éo do
carregamento externo aplicado

3. Consideram-se os deslocamentos e o parametro de carga na ultima configuracio de

equilibrio conhecida, #: 'Ue A

4. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: A\’ e AU"
4a. Monta-se a matriz de rigidez tangente: K = f(U, P, S., W) (Veja o Capitulo 4)
4b. Resolve: 8U, =K 'F,
4c. Define AL’ usando uma estratégia de incremento de carga (Veja o Capitulo 4)
4d. Determina: AU = AA%5U,

4e. Atualiza as varidveis na configuragdo t + At
(l‘+Al)}\‘ — l}\‘ + A}\,O e (l‘+Af)U — I‘U + AUO

5. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2, 3,...

Sa. Avalia o vetor de forgas internas: & F*V = 'F + KAU* (Veja o Capitulo 4)

5b. Calcula o vetor de forgas residuais:
g(k—l) — (z+Az)k(k—1)Fr _((t+At)Fi(k71) + (t+At)F[(71;71))

Obs.: O vetor F,, € nulo no regime eldstico
Sc. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em forcas (Equacao
3.28) ou em forgas e deslocamentos conjuntamente (Equacao 3.29)

SIM (Critério de forgas): Pare o processo iterativo e siga para o item 6

5d. Se Newton-Raphson padrao, atualiza a matriz de rigidez tangente K

5e. Obtém a corregdo do pardmetro de carga, SA', usando uma estratégia de iterago
(Veja o Capitulo 4)

5f. Determina o vetor de correcdo dos deslocamentos nodais: §U* = 8U’; + 0K SUf , com:

SU/; — K 1D g(k—l) e 6U/r< =K k=D F,
5g. Atualiza o parAmetro de carga, A, e o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AN = AMYY + §0F e AU = AU *? + SU*
b) Total: "*AF = A + AN e U* = U + AUF
5h. Verifica a convergéncia, caso seja utilizado o critério baseado em deslocamentos ou
em forcas e deslocamentos conjuntamente

SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 6

SIM (Critério de forca e deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item

6, apenas se houve a convergéncia no item 5c
5i. Retorna ao passo 5

6. Atualiza as varidveis S e \, e outras que forem necessarias
7. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 4
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Capitulo 4

Formulacoes para Analise Estatica
Nao Linear

4.1 Introducao

No Capitulo 3 foi apresentada uma metodologia generalizada para andlise estdtica nao
linear de estruturas metélicas reticuladas planas. O objetivo deste capitulo é particularizar a
formulacdo generalizada e mostrar como todos os efeitos (ndo linearidade geométrica,
inelasticidade do aco e flexibilidade da ligacdo) sdo considerados de forma isolada ou
conjuntamente nas formulagdes de elementos finitos desenvolvidas.

Procurando fornecer diferentes opg¢des de andlise do sistema estrutural, varias
formulacdes foram desenvolvidas. Porém, antes de apresentd-las, na Secdo 4.2, as
estratégias de incremento de carga e de iteracdo indispensaveis para se resolver o problema
estrutural estatico ndo linear sdo mostradas. Em seguida, as técnicas que simulam os
efeitos da ndo linearidade geométrica sdo apresentadas. Na Secdo 4.4, tem-se a
metodologia usada na modelagem de uma estrutura com ligacdes semi-rigidas. As
formulacdes que consideram a plastificagdo do material sao estudadas na Secdo 4.5, e,
finalmente, na Secdo 4.6, uma extensao do estudo realizado na secdo anterior € feita para
considerar também a flexibilidade da ligacao.

A aplicacdo e a validacdo de cada uma das formulagdes estudadas neste capitulo
serdo feitas no capitulo seguinte com a anélise de algumas estruturas planas.

Nas equagdes a serem desenvolvidas neste capitulo, com excecdo daquelas da Secdao
4.2, os subscritos i e j, quando ndo informados, se referirao as extremidades do elemento

finito.



4.2 Estratégias de Incremento de Carga e de Iteracao

Uma forma tipica de representacdo grafica da resposta nio linear de uma estrutura consiste
no tracado de uma curva carga-deslocamento (ou carga-rotacdo), onde a abscissa
corresponde a uma componente de deslocamento de um né selecionado, e a ordenada
representa o parametro de carga. Essa curva é chamada de trajetéria de equilibrio e cada
um de seus pontos representa uma configuragao de equilibrio estatico do sistema estrutural.

Foi mostrado no Capitulo 3 que a obten¢do do equilibrio utilizando-se o Método dos
Elementos Finitos depende da solu¢do do sistema de equagdes definidos pela Equacao
(3.16). Como a matriz de rigidez do sistema, K, apresenta, no caso geral, uma dependéncia
ndo linear dos deslocamentos nodais, das forcas internas em cada elemento, da rigidez da
ligacdo e do parametro que avalia a plastificacdo da se¢do transversal, a solucdo do sistema
de equacdes sO € obtida através de técnicas numéricas onde as mais utilizadas combinam
procedimentos incrementais e/ou iterativos.

As respostas de problemas estruturais com ndo linearidades geométricas e fisicas,
como os que serdo apresentados neste trabalho, podem se caracterizar pela presenca de
pontos criticos, tais como: pontos limites com os fendmenos de snap-through (pontos
limite de carga) e snap-back (pontos limites de deslocamento), e de bifurca¢do ao longo da
trajetdria de equilibrio. Esses fendmenos, exemplificados na Figura 4.1, em geral, levam a

uma ineficiéncia dos métodos de solu¢dao numérica tradicionais.

A Ponto limite de carga

W Ponto limite de deslocamento

@ Ponto de bifurcagio

O Ponto limite de carga e deslocamento

Carga
Carga

Deslocamento Deslocamento

Figura 4.1 Trajetérias de equilibrio (Silveira, 1995)
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Grande parte dos métodos de solugcdo para essa classe de problemas baseia-se no
método de Newton-Raphson (Owen e Hinton, 1980; Cook et al., 1989; Bathe, 1996), que
na sua formulagdo cldssica ndo € capaz de ultrapassar os pontos limites. Isso acontece
devido ao mau condicionamento da matriz de rigidez tangente que se torna singular nesses
pontos. O método de Newton-Raphson modificado €, também, bastante popular e vem
sendo usado em muitas aplicacdes (Zienkiewicz e Taylor, 1991). Porém, assim como a
técnica padrdo, ele é incapaz de ultrapassar os pontos limites que possam surgir ao longo
da trajetéria de equilibrio. A diferenga basica em relacdo as duas variantes do método de
Newton-Raphson € que, no modificado, a matriz de rigidez ndo € continuamente atualizada
ao longo do processo iterativo de solu¢do em cada passo de carga.

Para contornar esses problemas de convergéncia, inerentes a uma andalise nao linear,
muitos procedimentos numéricos t€ém sido propostos. Associados as iteragdes usuais do
tipo Newton, eles permitem obter respostas da estrutura além dos pontos limites. Alguns
desses procedimentos podem ser destacados. Wright e Gaylord (1968) desenvolveram a
técnica de somar molas ficticias a matriz de rigidez. Com esse artificio, a matriz de rigidez
tangente permanece positiva definida ao longo de toda a trajetéria de equilibrio. Utilizando
um "parametro de rigidez corrente" como indicador do grau de ndo linearidade do sistema,
Bergan et al. (1978) e Bergan (1980) suprimiram as iteracdes de equilibrio nas zonas
criticas da trajetéria até os pontos limites serem atravessados. Batoz e Dhatt (1979)
apresentaram uma técnica na qual o ciclo iterativo € realizado ndo a carga constante, mas a
deslocamento constante. Para isso, eles selecionaram uma componente do vetor de
deslocamentos nodais que foi tomada constante durante todo o processo iterativo.
Estratégia semelhante foi sugerida por Wempner (1971), Riks (1972; 1979) e Powell e
Simons (1981). Esses trabalhos contribuiram, de forma independente, com um método
capaz de determinar pontos limites de carga e de deslocamento, além de tracar as
trajetérias associadas a esses pontos. Como estratégia numérica desse método, tem-se a
introducdo de um parametro especial controlando o progresso dos célculos ao longo do
caminho de equilibrio. Em termos geométricos, a restricio de controle selecionada
corresponde ao comprimento do arco da trajetéria a ser computada. Esse comprimento de
arco € introduzido na anélise por meio de uma equagdo auxiliar ou equacdo de restri¢do. Os
aspectos gerais dos métodos e técnicas mencionados anteriormente, suas vantagens e
desvantagens, e suas formulagdes matematicas, foram documentados por Yang e Shieh

(1990), Clarke e Hancock (1990), Crisfield (1991), entre outros.
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Esta se¢do apresenta as estratégias de incremento de carga e de iteracao usadas como
ferramentas para a obtencdo de informacdes fundamentais numa andlise ndo linear,
implementadas no sistema computacional. O tragado da trajetéria de equilibrio da estrutura
indicando regides de ganho e de perda de rigidez e, por conseguinte, a determinacdo de
pontos limites de carga (snap-through) e de deslocamento (snap-back) sdao os objetivos
desejados com o uso dessas técnicas. Além desses, a indicacdo, através do uso de
imperfeicdes geométricas aleatdrias, suficientemente pequenas, de possiveis pontos de
bifurcagdo. De acordo com Alves (1993a; 1993b), a consideragdo de pequenas
imperfei¢Oes aleatdrias € uma estratégia numérica bastante eficiente para detectar pontos
de bifurcacdo ao longo da trajetéria ndo linear de equilibrio. Esse procedimento é
justificado tanto em termos da Teoria Geral da Estabilidade Elastica (Koiter, 1970;
Thompson e Hunt, 1973) como através da Teoria da Catéastrofe (Thom, 1975; Poston e
Stewart, 1978). As duas teorias mostram que imperfei¢Oes aleatdrias infinitesimais, apesar
de destruirem os pontos de bifurca¢do, geram um caminho de equilibrio que, no inicio,
praticamente coincide com o caminho fundamental de equilibrio da estrutura perfeita. Ao
atingir a vizinhanga do primeiro ponto de bifurcacdo, onde a trajetéria fundamental se
torna instavel, passa, entdo, a seguir a trajetoria pds-critica de equilibrio.

Na Secdo 4.2.1, as estratégias de incremento de carga sdo detalhadas; na secdo
seguinte, os critérios usados na defini¢do do sinal desse incremento sdo mostrados e, na
Secdo 4.2.3, apresentam-se as estratégias de iteracdo implementadas no sistema

computacional apresentado.

4.2.1 Estratégias de Incremento de Carga

No capitulo anterior, foi enfatizado que a defini¢do da solug¢do incremental inicial tem
como procedimento fundamental a definicio do pardmetro de carga, AN, A selecdo
automdtica da magnitude do incremento desse parametro € importante, e deve retratar o
grau de ndo linearidade corrente do sistema estrutural em estudo. Dessa forma, uma
estratégia eficiente de incremento automdtico de carga deve satisfazer basicamente os
seguintes critérios: gerar grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase
linear e, de forma contréria, fornecer pequenos incrementos quando a resposta da estrutura
for fortemente ndo linear, e também ser capaz de definir o sinal correto para o incremento,
introduzindo medidas capazes de detectar quando pontos de maximo e minimo sdao

ultrapassados. Entre as estratégias de incremento automdtico do parametro de carga
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encontradas na literatura, aquelas que satisfazem os requerimentos anteriores e foram

estudadas neste trabalho sao descritas a seguir.

1. Estratégias Baseadas na Relagdo 1/1,,

Crisfield (1981) e Ramm (1981; 1982) sugeriram estratégias de incremento automético de
carga e de outros parametros (deslocamento, comprimento de arco, trabalho externo)

baseadas no emprego da relagao:

&

At (4.1)

I,,

na qual /; € o nimero de iteracdes desejadas para convergéncia do processo iterativo
corrente, especificado pelo usudrio do programa; /,, € o nimero de iteragdes que foram
necessdrias para que o passo de carga anterior convergisse, € § é um expoente cujo valor
encontra-se usualmente entre 0.5 e 1.0.

As estratégias baseadas na relacdo (4.1) que foram implementadas no sistema
computacional deste trabalho sdo: incremento direto do parametro de carga, incremento do
comprimento de arco, incremento de uma componente de deslocamento e incremento do

trabalho externo. Tais estratégias serdo agora detalhadas.

a. Incremento Direto do Parametro de Carga

Usando um esquema de solu¢do incremental juntamente com o método convencional de
Newton-Raphson, Crisfield (1981) adotou o seguinte procedimento para calcular o

parametro de carga inicial:

b 172
d
AN =AM | (4.2)
Iya

onde A?»?,,a e AN caracterizam os incrementos iniciais nos passos de carga anterior e

corrente, respectivamente.

Comparando as Equacdes (4.1) e (4.2), percebe-se que foi assumido para & o valor
1/2, seguindo sugestdo de Ramm (1982).

Se for utilizada uma estratégia de iteragdo que permita a variacdo do parametro de

carga, a expressao:
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I,

172
I
ALY =£A19, (—dj (4.3)

deve ser usada para o incremento automdtico do parametro de carga. Na Sec¢ao 4.2.2 sdo

descritos os critérios para escolha do sinal correto dessa expressao.

b. Incremento do Comprimento de Arco

Como proposto em Crisfield (1991), a relacdo (4.1) pode ser empregada na definicao do
incremento do comprimento de arco a ser adotado como parametro de controle no passo de

carga corrente. Sendo assim, tem-se:

1/2
ta

Al=Al,, [ / j (4.4)
p.a

onde Al,, e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passo de carga
anterior (valor conhecido) e no corrente (incdgnita), respectivamente.
Através da Equacdo (4.4) e da condi¢do de restricdo escrita para a solugdo

incremental inicial, ou seja,
0\ \q10 2
(AU) AU = Al (4.5)

chega-se, facilmente, usando a Equacdo (3.18), definida no capitulo anterior, em (4.5), a

expressao do incremento inicial do parametro de carga:

mo=z AL (4.6)
(UL §U,

Se a equacdo de restri¢do proposta por Riks (1972), definida como:

2
AU AU +(Ax0) F'F. = AP 4.7)
for imposta a solucdo incremental predita, obtém-se:

A0 -+ Al (4.8)

J8UT U, + ¥ F,
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E importante destacar que o usudrio de um programa de elementos finitos
normalmente tem alguma ideia do incremento do parametro de carga no primeiro passo de
carga para uma dada andlise. Assim, uma vez especificado esse valor, a técnica fornecida
em (4.3) pode levar a um célculo automético dos incrementos iniciais nos passos de cargas
seguintes. Entretanto, em geral, o usudrio ndo tem informacgdo a respeito da magnitude a
ser considerada para o incremento de partida do comprimento de arco. Para resolver esse
problema, no programa desenvolvido neste trabalho, o usudrio deve especificar para o
primeiro passo de carga, o valor de AL” como dado de entrada. Esse valor, em seguida, é
usado para calcular, nesse mesmo passo de carga, os deslocamentos incrementais AU’
através da Equacgdo (3.18). Substituindo-se, entao, AU na Equacgdo (4.5) ou (4.7) chega-se

a Al;. Para os passos de carga seguintes, calcula-se automaticamente Al através de (4.4).

c. Incremento de uma Componente de Deslocamento Selecionada

Caso seja adotado o método de controle de deslocamento, o incremento de uma dada
componente do vetor de deslocamentos da estrutura deve ser escolhido com o objetivo de
limitar o incremento inicial do pardmetro de carga, AL’. Como na técnica do comprimento
de arco, pode-se calcular o incremento de uma componente j do vetor de deslocamentos

para o passo corrente de carga de acordo com:
1/2
AU, =AU, 4.9
i=AUjpa)| 7 (4.9)
p.a
onde AUj,q € AU; sdo os incrementos da componente j do vetor de deslocamentos no
passo de carga anterior e no passo de carga corrente, respectivamente. Tem-se, entdo, que a

componente j da solucdo incremental predita, AU’, deve satisfazer 2 seguinte relacdo:

AU’ (j) =AU, (4.10)
Usando-se (3.18) e (4.10), chega-se a expressdo procurada para AL, ou seja:
AU ;
AN =— (4.11)
U, (/)

Aqui, também, o incremento inicial de A para o primeiro passo de carga é um dado

de entrada e deve ser fornecido pelo usudrio. Com esse valor, consegue-se obter o
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incremento inicial da componente j do vetor de deslocamentos, através da Equagdo (4.10).

Para os outros passos de carga o processo é automatizado com o uso de (4.9).

d. Incremento do Trabalho Externo

Uma técnica baseada no incremento do trabalho externo pode ser adotada para limitar o
incremento inicial do pardmetro de carga. Como nas secdes anteriores, o incremento do
trabalho externo para o passo de carga corrente pode ser expresso por:
1/2
Iy
AW =AW, , [—j (4.12)

I,,

onde AW, ,e AW sdo os incrementos do trabalho externo no passo de carga anterior € no
passo de carga corrente, respectivamente.

Se o incremento de trabalho para o passo de carga corrente € dado por:
AW = A\ FT U, (4.13)

tem-se, entdo, que ALY € escrito como:

AW

AN =" —
F/ 8U,

(4.14)

Mais uma vez, a andlise € inicializada especificando-se o valor do incremento do
parametro de carga no primeiro passo incremental e, através da Equacdo (4.13), calcula-se
o incremento do trabalho externo para o primeiro passo de carga. Para os demais passos de

carga, a Equacdo (4.12) € empregada.

2. Estratégia Baseada no Parametro de Rigidez GSP

Com as estratégias apresentadas anteriormente, foi possivel observar que, dependendo da
forma da restricdo imposta, diferentes expressdes para obtencdo de AL” podem ser obtidas.
Yang e Kuo (1994) propuseram, adicionalmente, que a seguinte equacdo de restricao
deveria ser respeitada nas duas etapas de solu¢do ndo linear (solug¢do predita e ciclo de

iteracoes):

C'3U* + K\ = H, (4.15)
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onde C é uma matriz cujos elementos sdo constantes, k; também é constante ¢ H é um
parametro incremental (deslocamento, comprimento de arco ou trabalho externo). Em
funcdo de valores selecionados para essas varidveis, chega-se a diferentes estratégias de
incremento de carga e de iteracao.

A equagdo de restricdo anterior, juntamente com a Equacdo (3.23) que € reescrita

abaixo:
K%V sU* = 80*F, — gk (4.16)

formam um sistema de equacdes com N+1 incdgnitas, onde N se refere a dimensdo do
vetor de deslocamentos € o 1, ao pardmetro de carga A. Essas duas equag¢des podem ser
combinadas de forma que, apds manipulacdes algébricas e matriciais, chega-se a seguinte

expressao para o parametro de carga (Yang e Kuo, 1994):

1

W=
CToU* +k

(H, -C"8U%) 4.17)

Seguindo a sugestdo de Yang e Shieh (1990) para os valores de C e k;, ou seja:
C="8U A\ ek; =0 (4.18)

onde ‘U, é o vetor de deslocamentos nodais tangenciais do passo de carga anterior, chega-

se a uma nova expressao para OA, ou seja:

1

Sk =
AN (*5UT ) SUE

(H, -a2°("5uT )suk) (4.19)

o~ . .. 0 - . - .
A solugdo incremental inicial AA” é, entdo, obtida fazendo-se, na equagdo anterior,

k=0, 3" =AM\, BUg =0e SU(,) = 38U, . Dessa forma, escreve-se:

H,
AN =+ [— 0 (4.20)
\'sU” sU,

O valor do parametro incremental Hy (no caso, deslocamento generalizado) pode ser
definido usando a equacdo anterior e assumindo que, no primeiro passo de carga, se

conhece o valor de AL” (valor fornecido pelo analista). Assim, tem-se:
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Hy = (AN (180T )(18U,) @.21)
Com a substituicao de (4.21) em (4.20), chega-se a:

(18UT) '8,

A;&O = iA;&? W

(4.22)

Adicionalmente, a consideracdo do parametro de rigidez generalizado do sistema

(Generalized Stiffness Parameter, GSP) definido através da relagdo:

(‘87 ) 'su,
GSP=-——7F— (4.23)
(‘8T )su,
permite rescrever (4.22) da seguinte forma:
AL =+ AL \|GSP| (4.24)

O critério utilizado para escolher o sinal correto na expressdo anterior baseia-se no
sinal do parametro GSP. Tal critério serd apresentacdo na Se¢do 4.2.2 a seguir. Como ja
destacado, para o primeiro incremento, AL” é um valor prescrito e GSP = 1.

Cabe informar que as expressoes (4.8), (4.11) e (4.14) podem ser obtidas diretamente

da Equacao (4.19), fazendo as seguintes consideragdes:

1. Controle do comprimento de arco:
k=0,k=AL", 8% =M, §U) =0, SUY =38U,, C=AN08U, e Hy=Al’
ii. Controle de uma componente de deslocamento selecionada:

k=0,k =0, ° =A, Uy =0, 8U? =8U,, C'={0...0 1 0...0} e Ho = Au;

ii1. Controle do trabalho externo:

k=0,k =0, ° =A, Uy =0, 8U? =8U, , C=F,e Hy= AW

4.2.2 Sinal do Incremento Inicial do Parametro de Carga

Nas Equacodes (4.3), (4.6), (4.8) e (4.24), observa-se que o sinal do incremento inicial de

carga pode ser positivo ou negativo. A escolha correta do sinal na fase predita é de grande
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importancia para o sucesso das estratégias na obtencdo da trajetéria de equilibrio. Este

trabalho segue um dos seguintes procedimentos para a escolha do sinal de AN

e (ritério 1

Segundo Crisfield (1991), considera-se o sinal positivo sempre que a matriz de rigidez
tangente K (no inicio do incremento) for positiva definida. Em outra definicdo equivalente,
Crisfield sugere que o sinal de AL’ deva seguir aquele do incremento anterior, exceto
quando o determinante da matriz de rigidez tangente mudar de sinal. Porém, como relatado

em Meek e Tan (1984), esse procedimento pode falhar em estruturas exibindo multiplos

autovalores negativos. Para essa situacdo é aconselhdvel adotar o critério descrito a seguir.
e (Critério 2

Os pontos limites da trajetéria de equilibrio podem ser detectados, como sugerido por
Bergan et al. (1978), checando o sinal do incremento do trabalho externo dado pela
Equacgao (4.13). Caso o sinal do incremento do trabalho externo corrente seja diferente
daquele do passo de carga anterior, modifica-se o sinal de ALA’. Em Clarke e Hancock

(1990), é comentado que esse critério pode tornar-se inseguro na vizinhanga de pontos

limites de deslocamento.
o (Critério 3

De acordo com Yang e Kuo (1994), o sinal do parametro de rigidez corrente depende
apenas dos vetores '‘8U, (passo de carga anterior) e U, (passo de carga corrente). O
parametro de rigidez GSP torna-se negativo para os passos de carga localizados nas regides

proximas aos pontos limites. Para os demais, esse pardmetro permanecera sempre positivo.

4.2.3 Estratégias de Iteracao

A determinagdo do pardmetro de carga iterativo, OA, é fun¢do de uma dada estratégia de
iteracdo ou equacdo de restricdo imposta ao problema. E importante destacar que ndo se
pode esperar de nenhuma estratégia a resolucdo de problemas fortemente nao lineares com
igual eficiéncia. Procurando, entdo, uma maior flexibilidade na escolha da estratégia de
solucdo, foram implementadas no programa computacional desenvolvido neste trabalho os
seguintes procedimentos iterativos: carga constante; comprimento de arco constante;

deslocamento constante; trabalho externo constante; norma minima dos deslocamentos
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residuais; resposta ponderada constante e iteracdo baseada no deslocamento generalizado.

As proximas se¢Oes destinam-se aos detalhes dessas estratégias.

1. [Iteracdo a Carga Constante

Essa estratégia de iteracdo caracteriza o método tradicional de controle de carga, no qual o
parametro de carga € mantido constante durante o ciclo iterativo. Para esse caso, tem-se

que a equagao de restri¢ao se reduz a expressao trivial:
=0 (4.25)

Dessa forma a Equacdo (3.24) é reduzida aos deslocamentos fornecidos pelo método

convencional de Newton-Raphson. Nesse caso, apds o ponto limite, o incremento de carga

N

nio proporciona o retorno a trajetéria de equilibrio, sendo a estratégia util, portanto, para

andlise até o ponto limite.

2. lIteragcdo a Comprimento de Arco Constante

Os estudos originalmente realizados por Riks (1972) e Wempner (1971) propiciaram o
surgimento de diversas estratégias que impdem, em cada iteracdo, a condi¢do de
comprimento de arco constante. As técnicas mais conhecidas e que serdo apresentadas a

seguir sdo: comprimento de arco esférico, cilindrico e linear.

a. Comprimento de Arco Esférico

Crisfield (1981; 1991) sugeriu inicialmente, baseando-se na Equacgdo (4.7), que a seguinte

condicdo:
(au* )T AU +(A0* )T F'F, = AI” (4.26)

. . . ~ ~ k k
deveria ser respeitada a cada iteracdo do processo. Nessa equagdo, AL" ¢ AU" representam,
respectivamente, os incrementos do parametro de carga e dos deslocamentos nodais da

iteracdo corrente. A substituicao de (3.26b) na Equacgao (4.26) resulta na equacao:
k) k
A(B) + B3N +C=0 4.27)
onde os coeficientes A, B e C sao assim definidos:
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T
A=(8U%) SU*+F'F, (4.28a)
T
B=2(5U) (AU +5U% )+ 2V ET F, (4.28b)

T 2
C= (A% 1504 ) (AU + 80K )+ (an* D) ETE, - A2 (4.28¢)

Com a resolucdo de (4.27), chega-se a dois valores de OA, 0L, € OA,, de forma que

deve-se escolher entre as solugdes:
AUf = AU 4 5U% + 808 sUk (4.292)
AUS = AU 4 5U% + 818 sUk (4.29b)

a que mais se aproxima da solucdo incremental da iteracdo anterior, AU*". Essa escolha
deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solucdo regredir ao longo do caminho ja
calculado.

Um procedimento bastante simples a ser seguido, e usado neste trabalho, consiste em
achar o menor angulo entre AU* e AUV Isso equivale a achar o méximo cosseno do

angulo:

= 5 +8h, ———— = (4.30)
Al Al ' Al

cos 0, =

A Equacdo (4.27) poderd ter raizes imagindrias, se B> -4AC <0. Isso ocorrerd
quando o incremento inicial do parametro de carga for muito grande, ou se a estrutura

exibir multiplos caminhos de equilibrio em torno de um ponto (Meek e Tan, 1984).

b. Comprimento de Arco Cilindrico

Crisfield (1981) e Ramm (1981; 1982) observaram através de varios exemplos numéricos
que, em problemas praticos com nimero elevado de varidveis, o parametro de carga na
Equagdo (4.26) tinha pequeno efeito. Crisfield, entdo, propds que, a cada iteragdo, a

seguinte equagdo fosse satisfeita:

(AUK)" AUK = A2 4.31)
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Substituindo (3.26b) na equagdo anterior, chega-se novamente a uma equacao
quadratica em OA, que pode ser escrita através da Equacdo (4.27). Entretanto, os

coeficientes A, B e C tém, agora, o seguinte aspecto:

A=(5Uk)" sUk (4.32a)
B=2(3U%)" (AUK-D +§UE) (4.32b)
C = (AUKD 43U )| (AU 45Uk ) - A2 (4.32¢)

A escolha entre as raizes OA; e OA, segue o mesmo critério adotado para o

comprimento de arco esférico.

c. Comprimento de Arco Linear

A restricdo de comprimento de arco constante (4.7) foi utilizada por Riks (1972; 1979)
apenas para a obtencdo do incremento inicial do parametro de carga, AN, No processo
iterativo subsequente (k> 1), a equagdo de restricdo usada para calcular dA € obtida
fazendo com que a solucdo iterativa (SU, SAF,) seja ortogonal 2 solucdo incremental

predita (AU, AAF,), ou seja:
SUAT AUO + SAKAAOFTF. =0 (4.33)

A substitui¢do da Equacdo (3.24) em (4.33) fornece a expressdo procurada para que

se determine da correcdo do parametro de carga:

(AU0)" sU%

Sk = — -
((AUO) SUk + AL FrTFr)

(4.34)

De acordo com Silveira (1995), do ponto de vista geométrico, o esquema proposto
por Riks pode ser visto como iteragdes em planos normais a linha tangente varrida por
(AU, ALF,).

Um procedimento iterativo alternativo a esse usado por Riks foi sugerido por Ramm
(1981; 1982). Ele propds basicamente a substituicdo da solug¢do incremental predita na
Equacdo (4.33) pela solucdo "secante" (AU*Y, ANSDER). Tsso garante que as correcoes

(SU*, SA'F)) sejam ortogonais a solu¢do incremental da iteracao anterior, ou seja:
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SUKT AUGKD 4 §Ak ANK-DETE =0 (4.35)
Mais uma vez, substituindo (3.24) na equagao anterior, chega-se a:

AU(k_l)TSU];
(AU(k—l)TSUlrc + A)u(k_l)FrTFr)

Ik =— (4.36)
Nesse caso, o hiperplano de restricao € normal a uma secante que passa pela solugcdao
incremental da iteracdo anterior, € ndo mais a tangente da trajetéria de equilibrio. Ao
contrario da proposta original de Riks (1972), o plano normal € atualizado em cada
iteracdo. A Figura 4.2 ilustra as estratégias sugeridas por esses autores.
Rodrigues (2000) observou que, embora a versdo linearizada seja mais ficil de
implementar, ela ndo € tdo robusta quanto a versao ndo linear (ou quadrética) da técnica do

controle do arco constante, que € mais estavel e converge mais facilmente.

Carga, A
Carga,

- -

Deslocamento, u Deslocamento, u

(a) Riks (1972; 1979) (b) Ramm (1981; 1982)

Figura 4.2 Comprimento de arco linearizado

3. Iteracdo a Deslocamento Constante

Batoz e Dhatt (1979) desenvolveram uma estratégia de iteracdo onde uma dada
componente do vetor de deslocamentos nodais incrementais € escolhida como varidvel
independente, ao invés do parametro de carga usual. Durante o ciclo iterativo, essa
componente de deslocamento € definida como uma quantidade que € especificada de

acordo com a seguinte expressao:
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AU (j) =AU (j)+8U(j) =AU,

j (4.37)

onde AU(k'l)(j) e OU(j) sao, respectivamente, as componentes j dos vetores AU Ve §U, e

AUj € o valor prescrito para a componente AUY(j). Substituindo, entdo, (3.24) na equacdo

anterior, obtém-se:

AU (7)+8U% ( )+ 80k 8UK () =AU, (4.38)
donde chega-se facilmente a seguinte expressao:
AU ; — AU ()= 8UE (
S\ = =) (J, £ () (4.39)

Por outro lado, Powell e Simons (1981) estabeleceram uma estratégia incremental-
iterativa baseada nos seguintes procedimentos: na solu¢do incremental predita, uma dada
componente j do vetor de deslocamentos € acrescida de uma certa quantidade especificada.
Essa componente, entretanto, ¢ mantida constante durante as iteragdes subsequentes, de

modo que a seguinte equagdo de restricao seja respeitada:
5Uk(j):8U’£,(j)+57J‘ dUK(j)=0 (4.40)
Resolvendo, entdo, a equagdo acima para O\, chega-se a:

o BUL())
5U% ()

r

(4.41)

4. Iteragdo a Trabalho Externo Constante

Como caso particular de um procedimento geral proposto por Powell e Simons (1981),
tem-se a condicdo em que o incremento de trabalho externo deve permanecer constante ao
longo do processo iterativo. Sabe-se que, para o acréscimo de carga SA'F,, a variacdo do

trabalho externo é dada por:
dW =3\KFFI8U (4.42)

Com a restricio OW =0 e a substituicdo de (3.24) em (4.42), chega-se a correcéo

desejada para o parametro de carga, ou seja:
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FT8U%

Shk =
F7 SUK

(4.43)

5. [Iteragcdo a Norma Minima dos Deslocamentos Residuais

Chan (1988) apresentou uma estratégia de iteracdo bastante eficiente definida como o
Método dos Deslocamentos Residuais (MDR). Nessa estratégia, ao invés de se usarem
restricdes geométricas e de energia como nas segdes anteriores, procura-se eliminar
diretamente os deslocamentos residuais (deslocamentos iterativos) devido as forcas
desequilibradas. Vale ressaltar que esse € o objetivo principal do ciclo iterativo.

Para implementar o MDR, deve-se reescrever, numa dada iterac@o k, a componente j

do vetor de deslocamentos dU, na forma:
e; = UK (j)=8Uk (j)+8Mk3UE () (4.44)

onde ¢; € considerado como um dado erro. Chan entdo propds que a condi¢do de minimos
quadrados desse erro, para um sistema de m graus de liberdade, poderia ser expressa de

acordo com:

n 2
d(;(ej) J
Jj= _
=0 (4.45)

A equagdo anterior € equivalente a condi¢do da norma minima dos deslocamentos

residuais, escrita numa forma mais adequada como:

d [(SUk )’ SU }
doAF

=0 (4.46)

Substituindo, entdo, a Equacdo (3.24) em (4.46) e, depois, derivando a expressao

obtida com relag@o a O\, chega-se a:

T
(SUk) sUk

S = -
(8Uk) suk

(4.47)
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6. Iteracdo a Resposta Ponderada Constante

Gierlinski e Graves Smith (1985) desenvolveram uma metodologia geral de iteracdo capaz
de englobar, como casos particulares, as estratégias propostas por Riks (1979), Powell e
Simons (1981) e Crisfield (1991). Essa metodologia baseia-se no fato de que a resposta da
estrutura pode controlar tanto a sele¢do do incremento inicial de carga como o ciclo
iterativo responsavel pela restauragdo do equilibrio. Dessa forma, foi estabelecido um

critério adequado de medida da resposta estrutural, fungio escalar de U e AF,, definido por:
> =UTGU +A\? F'HF, (4.48)

onde L representa o comprimento do vetor resposta ponderada:

v (4.49)
R .

com U=UGY2 ¢ R =AF,RHY2, sendo G ¢ H matrizes diagonais com dimensio de

rigidez e de flexibilidade, respectivamente. Escolhas diferentes de G e H caracterizam

formas diferentes de respostas ponderadas, L, como ilustrado nos exemplos a seguir:
i. SeGj=1eH;=0,tem-se que a Equagdo (4.48) se transforma em:
> =UTU (4.50)

Nota-se que essa equacdo, na sua forma incremental, caracteriza a estratégia de iteracao

proposta por Crisfield (1991), expressa pela Equacao (4.5).

ii. Uma medida da resposta da estrutura contendo as componentes dos vetores de

deslocamento e de carga € obtida introduzindo-se Gj; =1 e Hj; = 1, que leva (4.48) a:
> =UTU+MA*FTF, 4.51)

que genericamente € igual as equacdes de restricdes de comprimento de arco adotadas em

Crisfield (1991), Riks (1979) e Ramm (1982).

iii. Os critérios anteriores tém a desvantagem de tratar todos os parametros de forma
idéntica, mesmo que, em alguns pontos na sequéncia de carregamento, a estrutura possa ser
mais sensivel a variagdo de alguns parametros que de outros. Tentando reduzir esse

problema, Gierlinski e Graves Smith (1985) procuraram incluir na defini¢do de L as
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componentes da matriz de rigidez tangente inicial. Isso foi efetuado usando-se em (4.48),
G =Kj e Hj= 1/ Kj;, onde Kj; sdo os elementos da diagonal principal da matriz de rigidez

tangente.

Durante o ciclo iterativo, o incremento na resposta ponderada da estrutura, AL, de
maneira andloga ao comprimento de arco fornecido anteriormente, pode ser expresso para

a iteracao corrente de acordo com:
ALk = AUFT GAU* + (AN ) FTHE, (4.52)

Uma estratégia conveniente para se calcular a correcdo do pardmetro de carga, OA,
pode ser, entdo, estabelecida considerando que, a cada iteracdo, a variacdo de L € nula. Em

termos matematicos, essa restri¢ao € expressa como:
SAL = ALk — ALl =0 (4.53)

onde AI*™) ¢ a medida do incremento da resposta da estrutura na iteracao anterior.
Substituindo a Equacgdo (3.26b) em (4.52), e, em seguida, o resultado em (4.53),
chega-se mais uma vez a uma equagéo quadratica em OA (Equagdo 4.27). Os termos A, B e

C dessa equacdo sdo dados por:

A=(3U*) GSU +FTHF, (4.542)

B=2(8U%)" G(AUK +8U% )+ 240 DFTHF, (4.54b)
T

C=(2aU +5U% | G8Uk (4.54¢)

A escolha correta de uma das raizes, OA; e dA,, segue o mesmo critério adotado na
solucdo da Equacdo (4.27). A superficie de intersecdo produzida pelo método da resposta
ponderada € um elipséide, e a Equagdo (4.27) representa a intersecdo do vetor tangente
com essa superficie em dois pontos, que correspondem as duas raizes dessa equagdo
(Silveira, 1995).

Em Gierlinski e Graves Smith (1985), € proposta uma modifica¢do na estratégia de
iterac@o anterior para reduzir o esfor¢o numérico no cdlculo e escolha do valor de dA. Foi

observado que a superficie de intersecdo elipsoidal poderia ser aproximada por superficies
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planas, com cada segmento ortogonal ao vetor incremental ponderado (AU, AX(x-1) F, )

no comeco de cada iteragdo, ou seja:
(8U%)" G AU + 83k AN FTHF, =0 (4.55)
Introduzindo (3.9) em (4.56), chega-se a:

(30 G AU

SAk = — (4.56)

(5U%)" G AU + AN-DETHE,

7. Iteragdo Baseada no Deslocamento Generalizado

Com a estratégia de incremento de carga baseada no parametro GSP foi mostrado que, de
acordo com o trabalho de Yang e Kuo (1994), a seguinte expressdo deveria ser considerada

para o parametro de carga ao longo da solu¢@o ndo linear:

k — 1
AN (1 8UT ) 8UK

(H, — 00 (18UT ) SU% ) (4.57)

Na obtencdo da solu¢do incremental predita (k=0), os referidos pesquisadores
definiram que o parametro incremental Hy (no caso, deslocamento generalizado) deveria
ser obtido de acordo com a Equacdo (4.21). Durante o ciclo iterativo é assumido que esse
parametro de deslocamento generalizado se mantenha constante, ou seja, Hy= 0 para k > 0.

Dessa forma, pode-se rescrever (4.57) como:

SUT UK

SNk =—
SUT UK

(4.58)

que € a expressao para a correcao do parametro de carga no ciclo iterativo.
A Equagado (4.17) pode ser usada diretamente na obtengdo das expressoes (4.26),

(4.39) e (4.43) fazendo as seguintes consideragdes:

i. Controle do comprimento de arco:

k>1,k =AL, C=AN8U, e H; =0

ii. Controle de uma componente de deslocamento selecionada:

k>1,k=0,C"'={0...0 1 0...0} e H;=0
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iii. Controle do trabalho externo:

k=21,k;=0,C=F,e H, =0

4.3 Nao Linearidade Geométrica

O aprimoramento dos sistemas estruturais € o refinamento das técnicas e ferramentas de
andlise das estruturas tém sido alvo de constantes pesquisas e continuas contribui¢des. A
utilizacdo de elementos estruturais com secdes transversais mais eficientes, os quais
oferecem um alto desempenho em termos de peso minimo para uma dada resisténcia, tem
merecido uma atengdo especial nas pesquisas. Contudo, € suficientemente conhecido que
tais elementos de peso otimizado apresentam um comportamento estrutural complexo e,
particularmente, sd@o bastante susceptiveis aos fendmenos de instabilidade. A previsao
precisa do estado limite de estabilidade € de fundamental importancia no projeto desses
elementos. Assim, torna-se necessdria a utilizacdo de uma teoria consistente que possibilite
o conhecimento dos esforcos adicionais causados pelos efeitos de segunda ordem,
principalmente, no caso de elementos estruturais esbeltos.

A formulacdo para a andlise ndo linear geométrica de estruturas tem seus
fundamentos tedricos na teoria da elasticidade ndo linear. A ndo linearidade geométrica
aparece na teoria da elasticidade tanto nas equagdes de equilibrio, que sdo escritas
utilizando-se as configura¢des deformadas do corpo, quanto nas relacdes deformacao-
deslocamento, que incluem termos ndo lineares nos deslocamentos e suas derivadas. As
teorias de barras tém um significado importante nas formulacdes ndo lineares e, por isso,

sdo brevemente resumidas a seguir:

e Teoria de Bernoulli-Euler

Essa teoria é baseada na restricao cinemadtica de que as secdes transversais, perpendiculares
ao eixo da barra antes da flexdo, continuam planas, indeformadas e perpendiculares ao eixo

apos a flexdo, sendo apropriada para vigas esbeltas.

e Teoria de Timoshenko

2

E uma generalizacdo da teoria de Bernoulli-Euler, considerando a deformabilidade por
esforco cortante. A inclusio da deformagdo por cisalhamento transversal elimina a
restri¢cdo de perpendicularidade da secdo transversal ao eixo da viga, porém, assume-se que

as secoes planas inicialmente continuam planas apds a deformacao.
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e Teoria de Saint Venant

Aplicdvel a barras sujeitas a tor¢do. Considera-se que cada secdo transversal sofre uma
rotacdo de corpo rigido no seu plano e uma deformacdo por empenamento, fora do seu

plano, constante ao longo do comprimento da barra.

e Teoria de Vlasov

Trata-se de uma teoria especifica para flexo-tor¢dao de hastes de paredes delgadas de secdo
aberta, na qual as secOes transversais podem sofrer empenamento diferenciado ao longo do
eixo longitudinal. De um modo geral, a teoria de Vlasov é uma combinacio da teoria de
Bernoulli-Euler com uma generalizag¢ao da teoria de tor¢c@o pura de Saint Venant. O efeito

de deformabilidade por esforco cortante também pode ser introduzido na teoria de Vlasov.

Numa andlise ndo linear incremental, pode-se adotar duas formas de referenciais
Lagrangianos: total e atualizado. No referencial Lagrangiano total, mostrado na Figura 4.3,
a configuracdo de referéncia corresponde ao estado original da estrutura descarregada, ou
seja, os deslocamentos sdo sempre medidos em relacio a configuracdo original
indeformada, r=0 (Crisfield, 1991). Na Figura 4.3, X e Y referem-se ao sistema global de

0 0 . . .
coordenadas e, "x e 'y representam os eixos do sistema cartesiano de coordenadas na

configuragdo inicial, r = 0.

A
(t+ 0AV~

1

Figura 4.3 Referencial Lagrangiano total
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Para o referencial Lagrangiano atualizado, a configuracio de referéncia, por sua vez,
corresponde a ultima configuragdo de equilibrio, #, determinada. Assim, numa andlise
incremental, ao final de cada incremento de carga, o referencial € transferido para a recém
calculada configuragio de equilibrio caracterizando um referencial mével (x, ‘y), conforme
ilustrado na Figura 4.4. Nesse caso, as rotacdes de corpo rigido sdo divididas em partes
menores € podem ser melhor aproximadas pelas func¢des de interpolagao.

De acordo com Bathe (1996), ambas as formulacdes incluem todos os efeitos nao
lineares devido a grandes deslocamentos. A tnica vantagem em se utilizar uma formulagao
ao invés da outra estd na eficiéncia numérica. Wong e Tin-Loi (1990) e Alves (1993b)
mostraram que a tendéncia € que os resultados obtidos em referencial Lagrangiano total se
afastem do comportamento real a medida que a configuracdo deformada se distancia da
original. Isso se deve aos eventuais deslocamentos de corpo rigido ocorridos durante o
processo incremental, cujas influéncias ndo sdo perfeitamente consideradas, e também
devido a utilizacdo de funcdes de interpolacdo simplificadas. No estudo realizado por
Gummadi e Palazotto (1997) foi verificado que, teoricamente, as duas formula¢des podem
ser utilizadas para a solu¢do de problemas com grandes deslocamentos e grandes rotagdes.
No entanto, a formulacdo em referencial Lagrangiano atualizado mostrou-se eficiente para

a andlise de vigas e arcos com grandes deslocamentos e rotagdes, enquanto a total é mais

adequada para grandes rotagdes, se utilizada em conjunto com a abordagem corrotacional.

Figura 4.4 Referencial Lagrangiano atualizado
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Formulagdes ndo lineares para elementos de viga-coluna em referenciais
Lagrangianos (total e atualizado) foram propostas por vérios pesquisadores, dentre ao quais
Wen e Rahimzadeh (1983), Chajes e Churchill (1987), Goto e Chen (1987), Wong e Tin-
Loi (1990), Alves (1993a; 1993b), Torkamani ef al. (1997) e Torkamani e Sonmez (2001)
podem ser citados. Adicionalmente, Yang e Kuo (1994) sugeriram que o vetor de forcas
internas poderia ser calculado através de duas abordagens: uma usando os deslocamentos
naturais incrementais e a outra, através da rigidez externa. J4 Pacoste e Eriksson (1995;
1997) introduziram, baseados numa formulacdo em referencial Lagrangiano total, relagdes
deformacao-deslocamento ndo lineares através de funcgdes trigonométricas.

Além desses dois referenciais, € usado também um referencial corrotacional. O termo
corrotacional € usado em diversos contextos, como por exemplo, para se referir as
formulacdes que utilizam um sistema de eixos ortogonais ligado aos extremos dos
elementos (Crisfield, 1991), que se movimenta simultaneamente com as deformacdes.
Nessa formulacdo, o calculo da matriz rigidez e do vetor de forcas internas € feito no
campo dos deslocamentos naturais (ou locais), ou seja, daqueles que realmente causam
deformacdo. Tais deslocamentos se referem ao sistema de coordenadas mencionado
anteriormente, que € atualizado a cada passo de carga acompanhando a rotacao sofrida pelo
elemento.

As primeiras formulagdes desenvolvidas em referencial corrotacional foram
apresentadas por Wempner (1969), que prop6s uma técnica para estudo de cascas sujeitas a
pequenas deformacdes e grandes deslocamentos, e por Belytscho e Hsieh (1973) que
estudaram elementos de viga sujeitos a grandes rotacdes e propuseram um método baseado
em coordenadas curvilinear. Outras contribui¢des importantes podem ser destacadas, tais
como Crisfield (1990), que apresentou formulagdes consistentes para a andlise ndo linear
geométrica de porticos espaciais, Crisfield e Shi (1994) que propuseram uma metodologia
para a andlise dinamica ndo linear de treli¢as planas, e Pacoste (1998) que fez estudos de
instabilidade de cascas utilizando elementos finitos triangulares.

Deve-se salientar que no sistema corrotacional, tanto a formula¢do Lagrangiana total,
quanto a atualizada pode ser empregada (Hsiao et al., 1987).

A ndo linearidade geométrica surge devido a modificagdo da geometria da estrutura
ao longo do processo de deformagdo do corpo. Pode ocorrer devido a uma grande
deformacao, a grandes deslocamentos e rotacdes da configuracdo de referéncia, ou aos dois
conjuntamente. Neste trabalho, grandes deslocamentos e rotagdes, mas pequenas

deformacdes sao supostos.
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As formulagdes geometricamente ndo lineares para andlise de sistemas estruturais
reticulados planos aqui utilizadas s@o baseadas nas formulacOes propostas por Alves
(1993b), Yang e Kuo (1994) e Pacoste e Eriksson (1997). As trés formulagdes
desenvolvidas sd@o denotadas por: SOF-1 (Second-order finite element formulation — 1),
SOF-2 (Second-order finite element formulation — 2) e SOF-3 (Second-order finite element
formulation — 3).

Antes de iniciar o estudo das formulagdes, a Figura 4.5 mostra o elemento de viga-
coluna adotado. Como foi apresentado no capitulo anterior, trata-se de um elemento
reticulado plano, limitado pelos nés i e j, que se deforma no plano da estrutura. Os
deslocamentos e forcas nodais do elemento no sistema local de coordenadas sdo também

mostrados.

Figura 4.5 Elemento de viga-coluna adotado

4.3.1 Formulaciao SOF-1

A primeira formulagdo a ser apresentada segue a metodologia ndo linear de elementos
finitos proposta por Alves (1993b). Essa formulacdo € baseada na teoria de vigas
Bernoulli-Euler. Utiliza-se o referencial Lagrangiano atualizado e o tensor de deformacao
de Green-Lagrange € considerado na forma completa. Para as deformagdes axiais

incrementais, o tensor de deformacao pode ser escrito como:

_ —\2 2
Ae,, = dAu +i dAu N dAv (4.59)
dx 2 dx dx

onde Au € o deslocamento axial de um ponto B cuja distadncia da linha neutra € igual a y, e

Av € o deslocamento vertical desse ponto como mostra a Figura 4.6.
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Ap6s a deformacao

— 1z Antes da
deformacao
y
=X
A

Figura 4.6 Comportamento da secdo transversal

Usando a hipétese de Bernoulli-Euler de que as secdes transversais inicialmente
planas permanecem planas apds a deformagdo, tem-se que o deslocamento axial do ponto

B € expresso por:

A =Au— y@ (4.60)
dx

onde Au € a parcela resultante dos esfor¢os extensionais atuantes, que é constante em cada
secdo, e a segunda parcela, y(dAv/dx), € decorrente dos esfor¢os de flexao. Essa, porém,
linearmente varidvel com a distancia da linha neutra, y.

Usando (4.60), a Equacao (4.59) é reescrita como:
Ag . = Ae . +An,, (4.61)
na qual Ae,, representa a componente linear do tensor de Green-Lagrange dada por:

dAu  d*Av
Aexng—y dxz (462)

e An,, representa a componente ndo linear, que pode ser expressa como:

I (dauY . dAu d?Av 2avY (davy
Anxx:_( j -2y +y2( j +( j (4.63)

21\ dx dx  gy? d? dx
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Ao se substituir em (4.63) as fungdes de interpolacdo, que serdo apresentadas na
sequéncia, poderd ser constatado o surgimento de dois problemas. O primeiro deles é que,
supondo que o elemento finito adotado sofra movimentos independentes de translacdo e
rotacdo de corpo rigido, observa-se, para o caso de rotagdo, o aparecimento de
deformacdes que, obviamente, deveriam ser nulas. Conclui-se, portanto, que as fungdes de
interpolacdo usadas s6 descrevem perfeitamente as translacdes de corpo rigido. As rotagdes

de corpo rigido causam deformagdes, pois se admite AB=dAv/dx no célculo das fungdes

de interpolacdo. Essa hipétese s6 € valida para o caso de pequenas rotacdes. O outro
problema é que, procurando satisfazer apenas as condi¢cdes de continuidade, sd@o adotadas,
por simplicidade, fun¢des lineares para aproximar o deslocamento axial Au. Crisfield
(1991) mostrou que, rigorosamente, para Av aproximado por uma funcdo cubica, era
preciso adotar uma aproximacgdo de quinto grau para Au de modo a balancear as fungdes.
Isso garantiria a representacdo da deformacdo de membrana constante e, em particular,
seria possivel obter deformag¢do de membrana nula associada a problemas de flexdo
inextensional.

Procurando minorar os efeitos dessas incompatibilidades adotam-se algumas
estratégias. Os problemas decorrentes dos movimentos de corpo rigido sdo suavizados com
a atualizacdo do referencial, isto €, adotando-se uma formulacdo com referencial
Lagrangiano atualizado. Assim, na andlise incremental, ao final de cada passo de carga, o

z

referencial € transferido para a nova posicdo ou configuracdo de equilibrio recém
calculada. O outro procedimento usado para amenizar as incompatibilidades decorrentes
dos deslocamentos de corpo rigido € estabelecer o cdlculo das forcas internas levando em
consideragdo a mudanca de geometria do elemento. Para eliminar ou amenizar o efeito de
membrana (“membrane locking”), devido a fun¢des de forma lineares que serdo adotadas
para o deslocamento axial «, o dltimo termo na Equacao (4.63) serd uniformizado seguindo
a sugestdo de Crisfield (1991) e Alves (1993b). Esse processo consiste em se considerar

um valor médio da parcela (dAv/dx)*. Assim,

2
dAuj 2y dAud Av+ 2 d? Av _J(dAvj (4.64)

1
An,, =—
Tox 2£dx dx dx?

Para uma formulagdo Lagrangiana atualizada, a dltima configuracdo de equilibrio, f,

€ selecionada como sendo a configuracao de referéncia. Dessa forma, € importante que se
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conhega, para o elemento finito considerado, o estado de tensdes ou de deformacdes em *.

A deformacao nessa configuragdo € dada por:

M;+M,
’e:E—I;Jr% Ml-—(l—L])x (4.65)

onde FA € a rigidez axial do elemento, EI € a sua rigidez a flexdo e, P, M; e M; sdo,
respectivamente, a forca axial e os momentos fletores que atuam no elemento finito nessa
configuracdo de equilibrio, como mostra a Figura 4.7.

Como foi mostrado no capitulo anterior, as equagdes incrementais de equilibrio
podem ser obtidas aplicando o principio da energia potencial total estaciondria, ou seja,

considerando a primeira varia¢ao da energia potencial total do elemento, AIl, igual a zero.

Figura 4.7 Forga axial e momentos na configuragao de equilibrio ¢

O incremento de energia de deformacdo, AU, € definido, para o referencial

Lagrangiano atualizado, como:

"e+Ae
AU = j j (Acde)dV (4.66)
vV Ig

Considerando o comportamento linear eldstico, ou seja, Ac = EAg, o incremento de
energia de deformacgdo, AU, e o trabalho das forcas externas incremental, AQ, podem ser

escritos como:

AU=(| ( A8+ E e jdV (4.67)
Q=- [ fduds = { [ firuds + | Af,-AuidS:l (4.68)
S S S
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Substituindo a Equacdo (4.61) em (4.67) e usando as Equagdes (4.62) e (4.64), é

possivel escrever o funcional de energia como (Galvao, 2000):

ATl = Ug+U; +Ug+U +Uy =| [(£) AuwdS + [ AfiAudsS (4.69)
S S
onde:
U, :% [ E'eyhe, 'av (4.70a)
I3
\%
U = 1 [ EAEL 'av (4.70b)
2
Us= | E 'ean,'dv (4.70c)
4%
Uy = [ EAe, AN, 'dV (4.70d)
y
U, :% [ EAR? tav (4.70e)
t
\%4

Aqui, o termo Uj estd associado a forga total aplicada na configuracio de equilibrio #;
Us decorre da influéncia das deformagdes iniciais e originard a matriz de tensdes iniciais;
U, é responsdvel pela parcela linear da matriz de rigidez e, U; e U, dardo origem as
matrizes de rigidez que sdo funcgdes lineares e quadraticas dos deslocamentos nodais
incrementais.

Assim, o incremento de energia potencial total pode ser reescrito, se a igualdade

Uy = I 'fluds ¢ verdadeira, na forma:

N

AT = U;+U +U; +U; - [ AfiAuydS 4.71)
S

No contexto do Método dos Elementos Finitos, os deslocamentos Au e Av ao longo
do eixo x podem ser relacionados aos deslocamentos nodais do elemento através das
seguintes equacdes:

Au=H; Au; + H, Au;; (4.72a)

onde H, e H, sdo funcdes de interpolacdo lineares, e Hs, H4, Hs ¢ Hg sao as fungdes de

interpolacdo de Hermite definidas como:
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H =1-x/L

H,=x/L

Hy=1-3(x/L)* +2(x/L)’
Hy=x-2x/L+x/
Hs =3(x/L)’ =2(x/L)’

Hg=-x*/L+x| 1

(4.73a)

(4.73b)
(4.73¢)

(4.73d)
(4.73e)

(4.731)

O funcional de energia (4.71), de acordo com Alves (1993) e Silveira (1995) ¢

definido em fung¢do dos deslocamentos e forcas nodais como:

1 1

1 1
AIT =AuT |:5Kl +5KG +EK1 (Au)+ﬂK2 (Au,Au)}All+

T T
+Au’ 'f, — Au” (HARE

4.74)

sendo Aw” ={Aw; Av; A6; Au; Av; A;} e tT={BR QO M; P, Q; M;} os vetores de

deslocamentos incrementais e forcas nodais, respectivamente, no sistema local de

coordenadas. O termo +AI)M', caracteriza o vetor total das forcas externas que atuam no

elemento.

Ja as matrizes K;, K;, K; e K; que aparecem na equagdo anterior podem ser obtidas

através da diferenciacdo dos termos em (4.70), ou seja:

PRy
) dAu,,0Au,
— azUG
olm.n) 0Au,,0Au,,
_ R
) 0Au,,0Au, 0Au,

ki

Au k

o'u,

k =
2(m,n) dAu,,0Au, 0Au; A,

(4.75a)

(4.75b)

(4.75¢)

AwAu,, (4.75d)

As equagdes incrementais de equilibrio, obtidas impondo que a primeira variacdo da

energia potencial total do elemento seja igual a zero, podem ser expressas como:
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t+At7\’fr — tfi +Afi (4.76)

na qual o vetor de forg¢as internas incremental, Af;, € dado por:
Af; :{Kl +KG+%K1(Au)+éK2(Au,Au)}Au @4.77)

A matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais, K., obtida a partir da

Equagdo (4.74), é dada por:
K, :K1+KG+K1(Au)+%K2(Au,Au) (4.78)

Na equacgdo anterior, K; é a matriz de rigidez eldstica linear convencional e Ky é
comumente referida como a matriz de tensOes iniciais ou matriz de rigidez geométrica,
cujos termos dependem das forcas nodais iniciais. Os elementos da matriz K; sdao funcdes
lineares dos deslocamentos nodais incrementais enquanto os temos na matriz K; sdo
fungdes quadraticas. Os efeitos de segunda ordem sdo introduzidos na andlise através das
matrizes K, K| e K; que estabelecem a mudanca na rigidez do elemento. Os coeficientes
dessas matrizes estdo detalhados no Apéndice A (Secdo A.1) deste trabalho.

Se uma rotacao de corpo rigido € aplicada ao elemento, as forcas na Equacao (4.77),
que deveriam ser iguais a zero, nao sdo. Tentando minimizar essa inconsisténcia, o vetor
de forcas internas pode ser reescrito considerando agora os deslocamentos naturais
incrementais, ou seja, através dos deslocamentos que efetivamente causam deformacao.
Esses deslocamentos naturais, mostrados na Figura 4.8 a seguir, se referem a ultima

configuragdo de equilibrio obtida no passo incremental de solu¢do. Dessa forma, tem-se:
Af; = [Kl +K +%K1 (Au,) +éK2 (Au,,Au, )}Aun 4.79)

onde Au, € o vetor de deslocamentos naturais incremental, que € expresso como:
Au? =[0 0 ¢ & 0 ¢;] (4.80)
Usando as relagdes geométricas mostradas na Figura 4.8, € possivel escrever:

§= +ap 1 (4.81a)
¢; =A6;, —o (4.81b)
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0;=48; - (4.81c)

sendo o a rotacdo de corpo rigido, que é dada por: o = ran”! [(Avj —Av; )/ILJ .
A matriz de rigidez e o vetor de for¢as internas do elemento no sistema local sdao

transformados para o sistema global de coordenadas usando as seguintes equacoes:

T
K,=R'K,'R (4.82)
(I+Al)fig — RZ (I+Al)fi (483)
sendo 'R é matriz de rotacdo entre o sistema global e o sistema local atualizada na

configuragdo #, e R, é a matriz de rotac@o atualizada na ltima iteracdo processada. Essas

matrizes dependem apenas da inclinacdo o (Figura 4.8) e podem ser definidas como:

[ coso.  seno 0 0 0 0
-seno.  coso. O 0 0 0

R 0 0 1 0 0 0 (4.84)
0 0 0 cosa sena O
0 0 0 -sena cosa O
0 0 0 0 0 1

(t+AD] s

Figura 4.8 Deslocamentos naturais do elemento

Finalmente, a matriz de rigidez, K, e o vetor de forcas internas, F;, do sistema
estrutural sdo obtidos considerando a contribuicdo de cada um dos m elementos finitos

usados na discretizagdo, ou seja:
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K=>K,, (4.85a)

(t+At)Fi _ z (z+At)fig (4.85b)

m

onde K., e f;, sdo, respectivamente, a matriz de rigidez e o vetor de forgas internas do

elemento no sistema global de coordenadas.

4.3.2 Formulacao SOF-2

A formulacdo SOF-2 € definida em referencial Lagrangiano atualizado e segue os
fundamentos da formulacdo proposta por Yang e Kuo (1994). Esses autores adotaram para
o elemento mostrado na Figura 4.5, apresentada anteriormente, duas componentes de
tensdo, as tensdes axial, T, e cisalhante, T,,, de Cauchy, e duas componentes de
deformagdo associadas que sdo os incrementos de deformacdo de Green-Lagrange
atualizados, Ag,, e Ag,,. Essas componentes de deformac¢do decompostas em duas parcelas,

linear e ndo linear, sao:

Ae, =Ae, + AN, (4.86a)
Ae,, = Ae,, + Any, (4.86b)
com:

Ae, =400 (4.87a)
dx

hey, =~| 408 A2 (4.87b)
2| dy dx

i —\2 2

Ay = (dm‘j +(_dAVj (4.870)

2|\ dx dx

(4.87d)

1| dAa dan | dav diy
2| dy dx dy dx

onde Au € o deslocamento axial de um ponto cuja distancia da linha neutra € igual a y e Av
€ o deslocamento vertical desse ponto, como foi mostrado na Figura 4.6.
Baseado na hipdtese de Bernoulli-Euler de que as se¢des transversais inicialmente

planas permanecem planas apds a deformacdo, e usando a Equacgao (4.60), tém-se:
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Ao du d*Av
€ —E—y dxz (4883)
Aey, = 0 (4.88¢)
i 2 2 2 2 2
Anxx=l (dAuj _pydhudAy ol dAv +(dAvj (4.88b)
2 dx dx  dx* do? dx
1| dawday ([ dav @®av
AN =—| — n 4.88d
o =51 T dx y{ dx  dd j] (4.88d)

As tensdes resultantes (esfor¢os iniciais) na tltima configuragcdo de equilibrio obtida
no processo de solucdo incremental, ¢, sdo calculados através da integracdo das tensoes de

Cauchy, ou seja:

'P= 't dA (4.89a)
A

‘0= '1,,dA (4.89b)
A

(4.89¢)

'M = I "1 ydA
A

onde 'P é o esforgo axial, ‘Q é o esforgo cortante € ‘M é o momento fletor. De Galvdo

(2000), os esfor¢os ‘Q e ‘M podem ser reescritos como:

"M =—M.+Mx (4.90a)
l L *
'0=- (M ZMj ) (4.90b)

Para um elemento de viga-coluna cuja hipétese de Bernoulli tenha sido adotada,
apenas as tensdes axiais, ATy, podem ser obtidas pela lei constitutiva, AT,, = EAEg,,. Ja as
tensOes cisalhantes incrementais, segundo Yang e Kuo (1994), devem ser determinadas

através de condi¢des de equilibrio. Segundo esses autores, tem-se:

z_h_zjd3Av g(
4 ) dy’ 2

5 W \dAu d*Av
—— (4.91)

E
AT =AT +A1:"l:—£
= Hy Ty =5 Y 4) de @
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sendo £ a altura da secdo transversal.

O incremento de energia de deformacdo pode ser definido como:

t
g;+Ag;

AU = j j (Av;de;;)dv (4.92)
VT

Considerando as componentes de tensdo e deformacdo definidas anteriormente, é

possivel reescrever a equacao anterior (Galvao, 2000):
AU = ﬂ[(%xxAsxx +2("1y ) Aey, |+ (E/2863, +2(Aty ) Ae,, )}dV (4.93)
14
e o incremento de energia potencial das forcas externas, AQ, como:

AQ = | fAudS = —{ [ fiduds + | AfiAuidS} (4.94)
S N N

As duas diferentes consideracdes que serdo feitas a seguir originardo duas diferentes
formulagdes nao lineares de elementos finitos. Na primeira abordagem, formulagdo
linearizada, assume-se que as deformacdes incrementais sao tdo pequenas que as parcelas

ndo lineares possam ser desprezadas. Assim, a Equacgdo (4.93) pode ser reescrita como:

AU = [[("tofe +2'v  Ae, Jav +[[(E/24¢2, )dv (4.95)
1% Vv

De acordo com Alves (1993), a seguinte condicao é observada:

f(’Txerxx +2't, A )dV = [ fiAuds (4.96)
\% S

Assim, apds algumas transformacgdes algébricas, o funcional de energia na

configuracgdo ¢ + At pode ser escrito como:

ATl =U, +Uq — | Af:AwdS (4.97)
S
onde:
U = 1 [ Eael,'avol (4.98a)
Vol
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L I 2 2 2 2
Uc=lftP (dAuj J{dmj L AfdAav)
29 dx dx Al dx?
i (4.98b)
15, dau d®av 150, dAu dAv
+ —I M ————ldx — —I[ 0 —}dx
20_ dx dx 20 dx dx

Na segunda abordagem, formulacdo de ordem elevada, ao contrdrio da primeira, as
parcelas de deformacdo ndo lineares ndo sdo desprezadas. Nesse caso, o funcional de

energia € definido como:

AT =U,; + U +U, +U, - [ AfiAu;dS (4.99)
S

na qual U; e Uy sdo os mesmos termos da Equacdo (4.97), ou seja, representados pelas

Equacdes (4.98a-b), e U; e U, sdao dados por:

L 2 2 24\ 3
U, :I E_A dAu +dAv +3EI dAu| d sz +Eld A3v dAv dAu dx  (4.100a)
0 2 | dx dx 2 dx | dx dx> dx dx
i 2
LV EA( dau? amnv?) EI(dau? anv? [ d*av)|. »
U2=I = +— | +—= + 5 X~ +
0 8 dx dx 8 | dx dx dx
L Er(dau d®av) . dAu® dAv dPav], » 4.100b
+[| = — [+ EI dx (4.100b)
0 21 dx dx dx dx Jd

Usando novamente o elemento finito mostrado na Figura 4.5 e substituindo a
Equacdo (4.72) usada para aproximar os deslocamentos incrementais Au € Av na Equagao

(4.99), € possivel escrever o funcional AIl em funcdo dos deslocamentos nodais do

}Au+

sendo as componentes das matrizes K;, K, K; e K, obtidas diretamente da energia interna

elemento. Portanto,

1 1 1 1
AIT = Au’ [EKI +5KG +—K, (Au)+—K, (Au,Au)

6 24

+Au” 'f, — Au” (A f

(4.101)

de deformacdo (Equacdo 4.75).
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O vetor de forcas internas incremental é determinado a partir da equacdo anterior
estabelecendo a primeira variacdo da energia potencial total igual a zero. Dessa forma,

consegue-se definir esse vetor como:

Af; =[K1 +KG+%K1(Au)+%K2(Au,Au)}Au (4.102)

O vetor de forcas internas na configuracdo de equilibrio 7 + At € calculado fazendo:
At)g _t
(A0, = 1, + A, (4.103)

A matriz de rigidez do elemento no sistema global de coordenadas € dada pela
Equacdo (4.82) mostrada anteriormente, sendo a matriz de rigidez no sistema local definida

Ccomo:

K, =KZ+KG+%K1(AU)+éK2 (Au, Au) (4.104a)

ou, no caso da formulagdo linearizada,
K, =K, +K; (4.104b)

No Apéndice A, Secdo A.2, os elementos das matrizes K;, Kg, K; e K; sdo mostrados.
Vale ressaltar que o incremento do vetor de forcas internas, Af;, € calculado usando o

vetor de deslocamentos naturais incrementais, Au,, no lugar de Au como mostrado na

Secao 4.3.1.

4.3.3 Formulacao SOF-3

Cinco formulagdes ndo lineares de elementos finitos para porticos planos foram propostas
por Pacoste e Eriksson (1997). Essas formulagdes foram desenvolvidas em referencial
Lagrangiano total, com duas abordagens diferentes, total e corrotacional, que se diferem
apenas na forma como os deslocamentos do elemento sdo descritos. Na abordagem total,
os deslocamentos sdo referidos a um sistema local fixo de coordenadas. J4 na
corrotacional, os deslocamentos se referem a um sistema de coordenadas que € atualizado a
medida que o elemento sofre rotacdao. Todas elas foram implementadas e testadas por
Galvao (2000), que realizou um estudo sobre diversas formula¢gdes ndo lineares para

andlise de sistemas estruturais reticulados planos.
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Dentre tais formulagdes, € utilizada, neste trabalho, uma formulacdo baseada na
teoria de Timoshenko, que utiliza relagdes cinematicas estabelecidas através de fungdes
trigonométricas. E importante ressaltar que, com essa escolha, torna-se possivel, usando o
sistema computacional proposto, realizar a andlise de segunda ordem de estruturas

espessas. As relagdes deformacao-deslocamento nessa formulacdo sdo escritas como:

€y = (1+ﬂjcos(e)+(ﬂj sen(0) (4.105a)
dx dx
Y= (ﬂJcos(e) -(1+ﬂj sen(0) (4.105b)
dx dx
do
-4 4.1
k o (4.105¢)

sendo &,, a deformacdo axial, y a deformacdo cisalhante, k a curvatura do elemento e 0 o
angulo de rotacdo da sec¢do transversal na configuracdo deformada.
As relagdes constitutivas, considerando pequenas deformacdes, sdo dadas, de acordo

com Pacoste e Eriksson (1997), por:

P=EFAe,, (4.1062)
0 =GAy (4.106b)
M =Elk (4.106¢)

onde FA, GA e EI representam as rigidezes axial, cisalhante e devido a flexdo,
respectivamente.
A energia potencial total, usando o referencial Lagrangiano total, pode ser escrita

através da seguinte relacao:

1

(o]

"

S —

(Tyde;)av —IfiuidS (4.107)
S

Considerando as relagdes constitutivas (4.105) e realizando a integracido na drea da

secdo transversal, a equacdo anterior € reescrita como:

L
1
M = [ | EA€+GAY+EIE |dx~ fuds (4.108)
25 S
na qual o primeiro termo do lado direito € a energia interna de deformacéo, U, e o ultimo

termo € a energia potencial, Q, devido as cargas aplicadas.
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Os deslocamentos u(x) e v(x), representados na Figura 4.9, sdo aproximados

utilizando fun¢des de interpolacdo lineares, ou seja,
u=Hyu+Hyu;

V=H1Vl‘+H2Vj

_ dH, 4
dx dx

dx 7
sendo as fun¢des de interpolacdo H; e H, dadas por:

lel_ﬁ
L

X
H,=>
2L

Figura 4.9 Elemento finito considerado

(4.109a)

(4.109b)

(4.109c¢)

(4.110a)

(4.110b)

Considerando a Equacdo (4.108), a energia interna de deformacdo é, como ja

mencionado, definida como:

U=

L

L1 (Eae2, + G + 1) d
2

0

4.111)

Se um ponto da quadratura de Gauss for usado para realizar a integracdo da energia

de deformacdo na Equacgdo (4.106a-c), a seguinte expressdo € obtida para U:

U= %[EAsix +GAY + EIK2 }
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Para um elemento genérico, as componentes fi,, do vetor de forcas internas e as
componentes k,,, da matriz de rigidez sdo obtidas através de diferenciacdes sucessivas de

(4.113), da seguinte maneira:

fi, = g v (4.113)
um
o°U

A matriz de rigidez e o vetor de forcas internas do elemento sdo calculados no
sistema local de coordenadas e podem ser transformados para o sistema global de
coordenadas usando as Equacdes (4.82) e (4.83). Entretanto, a matriz de rotagdo ¢é

calculada baseando-se na configuracao inicial (indeformada) do sistema estrutural.

4.4 Ligacoes Semi-Rigidas e Nao Linearidade Geométrica

Uma ligac@o € um meio através do qual for¢as € momentos sdo transferidos de um membro
estrutural a outro, tal como de uma viga a uma coluna. As ligacdes em estruturas metdlicas
constituem um ponto chave no desempenho estrutural, no sistema construtivo e de
montagem, € nos custos da estrutura. Contrariamente aos critérios correntemente adotados
nos projetos, as ligacdes entre elementos de barra ndo se comportam conforme idealizado,
com condi¢des de extremidade perfeitamente rigidas ou idealmente rotuladas. Nas ligacdes
perfeitamente rotuladas nenhum momento € transmitido entre a viga e a coluna, e esses
elementos se comportam de forma independente. J4 nas ligagdes totalmente rigidas, o
angulo entre os eixos da coluna e da viga ndo se altera, ou seja, a ligagdo nao sofre rotagao
relativa quando a estrutura se deforma. Nesse caso, 0 momento na extremidade da viga é
completamente transferido para a coluna. Dessa forma, subestimam-se os deslocamentos
estruturais e superestimam-se as forcas atuantes nas ligacdes resultando em membros e
ligagbes mais pesados. Tais hipdteses simplificam o processo de andlise, mas ndo
representam o real comportamento da estrutura. Além disso, construir uma ligagdo ideal é
muito dificil, impraticdvel e ndo se justifica economicamente.

A maior parte das ligacOes usadas na pratica atual apresenta o comportamento semi-
rigido que pode influenciar substancialmente a estabilidade global do sistema estrutural e a
distribuicdo de esforcos nos seus membros. Investigacdes experimentais sobre esse

comportamento demonstraram claramente que uma ligacao rotulada possui alguma rigidez
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a rotagdo, enquanto uma ligacdo rigida possui algum grau da flexibilidade. Dentre tais
experimentos podem ser destacados aqueles realizados por Jones et al. (1980; 1983) e
Nethercot et al. (1998). Segundo Colson (1991), as ligacdes em estruturas de aco sdo a
origem de descontinuidades geométricas e mecanicas que introduzem efeitos localizados e
imperfeicOes, interferindo no comportamento global da estrutura. Por isso devem ser
estudadas de modo rigoroso, ndo sé do ponto de vista de fabricacio e montagem, mas
também com relacdo a funcao estrutural.

O aprimoramento na andlise € no projeto de estruturas com ligacdes semi-rigidas
permitem um custo efetivo melhor e, portanto, um impacto significante nas empresas de
fabricacdo e montagem dessas estruturas. Consequentemente, a necessidade de se entender
o comportamento das ligagdes semi-rigidas passa a ser de fundamental importancia para o
desenvolvimento de um projeto estrutural econdmico que garanta a estabilidade global do
sistema. Uma das alternativas para se melhorar o custo propriamente dito € utilizar
métodos avangados de andlise, nos quais se possa fazer uma simulacdo do comportamento
estrutural mais verdadeira. Por esse motivo, diversas pesquisas nesse sentido vém sendo
desenvolvidas nos ultimos tempos (Chen e Lui, 1991; King, 1994; Li et al., 1995; Abdalla
e Chen, 1995; Kruger et al., 1995; Simdes, 1996; Salazar e Haldar, 1999; Chen, 2000;
Chan e Chui, 2000; Sekulovic e Salatic, 2001; Sekulovic e Nefovska, 2004; Cabrero e
Bayo, 2005; Barbosa, 2006; Bayo et al., 2006 e outras). Além disso, muitas normas para
andlise/projeto estrutural em acgo, nacional e internacionais, entre elas, NBR-8800 (1986;
2008), AISC (1986; 1994), BS5950 (1990) e Eurocode 3 (1990; 1992) passaram a tratar as
ligacdes de uma forma mais realistica. A norma AISC (1989) descreve trés tipos de
construcdo em aco: estrutura completamente restringida, estrutura sem restri¢ao (livre) e
estrutura parcialmente restrita. A NBR 8800 e o Eurocode 3 propdem trés tipos de
ligagdes: rigida, semi-rigida e normalmente rotulada ou flexivel. O comportamento de uma

ligacdo semi-rigida € estudado na secdo seguinte.

4.4.1 Comportamento da Ligacao

Para a andlise de estruturas com ligacdes semi-rigidas, o primeiro procedimento a ser
realizado € a modelagem do comportamento da ligagdo. A descri¢do desse comportamento
¢ comumente feita através de curvas momento-rotagdo, que sdo obtidas por ensaios
experimentais, através de simula¢do numérica em elementos finitos (Campos Junior, 1990;

Chen e Toma, 1994; Ribeiro, 1998) ou por modelos tedricos. Esses ultimos sdo
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desenvolvidos aplicando-se técnicas de ajuste de curva aos resultados obtidos de forma
numérica e/ou experimental.

A incorporacgdo das curvas momento-rotacao na andlise estrutural fornece resultados
mais precisos que aqueles obtidos com as andlises convencionais, que consideram as
ligacdes como rigidas ou rotuladas. Elas podem ser escritas, de uma forma geral, através

das seguintes relacdes:

M = f(q)c) (4.115a)
0. =g(M) (4.115b)

7z

onde M representa o0 momento que atua na ligacdo e ¢. € a sua rotacdo relativa ou
capacidade de rotacgao.

A rigidez da ligacdo, denotada neste trabalho por S, é uma caracteristica de
fundamental importancia que € determinada através de ensaios experimentais.
Matematicamente, ela representa a inclinacdo da reta tangente a curva momento-rotacao.

Portanto, pode ser calculada através da equagdo:

5 M

- 4.11
¢ do, o

A intensidade da rigidez da ligacdo, S., ndo determina se uma ligacdo se comportara
de uma maneira rigida ou flexivel. Esse comportamento s6 pode ser verificado através de
algum parametro que relacione a rigidez da ligacdo com a rigidez do membro a ela
interligado. Cunningham (1990) prop0s a adoc¢do do fator fixo de rigidez (fixity factor), v,

definido como:

4.117)

para fornecer uma melhor compreensio sobre o comportamento rotacional da ligacdo. Os
valores extremos que o fator fixo assume sdo 0 e 1. Para uma ligacdo perfeitamente
rotulada, a rigidez da ligacdo é nula e, portanto, Y=0. J4 para uma ligacdo idealmente
rigida, o fator fixo y tem valor 1, uma vez que a rigidez da ligacdo é extremamente elevada
(8¢ — o0). Pela equagdo anterior, verifica-se que considerando uma ligacdo com rigidez S.,
seu comportamento serd, evidentemente, mais rigido (maior valor para y) quanto menor for

arigidez a flexdo, EI, do membro ao qual ela estd conectada.
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A Figura 4.10 ilustra o aspecto tipico de curvas momento-rotacdo para trés tipos de
ligacOes. A ligacdo com chapa de topo extendida € mais rigida que as demais e a
cantoneira de topo e assento, mais flexivel. Percebe-se que as ligacoes desenvolvem
comportamento fortemente ndo linear quando submetidas a momento fletor, mas que
apresentam um certo padrdo de comportamento. Isso permite que se estabelecam duas

grandezas de grande importancia: a rigidez inicial € 0 momento ultimo ou capacidade de

momento.
j — Chapa de topo i
4
4| oflo
< ofo
N Chapa_| |
o4 detopo [[©@ H©
P B }-)4
150 — / L 4
Ligacdo com Ligacao com chapa de topo
chapa de topo ; ‘ Cantoneira o
_ / 4 ;} de topo T To o
z
= 100 — :
_ e 8
Cantoneira de topo e assento / ? Cantoneira 7
de assento
50 — Ligagdo com cantoneira de topo e assento
) — Cantoneira
/ Mesa superior
N Cantoneira de alma simples ‘
0 T T T T T T T T T
0.00  0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0 (rad)

Ligacdo com cantoneira de alma simples

Figura 4.10 Aspecto tipico das curvas momento-rotacdo de uma ligacdo

A rigidez inicial (S,;,;) descreve o desempenho da ligacdo no inicio do carregamento.
E obtida através da Equagio (4.116) fazendo ¢.=0. O aspecto linear que a curva momento-
rotacao assume nessa etapa sugere a existéncia de uma fase eldstica que deixa de existir a
medida que o carregamento vai assumindo valores mais elevados. Essa mudanca de
comportamento €, geralmente, provocada pela existéncia de concentracdo de tensdes,
imperfei¢des geométricas e descontinuidades nos elementos que compdem a ligagcdo, ou
mesmo plastificacdo dos seus componentes. Esses fatores, a partir de certo estdgio do

carregamento, passam a interferir na capacidade de rotacdo da ligacdo e, assim, a rigidez
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da ligacdo diminui. Na fase final do carregamento, a curva momento-rotagdo tende para
um valor assintético conhecido como momento ultimo, M,, ou capacidade de momento, a
partir do qual a ligacdo entra na fase de colapso e sua rigidez se anula.

Devido ao comportamento altamente ndo linear das ligacOes semi-rigidas, € bastante
complicado representd-lo matematicamente usando aproximagdes simples e adequadas.
Existem varios modelos analiticos para essa finalidade. Muitos deles, embora possam
reproduzir perfeitamente o comportamento da ligacdo, sdo bastante complexos e sO
adequados para certos tipos de ligacdes. Outro inconveniente encontrado é que a sua
implementacdo computacional ndo € uma tarefa ficil. De acordo com Chan e Chui (2000),
os modelos matemdticos devem gerar uma curva momento-rotagdo suave, com primeira
derivada positiva, e conseguir representar varios tipos de ligacdes. Entre os principais
trabalhos, nessa linha, encontram-se os de Richard e Abbott (1975), Frye e Morris (1975),
Ang e Morris (1984), baseando-se no trabalho de Ramberg e Osgood (1943), Lui e Chen
(1986; 1988), Kishi e Chen (1986a; 1986b), Al-Bermani et al. (1994), Zhu et al. (1995) e
Abdalla e Chen (1995).

Neste trabalho, é possivel descrever o comportamento da ligacdo usando cinco
modelos matemdticos: modelo linear, exponencial (Lui e Chen, 1986), exponencial
modificado (Kishi e Chen, 1986), modelo de poténcias com quatro parametros (Richard-
Abbott, 1975) e, por fim, multilinear. Esse ultimo foi considerado como uma possibilidade
de utilizar uma curva momento-rotacdo obtida experimentalmente ou, ainda, para
contornar as dificuldades, como relatado anteriormente, de ndao se ter um modelo
especifico para um certo tipo de ligacdo. Vale ainda enfatizar que, com o modelo de quatro
parametros € possivel obter o modelo de poténcias com trés parametros (Kishi e Chen,
1987) e o modelo bilinear. Os modelos escolhidos possuem, segundo a literatura, boa
eficiéncia computacional, primeiras derivadas sempre positivas e boa precisdo. Eles estdao
detalhados no Apéndice B, onde as equagdes que definem as suas curvas momento-rotacao
sdo apresentadas. A proxima se¢do destina-se a técnica usada para introduzir uma ligacdo

semi-rigida na andlise.

4.4.2 Modelagem da Ligacao Semi-Rigida

A ligagdo semi-rigida € modelada, aqui, como um elemento de mola inserido no ponto de
intersecao entre a viga e a coluna. Os elementos de ligacao, por sua vez, sdo fisicamente

fixados as extremidades do elemento de viga-coluna, mantendo-se as condi¢cdes de
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equilibrio e compatibilidade, permitindo que os graus de liberdade das ligagdes possam ser
incorporados na relacdo de rigidez tangente do elemento de viga-coluna. Esforcos axiais,
cisalhantes, de flexdo e torcdo sdo transmitidos a uma ligacdo. Entretanto, para a grande
maioria das estruturas de ago, os efeitos das forcas axial e cisalhante na deformacgdo da
ligacdo sdo pequenos se comparados aqueles causados pelo momento fletor (Chen e al.,
1996). A deformacao por tor¢ao é desprezada, pois, o presente estudo se limita a estruturas
planas. Por essa razdo, apenas a deformacao rotacional do elemento de mola é considerada.

A presenca das molas introduz rotagOes relativas nos nds das extremidades do
elemento. Com isso, as equagdes que descrevem o comportamento nio linear do sistema
estrutural idealmente rigido se modificam. Neste trabalho, as modificacdes serdo
analisadas em duas das formula¢des geometricamente ndo lineares definidas em referencial
Lagrangiano atualizado, as formulacdes SOF-1 e SOF-2 apresentadas, respectivamente,
nas Secdes 4.3.1 e 4.3.2. Trés procedimentos sdo usados para modificar as equagdes
matriciais de elementos de viga-coluna para a consideragcdo dos efeitos da flexibilidade da
ligacdo, definindo as formulacdes SRF-1 (Semi-rigid finite element formulation - 1),
SRF-2 (Semi-rigid finite element formulation -?2) e SRF-3 (Semi-rigid finite element
Sformulation - 3). Essas trés metodologias se baseiam, respectivamente, nas formulacdes
propostas por Chan e Chui (2000), Chen e Lui (1991) e Sekulovic e Salatic (2001), e serdo
usadas para investigar a influéncia das ligacdes viga-coluna semi-rigidas na capacidade de
carga e estabilidade de sistemas estruturais metalicos.

Para o desenvolvimento das formulacdes, considere o elemento finito exibido na
Figura 4.11. Ele € formado por um elemento de viga-coluna e dois elementos ficticios de
mola, um em cada extremidade da viga-coluna. Essas molas, como ja comentado,
introduzirdo os efeitos da flexibilidade da ligacdo na anélise. Observa-se que um dos lados
dos elementos de ligacdo € conectado ao elemento de viga-coluna, enquanto o outro é
conectado ao né global (i ou j). Cabe ressaltar, novamente, que apenas a deformacdo da
ligacdo devido a flexdo serd considerada. A Figura 4.11b mostra a configuragdo deformada
do elemento, onde sdo exibidas também as forgas internas e as deformac¢des nas molas de
ligagcdo. As rigidezes dos elementos de mola sdo denotadas por S.; e S, e as ligacOes
podem ter comportamentos distintos, ou seja, podem ser caracterizadas por curvas
momento-rotacdo distintas.

A rotacdo relativa da ligacdo, ¢., é definida como sendo a diferenca entre os angulos

de rotacdo do lado conectado ao n6 global do elemento, 0., e daquele conectado ao
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elemento de viga-coluna, 6. Considerando, entdo, os elementos de mola das extremidades

i e j, as rotacdes das ligacdes podem ser escritas, na forma incremental, como:

A = A8, — A8, (4.118b)

sendo A¢.; e Ad.; as rotacOes relativas incrementais devido a flexibilidade das ligagoes.

Usando a Equacgdo (4.116), as seguintes relacdes podem ser escritas:

AMci = SciAq)ci (41 193)

na qual AM.; e AM,; sdo, respectivamente, os momentos fletores atuantes nos elementos de
mola das extremidades i e j.

Estabelecendo o equilibrio de momento nos elementos de ligacao das extremidades i

e j, ou seja,
AMcj +AMbj =0 (4.120b)

Q. v, o . v
%T @\ Py

(b) Configuracdo deformada

Figura 4.11 Elemento de viga-coluna com molas ficticias
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e, levando em consideracgdo as relacdes (4.118) e (4.119), escreve-se:

AM ;= S.; (A8, — A8y ) e AMy,; = =AM ; = S,; (A8, — AB;) (4.121a)

ci ci

AM

S; (A8, — A8y )e AM,; =AM ; = S,; (A8, — AD,; ) (4.121b)

¢ cj

sendo AM,,;e AM;; os momentos atuantes no elemento de viga-coluna (Figura 4.11).

Na forma incremental matricial, as relacdes (4.121a) e (4.121b) ficam:

AMci i Sci _Sci_ Aeci
(4.122a)

AIubi _Sci Sci a Aebi

AMCj _S(,_'j _S(,_'j_ Aecj
(4.122b)
AMy || =S5 Sy ||A8y

nas quais as matrizes representam as matrizes de rigidez dos elementos de ligacdo das

extremidades i e j.

Ao se adicionar molas de ligacdo as extremidades do elemento de viga-coluna, a
matriz de rigidez convencional desse elemento, em uma andlise de segunda ordem, devera
ser modificada para considerar o efeito provocado pela consideracdo da flexibilidade das
ligagcdes. Os procedimentos necessdrios para que se faca a modificacdo dependem da
formulacdo de elementos finitos adotada. As trés formulacdes usadas com essa finalidade
serdo apresentadas agora. E importante mencionar que a matriz de rigidez no sistema local
de coordenadas serd obtida. Porém, a sua transformacdo para o sistema global de
coordenadas € necessdria e deve ser feita seguindo os mesmos procedimentos descritos na

Secdo 4.3.1 ou 4.3.2 de acordo com a formulacdo geometricamente ndo linear adotada.

4.4.3 Formulacio SRF-1

Nessa primeira formulacdo desenvolvida para andlise ndo linear de estruturas planas com
ligacOes semi-rigidas, os elementos de mola simulando a flexibilidade da ligacdo tém
comprimentos nulos.

Para as secOes internas do elemento de viga-coluna, a relagdo de equilibrio

momento-rotacdo ¢ dada por:

AMbi _ k(3,3) k(3,6) Aebi (4.123)
AMy | |k k A8y, '

(63)  (6,6)
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onde os termos de rigidez a flexdo da matriz, k), sdo os coeficientes correspondentes a
linha m e coluna n da matriz de rigidez do elemento de viga-coluna convencional, no qual
as ligacoes sdo consideradas perfeitamente rigidas. Eles podem ser obtidos, como ja
relatado, através das formulagdes geometricamente nao lineares SOF-1 e SOF-2,
apresentadas nas Secoes 4.3.1 e 4.3.2, respectivamente. As expressdes para cada um desses
coeficientes, k), podem ser encontradas no Apéndice A.

Dessa forma, combinando as Equacdes (4.122) e (4.123), tem-se:

AM I Sei —Sei 0 0 | A8,
AMbi ~ _Sci Sci +k(3,3) k(3,6) 0 Aebi 4.124)
AM,,; 0 k(w Sej +k(6,6) =S¢ | | A%
AM, 0 0 =S5 Sy | A%

Fazendo a multiplicacdo matricial e assumindo que as cargas sdo aplicadas apenas
nos nds globais do elemento (ver Figura 4.11b), ou seja, que os momentos internos AM;,; e
AM,,; sdo iguais a zero, chega-se, usando a segunda e terceira linhas do sistema de equagdes

resultante, a:

SC[ + k(3,3) k(s,é) {Aebl} — {Sci 0 }{Aea} (4.125)
k(6,3) Sej+ k(e,e) ABy; 0 S 148

e, através das duas outras linhas, encontra-se

AM ; S, 0 [[A8, S, 0 ||ABy,
= - (4.126)
AM 0 S, ||A8,; 0 S ||AB,

Usando (4.125) € possivel reescrever (4.126) como:

{AMCI}Z {Sci 0 }l{sd 0 } Sitheo Koo |:Sci 0 } {Aeci}
AM,; 0 5] BLO 3 _k(6,3) Sei +k(3,3) 0 S A8
(4.127)

na qual = (SC,- +ki s )(Sq- +kig o) )—k k

(6,3)7(36) °

Novamente, observando a Figura 4.11, percebe-se que, AM; =AM, e AM;=AM,;.

Assim, as relacdes entre os esforcos cisalhantes e os momentos fletores, obtidas por
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equilibrio de for¢a e momento (XF, =0 e, por exemplo, XM, =0), podem ser escritas na

seguinte forma incremental matricial:

AQ; 1/L 1/L

AM; _ 1 0 AM 4.128)
AQ; [ |-1/L-1/L||AM,; '
AM ; 0o 1

onde AM; e AM; sdo os momentos nodais incrementais do elemento; AQ; e AQ; sdo as

forgas cisalhantes incrementais; e L é o comprimento desse elemento na configuragdo de

equilibrio .

A partir da Figura 4.12 a seguir, € possivel ainda estabelecer as seguintes igualdades:
AB,, = A6, —a (4.129a)

AB, =A8; —a (4.129b)
com O = (Av i~ Ay, ) / L . Assim, com essas relagdes escreve-se:

Av,

. _ A8,
{AGCI}:[I/L 1 -1/L 0} i (4.130)

AO,| |I/L O —1/L 1]|Av;

AB .

J

onde Av; e Av; sdo, respectivamente, os deslocamentos verticais incrementais dos nds i e j.
Substituindo (4.127) em (4.128) e, na equagdo obtida, introduzindo (4.130), chega-

se, apOs realizar as operacdes matriciais necessdrias, a seguinte equagao de equilibrio:

[ 7% # # #

AQ; (22)  (23) (25 (2.6 Av;
% % % *
AMi k(z,z) (3.3) k(s,s) k(3,6) Aei

no (= e A (4.131)
0 k(sz) k(s.z) k(s.s) k(sm K
AM ; ok kK AO j

L 62) (63) (65  (66) |

na qual os elementos da matriz consideram de forma conjunta o efeito da flexibilidade da
ligacdo e aqueles oriundos da ndo linearidade geométrica. Esses coeficientes k*(m,,,) sao

fungdes das rigidezes das ligacOes, S, e S¢, € dos respectivos termos ki, (que, vale
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ressaltar, foram estabelecidos em uma andlise de segunda ordem convencional
considerando as ligagdes como perfeitamente rigidas e sdo encontrados no Apéndice A).
Reagrupando a matriz de rigidez, apresentada na Equacdo (4.131), na matriz de
rigidez completa (ordem 6x6) do elemento de viga-coluna com molas nas duas
extremidades, chega-se finalmente a relacdo forca-deslocamento para esse elemento. A

expressao que a define é:

k(u) k(l,z) k(1,3) k(1,4) k(1,5) k(1,6) W
A ke k. K k||
AQI (1,2) (2‘2) (2,3) (2,4) (2’5) (2,6) Avl
AM _ k(3’1) k(3,2) k(3,3) k(“) k(3,5) k(3,6) Ab; 4.132)
AP; k(4,1) k(4,2) k(4,3) k(4,4) k(4,5) k(4,6) Auj
0j k(S,l) k(s,z) k(5_3) k(5_4) k(sj) k(5,6) J
L7660 T62) T(63) (64 T(65) (6,6)J

na qual os termos k(. sdo os elementos da linha m e coluna n na matriz de rigidez da
formulacdo de segunda ordem usada anteriormente para estabelecer a Equagdo (4.123).
Pode-se observar que as forcas axiais nao sofreram alteracdo ao se considerar o efeito da

flexibilidade da ligacdo.

Figura 4.12 Deslocamentos nodais do elemento na configuragdo deformada

Numa forma simplificada, a relacdo (4.132) pode ser escrita como:

Af; = K Au (4.133)
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* . .
em que Af;, K, e Au representam, respectivamente, o vetor de forcas internas

incrementais, a matriz de rigidez modificada para considerar os efeitos da semi-rigidez da
ligacdo e o vetor de deslocamentos nodais incrementais do elemento de viga-coluna com

ligacOes semi-rigidas definidos no sistema local de coordenadas.

4.4.4 Formulacao SRF-2

A metodologia usada por Chen e Lui (1991) é seguida, neste trabalho, para definir a matriz
de rigidez do elemento de viga-coluna com liga¢des semi-rigidas na formulacdo SRF-2.
Essa formulacdo, como a anterior, considera os elementos de mola com comprimentos
nulos.

De acordo com o estudo realizado na Secdo 4.3 para andlise de segunda ordem de
membros de viga-coluna considerando as liga¢des idealmente rigidas, as relacdes forcga-

deslocamento para tais elementos podem ser expressas, de acordo com a equagao:
Af; =K, Au (4.134)

na qual a matriz de rigidez K, é estabelecida de acordo com a formulagdo geometricamente
ndo linear desejada; Af; e Au, sdo, respectivamente, o vetor de for¢cas e deslocamentos
nodais incrementais para o elemento de viga-coluna definidos no sistema local de
coordenadas.

As Equagdes (4.122) e (4.134) podem ser combinadas e escritas como:

AM,;) [S; =S, 0 0 0 (A8,
AM,,| |=S; S; 0 0 0 ||A8,
A L=l 0 0 K, 0 0 |/Au (4.135)
AM,,; 0 0 0 S; —S,||A8,
AMg| | 0 0 0 -S; S, |[A8,

Numa forma resumida, a mesma equacao € definida como:

Af,. =K, Au,, (4.136)

onde Af,. é o vetor de forcas nodais, Au,. é o vetor de deslocamentos nodais e K, é a
matriz de rigidez tangente resultantes do acoplamento entre os dois elementos de mola e o

elemento de viga-coluna.
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O vetor de deslocamentos Au,. resultante desse acoplamento se relaciona com o

vetor de deslocamentos de um elemento auxiliar (Figura 4.13), através da equacao:

Au,, =TAu, (4.137)

sendo Au, o vetor de deslocamentos nodais do elemento auxiliar ¢ T a matriz de

transformagdo definidos como:

M| T00100000

A8 | 100000010][Au
A | 110000000/ Av
Avi | 101000000 ||A0:

A% | loooo0010]|| 24 (4.138)
Auj (7100010000]] Ay |
Avi | 100001000]|46,
A8y | 10000000 1||ae,
A8, | [00000001||a0,

AO 00000100]

cj -
Dessa forma, o vetor de forcas internas do elemento auxiliar pode ser escrito através
da seguinte equagdo (Chen e Lui, 1991):

Af, =TT Af,, (4.139)

onde, Aff ={AP,- AQ; AM .; AP; AQ; AM j AM p,; AMbj} € o vetor de for¢as do elemento
auxiliar e Afl. ={AM. AMy; AR AQ; AMy; AP; AQ; AM ; AMyj AM j} € resultante do

acoplamento realizado anteriormente.

Figura 4.13 Elemento de viga-coluna auxiliar
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Substituindo (4.136) e (4.137) na equagdo anterior, chega-se a:
Af, =K Au, (4.140)

na qual K, =T 'K, T é a matriz de rigidez do elemento auxiliar. Resolvendo esse produto

matricial e substituindo em (4.140), chega-se a:

AP k(l,l) k(l,z) 0 k(1,4) k(l,S) 0 k(1,3) k(l,6) Au;
AQ; k(2,1) k(z,z) 0 k(2,4) k(z,s) 0 k(2,3) k(2,6) Av;
AMci 0 0 Sei 0 0 0 —=Sei 0 Aeci
AP; | M ko 0 k(4,4) k(4,5) 0 Kia) Kias) Auj 4.141)
AQj k(5,1) k(s,z) 0 k(5,1) k(s,s) 0 k(5,3) k(5,6) Avj
AMgl 1o 0 0 0 0 Ss;| o -5y ||2%
ﬁbi €2V k(3:2) ~Sei k(3,4) k(3,5) 0 Peithkay  kao igbi
bj . . bi
/ _k(6,1) k(6,2) 0 k(6,4) k(é,S) —S¢j k(6,3) SCJ+k(6,6)_ /

na qual os termos kg, referem-se aqueles termos da matriz de rigidez K, na Equagdo
(4.134) e podem ser encontrados no Apéndice A.
A matriz de rigidez no sistema de equacdes anterior € particionada, como se pode

observar, em 4 sub-matrizes, ou seja,

Af; Ky Ky || Au
= (4.142)

Af,, Kj3 Kpg | |Au,,
Considerando que o vetor Af,, deve ser nulo, ou seja, AM,; e AM,; iguais a zero,

N

chega-se finalmente a relacdo forca-deslocamento para o elemento de viga-coluna com

ligacOes semi-rigidas, definida no sistema local de coordenadas:
Af, =K Au (4.143)

* -1
com, K, =K — K, K, Kps.
Pode-se observar, apds realizar as operagdes matriciais que, diferentemente da
formulagdo SRF-1, todos os termos da matriz K: dependem dos parametros S,; € S, ou

seja, consideram o efeito da flexibilidade das ligacdes presentes nas extremidades do

elemento.
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4.4.5 Formulacao SRF-3

Embora j4 mencionado, vale enfatizar que, neste trabalho, a ligacdo semi-rigida é
modelada através de um elemento de mola com rigidez a rotacdo e apenas a influéncia do
momento fletor na deformacdo desse elemento vem sendo considerada. Agora,
diferentemente das outras duas metodologias anteriores, o efeito da excentricidade da
ligacdo € considerado na formulagdo a ser apresentada nesta secao. A Figura 4.14a mostra
o elemento de viga com ligacdes nodais flexiveis, cujas excentricidades (comprimentos)
em relacdo aos pontos nodais i e j do elemento sdo, respectivamente, e; € e;. Essas

excentricidades sdo modeladas por elementos curtos e rigidos.

VciT VbiT 0 0 TVbj Tch
. \ bl Elemento de viga bj/ = )
l“ ,@ \ES ] ®
O | Sei Lo i 0

L

-€

(a) Configuracdo indeformada

MCj’ eCJ

Figura 4.14 Elemento de viga com ligacGes excéntricas

As equacgdes que representam as relagdes for¢a-deslocamento para elementos de viga
podem ser expressas de varias formas diferentes dependendo da formulagdo
geometricamente ndo linear adotada na andlise. No entanto, de uma maneira geral, é

possivel expressar essas relacdes como:

onde Af;;, é vetor de forgcas nodais incrementais, Au, é o vetor de deslocamentos nodais e
K, ¢é a matriz de rigidez tangente convencional para o elemento de viga.
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Os momentos fletores nas extremidades desse elemento de viga (Figura 4.14b)

podem ser escritos, considerando a relagc@o anterior, como:

AVbl
{Asz}: k(3,2) k(3,3) k(3,5) k(3,6) Aebi (4 145)
AMbJ k(6,2) k(6,3) k(é,S) k(6,6) Avbj

A8y,

na qual Avy; e Avy; sdo os deslocamentos nodais verticais do elemento de viga. Os termos
konny da matriz de rigidez referem-se aos respectivos coeficientes da matriz de rigidez para
o elemento de viga-coluna com ligacOes rigidas, que sdo estabelecidos aqui de acordo com
as formulacdes SOF-1 ou SOF-2.

Usando as relacgdes (4.118), escreve-se:

Avp;
AM p; ki) Kiaay Kas) k AB;; — AQy;
{ b }: 32 K63 Kas) Kae) 0 (4.146)
AM p; ko) k63 Kiss) Kiss) Avy,
Aecj - Aq)cj
Na forma matricial, essa equacdo pode ser definida como:
AM, = HAu, = H(Ad - Ad) (4.147)
onde Ad" = {Avb,- AB,; Avy; Aecj} . E, usando (4.119), chega-se a:
0 0 0
A, 178, O AM,,
Ad= = =FAM .
*=1 0 0 0 [|AM, b (4.148)
A 0 178,

Substituindo essa dltima equagdo em (4.147), é possivel chegar a seguinte expressao:
AM, =(1+HF) ' HAd (4.149)

na qual I € a matriz identidade de ordem 2. Voltando e substituindo (4.149) em (4.148),

tem-se:

Adp=SAd (4.150)

onde S =F(I1+HF) ' H §é a matriz que considera o efeito da flexibilidade da ligacdo.
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No caso de pequenas rotacdes, as relagdes entre os deslocamentos verticais das
extremidades da viga, Av,; e Avy;, e os deslocamentos verticais nodais incrementais do
elemento de viga com ligacOes semi-rigidas, Av, e Av., podem ser expressas pelas

seguintes equagdes:

Escrevendo-as numa forma matricial, tem-se:
Avy,; 1 00 0| |0 ¢ O O Av,
A8, 01 00| 1(0 00 0| A8,
A= + “ (4.152a)
Avyi[ 1|0 0 1 0] |0 0 0 —e;||]Av,
A8, 000 1]]0 00 0] A8,
ou,
Ad=(I+E)Ad, (4.152b)

sendo Ad, o vetor que contém os incrementos de deslocamentos nodais do elemento de
viga com ligacdes semi-rigidas, E a matriz que considera a excentricidade das ligacoes e I,
nessa equacao, € a matriz identidade de ordem 4.

Com as Equacgdes (4.150) e (4.152b) € possivel estabelecer entdo uma relagdo entre
os deslocamentos nodais do elemento de viga e os deslocamentos nodais do elemento de

viga com ligacdes semi-rigidas, que é expressa por:
Au, =Ad-A0=(I-S)(I+E)Ad, (4.153)

A funcdo que descreve o deslocamento lateral v(x) para o elemento de viga com
ligacOes rigidas pode ser escrita, utilizando-se as funcOes de interpolagdo de Hermite

definidas na Secdo 4.3.1, como:
v(x) =Ny (x)Avy; + N, (x) Ay + N3 (x) Avy; + Ny (x) A8y, (4.154)

Substituindo as relagdes (4.153) na equagdo anterior, chega-se a fun¢ao que descreve

o deslocamento lateral para o elemento de viga com ligacdes semi-rigidas, ou seja,

v(x)=N(x)Au, =N(x)(I-S)(I+E)Ad, (4.155a)
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ou,

v(x)=Ne(x)Ad (4.155b)

e

onde N, (x)=N(x)(I+G) €é a nova matriz que contém as novas fungdes de interpolagdo.

Sendo a matriz G, definida como: G =-S + E - SE.
A matriz de rigidez do elemento pode agora ser obtida através da energia interna de

deformacdo, que € assim definida:

2
U=U,+U, :—_[Eltj Jd += ZSCkAq>ck (4.156)
X

na qual L é o comprimento do elemento de viga. O primeiro termo na equagao anterior € a
energia interna de deformac¢do do elemento de viga, que considera a deformagao devido a
flexao, e o dltimo termo se refere a energia potencial das molas de ligagao.

Considerando a parcela correspondente a energia de deformacao da viga, e usando a
Equacao (4.155b), pode-se escrever:
L

Uy == [(N; (x)Ad, y dv=—-[(N (x)(1+G)Ad,) dx (4.157)

Desenvolvendo essa equagdo, chega-se a seguinte expressao:

1
U, =§Adf (K, +K,)Ad, (4.158)

onde K, representa a matriz de rigidez para o elemento de viga com ligagcdes rigidas
estabelecida de acordo uma formulag¢do de segunda ordem e K, € a matriz que leva em
conta os efeitos da flexibilidade e da excentricidade da ligacdo. Essa tultima é definida

como:
K, =G'K,+K,G+G K,G (4.159)
A energia potencial das molas, descrita na Equacao (4.156), pode ser expressa como:

U, = %Aq)T CAd (4.160)

sendo a matriz C dada por:
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0 0 0 0
0 S; 0 0

C=ly o0 o0 o 4.161)
0 0 0 s,

Substituindo a Equacdo (4.150) em (4.160), considerando (4.152b), chega-se a:

1
U, = EAdZKSAde (4.162)

com,
K, =(S+SE)’ C(S+SE) (4.163)

Usando (4.158) e (4.162), a energia interna de deformac¢do do elemento de viga com

ligagdes flexiveis, expressa pela Equagdo (4.156), pode finalmente ser escrita como:

1

U=U;+U, =5AdZ(Kb+Kef+Ks)Ade (4.164)
onde,
BE: # # #
(2,2)  (23) (2,5 (2,6)
% % % *
Kj =K, +Kg +K, =| 07 09 09 08 (4.165)
(52) (53) (55 (56)
L 62 (63 (65 (66) |

¢ a matriz de rigidez do elemento de viga computando os efeitos de segunda ordem e da
flexibilidade e excentricidade da ligacdo definida no sistema local de coordenadas.
A partir da expressao anterior, define-se, entdo, a relagdo de equilibrio do elemento

de viga-coluna com ligacdes semi-rigidas nas extremidades:

A k(1,1) k(1,2) k(l,3) k(1,4) k(l,s) k(1,6) A

TN T T 5
AQi (1,2) (22) (23 "4 Tas) Te) Av;

* ES k *

AM; | k) k(3,2) k(3,3) ki k(s,s) k(3,6) Ab; (4.1662)
AP; k(4,1) k(4,2) k(4,3) k(4,4) k(4,5) k(4,6) Auj
A , * * * * AV'

Qj k(s,l) k(s,z) k(5,3) k(5‘4) 53) k(5’6) j

L ©) T62) T(63) ©4) (635 (66) ]
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ou,
Af, =K Au (4.166b)

na qual, os termos kg,, da matriz sdo definidos através da mesma formulacdo

geometricamente nao linear usada para calcular os termos k(*

m,n)

4.5 Inelasticidade do Ac¢o e Nao Linearidade Geométrica

A andlise plastica de estruturas metdlicas traz varios beneficios em relacdo a eldstica, pois,
uma das mais importantes caracteristicas do aco, a ductilidade, € totalmente considerada. A
ductilidade de um material € a sua capacidade de resistir a grandes deformacdes antes de se
romper. Essa caracteristica favorece a redistribuicdo de esforcos apds a resisténcia limite
de alguns membros estruturais ter sido alcangada.

A andlise ineldstica de segunda ordem de estruturas, particularmente de estruturas
metdlicas, vem sendo tema de muitas pesquisas hd algum tempo. No Brasil, algumas teses
e dissertacdes foram concluidas: Vellasco (1987), Vieira (1997), Martins (1999),
Landesmann (1999; 2003), Carneiro (2000), Assaid (2001), Soares Filho (2002), Lazanha
(2003), Machado (2005) e Alvarenga (2005).

Grande parte dos estudos referentes a andlise ineldstica se baseia no método da zona
plastica (ou plasticidade distribuida) ou no método da rétula plastica (ou plasticidade
concentrada). A diferenca bdsica entre eles estd no grau de refinamento usado para
representar a plastificacio do membro estrutural.

No método da zona plastica, a estrutura € discretizada em elementos finitos e a
secdo-transversal de cada um desses elementos € dividida em fibras. Os efeitos de segunda
ordem e tensdes residuais podem ser considerados diretamente na andlise. Devido ao alto
grau de refinamento, as andlises feitas com esse método sdo tratadas como solucdes
proximas das exatas. Entretanto, por ter um alto custo computacional, o método da zona
plastica vem sendo mais empregado para simulagdo de estruturas simples, que podem
servir de calibracdo para outros modelos e formulagdes numéricas. Nessa linha de
pesquisa, podem ser citados os seguintes trabalhos: Ziemian (1990), Li e Lui (1995),
Barsan e Chioren (1999), Jiang et al. (2002) e Alvarenga e Silveira (2009).

Por outro lado, o método da rétula pléstica, que supde os efeitos da plasticidade

concentrado nas rétulas plasticas, pode ser classificado em método da rétula elasto-plastica
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e método da rétula plastica refinado. O primeiro deles é a forma mais simples de se
considerar os efeitos da inelasticidade na andlise. Supde-se que o elemento permanece em
regime eldstico até que a resisténcia plastica da secdo seja alcangada formando uma rétula
plastica. Os efeitos das tensdes residuais ndo sdo considerados. No método da rétula
plastica refinado, ao contrdrio, ¢ permitido que seja acompanhado o processo de
plastificacdo da secdo e as tensdes residuais podem ser consideradas. Por fornecer uma
representacdo aproximada do comportamento do membro em relagdo a abordagem por
zonas de plastificagdo, ela é consideravelmente menos onerosa computacionalmente.

Pesquisas desenvolvidas por Liew et al (1993; 2000), Chen e Toma (1994) e Chen et
al. (1996) mostraram que a andlise ineldstica de segunda ordem através do método da
rotula plastica refinado, por capturar a interacdo entre a resisténcia e estabilidade do
sistema estrutural e de seus membros, pode ser classificado como um método de Andlise
Avancada. Sendo assim, ndo é necessdria a verificacdo da capacidade dos seus membros.
Nessa linha de pesquisa destacam-se outros trabalhos, como os de Chen e Sohal (1995),
Kim e Chen (1988), Chan e Chui (2000), Kim et al. (2003), Landesmann (1999; 2003), Xu
(2001), Chan e Zhou (2004) e Machado (2005). Esta tese segue os principios do método da
rétula pléstica refinado.

A inelasticidade ou plastificacdo do aco é o processo de escoamento das fibras
causando alteragdes na distribuicdo de tensdes da secdo transversal quando as forcas nela
atuantes aumentam. Por simplificacdo, o aco € idealizado como um material eldstico-
perfeitamente plastico. A Figura 4.15 mostra a relacdo tensdo-deformacdo para esse caso e
apresenta também a curva real. Na figura, o, representa a tensdo de escoamento € €,, a
deformacio correspondente.

Na andlise pléstica, ¢ importante que se conheca a relacdo entre o momento fletor
aplicado e o angulo de rotagdo relativa, 0, das extremidades do membro. De acordo com
Chen e Sohal (1995), a capacidade de carga de uma estrutura devido a plastificagdo
depende dessa relagdo momento-rotacdo que, por sua vez, é dependente da forma da secdo
transversal. Para ilustrar o cdlculo da relacio momento-curvatura, seja um elemento de
viga de comprimento x e, apenas por simplicidade, secdo transversal retangular. Esse
elemento é submetido a momento fletor, M, nas suas extremidades como mostra a Figura
4.16. Supondo que o comprimento do elemento seja pequeno, pode-se considerar que a
forma da flexdo € circular, com centro no ponto O e raio de curvatura R como indicado

nessa figura.
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Figura 4.15 Diagrama tensdo-deformagéo para o ago

Assumindo que as se¢Oes permanecem planas apds a flexdo, a deformacdo axial de

uma fibra é proporcional a sua distancia, y, da linha neutra, ou seja,

x—x (R+y)0—R6 .

e=2 (4.167)
X RO R

€ =

A curvatura, ®, ou rotagdo entre duas se¢des por unidade de comprimento, € definida

como (Megson, 2005):
®=1/R (4.168)

Reescrevendo (4.167) usando (4.168), vem:

g=yd (4.169)

As duas relagdes a seguir sdo usadas no processo de obtengdo da relagdo momento-

curvatura,
pP= jch (4.170a)
A
M = jcydA (4.170b)
A

sendo a primeira usada para identificar a posi¢do da linha neutra da se¢do transversal. Para

uma secdo transversal com formato retangular, em virtude da simetria, a linha neutra passa
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pelo centréide. Isso acontece no regime eldstico e no elasto-plastico. A segunda equacao,
(4.170b), € usada para obter a capacidade de resisténcia a momento da se¢do.

De acordo com a relacdo tensdo-deformacgdo idealizada, a Figura 4.17 ilustra o
processo de plastificacdo de uma secdo transversal da viga provocada pelo acréscimo no
momento fletor que nela atua. Inicialmente, as fibras da sec@o estdo no regime eldstico
(e <&, e 0 <0,) como indicado na Figura 4.17a. Sendo assim, usando as relagdes (4.169) e

(4.170b), e sabendo que no regime eldstico ¢ = E€, tem-se:

M = [oydA = | EeydA = [ E®y*dA = EID 4.171)
A A A

sendo [ = I ysz o momento de inércia da sec¢ao.

A
(@)
Secdo transversal
M o

h/2
h/2

b

-

cC

Figura 4.16 Viga sob flexdo pura

Ao atingirem a tensdo de escoamento (0 = 0, = E€,), Figura 4.17b, as fibras mais
externas apresentam o comportamento plastico, enquanto as demais se mantém no regime

elastico. Nesse instante, define-se 0 momento de escoamento, My, usando (4.171), como:

M, =EI®, (4.172a)

sendo a curvatura correspondente ao inicio da plastificagdo definida como ®, = (2/h)e,. O
termo h/2 é o valor maximo assumido por y. Esse valor define a posicdo das fibras

extremas que estdo mais distantes da linha neutra.
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Figura 4.17 Plastificag@o da secdo transversal
Desenvolvendo a equagdo anterior, vem:
2e, 21
M,=EI®, =El—~=06,"~=06W (4.172b)
h Yhoo Y

na qual W € o mddulo eléstico da se¢do. Para a sec@o retangular mostrada na Figura 4.16,
tem-se W = bh*/6.

As fibras que escoaram continuam a suportar uma tensao constante que nao pode ser
superior a tensdo de escoamento, entretanto, com deformag¢do maior que €,. As outras
fibras, porém, recebem uma tensdo adicional induzida pelo aumento no momento. Com o
acréscimo do carregamento, outras fibras se plastificam (Figuras 4.17c). Essa regido onde
existe material em escoamento, indicada na figura pelo simbolo A,, ¢ denominada zona
plastica. Esse processo continua até que toda a sec¢do tenha sido plastificada (Figuras
4.17d). Com isso, a capacidade de momento ou momento plastico, M), da se¢do transversal
foi atingido. A redistribuicdo de momento ocorrida durante o processo de carregamento faz
com que, em geral, esse momento plastico limite seja maior que o momento de
escoamento. A obten¢do de M, sera feita a seguir.

Durante o processo de plastificacdo, portanto, existe uma parte da se¢do cujas fibras
jé se plastificaram e outra, onde as fibras ainda se encontram no dominio eldstico. Nessa
condicdo, diz-se que a secdo se encontra em regime elasto-plastico. A regido de transi¢do

entre o regime eldstico e o pléstico é:
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5= (4.173)
=% :

onde y pode ser visualizado na Figura 4.17c. O momento correspondente a esse regime

pode ser obtido por equilibrio de momentos e resulta, usando (4.170b), da seguinte soma:

M = [oydA+ [ 6,ydA= [ E®y’dA+ | Ee,ydA (4.174)
A, A, A, A,

na qual a primeira parcela refere-se a0 momento na area cujas fibras ainda estdo em regime
elastico (0 <0,) e a segunda surge em decorréncia da zona ja plastificada (o = oy).
Considerando a simetria da se¢do retangular em relacdo a linha neutra, a equagdo anterior

torna-se:

y h/2 ’ 2

M =2E®b| y*dy+2bo, [ ydy= gEc1>by3 +bo, (__ sz (4.175)

d 4
0 y

Usando, agora, as relacoes (4.172) e (4.173), e lembrando que €, = (h/2)®,, chega-se,

apos algumas simplificagdes, a expressao:

2
ﬂzi{l_l(&J } (4.176)
My 2 3\
Observando a Figura (4.17d) e a Equacdo (4.173), percebe-se que quando ® — oo

toda a secdo se plastificou (y — 0). Nesse caso, a relacdo ®,/P se aproxima de zero e,

portanto, tem-se M = M,,. Assim, usando (4.176), tem-se:

L= M :EM (4.177)

Nota-se, pela equacdo anterior, que o colapso pldstico de uma secdo retangular
ocorre quando o momento € 50% maior que o momento de escoamento.

A teoria da plasticidade define o fator de forma como sendo a relacdo entre o
momento pléstico e 0 momento eldstico mdximo (momento de escoamento) de uma se¢ao

transversal, ou seja:

Z
= = — (4.178)
M c W W
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sendo Z 0 médulo plastico da secao.

O fator de forma especifica a quantidade adicional de momento que uma se¢ao pode
suportar além de seu momento eldstico maximo. Para uma secdo retangular, comparando
(4.177) e (4.178), tem-se f=1.5. Esse fator € maior para secoes com massa concentrada
proxima do centréide.

A Figura 4.18 mostra a relacdo momento-curvatura e ilustra o comportamento da
secdo transversal nos regimes eldstico (A), elasto-pléstico (C) e plastico (D). O ponto B
representa o inicio de escoamento da secdo quando ocorre a plastificacdo das fibras
extremas. Percebe-se que no regime eldstico, a curva momento-curvatura € linear, ou seja,
MIM, = ®/ ®,. Isso pode ser verificado através das Equagoes (4.171) e (4.172a). Para uma
secdo com fator de forma unitdrio, a relacio momento-curvatura é a curva bilinear
idealizada que representa o comportamento eldstico-perfeitamente plastico.

Os fatores de forma para algumas secdes transversais mais comuns sao fornecidos na

Tabela 4.1.

M
—1 Comportamento idealizado eldstico
M, . P
perfeitamente plastico

|

|

|
My 1 D‘
M G=0 ]

o0=0

Figura 4.18 Diagrama momento-curvatura

Em geral, para se determinar o limite onde o material deixa de se comportar
elasticamente e passa a se comportar como material plastico € preciso mais do que um
simples valor de tensdo de escoamento, ©,. Como comentado no capitulo anterior, €
necessdria uma fungdo ou superficie de plastificacdo, F, que € um escalar, dependente do

estado de tensdes, 0, e de parametros de estado, Y. Se F(6,y¥) < 0, o material encontra-se
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em regime perfeitamente elastico. Caso F(o,¥) =0, o material apresenta comportamento
plastico. A situa¢do F(o,y) > 0 € impossivel.

Neste trabalho, como serd mostrada adiante, a superficie de plastificacdo, que define
o estado limite dltimo de uma se¢do transversal, é funcdo da forca axial P e do momento
fletor M atuantes na se¢do e de um parametro de estado Yy que acompanha o processo de
transicdo entre os regimes eldstico e pldstico. Além disso, a superficie de plastificacdo
pode ser também dependente das propriedades geométricas da secdo transversal. Vale

ressaltar que a presenca de for¢a axial reduz a capacidade pléstica da secdo.

Tabela 4.1 Fatores de forma para algumas sec¢des transversais

Forma da secao | Fator de forma
Triangular 2.34
Diamante 2.00

Circular 1.70

Retangular 1.50

Tubo circular 1.27
Perfis I 1.10-1.2

A capacidade de carga de estruturas com imperfeicOes iniciais e tensdes residuais
(imperfei¢Oes iniciais do material) geralmente € reduzida (Alvarenga, 2005). Por isso,
esses fatores devem ser considerados nas andlises de segunda ordem, baseadas no método
da rétula plastica. As imperfei¢cOes geométricas iniciais nos membros estruturais, tais como
o fora do prumo (ndo verticalidade) e a curvatura inicial, sdo resultantes de erros durante o
processo de fabricacdo, transporte e montagem. No caso das imperfeicdes iniciais do
material, as diferentes velocidades de resfriamento apds a laminagdo de um perfil levam ao
aparecimento de tensdes que permanecem nas pegas. A essas tensdes dd-se o nome de
tensOes residuais. As extremidades do perfil resfriam-se mais rapidamente que a regido
central, contraindo-se. Quando ocorre o resfriamento da parte central, as extremidades, ja
solidificadas, impedem essa regido de contrair-se livremente. Assim, as tensodes residuais
sdo de tracdo na parte central e de compressdo nas bordas. Essas tensdes sdo sempre
normais a secdo transversal dos perfis. As operacdes executadas posteriormente nas
fabricas de estruturas metdlicas, envolvendo aquecimento e resfriamento, também

provocam o surgimento de tensdes residuais. Como exemplo desse tipo de operacdo tem-se

a soldagem.
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Nesta secdo, a metodologia para andlise de segunda ordem de estruturas metélicas
planas, na qual os efeitos da distribuicdo da plasticidade, imperfei¢cdes geométricas e
tensodes residuais sdo considerados apropriadamente, ¢ apresentada. Entretanto, algumas
suposi¢coes devem ser feitas antes de se iniciar o estudo das formulagdes. O comportamento
ineldstico serd restrito as extremidades do elemento que simulardo as rétulas plasticas. O
comprimento das rétulas serd nulo. Além disso, as rétulas pldsticas ocorrerdo nas
extremidades do elemento e sua deformacgdo seréd constituida apenas por rotacao ineldstica.
Possiveis beneficios oriundos do encruamento (endurecimento por deformacgao plastica) do
material ndo serdo considerados. E, uma vez formada a rétula pléstica, as forgas internas na
secdo transversal deverdo se mover mantendo-se sobre a sua superficie de resisténcia
pléastica da mesma.

Considere o elemento finito mostrado na Figura 4.19. Tem-se um elemento de viga-
coluna com molas ficticias nas extremidades capazes de representar o processo de
plastificacdo da se¢do transversal. Para isso, utiliza-se o pardmetro de estado y, que serd
discutido detalhadamente mais adiante, ainda nesta se¢do. As forcas e os deslocamentos
nodais no sistema local corrotacional de coordenadas sdo também ilustrados.

O procedimento bédsico do método da rétula plastica consiste em inserir modifica¢des
na matriz de rigidez do elemento a medida que se formem rétulas plasticas em suas
extremidades. O surgimento de uma rétula plastica, que consiste na plastificacio das fibras
que compdem a se¢do transversal, dependerd de certas regras especificas que variam de
acordo com o tipo de formulacao a ser utilizada. O estado limite ultimo de resisténcia pode
ser alcancado quando ocorre a formacdo de um mecanismo plastico com o
desenvolvimento de um determinado nimero de rétulas plasticas na estrutura.

A relacdo forca-deslocamento para o elemento finito, no sistema local corrotacional,
considerando os efeitos da inelasticidade do material da secdo transversal nas suas

extremidades, pode ser escrita, de uma forma geral, como (Silva et al., 2009):

AM; L= | O KL RD Al (4.180a)
AM 0 k* Kk D,
(6,3)  (6,6)

ou, numa forma simplificada,

Af, = K Au, (4.180b)
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onde os subscritos i e j sdo relacionados as extremidades do elemento e o subscrito ¢ indica
o sistema de coordenadas utilizado; A € a drea da se¢do transversal; L é o comprimento do
elemento; AP e AM sdo, respectivamente, a for¢a axial e o momento fletor incrementais, e
Ad e AB sdo os incrementos de deformagdo axial e rotagdo nodais. Os coeficientes da
matriz K, sdo fun¢des do parametro que simula a degradacdo da rigidez da secdo

transversal e daqueles que consideram os efeitos da ndo linearidade geométrica.

M, 91 rlnelasticidade do materialT Mj, Gj
® Se >—>
A V. j P, o

J B

Figura 4.19 Elemento de viga-coluna com molas ficticias nas extremidades

A Figura 4.20 ilustra, para exemplificacdo, curvas de interacdo entre forca axial e
momento fletor definindo os critérios de inicio de escoamento e plastificacdo completa da
secdo transversal. Estdo representadas as regides nas quais a se¢ao se encontra em regime
eléstico, elasto-plastico e pléstico. Os pontos A, B e C demonstram o comportamento das
forcas internas na secao no instante e apds a formagdao de uma rétula pléstica. O ponto A
sobre a curva de resisténcia indica a formacdo de uma rétula plastica. A partir desse
instante, uma variagdo na carga axial, P, com o aumento no carregamento indicaria uma
violagdo da curva de resisténcia pldstica, ou seja, o comportamento da secdo seria
representado pelo ponto B externo a curva. Como isso nao pode ocorrer, a variagdo de P,
OP, implicard numa variagdo obrigatéria de M, M, para manter as forcas internas da
secdo na superficie, posicionando-se entdo no ponto C.

Portanto, conclui-se que com o aumento da for¢a axial em uma se¢do plastificada, a
resisténcia da secdo se torna menor que as for¢as que nela atuam. Uma alteracao na relacdo
forca-deslocamento do elemento (Equacdo 4.180) serd entdo necessdria para que as
equacdes de resisténcia plastica da secdo ndo sejam violadas. Essa alteracdo pode ser

expressa pela seguinte equagao:

AP EAIL 0 0 As) [0
AM; b= 0 Ckgy O A8, 41 (4.181a)
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que, numa forma compacta, € escrita como:

Af, = K Au, +Af, (4.181b)

na qual k:(z,z) =ke(22) _kc(2,3)kc(3,2)/kc(3,3) © k:(3,3) =ke(33) _kc(2,3)kc(3,2)/kc(2,2) , onde
keamny TEpresenta o termo correspondente a linha m e a coluna n na matriz de rigidez K.
(Equacdo 4.180a). Essa matriz, que depende da formulacdo utilizada, serd apresentada no
decorrer da secdo. O parametro Af,; € o vetor de correcdo dos esfor¢os internos, e os
coeficientes C;, Cp, {; e {, sdo apresentados na Tabela 4.2. Nessa tabela, oM, é a
modificacdo introduzida para transladar o momento M na sec¢do para a superficie de

interagdo, mantendo a forca axial P fixa como indicado na Figura 4.20.

Tabela 4.2 Parametros na Equagéo (4.181a)

Rétula Plastica Parametros
G G G G
Extremidade i 0 1 M, M,k 2y ke2.2))
Extremidade j 1 0 M, (ke23/ke23) OM,,,;
Extremidades i e j 0 0 M, OM,,,;

Duas abordagens para andlise inelastica de segunda-ordem podem ser selecionadas: a
formulacdo PHF-1 (Plastic-hinge finite element formulation - 1), que se baseia na
metodologia proposta por Liew et al. (1993); ou a formulacdo PHF-2 (Plastic-hinge finite
element formulation - 2), que segue os conceitos da formulagdo desenvolvida por Chan e
Chui (2000). Com essas formulacdes, é possivel capturar a transicdo do inicio de
escoamento até a plastificacao total da secao transversal.

Os efeitos de plasticidade distribuida associados com a formacgdo de rétulas plasticas
sdo capturados através de um parametro adimensional de redugdo de rigidez W que se
altera com o nivel de carregamento. Na formulacdo pléstica-refinada PHF-1, esse
parametro € assumido variar de acordo com uma determinada fun¢do para acompanhar o
avanco da regido pldstica na extremidade do elemento. Modelos matematicos para tal
funcdo, definidos a partir das superficies de resisténcia pléstica fornecidas pelo AISC
(2003), sao utilizados. Na formulacao PHF-2, ele € avaliado a partir das for¢as internas e
das caracteristicas geométricas da se¢do do elemento. Outra caracteristica da formulacdo

PHF-1 é que o escoamento gradual causado pelas tensdes residuais € considerado
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utilizando o conceito de médulo tangente E,. As equacdes de resisténcia para colunas
fornecidas pelo Column Research Council (CRC; Galambos, 1998) e pelo AISC-LRFD
(AISC, 1986) sao utilizadas. Nessas ultimas, sdo considerados implicitamente os efeitos
das imperfei¢Oes iniciais nas colunas. Por esse motivo o médulo tangente obtido com as
equacdes do AISC-LRFD é menor que o obtido com as equagdes do CRC, para uma

mesma forga axial.

A P/Py

Elasto
Plastico

Superficie de inicio de
escoamento

Superficie de plastificagdo
---  AISC-LRFD

Figura 4.20 Violagdo da superficie de interagéo

A metodologia apresentada através das equacgdes anteriores serd particularizada a
seguir para as formulacdes PHF-1 e PHF-2. Vale ressaltar que o referencial Lagrangiano

atualizado € utilizado no desenvolvimento dessas formulagdes.

4.5.1 Formulaciao PHF-1

No Apéndice A, tem-se o desenvolvimento de uma formulagdo para elemento de viga-
coluna onde os efeitos de segunda ordem sdo considerados através das funcgdes de
estabilidade. Essa técnica serd, aqui, utilizada para definir a formulacdo PHF-1. Porém, a
matriz do elemento serd modificada pelo coeficiente de rigidez ¥ e pelo mddulo tangente,
E,, para simular a degradacdo da rigidez da se¢do transversal nas extremidades do elemento

associada aos efeitos provocados pela a¢do conjunta da for¢a axial e do momento fletor.
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O método do médulo tangente é uma aproximacao da redugdo da rigidez da sec¢do do
elemento. O conceito de médulo tangente tem como fundamento bdsico a suposi¢do de
que, durante o processo de flambagem ineldstica, as tensdes resultantes ao longo da se¢do
transversal atingem o nivel de escoamento do material (Lui e Chen, 1986). Desse modo, o
comportamento tensdo-deformacdo das fibras que compdem a secdo € alterado, sendo
governado, a partir desse instante, pela variacdo do mdédulo tangente E,. Nesse método,
atribuido a Engesser (1889) e descrito primeiramente em Gaylord e Gaylord (1972), o
modulo de elasticidade € substituido por um moédulo tangente. Esse parametro € fungdo do
esfor¢o axial atuante no elemento. Essa técnica foi utilizada por Orbison (1982), White et
al. (1993) e Liew et al. (1993) para melhorar a precisdo da andlise elasto-pléstica através
de rétulas plasticas em estruturas nas quais os membros estdo sujeitos a grandes esforcos
axiais.

A relagdo entre o mddulo de elasticidade e o mddulo tangente, obtida através das

equagdes de resisténcia para colunas do AISC-LRFD (AISC, 1986), € expressa por:

% =1.0, para P<0.39P, (4.182a)
E = —2.7243£1n e , para P >0.39P, (4.182b)
E y P)’

Porém, essas equacdes podem ser empregadas apenas para cargas axiais de
compressdo, ou seja, para P <0. No caso de forcas axiais de tracdo, as equacdes de
resisténcia para colunas do CRC (Galambos, 1998) podem ser adotadas. Nesse caso, o

modulo tangente € definido usando as seguintes equagdes:

% =1.0, para P<0.5P, (4.183a)
E

E _4p 1—i , para P >0.5P, (4.183b)
E Py Py

As Equagdes (4.182) e (4.183) estdo representadas graficamente na Figura 4.21.
Observando a ilustracdo, percebe-se que o modulo de elasticidade permanece constante até
que a tensdo atinja 39% (LRFD) ou 50% (CRC) da relagdo P/P,, caracterizando o regime
eldstico. A partir desse ponto, a secdo apresenta comportamento ineldstico e o mddulo
tangente € reduzido gradativamente até a sua plastificacdo completa. Nesse instante, o

modulo tangente E; € zero.
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Figura 4.21 Reducdo da rigidez inelastica para o efeito da carga axial

O parametro y € um escalar que simula o processo de degradacdo da rigidez da secao
associada com a plastificacdo das extremidades i e j do elemento. Esse parametro tem valor
unitdrio quando o elemento estd em regime eldstico, e € igual a zero quando uma rétula
plastica é formada. Quatro modelos podem ser usados para representd-lo. Cada um deles
com um limite estabelecido para o inicio do processo de degradagdo pléastica. O primeiro

deles € representado pela equagio:
y=4o(l-a) (4.184a)

Nesse modelo, assume-se Yy variando parabolicamente com o e considera-se o inicio do
escoamento acontecendo em o = 0.5. Assim, ao adotd-lo, a reducdo da rigidez da secdo
inicia-se para o> 0.5. Caso contrdrio, se a0 <0.5, assume-se que a secao encontra-se em
regime puramente eldstico e, portanto, nenhuma degradacao ocorre (Y = 1). O coeficiente
o serd definido mais adiante.

No préoximo modelo implementado, y varia linearmente com o e o processo de
degradacdo da rigidez da secdo € iniciado quando a>0.7. A equacdo que define tal

modelo é:
y=(1-a)/0.3 (4.184b)

Outra maneira possivel de se estabelecer a reducdo gradual da rigidez ineldstica da

secdo, neste trabalho, € usando a seguinte expressao para definir o pardmetro :
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W= (-0 +1.40-0.4) /0.09 (4.184c)

onde o inicio de escoamento acontece quando o > 0.7.

O 1ultimo modelo € definido pela equagio:

v =-2.7243 ot In () (4.184d)

com inicio de escoamento acontecendo para o > 0.39.

A reducdo da capacidade de momento de uma secdo transversal decorrente da
presenca de forca axial € considerada através das superficies de resisténcia pléstica
(equacdes de interacdo) propostas pelo AISC-LRFD (AISC, 1986). A partir dessas curvas,
se define o termo o como sendo um indice de escoamento que mede a interacdo entre a

forca axial, P, e momento fletor, M, na secdo. Ele € definido como:

Oc:£+§£, para izgl (4.185a)
P, 9M, vy IM,

a:i+£, para £<2£ (4.185b)
2Py Mp Py 9Mp

onde P, € resisténcia pléstica axial (capacidade de forca axial na auséncia de momento) e
M, é o momento plastico (capacidade de momento na auséncia de forca axial).
Considerando que as tensoes residuais ndo afetam a capacidade pléstica limite, 0 momento

e a for¢a axial plasticos sdo definidos como:

M,=6,Z (4.186a)
P,=G,A (4.186b)

sendo Z o mddulo pléastico da se¢cdo, G, a tensdo de escoamento € A a drea da secdo
transversal.

A Figura 4.22a a seguir mostra a superficie de resisténcia pléstica, que é obtida
fazendo o =1 na Equacdo (4.185), e também a superficie de inicio de escoamento para
o = 0.5 na mesma relagdo. Pode-se observar por essa figura que, se as for¢as internas na
secdo situam-se abaixo ou sobre a superficie de inicio de escoamento (o < 0.5), € assumido
que a se¢do encontra-se em regime totalmente eldstico e nenhuma redugdo da sua rigidez

ocorre. Na regido hachurada € considerado que a secdo encontra-se em regime elasto-

plastico. As forgas internas, P e M, sobre a superficie de resisténcia pldstica indicam a
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formacdao de uma rétula plastica. Na Figura 4.22b estdo representadas as variagdes do

parametro Y com o coeficiente o para os quatro modelos implementados e estabelecidos

através das relacoes (4.184a-d).

P/Py A
1.0 —
- Superticie de resisténcia
pléstica (o= 1.0e y=0.0)
0.8 — '
I
Superticie de inicio de
06 escoamento
_ (@=z05ey=10)
/
04
P 2M
02 —=——
B oM,
00 > MM

(a) Curvas de interacao

LN
1.0 \ \\\
i N (1) \ \
\
08 @)
y=4a(l-a)
06 7 (l)paraoc>05
y=(1-a)/0.3
2 0/7
04 —| para o > 0.
_ \|1:(—0c2+1.40c—0.4)/0.09
3 para o.> 0.7
02
HY=2724a In(at)
- ¢ )para(x>0.39
L e e e e N
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

(b) Reducdo da rigidez da secdo

Figura 4.22 Critérios de plastificacdo

Com a definicdo dos parametros E; e ¥, pode-se, finalmente, estabelecer a relacao

for¢a-deslocamento do elemento de viga-coluna considerando os efeitos da plastificagdo da

secdo nas duas extremidades do elemento. De acordo com Liew et al. (1993), a relagcdo

definida anteriormente de uma forma geral através das Equacgdes (4.180a-b) €, para essa

formulacdo, reescrita, no sistema local corrotacional (Figura 4.19), como:

sendo:

E: 1 2
k*, === {Fl——z(l—%‘)}

EAL 0 0

AP Ad
AM; += G3) 6o | A6
AM 0 Kk k| |8,

(63)  (6:6)

I

(4.187)

(4.188a)



* _ EtI

L =W (4.188b)
* _ EII . 1—%

Ky =V [n Fl(1—\4;,) (4.188¢)
* _ EII ar .

k(6,3) —T\Iflerz (4.188d)

onde I'; e I, referem-se as funcdes de estabilidade que t€ém como objetivo introduzir os
efeitos da ndo linearidade geométrica na metodologia.
O processo de transformacao da relagdo de equilibrio definida pela Equagdo (4.187)

para o sistema global ¢ comentado no Apéndice A, especificamente na Se¢do A.2.3.

4.5.2 Formulaciao PHF-2

7

O desenvolvimento da plasticidade nos membros da estrutura é representado por uma
pseudo mola com rigidez rotacional varidvel. A mola, que € posicionada na extremidade do
membro, € ajustada de acordo com o nivel de plasticidade nessa posi¢ao. A rigidez da mola
diminui com o aumento da plastificacdo até se anular, indicando que a extremidade do
membro se plastificou completamente. Assim como na formulagdo PHF-1, o parametro y
¢ usado para acompanhar a perda de rigidez da secdo transversal durante o processo de
carregamento. Aqui, porém, ele é usado para definir a rigidez dos elementos de mola,
como mostra a Figura 4.23. O elemento de mola tem comprimento nulo e sua rigidez, Sy, é

definida como:

s —SEL V. (4.189)
L 1-vy
sendo E o médulo de elasticidade, / o momento de inércia e L o comprimento do elemento
de viga-coluna.

Chan e Chui (2000) afirmam que a constante 6 em (4.189) tem a fun¢@o de fazer com
que essa curva esteja de acordo com a mais rigorosa funcao momento-curvatura de uma se¢ao
genérica.

Enquanto a se¢do encontra-se em regime eldstico, a rigidez da mola € infinita e o

momento € completamente transferido de um lado para o outro do elemento de mola.

Nesse caso, tem-se Y = 1. Entretanto, quando uma rétula plastica se forma, a rigidez da
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mola se anula e, portanto, Y = 0. Nesse caso, nenhum momento € transferido. A expressao
usada para definir y é:

_ ‘MW_M‘
M, ~M|+|M -M,,|

v (4.190)

sendo M., o momento de inicio de escoamento € M, o momento de plastificacdo.

Quando o momento na se¢do for inferior a0 momento de inicio de escoamento, M,,,
considera-se que a se¢do se encontra em regime eldstico e que a rigidez da mola é bastante
elevada (infinita). Nesse caso, como jia mencionado, assume-se Y =1. Assim que o
momento atuante alcanga o momento de inicio de escoamento, inicia-se o processo de
reducdo da rigidez da se¢do. Com a plastificagdo da secdo, o pardmetro Y se reduz a zero e,
com isso, a rigidez do elemento de mola se anula, simulando a formacdo de uma rétula
plastica. Isso ocorre quando 0 momento na se¢do atinge o momento de plastificagdo, M,,.

Um outro modelo matemdtico para definicdo do parametro y pode ser encontrado em

Liu (2007).

Figura 4.23 Elemento de viga-coluna com molas ficticias

Se uma se¢do é submetida apenas a momento plastico, a distribuicdo de tensdes € a
representada pela Figura 4.24a. Entretanto, a presenca da forca axial de compressao
provoca tensoes adicionais na secdo. Assim, a distribui¢do de tensdes € alterada. A regido
da secdo cujas fibras estdo comprimidas aumenta e, consequentemente, a regido onde as
fibras estdo tracionadas diminui, como mostra a Figura 4.24b. E importante ressaltar, que
nessa formulacdo PHF-2, por basear-se no conceito da se¢do montada (Chan e Chui, 1997,

2000), perfis do tipo I (para vigas) ou H (para colunas) sdo considerados. Dessa forma,
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devido a simetria dessas secOes, € razodvel assumir que as dreas cujas fibras estdo
submetidas a tensdo de compressao e tracao provocadas pelo momento fletor sejam iguais.
Isso € ilustrado na Figura 4.24c. A drea da secdo que resiste ao esforco axial é 2ny¢,, sendo

t, a espessura da alma do perfil e 2n a altura dessa drea. A drea restante resiste,
consequentemente, a0 momento fletor.

(a) (b) ()
y

Linha neutra
. (0 (& (&
| devido a flexdo y y

Linha neutra devido a agdo combinada do

Tensdo devido a
momento e da forga axial

carga axial

Figura 4.24 Distribuicio de tensdes na se¢ao transversal

Com as consideragOes estabelecidas no pardgrafo anterior € possivel definir o

momento plastico reduzido sob acdo da forca axial. As expressoes utilizadas, que podem
ser determinadas usando (4.170b), sdo as seguintes:

M, =| Bty (D=1;)+((d/2) 1)1, |0, paran<d/2

(4.191a)
2
M,, =((D/2) -n?)B,o,, para d/2<n<d/2+1; (4.191b)
sendo:
n=P/(20,t,), paran<d/2 (4.192a)
n=(P-o,,d)/(2B;c,)+d/2, para d/2<n<d/2+1; (4.192b)

Nas Equagoes (4.191) e (4.192), t,, € a espessura da alma, ;€ a espessura da mesa, By
¢ a largura da mesa e D € a altura da secdo do perfil. O termo d € definido como:

d=D -2t. Essa abordagem segue precisamente as formulas da norma britdnica
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BS5950 (1990) e produz os mesmos niveis de capacidade ao momento de se¢des sob
carregamento axial publicados pelo SCI (Steel Constructional Institute, 1987).
O momento que define a superficie de inicio de escoamento varia com a forca axial

P, e é definido como:
M, :(Gy—cr—P/A)W (4.193)

7z 7z

onde o, € a tensdo de escoamento, G, € a tensdo residual e W € o moddulo eléstico ja
definido anteriormente através da Equacgdo (4.172b).

As Equacgdes (4.191a-b) definem a superficie de interacdo entre forca axial e
momento fletor usada para avaliar a capacidade resistente da secdo na formulacio PHF-2.
Observando as Equacgdes (4.191) e (4.193) percebe-se que, ao contrario da formulacdo
PHEF-1, a curva de inicio de escoamento tem o aspecto diferente da curva de plastificacdao
total. Nota-se que nessas equagdes ndao sdo utilizados parametros empiricos sem
significado fisico como os utilizados nas Equacdes (4.185a-b). Apenas as caracteristicas
geométricas da secdo transversal sdo necessdrias. A Figura 4.25 mostra a superficie de
resisténcia plastica para o perfil W470x74.

As tensdes residuais e imperfeicoes geométricas iniciais devem ser adotadas
seguindo recomendacdes normativas. O European Convention for Construction Steelwork
(ECCS, 1983), por exemplo, considera que a tensdo residual méxima depende da razdo
entre a altura e a largura da secdo como ilustrado na Figura 4.26. Esse valor é usado na
obtencdo do momento de escoamento, M,,. J4 a Figura 4.27 apresenta as imperfeicoes
geométricas iniciais, fora de prumo e curvatura inicial, sugeridas por essa mesma norma. O
AISC-LRFD (2003) considera uma curvatura inicial dy igual a 0.001L e o fora de prumo
Ap=0.002L, sendo L o comprimento do membro. Na NBR 8800 (2008), os efeitos das
imperfeicOes geométricas iniciais na andlise estrutural sdo considerados assumindo um
desaprumo de valor h/200, sendo h a altura do pavimento. Esse desaprumo pode ser
substituido por forc¢as horizontais ficticias.

Uma vez estabelecidos os critérios de plastificacdo, considere, novamente, o
elemento finito apresentado na Figura 4.23. A condicdo de equilibrio de momento fletor

nos elementos de mola é expressa pelas equagdes:
{AMsi } _ |: Ssi _Ssz}{Aesi} (41943)
AMpi | [—Ssi Ssi | (ABpi
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Figura 4.25 Superficie de inicio de escoamento e de plastificacdo total

75, 5 o S
AM,; =S Sg || A8y ’
sendo AM,, A&; e AM,, AB, os incrementos de momentos e rotacdes nas jungdes do
elemento de mola com o né global e do elemento de mola com o0 membro de viga-coluna,
respectivamente; e S; representa a rigidez da secdo transversal nas extremidades do
elemento de viga-coluna. O cdlculo de S, foi apresentado no inicio desta secao.
Adicionando-se as molas as extremidades do elemento de viga-coluna, a matriz de
rigidez convencional do elemento deverd ser modificada para considerar o efeito da

inelasticidade do material da secdo. Para as secOes internas da viga-coluna, a relacdo

momento-rotacdo € dada por:

e o s
] (63) "(6.6) j

onde AMy;, AM,,;, AB;; e AB;; sdo os incrementos de momentos e rotagdes nodais associados
aos pontos nodais i e j do elemento de viga-coluna. Os termos ki, da matriz sdo os
coeficientes de rigidez a flexdo que dependem da formulagcdao geometricamente nao linear
adotada. Nessa formulacdo, é possivel utilizar as duas formulagdes apresentadas na Secdo
4.2 definidas em referencial Lagrangiano atualizado, SOF-1 e SOF-2. Além dessas duas

opg¢Oes para a consideracdo dos efeitos de segunda ordem, as seguintes expressdes para

esses termos podem ser utilizadas:
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_4EI 2PL

koo =kg o =—+—— 4.196a
33) (6.6) 17 15 ( )
2EI PL
koo =k, =———— 4.196b
(3,6) (63) L 30 ( )

Essa escolha serd nomeada aqui de formulagdo SOF-2 simplificada. Isso porque os termos
assim definidos sao uma simplificacdo daqueles da metodologia SOF-2 linearizada. Vale

ressaltar que essas expressoes foram usadas por Chan e Chui (2000).

~rz & he 0.3
V \% 0.5 P77

T 0.3 .
I | 7 7 <
D 0.5
~ 03
v - gz0.5
—
o, /o, =0.5 para D/B; <1.2 o, /0, =0.3 para D/B; >1.2

Figura 4.26 Distribuicdo de tensdes residuais nos perfis (ECCS, 1983)

Combinando as Equagdes (4.194) e (4.195) tem-se:

AM,; S, —S,i 0 0 | ABy;

AM),; _ —Ssi Ssithay  kag 0 |) A0, (4.196)
AM; 0 k(6’3) Ssj +k(6,6) =Sy | | ABp; .
AMy ) | 0 0 ~Sy Sy |20y

Fazendo a multiplicacdo matricial e assumindo que as cargas sdo aplicadas apenas
nos noés globais do elemento, ou seja, que AM;; e AM,; sdo iguais a zero, chega-se, apos

algumas transformacdes algébricas, a seguinte relacdo momento-rotagcao:

AMsi _ Ssi 0 _l Ssi 0 Ssj+k(6,6) _k(3,6) SSi 0 AeSi (4 197)
AM; 0 Sg| BLO Sy|| =k, Su+k,, |LO Syl |la8y)

na qual B=(Ssi +ks) )(Ssj Ko )—k k

(63) (36) °
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Figura 4.27 Imperfei¢des iniciais (ECCS, 1983)

Realizando as operacdes matriciais em (4.197), chega-se a relacdo de equilibrio do
elemento finito mostrado na Figura 4.19 em sua configuracdo indeformada. Essa relacdo,

na forma incremental, € definida no sistema local corrotacional como:

AP EA/L 0 0 A
AMyit=| 0 Si—52(keoytSy)/B  SiSykye /B AB;i (4.198)
AM 0 SsiSykigy /B Sy =53 (ks +5u)/B |20y

sendo AP e AJ, respectivamente, o incremento de forg¢a axial e a deformagdo axial no
elemento. Usando uma nota¢do simplificada, a Equacao (4.198) pode ser reescrita usando a

relacdo (4.180b), ou seja:

Af, =K Au, (4.199)

onde Af? ={AP AM AM;} € o vetor de forgas nodais basicas e Aul ={AS A@,; A6,;} é 0

vetor de deslocamentos naturais do elemento. O subscrito ¢, como ja estabelecido, indica o
sistema de coordenadas utilizado.

Para se obter a expressao final forca-deslocamento para o elemento no sistema global
de coordenadas (X, Y), a relagdo forca-deslocamento definida no sistema corrotacional
(Equagdo 4.199) deve ser primeiramente transformada para o sistema local de coordenadas
do elemento (x, y). Detalhes desses sistemas de coordenadas podem ser visualizados na
Figura 4.28.

As componentes de forcas do sistema corrotacional se relacionam com as

componentes de forcas do sistema local através da seguinte expressao:

110



f; =T.f. (4.200)

sendo fiT ={P, O M; PO M j} o vetor de for¢as nodais do elemento referente ao sistema

local de coordenadas, e T,;, a matriz de transformacgdo que € definida como:

-1 0 0 1 0 0
T, =0 1/L 1 0 -1/L 0 (4.201)
0O 1/L 0 0 -1/L 1

onde L é o comprimento do elemento.
Usando (4.200), o vetor de for¢as incrementais no sistema local de coordenadas é

dado por:
A, =ATf.)=T,Af, + AT f. (4.202)

na qual, na segunda parte, a primeira parcela (T Af;) € resultante do incremento das forcas
nodais bésicas. A outra parcela (AT f.) é decorrente do trabalho realizado por essas forgas
que, segundo Chan e Chui (2000), pode ser substituida por (N Au), sendo a matriz N

definida como:

O 0 00 0 0
0O PIL 0 0 -P/L 0
O 0 00 0 0
N= (4.203)
O 0 00 0 0
0 -P/IL 0 0 P/L 0
0o 0 00 0 0]

Sabendo que a relacdo entre os deslocamentos nodais incrementais nos sistemas

corrotacional e local é dada por:
Au, =T} Au (4.204)
a Equacdo (4.202) pode ser reescrita da seguinte forma:

Af; =(T,K/T! +N )Au=K Au (4.205)

onde K, :TCIKCT£ +N ¢é a matriz de rigidez do elemento no sistema local de

coordenadas.
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(c) Sistema global

Figura 4.28 Transformagdes entre os sistemas corrotacional e global de coordenadas

A transformacdo dessa matriz K, para o sistema de coordenadas globais é realizada

usando a equacdo (4.82) definida na Sec¢do 4.3.

4.6 Analise Avancada

Os atributos que afetam significantemente o comportamento de membros estruturais
metalicos podem ser agrupados em trés categorias, que como se sabe sdo: nao linearidade
geométrica, que inclui os efeitos P-A e P-0, assim como as imperfei¢des geométricas; a
ndo linearidade do material, que envolve o escoamento gradual do material e a influéncia
de tensdes residuais; e, a terceira, decorrente da relagdo nao linear momento-rotagdo das
ligacOes semi-rigidas. Quando esses efeitos sdo considerados de forma conjunta tem-se
caracterizada uma andlise avangada de estruturas metdlicas.

Finalizando este capitulo no qual varias formulacdes para andlise estatica vém sendo
apresentadas, esta secdo descreve, entdo, a metodologia usada para andlise avangada de
estruturas metdlicas reticuladas planas. Para essa andlise, um elemento finito hibrido,
mostrado na Figura 4.29, constituido de elementos de ligagdo nas suas extremidades e
capaz de sofrer deformagdes plasticas nessas posi¢des, € adotado. Em cada extremidade
encontra-se um par de molas ficticias de tamanhos despreziveis, dispostas em série e que
simulam os efeitos da plastificacdo da secdo e da rigidez da ligacdo. As molas mais
internas, molas ineldsticas, caracterizam o comportamento da secdo transversal, do

escoamento inicial a plastificacdo completa. Ja o efeito da rigidez da ligacdo € representado
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pelas demais molas. O elemento de viga-coluna simula os efeitos da ndo linearidade
geométrica.

O comportamento do elemento é dependente das resisténcias da ligagao e do membro
a ela conectado. De acordo com Liu (2007), dependendo da interacdo entre os efeitos da
inelasticidade do membro e da flexibilidade da ligacdo, trés tipos de ligagdes podem ser
caracterizados. Essa classificacdo é feita em fun¢do da capacidade de momento da ligacdo,
M,, e dos momentos de escoamento, M,, e de plastificagdo, M,, do elemento de viga-

coluna:

Flexibilidade da ligagdo
Q;, ViT T Inelasticidade do material <%]L TQJ, Vi

Pi’lié@_@ 9_>PJ,11
i J

M, 8; et Vi Vi Sei” M, 6

Figura 4.29 Elemento finito hibrido

Ligagoes de baixa resisténcia: M, <M,

Nessa primeira situagdo, o comportamento do elemento hibrido é governado apenas pela
ligacdo semi-rigida. Como nenhuma plastificagdo ocorre, o comportamento nao linear
momento-rotacdo do elemento € determinado apenas pelo comportamento da ligacdo. Se

M, é muito pequeno, tem-se uma ligacdo com caracteristica préxima da rotulada.

Ligagoes de resisténcia parcial: My < M, <M,
Tanto a ligacdo semi-rigida quanto a inelasticidade do elemento de viga-coluna sio

responsaveis pelo comportamento do elemento hibrido.

Ligagoes de resisténcia total: M,>M,

E, um dltimo caso, quando a capacidade de momento da ligagdo € maior ou igual ao
momento pléstico, a inelasticidade do membro é que domina o comportamento do
elemento hibrido. Embora, evidentemente, a ligacao influencie na degradacao da rigidez do

elemento hibrido devido ao seu comportamento néo linear.

Um projeto satisfatério é conseguido nos casos em que tanto a ligagdo quanto o

membro tém aproximadamente a mesma capacidade resistente, ou seja, M,=M,. Uma
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ligagdo altamente resistente (M, >>M,) deve ser evitada pois, além da capacidade total da
ligacdo ndo ser utilizada, isso aumenta o custo da ligagdo.

Os fundamentos para se realizar uma andlise de segunda ordem considerando as
ligacdes viga-coluna como semi-rigidas ou a inelasticidade do material da secdo
transversal na andlise estrutural foram apresentados separadamente nas Secdes 4.4 e 4.5
deste capitulo. Para realizar a anélise conjunta, duas formulacdes que incorporam os efeitos
de segunda ordem, do escoamento do material e da flexibilidade da ligacdo serdo
apresentadas nesta secao.

Na metodologia para andlise ineléstica de segunda ordem de estruturas com ligacdes
semi-rigidas as mesmas observagdes feitas na Secdo 4.5 referentes a andlise ineldstica sdo
validas. Se a resisténcia plastica da se¢ao for atingida, uma rétula serd formada. A violagao
da superficie de resisténcia implica em uma alteracdo na relacdo forca-deslocamento do
elemento. Essa alteracdo é representada pela Equagdo (4.181). Além disso, se a ligacdo
atingir a sua capacidade ultima antes que uma rétula pléstica seja desenvolvida no local,
uma roétula de ligacdo (S.=0) é formada. No caso de descarregamento em um dos pontos
nodais do elemento com liga¢do semi-rigida, considera-se o valor para a rigidez da ligacao,
S¢, 0 seu valor inicial, S.;,.

Portanto, as novas formulagdes, AAF-1 (Advanced analysis finite element
Jormulation — 1) e AAF-2 (Advanced analysis finite element formulation — 2), sdo simples
extensdes daquelas estudadas na Secao 4.5. A nova matriz de rigidez do elemento no
sistema local corrotacional, K., serd obtida. Essa matriz é expressa agora em termos do
fator de degradacdo de rigidez, y, e da rigidez da ligacdo, S., o que permite a consideragdo
direta da influéncia combinada da inelasticidade e da flexibilidade da ligacdo na rigidez do
sistema estrutural.

A andlise elastica serd possivel com a adoc@o de um valor elevado para a tensdo de
escoamento do aco. A escolha adequada de alguns pardmetros podera favorecer a
simulag@o conjunta ou individual dos efeitos ndo lineares desejados, sejam eles de origem
fisica e/ou geométrica. Esse estudo foi realizado por Chan e Chui (2000), Rocha (2006) e
Santos (2007).

4.6.1 Formulaciao AAF-1

A formulacdo AAF-1 segue os principios da formulacdo PHF-1 desenvolvida para andlise

inelastica de estruturas metdlicas reticuladas planas, considerando as liga¢des viga-coluna

114



rigidas. Dessa forma, além dos pardmetros Yy e S., fungdes de estabilidade e o médulo
tangente sao usados.

A relagdo forca-deslocamento representada pela Equacao (4.187) € modificada entdao
pela presenca das ligacdes semi-rigidas. A nova relagdo pode ser representada como (Chen

et al, 1996):

AP EA/L 0 0 | (A8
AM; t=| O kK| 108 fof =Ko, (4.206)
AM o & x| 148

(63) (6,6)

onde, os elementos da matriz de rigidez definidos pelas equacdes abaixo, sao modificados

pelos pardmetros que consideram os efeitos citados anteriormente, ou seja,

o= Llp JEdTnyy Bl It (4.207a)

3:3) Bsc ! LScj LScj
_ -

¢ =L, BNl BT (4.207b)
(36) Bsc L LSCi LSCi i
o _Tjp (4.207¢)
(©3) Bsc

o o (4.207d)
(6.6) Bsc

2

B =1+ B BN _F_%(ﬂj (4.207d)

s¢ LS, LS, ) SuS;\ L

na qual I'yj, I'1p, I, € I;) s@0 os termos da matriz de rigidez K. na formulacao PHF-1,
representados, respectivamente, pelas Equagdes (4.188a-d). Tais coeficientes simulam de
forma conjunta os efeitos da ndo linearidade geométrica, com o uso das funcdes de
estabilidade, e da inelasticidade do ago, através do coeficiente y (Equagao 4.184).

O processo de transformacao da relagdao de equilibrio definida pela Equagdo (4.206)

para o sistema global € comentado no Apéndice A, na Secdo A.2.3.

4.6.2 Formulaciao AAF-2

Nessa formulagdo a metodologia para a andlise ineldstica segue os principios

desenvolvidos na formulacdo para andlise ineldstica PHF-2.
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O elemento hibrido na configuracdo deformada é ilustrado na Figura 4.30.

Considerando-o, as relagdes incrementais de equilibrio momento-rotagdo para os

elementos de mola que simulam a ligacdo semi-rigida nas extremidades i e j sdo,

respectivamente:

ci

=S .

Cl

]
)

¢

ci

S .

Cl

-S .

a

S,

A9 4208
Aesi ( ' a)
Aecj

(4.208b)
AeSJ

Figura 4.30 Configuragcdo deformada do elemento e detalhe das molas em série

para os demais, essa relacao é expressa por:

{AMSl.
AM,,
AM
AM,,

}

s

St

~ Ssj

__Ssi

__Ssj

- Ssi
Ssi

- S
S sj

I
|

AQ;
(4.208¢)

ABy,;

A6 ST
’ (4.208d)

AB,,

onde AM,, AM., AM,, AB,, AB, e AB, sd@o os incrementos de momentos e rotacdes nodais

associados, respectivamente, ao elemento de viga-coluna (subscrito b), a ligacdo (subscrito

¢) e a secdo (subscrito s). O parametro que avalia a rigidez da ligacdo, S., pode ser obtido

através de um dos modelos

matematicos que representam O seu comportamento

momento-rotacdo (Apéndice B). J4 o parametro que avalia a resisténcia da secdo-
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transversal, S, representa nessa formulacao a rigidez a flexao do elemento de mola, sendo
calculado através da Equacao (4.189).

Para as secdes internas da viga-coluna, a relacdo incremental de equilibrio
momento-rotacdo é dada pela Equacdo (4.195). Através dessa relacdo e, usando (4.208a-d),
ou seja, considerando o equilibrio de forcas e condi¢cdes de compatibilidade de

deslocamentos, a relacdo momento-rotacio incremental pode ser escrita como:

AM.,; Sei —Sei 0 0 0 0 |(A8

AM,; —Sei Sei +Ssi  —Ssi 0 0 0 ||A8y

AM _ 0 —Ssi k(3,3) +Ssi k(3,6) 0 0 ABy; (4.209)
AM; 0 0 k(6,3) k(6,6) +8y Sy 0 ABy |

AM g 0 0 0 ~Sy Sy +S; =S || Ay

AMg) |0 0 0 0 —Si Sy |48

Como os momentos incrementais internos AMy; e AM,; sdo iguais a zero, pois todas

as cargas sao aplicadas nos nds externos globais, tem-se:

Sci Ssi

0 0
Aesi — Ssi + Sci AeCi + SSi * SCi Aebi (4210)
ABy o _Si (A8 o S |[A%

Ssi + Sci Ssi + Sci

Com a substitui¢do de ABy; e AB,; na terceira e quarta linhas de (4.209), encontra-se:

M) [ Sei =S 0 0 ](A6,
AM; _ —Ssci k(3,3) + Ssei k(3,6) 0 ABpi 4.211)
AM p; 0 ks Ko tSsi ~Ssqj | |ABp
AM) | 0 0 ~Ssj  Ss | A9

onde os parametros, S, € S, avaliam os efeitos combinados da semi-rigidez da ligagdo e
da inelasticidade do aco nos pontos nodais i e j do elemento hibrido, respectivamente. Tais

parametros representam a rigidez equivalente dos elementos de mola e sdo definidos como:

SqiS

Segi = TS0 (4.212a)
(Sci + Ssi)
S.S.
o =T (4.212b)
(S5 +5Sy)
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Similarmente, realizando a condensacdo estatica para AM,; e AM,,; encontra-se a

relacdo entre as rotagdes nodais do elemento de viga-coluna e as rotagdes das extremidades

do elemento hibrido:

Sesi (k(é,é) + SCSj ) _ Scsjk(3,6) W
A©O i cs cs AeCi
{ b}: Be: Be { } (4.213)
Aebj ~ Scsik(é,” Scsj (k(3,3) + Scsi) Aecj
L Bcs BCS J
na qual BCS = (SCSi + k(3‘3) )(S(,S‘_] + k(6,6) )_ k(3,6)k(6,3) .
A substitui¢ao de ABy; e AB,; na primeira e quarta linhas de (4.201), produz:
s2. SesiSesik,
Sesi _ﬂ( SCsj + k(6 0 ) csivesjh(3 )
{AMa} ~ cs ’ Pes {Aeci (4.214)
AM [~ SesiSesik S2; AB, '
SO0 Sy~ (S 4k )

BCS

CS

Finalmente, a relacdo forca-deslocamento para elemento hibrido no sistema

corrotacional pode ser formulada como (Chan e Chui, 2000):

[EA/ L 0 0
AP o AS
AMif=| 0 Sei—=S(Sey+kig)  BesSesiSesikisg) A8 (4.215)
AM Pes A8,
cj 2 q
0 BesSesiSesik S ‘—ﬁ(s ki)
csDesjResil(g 3) csj Bcs csi (3.3)

onde E € o mdédulo de elasticidade, A € a area da secdo transversal e L € o comprimento do

elemento finito. Numa forma simplificada, a equacao anterior € reescrita como:

Af, =K _Au,

(4.216)

cuja transformagdo para o sistema global de coordenadas é feita seguindo o mesmo

processo realizado na Secao 4.5.2 com a Equacgdo (4.198).

Para demonstrar numericamente a interacdo entre os efeitos da flexibilidade da

ligacdo e da plasticidade, considere o membro com ligacdes semi-rigidas ilustrado na
Figura 4.31a. A viga tem comprimento L=4 m e sua secdo transversal é constituida por

perfil W310x33.
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Adota-se 0 modulo de elasticidade igual a 200 GPa e para a tensdo de escoamento G,
¢ usado 248 MPa. A tensdo residual, ©,, € considerada igual a 0.30,. Com essas
informacdes, tem-se que os momentos de escoamento, M, =(c,- 6,)W, e de plastificacdo,
M, = 06,Z, sdo iguais a 72 kNm e 119 kNm, respectivamente. Os coeficientes W e Z sdo o
momento eldstico e plastico da secdo e valem, respectivamente, 0.415x10° mm® e 0.48x10°

3
mm .

A Figura 4.31b mostra as curvas momento-rotagdo das ligagcdes estudadas. Conforme
0 que se apresentou no inicio desta secdo, percebe-se, analisando a figura, que DWA
(Double Web-Angle) € uma ligacdo de baixa resisténcia, € FEP (Flush End-Plate) e EEP
(Extended End-Plate) sdo ligagdes de resisténcia parcial e total, respectivamente. A Tabela
4.3 detalha os parametros dessas ligacdes. Na modelagem do comportamento momento-
rotacao das ligagdes utiliza-se o modelo de poténcias com quatro parametros (ver Apéndice

B).

180
7 EEP
160
140
7 Mp =119 kNm
Y P St
s. ¥ __- E 100 —| FEP
Z -
------------------------------- S 80 M, =72 kNm
| W310x33 B e e R
M 4m R 7 DWa
1 ‘ 40
20
0 I I — I —
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Rotacdo 6 (rad)
(a) Elemento de viga (b) Curvas momento-rotagao

Figura 4.31 Viga com liga¢des semi-rigidas

Como nenhuma plastificacdo ocorre na extremidade do membro se a ligagcio DWA
for utilizada, apenas o comportamento da viga com as ligagdes FEP e EEP serd analisado.
A Figura 4.32a mostra a variagdo dos parametros que representam a rigidez da ligacao, S,
e os efeitos acoplados, S.;, com 0 momento aplicado, M.

Os resultados para as duas ligagdes sao apresentados. A Figura 4.32b apresenta, com

mais detalhe, as curvas para a ligacdo FEP no final do processo de carregamento. Pode ser
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verificado que S, e S s@o iguais até o inicio do processo de plastificacdo da se¢do. A partir
dai, o parametro S reduz-se gradativamente a zero.

Portanto, pode-se concluir que o comportamento plastico da secdo tem uma maior
influéncia na degrada¢do de rigidez do elemento. Comparam-se os resultados com aqueles
obtidos por Liu et al. (2008) embora eles utilizem um modelo analitico diferente para

defini¢do da rigidez ineldstica da se¢do representada pelo parametro S;.

Tabela 4.3 Parametros das ligacdes

Ligagdo | My (kNm) | S, (kNm/rad) | R, (kNm/rad) n
DWA 55.935 20114 69.608 0.964
FEP 95.146 21470 468.950 1.450
EEP 137.86 18984 1041.860 5.110

25 1.6

- Presente trabalho
— — — Liueral. (2008): S¢¢
20 P Ligacdo EEP &  Liuetal (2008): S,

Se» Scs (x103 kNm/rad)
%]
Se» S¢g (x103 kNm/rad)

Ligacdo FEP
SC’ SCS

0 20 40 60 80 100 120 90 95 100 105 110 115 120
M (kNm) M (kNm)

(a) Degradacao da rigidez (b) Detalhe da trajetéria com a ligacdo FEP

Figura 4.32 Interag@o entre a flexibilidade da ligagdo e a plastificagdo do membro
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Capitulo 5

Exemplos de Validacao das Formulacoes
para Analise Estatica

5.1 Introducao

O objetivo deste capitulo € validar as dez formulagdes para andlise estitica nao linear que
estdo presentes no sistema computacional e foram apresentadas no capitulo anterior. Para
isso serdo estudados alguns problemas estruturais classicos nos quais a solucdo numérica
obtida neste trabalho serd comparada com as solu¢des analiticas ou numéricas encontradas
na literatura. Iniciando o estudo, na Secdo 5.2, as formulagdes que consideram apenas 0s
efeitos da ndo linearidade geométrica serdo testadas através da andlise de estruturas
esbeltas submetidas a grandes deslocamentos e rotacdes. Vale ressaltar que estruturas
esbeltas podem perder a estabilidade sem que as cargas aplicadas sejam suficientes para
causar a degradacdo do material. Assim, no estudo da estabilidade desses elementos
estruturais pode-se considerar que o material permanece no regime linear eldstico e
considerar a perda da estabilidade causada apenas pelos efeitos da ndo linearidade
geométrica. Com esses problemas, a eficiéncia da metodologia para detec¢dao de pontos
criticos, ou seja, pontos limites e de bifurcacio, podera ser verificada. Na se¢do seguinte,
além desses efeitos de segunda ordem, a influéncia da flexibilidade da ligacdo sera
analisada. As formulagdes para andlise ineldstica de segunda ordem sdo checadas na Secdo
5.4 onde se analisam quatro sistemas estruturais. E, encerrando este capitulo, na Secao 5.5,
a andlise ineléstica de segunda ordem de estruturas com ligagdes semi-rigidas serd efetuada

para comprovar a validade das duas formulac¢des desenvolvidas para essa finalidade.



5.2 Nao Linearidade Geométrica

Nesta secdo, quatro sistemas estruturais cldssicos de estabilidade eldstica fortemente nao
lineares sdo estudados. As trés formulagdes descritas na Secdo 4.3 do Capitulo 4, SOF-1,
SOF-2 e SOF-3, desenvolvidas com essa finalidade sdo testadas em todos os exemplos.
Essas formulagdes seguem os principios das metodologias propostas, respectivamente, por
Alves (1993), Yang e Kuo (1994) e Pacoste e Eriksson (1997). Vale ressaltar que a
formulacao SOF-3 foi desenvolvida em referencial Lagrangiano total e baseia-se na teoria
de vigas de Timoshenko, enquanto as demais em referencial Lagrangiano atualizado e
seguindo a teoria de vigas de Bernoulli. Para obter a trajetéria de equilibrio completa das
estruturas analisadas, as estratégias do comprimento de arco e do deslocamento
generalizado foram selecionadas. Estudam-se quatro estruturas esbeltas: uma coluna
engastada-livre, o portico de Lee, uma viga submetida a momento fletor e um arco circular.
Considera-se que o material apresenta comportamento eldstico e admite-se uma tolerancia
de convergéncia igual a 10* no processo iterativo. Como critério para avaliar a carga
critica, o GSP (Generalized Stiffness Parameter), definido na Secdo 4.2.1, foi usado.
Segundo Yang e Kuo (1994) o valor nulo desse parametro indica um ponto onde a reta

tangente a curva carga-deslocamento tem inclinagao nula.

5.2.1 Coluna Engastada-Livre

Estuda-se aqui uma coluna onde uma das extremidades esta engastada e a outra livre, como
mostra a Figura 5.1. A coluna tem comprimento L e rigidez a flexdo EI. No topo dessa
coluna é aplicada uma carga concentrada P e uma pequena imperfeicdo de carga,
M =0.001PL, é introduzida para evitar dificuldades numéricas associadas ao ponto de
bifurca¢do. O moédulo de elasticidade transversal, G, € considerado como sendo a metade
do modulo de elasticidade, E.

A andlise da estabilidade é executada discretizando a coluna com nove elementos
finitos. O método de Newton-Raphson modificado foi usado. Como estratégia de
incremento de carga e de iteragdo, adotou-se a técnica do comprimento de arco cilindrico.
Para a convergéncia o critério baseado em carga e deslocamento foi escolhido, e o
incremento inicial do pardmetro de carga, AN, para o primeiro passo incremental foi
considerado igual a 0.2EI/(PL2) comP =1.

Os caminhos ndo lineares de equilibrio do modelo estrutural, obtidos com as

formulacdes SOF-1, SOF-2 (linearizada e ordem elevada) e SOF-3, sdo exibidos também
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na Figura 5.1. Pode-se observar que o problema analisado exibe em sua trajetéria de
equilibrio uma regido de grandes deslocamentos horizontais u e carga praticamente
constante, apresentando ainda, um ponto limite de deslocamento. A Tabela 5.1 informa o
deslocamento horizontal no topo da coluna para dois niveis de carga. O carregamento € o
deslocamento foram adimensionalizados na figura e na tabela. A relagdo de carga
PL*/EI =43, onde [ representa 0 momento de inércia da coluna, corresponde ao ponto

limite de deslocamento.

P
7 /i\‘Mzo.OOIPL
7 —
-1--|—*qu
6 —
s | L
s -
S
)
o _
3 - W/
e T SOF-1
2 + SOF-2 Linearizada
& SOF-2 Ordem Elevada
1 ¢ SOF-3
® Southwell (1941)
0 -+ I I I I I I I I I I I I I I I I I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
u/L

Figura 5.1 Coluna engastada-livre e sua trajetdria de equilibrio

Tabela 5.1 Deslocamento horizontal normalizado, u/L, no topo da coluna

Southwell Formulacoes

2

PLY/EL (1941) SOF-1 SOF-2 SOF-3
4.3 0.8041 0.8062 0.8061 0.8077
7.9 0.6898 0.6901 0.6888 0.6923

Através da Figura 5.1 e da Tabela 5.1 percebe-se que os resultados encontrados estao
muito préximos da solucdo analitica dada por Southwell (1941), o que comprova a
eficiéncia das formulagdes na solucdo desse problema. As respostas obtidas com a
formulacao SOF-2 através da metodologia linearizada, na qual se despreza as parcelas nao

lineares das relacdes correspondentes as deformagdes incrementais, e ordem elevada foram

123



coincidentes. Adicionalmente,

as configuracdes deformadas para as relacdoes de
carregamento, PL*/EI =26, 3.5 e 5.0 sdo ilustradas a seguir na Figura 5.2. A condicao
inicial indeformada da estrutura € também representada.

P P P
~140.001PL v ) 0.001PL 1™ 0.001PL
T 777 T
(a) PL*/(EI) = 2.6 (b) PLY(EI) = 3.5

(c) PL*/(EI) = 5.0
Figura 5.2 Configuracdes deformadas em alguns niveis de carregamento

Um estudo sobre a influéncia do nimero de elementos usados na discretizacao do

problema € realizado. As trajetérias de equilibrio obtidas com dois, quatro, seis € nove
elementos sdo exibidas na Figura 5.3.
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1
VY | \
\ \
P \
10 /i\‘M =0.001PL \
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- —y

1
Dois elementos

\ N
— — — Quatro elementos
81 o

PLY(E)

Seis elementos

\
Nove elementos

Southwell (1941)

PL%(EI)

0
FTT T T T T T T T T T T T T T O B B B
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
u/L u/L
(a) Formulagdo SOF-2

(b) Formulacdo SOF-3
Figura 5.3 Andlise de convergéncia
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Considerou-se na obtencdo das curvas as formulacdes SOF-2 e SOF-3. E importante
ressaltar que SOF-3 € uma formulagdo desenvolvida em referencial Lagrangiano total e
baseada na teoria de vigas de Timoshenko. Percebe-se que, com apenas dois elementos
finitos, a formulagao SOF-2 forneceu bons resultados no trecho inicial da trajetéria. Para as

malhas mais refinadas, as curvas para as duas formulacdes sao semelhantes.

5.2.2 Portico de Lee

O segundo exemplo corresponde a uma estrutura frequentemente usada para validar
formulacdes de elementos finitos e estratégias de solu¢do ndo linear. O problema a ser
analisado nesta secdo, conhecido como Poértico de Lee, ilustrado na Figura 5.4, foi
primeiramente estudado e resolvido analiticamente por Lee et al. (1968). Posteriormente,
essa estrutura foi analisada numericamente por varios autores, incluindo Schweizerhof e
Wriggers (1986), Simo e Vu-Quoc (1986), Lee (1988), Coulter e Miller (1988), Chen e
Blandford (1993), Pacoste e Eriksson (1997) e Galvao (2004), considerando o material
elastico. Outros autores, tais como, Cichon (1984), Hsiao er al. (1988) e Park e Lee (1996)
resolveram o problema considerando, também, o material com comportamento elasto-
plastico. Um estudo sobre a influéncia de parametros geométricos e condi¢des de contorno
na resposta de porticos em L foi conduzido por Galvao et al. (2005). Verificou-se também,

nesse estudo, a sensibilidade da estrutura a imperfei¢des iniciais.

SSSSH

~

0yy

Secdo transversal

h
L E =720.0 |

L =120 b
A=6.0
1=2.0

Figura 5.4 Portico de Lee: geometria e carregamento
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Trata-se de um sistema estrutural constituido por uma viga e uma coluna, com
propriedades fisicas e geométricas idénticas, conectadas rigidamente entre si € com apoios
rotulados em suas extremidades. A viga € submetida a uma carga vertical concentrada de
intensidade P.

As andlises foram efetuadas através de modelos estruturais compostos de vinte
elementos finitos, dez em cada um dos membros e, novamente, testou-se as trés
formulacdes geometricamente nao lineares. O método de Newton-Raphson padrdao e a
estratégia de iteracdo baseada no deslocamento generalizado proposta por Yang e Kuo
(1994) foram considerados no processo de solugdo. Para controle do fator de carga AL
usou-se o pardmetro de rigidez GSP. Seu valor inicial foi considerado igual a 102, O
critério de convergéncia baseado em deslocamentos foi adotado.

Nesse problema, o fendmeno da instabilidade s6 ocorre apds o aparecimento de
grandes deslocamentos. Isso pode ser verificado através das trajetérias de equilibrio
encontradas. As curvas carga-deslocamento obtidas controlando os deslocamentos
horizontal e vertical, u e v, e a rotacdo, 6, do ponto de aplicacdo da carga sdo ilustradas nas
Figuras 5.5 e 5.6. Nas Figuras 5.5a-b e 5.6a apresentam-se, respectivamente, as trajetorias

de equilibrio obtidas com as formula¢gdes SOF-1, SOF-2 e SOF-3.

5.5
5.0 i Presente trabalho
5 - Presente trabalho

— L Schweizerhof e Wriggers (1986)

(a) Formulagao SOF-1 (b) Formulacao SOF-2

Figura 5.5 Trajetdrias de equilibrio para o Pértico de Lee
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50— Presente trabalho
— — — Presente trabalho
— L Schweizerhof e Wriggers (1986)

0 20 40 60 80 100 -08 -0.6 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0
u, v 0

(a) Formulagao SOF-3 (b) Curva carga-rotacdo

Figura 5.6 Trajetdrias de equilibrio para o Pértico de Lee

Para comparacdo foram usados resultados numéricos, obtidos usando também o
Meétodo dos Elementos Finitos, fornecidos por Schweizerhof e Wriggers (1986). Na Figura
5.6b, as curvas carga-rotacdo encontradas com as mesmas formulacdes sdo ilustradas e
comparadas.

Novamente, pode-se observar com esse exemplo que os resultados encontrados,
usando qualquer uma das trés formulagdes, praticamente coincidem com aqueles da
literatura.

O caminho ndo linear de equilibrio, como se pode observar nas curvas carga-
deslocamento vertical, apresenta dois pontos limites de carga (pontos C; e C;) e dois
pontos limites de deslocamento (pontos D; e D,). A Figura 5.7a mostra a localizagcdo
desses pontos limites. Para tais pontos a configuragdo deformada da estrutura € exibida nas
Figuras 5.7b-d. O fator de escala utilizado nessa representagao € 1:1.

Os valores encontrados para os pontos limites sdo sumarizados na Tabela 5.2 a
seguir. As cargas limites, Pj;,, € os correspondentes deslocamentos verticais, v, do ponto de
aplicacdo da carga, obtidos usando as trés formulacdes, sdo apresentados. Novamente,
como no problema anterior, os resultados usando a formulacdo SOF-2 linearizada e ordem

elevada foram iguais.
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7 7577
(b) Limite de carga C, (c) Limite de desl. D,

i i /

RSSSS

0 20 40 60 80 100

(a) Pontos limites

737, 7F7r7
(d) Limite de carga C, (e) Limite de desl. D,

Figura 5.7 Configuracdes deformadas referentes aos pontos limites

Tabela 5.2 Carga e deslocamento vertical (Py,; v) relativos aos pontos limites

Pontos Formulacoes
Limites SOF-1 SOF-2 SOF-3
Carga 1.8630;49.023 | 1.8629;48.932 | 1.8795;48.622
-0.9658; 58.256 | -0.9656; 58.300 | -0.9866; 58.213
Deslocamento 1.2051; 61.210 | 1.2044;61.209 | 1.1991; 60.975
-0.4497; 50.734 | -0.4543;50.732 | -0.4807; 51.045

5.2.3 Viga Engastada-Livre

Um problema cldssico de uma viga submetida a momento fletor na extremidade livre é
ilustrado na Figura 5.8. Essa estrutura foi analisada por varios pesquisadores, entre os quais
se encontram Bathe e Bolourchi (1979), Simo e Vu-Quoc (1986), Crisfield (1990) e
Gummadi e Palazotto (1998) para testar a precisdao das metodologias por eles propostas. A
viga, que estd engastada em uma das extremidades e livre em outra, tem comprimento L e
secdo transversal retangular. O moddulo de elasticidade transversal, G, € considerado a
metade do médulo de elasticidade, E. Nesse estudo, o momento fletor aplicado na
extremidade foi aumentado variando o pardmetro de carga A de 0.0 a 2.0. Para A = 2.0,

tem-se que a viga se deforma com a extremidade livre rotacionando 720°.
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Figura 5.8 Viga engastada-livre: geometria e carregamento

O método de Newton-Raphson modificado, juntamente com a estratégia de iteracao
comprimento de arco cilindrico, foi usado. Dessa forma, adotou-se o incremento
automdtico do comprimento de arco para definir o incremento inicial do parametro de
carga. Dez elementos foram usados na discretizacdo e apenas as formulagcdes SOF-1 e
SOF-3 foram empregadas na andlise da estrutura. As Figuras 5.9a e 5.10a mostram as
trajetorias de equilibrio obtidas com as formula¢des SOF-1 e SOF-3, respectivamente. Sao
ilustradas a variagdo dos deslocamentos horizontal, u, e vertical, v, da extremidade livre da
viga com o parametro de carga, A. Os resultados sdo comparados aos de Bathe e Bolourchi

(1979).

2.4 2.5 - :
Presente trabalho | | T Dois elementos |
®  Bathe e Bolourchi (1979) — — — Quatro elementos |
¢ Oito elementos |
20 o Dez elementos '\
= = N ™ P4 .
= <15 \ F
) - -
Q O e :/ |
o ) ool SN
o he] - L :
5 5 104 RN
= S0 .
=~ a9 e ! N
4 T, VL “)
0.5 o WL
U B s B R B B B B
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4

(a) 10 elementos

u/L; v/L

(b) Andlise de convergéncia

Figura 5.9 Curvas carga-deslocamento obtidas com a formulagdo SOF-1
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Embora as trajetérias estejam em bom acordo com aquelas obtidas por Bathe e
Bolourchi (1979), comparando as Figuras 5.9a e 5.10a, percebe-se que os resultados sdo
melhores usando a formulacdao SOF-3.

A influéncia do nimero de elementos usados na modelagem da viga foi realizada e
estd ilustrada nas Figuras 5.9b e 5.10b. Com dois elementos e usando a formulacao SOF-3,
a variagdo do deslocamento horizontal, u, com a carga apresenta uma discrepancia

relativamente grande comparada a outra formulac@o. Para os outros casos, as respostas sao

proximas.
2.5 - 2.5 :
Presente trabalo | [T Dois elementos ,” |
. ®  Bathe e Bolourchi (1979) | — — — Quatro elementos, |
! ‘f ¢ Oito elementos  \\!
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\ . I\
=1 \\ T |
— — \ \‘ i
< < / V4
- S 154 v/L /'/ g
g B 2 1
P S Ny e
O ) " K L\
= = [ J W
— = / N
) =) K S P « T
= z 10 AN
=2 - N K PN WL
| \\\\/ i R
05 :
U G B s R A A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14
u/L; v/IL
(a) 10 elementos (b) Andlise de convergéncia

Figura 5.10 Curvas carga-deslocamento obtidas com a formulagcao SOF-3

5.2.4 Arco Circular

A Figura 5.11, a seguir, ilustra o préximo problema usado para verificar a capacidade das
trés formulagdes na andlise de problemas fortemente ndo lineares. Tem-se um arco circular
birrotulado que serd analisado considerando duas condicdes de carregamento.
Primeiramente o arco estard submetido a uma carga vertical de magnitude P aplicada no
seu eixo de simetria (sistema perfeito) e, em seguida, a uma carga excéntrica representada
por essa forca P associada a uma carga momento M de valor 2P. As propriedades fisicas e

geométricas usadas na andlise sdo mostradas também na Figura 5.11.
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A estrutura foi discretizada com vinte e seis elementos finitos. Porém, para anélise
considerando o sistema perfeito apenas metade do arco foi usada na modelagem. Nesse
caso, treze elementos finitos foram adotados e impediram-se o deslocamento horizontal e a

rotacdo do ponto nodal coincidente com o eixo de simetria.

M =2P

Secdo transversal

777 b

Figura 5.11 Arco abatido birrotulado: geometria e carregamento

O método de Newton-Raphson modificado acoplado a estratégia de iteracdo baseada
no deslocamento generalizado foi adotado no processo de solu¢do nao linear. O parametro
de carga AL” foi controlado através do parimetro de rigidez GSP. Seu valor inicial foi
considerado igual a 102 O critério de convergéncia baseado em deslocamentos foi
adotado.

Esse sistema estrutural apresenta um comportamento altamente ndo linear, como
pode ser comprovado através da Figura 5.12a-c, que exibe a curvas carga-deslocamento
vertical, v, do ponto onde a carga externa atua. As duas condicdes de carregamento siao
consideradas. No caso da carga excéntrica, a trajetéria de equilibrio apresenta quatro
pontos limites de carga e dois pontos limites de deslocamento. Para a carga P centrada,
dois pontos limites de carga sdo observados. Nessa figura, mostram-se os resultados
obtidos utilizando as trés formulacdes. Além disso, sdo indicados os pontos limites de
carga e deslocamento fornecidos por Yang e Kuo (1994).

Para evidenciar ainda mais o comportamento fortemente ndo linear da estrutura
analisada, a Figura 5.12d a seguir mostra a variacdo do deslocamento horizontal e da
rotacdo do ponto nodal central da estrutura quando submetida a carregamento excéntrico.
Nessa figura os resultados foram obtidos usando a formulagdo SOF-2.

Na Tabela 5.3 podem ser verificados os valores para os pontos limites de carga e

deslocamento que sdo comparados aqueles obtidos por Yang e Kuo (1994). Nota-se que os
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resultados alcancados com as formulagdes sdo praticamente idénticos e em boa

concordancia com os de Yang e Kuo (1994).

2.0 2.0

- p - — — — Carga Excéntrica
1.8 — M =2P 1.8 —

- - Carga Centrada
1.6 7 " 1.6 ] ¢ Yange Kuo (1994)
1.4 By, 1.4 — O Yange Kuo (1994)

(a) Formulagao SOF-1

2.0

I8 B — — — Carga Exceéntrica
_ Carga Centrada

1.6 — * Yang e Kuo (1994)

14 B O Yang e Kuo (1994)

!
0.0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0 10.5 -0.15  -0.10 -0.05  0.00 0.05 0.10 0.15

-0.6 I TR I B
v u; 0
(c) Formulagdo SOF-3 (d) Curvas Pxue Px 0

Figura 5.12 Trajetérias de equilibrio
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Tabela 5.3 Valores de carga, P, e deslocamento vertical, v

Pontos Yang e Kuo Formulacgoes

Limites (1994) SOF-1 SOF-2 SOF-3
1.200;2.40 | 1.192;2.403 | 1.193;2.402 | 1.194;2.417
-0.473;7.90 | -0.463;7.894 | -0.462;7.889 | -0.462;7.898
Carga 1.100; 4.03 | 1.096;3.957 | 1.101;3.995 | 1.099;3.954
-0.365; 8.51 | -0.368; 8.499 | -0.364;8.500 | -0.366;8.512
Desl, -0.431;8.08 | -0.419;8.082 | -0.419;8.074 | -0.419; 8.081
1.09; 3.91 1.082;3.913 | 1.087;3.898 | 1.086;3.913

Por fim, através da Figura 5.12 e da Tabela 5.3 e também dos exemplos anteriores,
pode-se concluir que qualquer uma das trés formulagdes pode ser utilizada para realizar
uma andlise de estruturas reticuladas planas onde o efeito da ndo linearidade geométrica é

importante.

5.3 Ligacoes Semi-Rigidas e Nao Linearidade Geométrica

As trés formulagdes desenvolvidas para andlise de segunda ordem de sistemas estruturais
reticulados planos com ligagdes semi-rigidas serdo empregadas nesta secdo para o estudo
de dois problemas. O primeiro deles refere-se a uma viga com as extremidades semi-
rigidas e o segundo trata-se de um portico de dois andares com ligagdes viga-coluna semi-
rigidas. Para a viga, a ligacdo apresenta comportamento momento-rotacao linear e, para o
portico, essa relacdo € nao linear. Como o objetivo deste capitulo é a validacdo da
metodologia proposta, as formulacdes SRF-1, SRF-2 e SRF-3 sdo checadas nos dois
problemas. Os efeitos da ndo linearidade geométrica nessas formulagdes sdo considerados
através da escolha, pelo usudrio do programa, entre as formulacdes SOF-1 e SOF-2, que,
como ja mencionado no capitulo anterior, sdo baseadas na teoria de Bernoulli e definidas
em referencial Lagrangiano atualizado.

Deve-se mencionar que, para os membros estruturais cujas ligacdes sdo consideradas
perfeitamente rigidas, ou seja, para os quais apenas os efeitos de segunda ordem sdo
importantes, as formulacdes SOF-1 e SOF-2 sdao usadas para definir a matriz de rigidez
completa desses membros. Nos exemplos desta secdo, a estratégia do incremento direto do
parametro de carga, com iteracdo a carga constante serd adotada, pois o principal interesse
€ a obten¢do da carga de colapso da estrutura. O incremento inicial do parametro de carga,

no primeiro passo incremental, foi assumido igual a 10 nos dois problemas.
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5.3.1 Viga com Ligacoes Semi-Rigidas nas Extremidades

A Figura 5.13 ilustra a estrutura a ser analisada nesta se¢do. O comportamento dessa viga,
considerando os apoios perfeitamente engastados, foi investigado por Mondkar e Powell
(1977) e Yang e Saigal (1984). A viga, que tem comprimento L = 0.508 m, é submetida a
uma carga concentrada, P, no centro do vdo. Como indicado, a secdo transversal da viga é
retangular, com dimensdes b =2.54cm e h=0.3175cm, e considera-se o mddulo de

elasticidade igual a 207 GPa.

7 Secdo transversal

| L2 L2 |
Figura 5.13 Viga com ligagdes semi-rigidas: geometria e carregamento

Para a anélise, a viga foi discretizada com dez elementos. Vale ressaltar que apenas
dois desses elementos foram modelados com molas de ligagdo nas extremidades. As
ligacOes entre as extremidades da viga e os apoios foram consideradas rigidas e semi-
rigidas. Para o caso de ligagdes rigidas membro-apoio, adotou-se, com o objetivo de
verificar a efici€ncia das formulagdes no caso extremo, um valor elevado para a rigidez da
ligacdo (S, — o). Nesse caso, o pardmetro S, foi considerado igual a 10'°El/L. Para a
ligacdo semi-rigida, considerou-se a rigidez das ligagdes igual a 10 EI/L. Nos dois casos, 0
modelo linear foi utilizado na modelagem da ligacdo. Esse modelo estd detalhado no
Apéndice B deste trabalho. Nesse contexto, a rigidez da liga¢do é considerada invariavel
durante todo o processo de carregamento. A carga P foi incrementada até atingir 2 kN.

As Figuras 5.14, 5.15 e 5.16 ilustram a variacdo do deslocamento vertical do ponto
de aplicacdo da carga, v, com o carregamento, P. Nas Figuras 5.14a, 5.15a e 5.16a estdo
representados os resultados obtidos com as formulagdes SRF-1, SRF-2 e SRF-3,
respectivamente, simulando os efeitos da nao linearidade geométrica através da formulacdo
SOF-1. J4 nas Figuras 5.14b, 5.15b e 5.16b t€ém-se a mesma variagdo, porém, os efeitos de
segunda ordem sao considerados mediante a formulagdo SOF-2. Comparam-se as respostas
obtidas com a solucdo numérica encontrada em Chui e Chan (1996) que também

realizaram a andlise dindmica dessa viga. Percebe-se, com as andlises, que a rigidez da
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viga, matematicamente representada pela inclinacdo reta tangente a curva carga-

deslocamento, aumenta com o acréscimo do carregamento.
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Figura 5.14 Trajetérias de equilibrio usando a formulagdo SRF-1
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Figura 5.15 Trajetérias de equilibrio usando a formulagcdo SRF-2
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Figura 5.16 Trajetérias de equilibrio usando a formulacao SRF-3

Além do que foi relatado no pardgrafo anterior, verificando as figuras, pode-se
concluir que as trés formulacdes resolveram eficientemente o problema e, mais ainda,
qualquer uma das formulagdes que simulam os efeitos de segunda-ordem, SOF-1 ou

SOF-2, pode ser escolhida.

5.3.2 Porticos de Dois Andares

A estrutura, que estd esbocada na Figura 5.17, € o segundo exemplo desta se¢dao. Refere-se
a um poértico de dois pavimentos, com ligacdes viga-coluna semi-rigidas de
comportamentos ndo lineares, cuja capacidade de carga € investigada. Sdo feitas anélises
considerando duas condi¢des de apoios diferentes: engastados e rotulados. Essas duas
situagdes sdo mostradas na Figura 5.17 a seguir.

Para as vigas € adotado o perfil W360x72 e para as colunas, perfil W310x143. Na
discretizacdo das vigas e colunas foram usados, respectivamente, dois € um elementos
finitos. Além disso, foi considerado em todas as se¢cdes o modulo de elasticidade, E, igual a
200 GPa.

Imperfei¢des na estrutura sdo induzidas por meio de forgas horizontais de pequena
intensidade aplicadas no topo do primeiro e do segundo pavimentos, como pode ser visto
também na Figura 5.17.
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Figura 5.17 Sistemas estruturais analisados: geometria e carregamento

Para representar o comportamento nao linear das ligacdes viga-coluna, quatro tipos
de ligacdes, modeladas através do modelo exponencial proposto por Lui e Chen (1986),
foram usadas. As ligacdes consideradas sdo: cantoneira de alma simples (Ligacdo A),
cantoneira de topo e assento (Ligacdo B), chapa de topo (Ligacdo C) e chapa de topo
estendida (Ligacdo D). Detalhes dessas ligacdes sao mostrados na Figura B.1 do Apéndice
B. Segundo Chen e Lui (1991) e Chan e Chui (2000), a ligacdo A foi testada por Richard et
al. (1982), enquanto B foi ensaiada por Azizinamini et al. (1985). J4 as ligagdes C e D, de
acordo com os mesmos autores, foram testadas por Ostrander (1970) e Johnson e Walpole
(1981), respectivamente. Os valores dos pardmetros do modelo exponencial para essas
ligacdes, baseados em ensaios experimentais (Chen e Lui, 1991) estdo indicados no
Apéndice B, na Tabela B.1. Além desses quatro modelos de ligacdes, é considerada a
ligacdo viga-coluna como sendo perfeitamente rigida.

As Figuras 5.18a, 5.19a e 5.20a exibem, respectivamente, as trajetérias de equilibrio
obtidas para o pértico com apoios engastados considerando as formulagdes SRF-1, SRF-2
e SRF-3. Essas figuras mostram a variagdo do deslocamento horizontal no topo da
estrutura, u, com a carga aplicada, P. E importante destacar que para obtencio dessas
curvas foi utilizada a formulacdo geometricamente nao linear SOF-2, que segue os
fundamentos da metodologia proposta por Yang e Kuo (1994), na forma linearizada. Os
resultados obtidos sdo comparados aos de Chan e Chui (2000). Ja as Figuras 5.18b, 5.19b e

5.20b exibem, respectivamente, os resultados obtidos para o pdrtico com apoios rotulados.
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Figura 5.18 Trajetérias de equilibrio obtidas com a formulagdo SRF-1
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Figura 5.19 Trajetérias de equilibrio obtidas com a formulacdo SRF-2

Através da andlise dessas figuras, percebe-se que as cargas limite sio menores para

as ligacoes mais flexiveis e, adicionalmente, o tipo de apoio, engastado ou rotulado,
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desempenha um papel importante no comportamento estrutural. O apoio rigido eleva
consideravelmente o valor da carga critica. Portanto, o uso de apoios fixos e ligacdes mais
rigidas seria uma forma de aumentar o valor da carga limite e diminuir o deslocamento

horizontal.
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Figura 5.20 Trajetorias de equilibrio obtidas com a formulacdo SRF-3

As Tabelas 5.4 e 5.5, mostradas a seguir, apresentam as cargas criticas para os
porticos com apoios engastados e rotulados, respectivamente. Os valores sdo comparados
aos fornecidos por Chen e Lui (1991) e Chan e Chui (2000). O bom acordo entre os

resultados € novamente observado.

Tabela 5.4 Cargas limite de estabilidade P, (kN) para o pértico com apoios engastados

Ligagiio Chen e Lui | Chan e Chui Formulacoes
(1991) (2000) SRF-1 SRF-2 SRF-3
A 2802.4 2838.0 2842.4 2842.4 2846.9
B 3825.5 3892.2 3887.7 3887.7 3878.9
C 4581.7 4617.3 4595.0 4595.0 4586.1
D 7228.4 7330.7 7317.3 7317.3 7406.3
Rigida 11254.0 11387.5 11320.7 11329.6 11316.3
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Tabela 5.5 Cargas limite de estabilidade P;;, (kN) para o pértico com apoios rotulados

Ligaciio Chen e Lui | Chan e Chui Formulacoes
(1991) (2000) SRF-1 SRF-2 SRF-3
A 400.3 395.9 400.3 400.3 400.3
B 911.9 907.4 903.0 907.4 907.4
C 1076.5 1107.6 1098.7 1098.7 1098.7
D 2112.9 2121.8 2121.8 2121.8 2121.8
Rigida 3225.0 3318.4 3256.1 3256.1 3251.6

5.4 Inelasticidade do Aco e Nao Linearidade Geométrica

Nesta secdo, as formulagdes usadas para realizar a andlise ineldstica de segunda ordem de
estruturas de aco sdo aplicadas ao estudo de cinco sistemas estruturais. Dessa forma, as
formulacdes PHF-1 e PHF-2, que seguem, respectivamente, os principios da metodologia
proposta por Liew (1993) e Chan e Chui (2000) serdo validadas. Os fundamentos dessas
formulac¢des foram introduzidos na Se¢ao 4.5 do capitulo anterior.

Nos exemplos desta secdo, a estratégia do incremento direto do pardmetro de carga,
com iteracdo a carga constante serd adotada, pois, como na se¢do anterior, o principal
interesse € a obtencdo da carga limite do sistema estrutural. Dessa forma, incrementos de
carga muito pequenos, de forma a avaliar com precis@o a carga de colapso do sistema,
foram considerados. Para simular os efeitos de segunda ordem na metodologia PHF-2, a
formulacdo SOF-2 simplificada é usada em todos os problemas desta se¢ao. Na formulacao

PHF-1, funcdes de estabilidade desenvolvem esse papel.

5.4.1 Portal Simples

O primeiro exemplo desta secdo, ilustrado na Figura 5.21, refere-se a um portal simples
biengastado. E um problema cldssico que foi analisado por Vogel (1985) e Ziemian (1990)
através do método da zona plastica e, posteriormente, por Chen et al. (1996) usando o
método da rétula pléstica refinado.

As colunas sdo constituidas por perfis HEB300 e a viga é formada pelo perfil
HEA400. Como indicado na mesma figura, considerou-se uma imperfei¢do inicial Ay nas
colunas. O médulo de elasticidade e a tensao de escoamento foram assumidos iguais a
205 GPa e 235 MPa, respectivamente. Para a tensdo residual, 50% da tensdo de
escoamento foi o valor adotado seguindo as recomendagdes do ECCS (1983) para a

relagdo D/Br< 1.2, sendo D a altura e By a largura da mesa do perfil (veja Figura 4.26 do
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Capitulo 4). Para o perfil HEA340, tem-se D=330 mm e By =300 mm, e para o perfil
HEB300, D e By sdo iguais a 300 mm. A viga foi discretizada com quatro elementos, e
cada uma das colunas com dois. As cargas aplicadas a estrutura podem ser observadas
também na Figura 5.21. Nas extremidades da viga, cargas concentradas verticais de
intensidade AP sdo aplicadas e, no topo da coluna a esquerda, uma carga horizontal,

z

0.0125AP, atua. O termo A € o pardmetro de carga que € alterado durante o processo

incremental até alcancar a carga de colapso.
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Figura 5.21 Pértico simples: geometria e carregamento

A Figura 5.22a-b mostra as curvas carga-deslocamento obtidas com as formulacdes
PHF-1 e PHF-2, respectivamente. Foi considerado, na obten¢do da trajetéria de equilibrio,
o deslocamento horizontal, u, no topo da coluna a direita. Usam-se para comparacao as

trajetorias obtidas por Chen et al. (1996) e Vogel (1985). Observando as figuras,
percebe-se que as trajetérias ndo diferem muito das curvas encontradas por esses autores.
Para fatores de carga, A, inferiores a 0.5, elas coincidem. Porém, os fatores de carga
maximos estimados pelo método da rétula pléstica refinado, usado neste trabalho e por

Chen et al. (1996), sio menores que os fatores obtidos pelo método da zona pléstica usado

por Vogel (1985). Os fatores de carga criticos serdo fornecidos adiante.
A variagdo da for¢a axial P e do momento fletor M na secdo transversal da base da

coluna a direita, durante o processo de carregamento, € ilustrada nas Figuras 5.23a-b para

as duas formulacdes que vém sendo testadas nesta secao, PHF-1 e PHF-2, respectivamente.
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As superficies de resisténcia plastica e de inicio de escoamento sdo também representadas.
Na formulacdo PHF-1, conforme o estudo realizado no capitulo anterior, essas superficies
ttm a mesma forma. Isso ndo ocorre para a formulacdo PHF-2. Percebe-se que a
distribuicdo da plasticidade é dominada principalmente pela acdo da forca axial. J4 o
colapso da estrutura é associado com a instabilidade ineldstica das colunas, sinalizado pelo
deslocamento horizontal no topo da estrutura, u#, que aumenta demasiadamente e ndo pela

formacdo de rétulas plasticas. Observe que as forcas internas ndo atingem a superficie de

plastificacao.
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Figura 5.22 Trajetérias de equilibrio

As Figuras 5.24a-b exibem o grau de escoamento nos membros da estrutura no final
da anélise quando ocorre o colapso estrutural. O indice de escoamento, p, em porcentagem,

representado no interior dos circulos, € calculado usando a relacao:

p(%)=100(1-vy) (5.1)

onde Y € o parametro associado com o efeito da plastificagdo na extremidade do elemento.
Esse coeficiente € unitdrio quando a secdo encontra-se no regime elastico (p =0), e se

anula quando a mesma se plastifica completamente (p = 100%). Embora a definicdo desse
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indice de escoamento nao forne¢a uma representacdo “exata” do grau de escoamento, ele

estabelece uma informacao ttil referente a localizacdo de secdes criticas ou regides com
alto grau de plastificacdo nos sistemas estruturais.
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Figura 5.23 Distribuicao de forcas internas na base da coluna a direita

Observa-se pela Figura 5.24 que o topo e a base das colunas tém uma perda

significante de rigidez, com p variando em torno de 70% a 90% para as duas formulagdes.
No estudo por zona pléstica realizado por Ziemian (1990), aproximadamente 60% da area
da secdo transversal das colunas foi plastificada.
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Figura 5.24 Indice de plastificacdo dos membros da estrutura
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A Figura 5.25 mostra os diagramas de momento fletor e for¢a axial referentes a carga
de colapso, que também € indicada na figura através do fator de carga A. Embora nio esteja
representado nessa figura, Vogel (1985) encontrou o valor 1.022 para o fator de carga
limite.

Os resultados alcangados com as duas formulagdes propostas sdo comparados aos
obtidos por Ziemian (1990) através do método da zona plastica, e aqueles fornecidos por
Chen et al. (1996) que usou, como ja mencionado, 0 método da rétula pldstica refinado. Os
momentos fletores obtidos com a formulagao PHF-2 foram menores que os encontrados
com a formulagao PHF-1. Porém, os resultados estio em bom acordo com os da literatura.
Vale ressaltar que as forcas axiais nas vigas sdo insignificantes se comparadas as forcas

axiais desenvolvidas nas colunas e, por esse motivo, ndo estdao detalhadas.
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Figura 5.25 Cargas de colapso e diagramas de momento fletor e forga axial

5.4.2 Portico com Restricao ao Movimento Lateral

A estrutura a ser analisada € mostrada na Figura 5.26. O estudo do comportamento desse
portico foi feito por Chen et al. (1990) usando o método da zona pléstica e por Liew et al.
(1993) e Chan e Chui (2000) através da abordagem por rétulas plésticas.

A viga é submetida a um carregamento uniformemente distribuido e uma restri¢ao ao
movimento lateral € imposta a estrutura para simular um contraventamento por um
membro inclinado ou por um sistema rigido (uma parede de concreto, por exemplo). Os

subscritos b e ¢ na Figura 5.26 referem-se, respectivamente, a viga e a coluna. As
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propriedades geométricas e fisicas da estrutura e o esquema de carregamento aplicado
estdo também indicados nessa mesma figura.

Na andlise por zona plastica feita por Chen et al. (1990) foi considerada a tensdo
residual mdxima em todas as sec¢des igual a 30% da tens@o de escoamento. Neste trabalho,
seguindo as recomendacdes da ECCS (1983), as tensdes residuais mdximas nas vigas e
colunas foram consideradas iguais a 30% e 50% da tensdo de escoamento, respectivamente.
O moédulo de elasticidade usado na andlise é 205 kN/mm? ¢ a tensdo de escoamento, 235

N/mm>.
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Figura 5.26 Pértico analisado: geometria, carregamento e discretizagdo

As colunas sdo consideradas como tendo uma imperfeicio geométrica de forma
senoidal e com valor maximo igual a L/1000 no seu ponto nodal central. Elas foram
divididas em quatro elementos finitos para detectar a formacdo de possiveis rétulas
plésticas entre as suas extremidades e, também, para aproximar a curvatura inicial do
membro. A viga é discretizada com oito elementos para aproximar a carga distribuida
como cargas concentradas nos pontos nodais desses elementos. A imperfeicao geométrica
inicial e a discretizacdo efetuada sdo mostradas na Figura 5.26. Nesse estudo, os resultados
foram obtidos para um fator de carga B, indicado também na Figura 5.26, igual a 0.34.
Esse parametro define a razdo entre a carga na viga e a carga total aplicada na estrutura.

A interacdo entre as forcas internas em trés secdes da estrutura, ocorrida durante a
andlise, é mostrada na Figura 5.27. As se¢Oes escolhidas foram a base e o topo da coluna a

esquerda, pontos nodais 1 e 5, respectivamente, e o centro da viga, ponto nodal 9. Esses
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pontos nodais podem ser visualizados na Figura 5.26. A Figura 5.27 apresenta entdo a
modifica¢do na intensidade e dire¢do das forcas nessas secOes transversais selecionadas,
durante a aplicacdo do carregamento. As superficies de inicio de escoamento e de
plastificacdo para as metodologias PHF-1 e PHF-2 sdo também apresentadas. Na
formulacao PHF-2, as superficies, que dependem das propriedades geométricas da secao,
sdo diferentes para a viga e as colunas, pois os perfis adotados nesses membros sdao
diferentes. Os resultados obtidos neste trabalho, através dessas formulagdes, sdo
comparados aos de Chen et al. (1990). Como a for¢a axial no topo das colunas aumenta, as
forcas internas que atuam nessa secdo se movem em dire¢do a superficie de resisténcia
plastica da secdo. Para um determinado nivel de carga, através da interacdo entre a forgca
axial e o momento fletor, essa superficie € atingida. Com a formagao das rétulas plésticas
no topo das colunas, ocorre uma redistribui¢io de momentos fletores na viga. Quando o
momento plastico no centro da viga € alcancado, ocorre o desenvolvimento de um

mecanismo que causa o colapso da estrutura com a formacao de trés rétulas plésticas.
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Figura 5.27 Distribuicdo das forcas internas em trés se¢des selecionadas

A carga limite obtida ao final da andlise € associada com a formagdo de rétulas
plasticas no topo das colunas e no vao central da viga. A Figura 5.28 mostra a distribuicao
do momento fletor e forca axial para essa carga, ou seja, para a carga na qual a estrutura

entra em colapso. As forcas axiais nas vigas sdo despreziveis e, por isso, elas nio sdo
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mostradas na figura. Os valores encontrados sdo comparados aos de Liew et al. (1993),

Chan e Chui (2000) e Chen et al. (1990).

0.405 Mpc N A
[0.412 Mic] o—/
(0.392 M) 7
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777772 0.181 Mpe 7,
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10.207 Ml Valores: (Chen et al. (1990): Zona plastica)
{Liew et al. (1993): Rétula pléstica}
Q Sequéncia de formacdo de rétulas plésticas IChan e Chui (2000): Rétula plastical

Figura 5.28 Diagramas de momento fletor e for¢a axial

A figura anterior mostra ainda a localizac@o das trés rétulas plésticas (duas, no topo
das colunas e uma, no centro da viga). A boa aproximacao entre os resultados pode ser
observada. Os subscritos b e ¢ referem-se a viga e a coluna, respectivamente, Py € a carga
axial de escoamento e M, refere-se a0 momento de plastificagdo. Finalmente, as curvas

carga-deslocamento para o portico sdo mostradas na Figura 5.29.
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Figura 5.29 Trajetérias de equilibrio para o pértico
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Foram considerados, na obtencdo das trajetérias de equilibrio exibidas na Figura

5.29, o deslocamento horizontal, u#, no centro da coluna a esquerda e o deslocamento

vertical, v, no meio do vao da viga.

5.4.3 Portico Tipo Galpao

O terceiro problema a ser estudado nesta secdo € o portico tipo galpao mostrado na Figura
5.30. Essa estrutura é usada para verificar a precis@o e a confiabilidade das formulagdes
para andlise ineldstica (Vogel, 1985; Ziemian, 1993). As propriedades geométricas, as
propriedades fisicas e o carregamento atuante sdo mostrados também na Figura 5.30. Sdo
aplicadas a estrutura imperfei¢des iniciais de valor 1/200 no prumo das colunas e 1/288 na
inclinacdo das vigas. Para modelagem da estrutura, as colunas foram discretizadas com

quatro elementos e cada uma das vigas, com vinte elementos.

6\ kN

E =205 GPa
6, =235 MPa
40m Ay,= 1/200
A= 1/288

} 20.0 m %

Figura 5.30 Pértico tipo galpdo: geometria, carregamento e propriedades fisicas

As Figuras 5.31a-b mostram as trajetdrias de equilibrio obtidas tomando-se como
referéncia, respectivamente, o deslocamento horizontal no topo da coluna direita e o
deslocamento vertical no ponto de ligacdo entre as vigas.

Pode-se observar que a resposta obtida na andlise por zona pldstica comeca a desviar
das respostas baseadas no método da rétula pléstica apds atingir, aproximadamente, o fator
de carga Aigual a 0.8. Apls esse fator de carga, para pequenos aumentos na carga
aplicada, o deslocamento horizontal da coluna direita aumenta consideravelmente.

A Tabela 5.6 resume os fatores de carga limite, A, obtidos com as formulagdes
PHF-1 e PHF-2. Percebe-se através dessa tabela e das figuras anteriores a boa

concordancia entre os resultados aqui obtidos e aqueles encontrados na literatura.
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Entretanto, uma diferenca existe quando se comparam os resultados com aquele obtido por

Vogel (1985) usando o método da zona plastica. A resisténcia mixima obtida com esse

método € maior que a obtida com o método da rétula plastica. Isso porque os efeitos do

encruamento do aco, que aumentam a resisténcia da estrutura, sao considerados na andlise

por zona plastica feita por Vogel (1985).

(a) Curvas carga-deslocamento horizontal
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(b) Curvas carga-deslocamento vertical

Figura 5.31 Trajetorias de equilibrio

Tabela 5.6 Fator de carga limite, A,

Referéncia Mim

Presente Trabalho: Formulagdo PHF-1 0.94
Presente Trabalho: Formulagdo PHF-2 0.97
Vogel (1985): Rétula Pléstica 0.96
Vogel (1985): Zona Plastica 1.07
Chan e Chui (2000): Rétula Plastica 0.97
Chen et al. (1996): Rétula Plastica 0.95

Encerrando esse estudo, os diagramas de forcas axiais e momentos fletores referentes

a carga limite, obtidos com a formulagdo plastica-refinada PHF-2, sdo mostrados na Figura

5.32. Os valores encontrados sdo comparados aos de Chan e Chui (2000), Vogel (1985) e
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Chen et al. (1996), utilizando também a formulacdo plastica-refinada. Observa-se que
esses resultados estdo em boa concordancia com os da literatura. A figura ilustra também,
utilizando um circulo preenchido, a posicao de rétulas plésticas que se formaram durante o

processo de andlise.

163.96 219.53 237.50
(157.30) (223.30) (237.20)
[165.60] [238.40] y

49.88

104.39
(106.20)

(235.80) 103.54

(103.60) y=625m

(a) Momento fletor (kNm) (b) Forga axial (kN)

Presente trabalho, A = 0.97
) o (Chan e Chui (2000), A = 0.97)
@ rétula pldstica [Vogel (1985), A = 0.96]

Figura 5.32 Diagramas de momento fletor e forca axial

5.4.4 Portico de Quatro Andares

Considere o poértico de quatro andares submetido a cargas horizontais e verticais
concentradas nas vigas e colunas como mostra a Figura 5.33. Essa estrutura foi analisada
inicialmente por Kassimali (1983) e recentemente por Yoo e Choi (2008) para validarem
as formulacOes por eles propostas. Kassimali (1983) utilizou o método da rétula elasto-
plastica. J4 Yoo e Choi (2008) propde em seu trabalho um novo método de andlise de
flambagem ineldstica para determinar a carga critica de estruturas metdlicas. Nesse método
a carga critica € determinada através da andlise de um problema de autovalor, e a teoria do
modulo tangente e a curva de resisténcia para colunas do AISC-LRFD (AISC, 1986) sdo
utilizados. Além desse método, eles utilizam também, para fins de comparagdo, o método
da rétula plastica refinado.

Como indicado na Figura 5.33, as colunas do primeiro pavimento sdo constituidas
por perfil W12x79 e as demais, por perfil W10x60. Ja nas vigas, € utilizado o perfil
W16x40. Os valores adotados para o médulo de elasticidade e a tensdo de escoamento sdo,
respectivamente, 201 GPa e 236 MPa. A tensao residual é considerada como 30% da tensao

de escoamento.
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Nas vigas sdo aplicadas cargas verticais, de intensidades P e P/2, no centro do vdo e
nas ligacOes entre vigas e colunas, respectivamente. No topo das colunas, cargas
horizontais, oP, onde o é um coeficiente adimensional, atuam. Durante a analise, essas
cargas sdo incrementadas pelo pardmetro A até que se atinja a carga de colapso. O valor
considerado para a carga P € 133.4 kN. As vigas s@o discretizadas com dois elementos, €

em cada coluna usa-se um elemento apenas.

lx P2 AP AP2
AoP2 Wiex40 VY
g g
=1 kN AP S
= =
LaP W16x40
g =
=1 80 AP s 3
= z =
AP W16x40 0
§ AP AP § o
AoP W16x40 §
5 =)
2 E =2.01x10° MPa 2
2 G, =236 MPa =
P=133.4kN .
|
-~ 915m ————*
|

Figura 5.33 Pértico de quatro andares

A Figura 5.34 mostra a variacao do deslocamento horizontal, #, do quarto pavimento
durante o processo de carregamento. As respostas para o=0.1, a=0.24 e =0.5 sdo
exibidas. Sao mostrados também os resultados numéricos obtidos por Yoo e Choi (2008)
usando o método da rétula pléstica refinado. Observa-se que as respostas obtidas utilizando
as duas metodologias (PHF-1 e PHF-2) estdo em bom acordo com aquelas encontradas por
Yoo e Choi (2008).

Para pequenos incrementos de carga, os resultados sdo praticamente coincidentes.
Porém, a medida que se aproxima do fator de carga limite, no caso da formulacdo PHF-1,
os resultados sdo mais proximos daqueles obtidos por Yoo e Choi para menores valores do
parametro o. No caso da formulacdo PHF-2, ocorre o contrdrio. A adocdo de diferentes
critérios para definir a plastificacdo da secdo transversal pode ser a principal razao para as

diferencas encontradas. A Tabela 5.7 sumariza os fatores de carga limite encontrados para
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os mesmos valores de o: 0.1, 0.24 e 0.5. Nessa tabela, além dos resultados obtidos neste
trabalho, estdo aqueles conseguidos por Yoo e Choi (2008) e Kassimali (1983). Verifica-se
que os resultados obtidos por Kassimali (1983) superestimam as cargas limite. Isso porque
no método da rétula elasto-plastica a degradacdo gradual da rigidez da secdo transversal e

o efeito das tensOes residuais ndo sao considerados.

2.0
— © — Presente trabalho: PHF-1
o o=0.1 Presente trabalho: PHF-2
L6 * Yoo e Choi (2008)
a=0.24
2
gﬁ 1.2
5 a=0.5
3
s APR * .
= 08 -
= AP2 *
AP2 ‘
0.4
‘x P2 AP2 ‘
) 777 777,
00 ¢ I I I I I \ I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Deslocamento u (m)

Figura 5.34 Trajetorias de equilibrio para diferentes valores de o

A andlise termina quando a estrutura atinge o colapso. Como indicado na Tabela 5.7,
isso ocorre, nas formulacdes PHF-1 e PHF-2, para os fatores de carga A=1.055 e
A=1.001, respectivamente. O desenvolvimento da plasticidade nas vigas e colunas do

portico de quatro andares € exibido na Figura 5.35. Esse estudo foi feito para a=0.5.

Tabela 5.7 Fatores de carga de colapso

o Kassimali | Yoo e Choi Formulacgoes
(1983) (2008) PHF-1 | PHF-2
0.1 1.687 1.660 1.607 1.680
0.24 1.502 1.479 1.448 1.421
0.5 1.075 1.062 1.055 1.001
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Durante o histérico de carregamento, a estrutura desenvolve seis rétulas plasticas. A
ordem de formacao dessas rétulas € indicada no interior do circulo totalmente preenchido.
A primeira rétula pldstica ocorre na extremidade direita da viga do primeiro andar. Usando
a formulacdo PHF-1, as rétulas se formam para os seguintes valores do parametro de carga
A:0.903, 0911, 1.037, 1.046, 1.052 e 1.055. Na formulagio PHF-2, essas rétulas ocorrem
para A=0.922, 0.942, 0.949, 0.998 e 1.001. Sdo mostradas também, na Figura 5.35, doze
secoes onde ocorre a degradacdo da rigidez. O grau de plastificagdo dessas secdes, em

porcentagem, € indicado no interior do circulo sem preenchimento.

®
®

®
)
®

@
@®
@

2 @
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© scquéncia de formagio de rétulas plésticas (® % de plastificacio

(a) Formulagao PHF-1 (b) Formulacao PHF-2

Figura 5.35 Plastifica¢do da secdo transversal para ou=0.5

5.5 Analise Avancada

Quando se tem interesse na realizacdo de uma andlise ineldstica de segunda ordem
considerando o efeito da flexibilidade da ligacdo, as formulagdes AAF-1 ou AAF-2 devem
ser adotadas. Essas formulagdes sdo uma extensdo das formulagdes PHF-1 e PHF-2
aplicadas na secdo anterior e com eficiéncia comprovada. Nesta secdo, para validacdo
desses novos métodos de andlise, dois problemas serdo apresentados. O primeiro trata-se
de um pértico simples birrotulado que tem ligagdes viga-coluna semi-rigidas com
caracteristicas constantes durante a andlise. O outro exemplo, um pértico de dois andares,
cuja andlise eldstica foi realizada na Secdo 5.3 deste capitulo, tem aqui seu comportamento

inelastico verificado. Nesse problema, as ligagdes viga-coluna sdo nao lineares, ou seja,
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considera-se a perda de rigidez durante o processo de carregamento. Vale ressaltar que os
modelos usados, neste trabalho, para representar matematicamente o comportamento de
uma ligacao estao detalhados no Apéndice B. Para simular os efeitos de segunda ordem na
metodologia PHF-2, a formulacdo SOF-2 simplificada é usada em todos os problemas
desta secdo. Vale ressaltar que, como estudado no capitulo anterior, outras formulagdes
podem também ser consideradas.

Na modelagem do sistema estrutural, o elemento finito ilustrado na Figura 4.29 do
capitulo anterior é usado. Para as ligagdes assumidas rigidas, o parametro S., que
representa a rigidez das ligacOes, € considerado como tendo um valor bastante elevado.
Para o coeficiente S; usado na formulagdo AAF-2, quando a secdo se encontra no regime

eldstico, seu valor é considerado, por limitacdo numérica computacional, igual a 1.0x10"°.

5.5.1 Poértico Simples Birrotulado

Para investigar o efeito da flexibilidade da ligacdo e da plastificacio dos membros no
comportamento global de uma estrutura, o pértico simples com apoios rotulados e ligagcdes
viga-coluna semi-rigidas € analisado nesta sec¢do. A estrutura ilustrada na Figura 5.36 foi
investigada inicialmente por Lui e Chen (1988) e depois por Chan e Chui (2000). As vigas
e colunas do pértico sdo constituidas por perfis W200x46. Para o médulo de elasticidade
considerou-se 200 GPa e para a tensdo de escoamento, 250 MPa. A tensdo residual foi

assumida como sendo 50% da tensdo de escoamento em todos 0os membros.

p p
S S
0.001P y ¢ c
LRI A o
W200x46
Q 5
& S
§ E = 200 GPa § 3:524m
G,=250 MPa
6,=050,

Figura 5.36 Pértico simples birrotulado
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A estrutura foi discretizada com trés elementos, um em cada membro, e obteve-se o
comportamento pds-critico do poértico combinando a estratégia de comprimento de arco
cilindrico com o método de Newton-Raphson modificado. O incremento inicial do
parametro de carga no primeiro passo incremental foi considerado igual a um.

A ligagdo viga-coluna permaneceu com rigidez constante durante a andlise e igual a
10 EI/L, sendo EI a rigidez a flexdo e L o comprimento da viga. Na modelagem, o modelo
linear foi usado para caracterizar a ligacdo. O parametro 7y, que relaciona a rigidez do
membro com a rigidez da ligagdo, de acordo com a discretizagdo estabelecida, é igual a
0.76923. Vale ressaltar que o valor maximo de Y € 1.0 e, nesse caso, tem-se uma ligacdo
rigida. No Apéndice B ou através da Equacdo 4.114 do Capitulo 4, encontra-se uma
definicdo para esse parametro. O termo L que aparece nessa equacdo refere-se ao
comprimento do elemento finito, que aqui coincidiu com o comprimento da viga, pois
apenas um elemento foi usado para discretiza-la.

Ainda ndo foi comentado, mas existe a possibilidade de se realizar a andlise elasto-
plastica com o sistema computacional proposto. Nesse tipo de andlise, os membros sdo
considerados permanecerem em regime eldstico até a capacidade limite da secdo
transversal ser alcancada, formando uma rétula plastica. Trata-se de uma metodologia
aproximada e geralmente superestima as resisténcias e as rigidezes dos elementos no
regime ineldstico. Por esse e outros motivos ja informados no Capitulo 4, esse método nao
€ classificado como um método de andlise avangada. Com o método refinado da rétula
plastica, a reducdo gradual da rigidez da secdo, a medida que as forcas internas se
aproximam da capacidade limite da se¢ao, é considerada.

As andlises elasto-pléstica e plastica-refinada foram realizadas e as Figuras 5.37a-b
ilustram as trajetdrias de equilibrio obtidas, respectivamente, com as formulagdes AAF-1 e
AAF-2.

A variagdo do deslocamento horizontal, u#, no topo do pavimento com o
carregamento ¢ mostrada. Como ressaltado anteriormente, percebe-se que as cargas criticas
na abordagem elasto-plastica sdo maiores. Um bom acordo entre os resultados aqui
encontrados e os de Chan e Chui (2000) pode ser verificado.

A formulacdo AAF-1, que € uma extensdo da metodologia PHF-1, produz cargas
limite menores que a formulagdo AAF-2. As cargas criticas obtidas com a andlise pelo
método refinado da rétula pldstica foram 1.24 EI/L* e 1.28 EI/L* para as formulacdes
AAF-1 e AAF-2, respectivamente. Chan e Chui (2000) obtiveram também o valor critico
1.28 EI/L.
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Figura 5.37 Trajetérias de equilibrio para o portico simples

5.5.2 Portico de Dois Andares

O ultimo exemplo deste capitulo € mostrado na Figura 5.38. Um portico de dois andares
com duas condicdes de apoio diferentes, engastados e apoiados, € analisado. A andlise
eléstica dessa estrutura foi realizada na Secdo 5.3.2 deste capitulo onde a sua capacidade de
carga foi determinada. As vigas e colunas s@o constituidas por perfis W360x72 e
W310x143, respectivamente. Trés tipos de ligacdes viga-coluna sdo considerados: ligacao
A (cantoneira de alma simples), B (cantoneira de topo e assento) e C (ligagdo com chapa de
topo), definidas na Secdo 5.3.2. Vale ressaltar que a ligacdo C, com rigidez inicial igual a
12430 kNm/rad € mais rigida que as demais, e a ligacdo A, com rigidez 5424 kNm/rad, a
mais flexivel. O comportamento momento-rotacdo dessas ligagdes € representado através
do modelo exponencial proposto por Lui e Chen (1986).

O mddulo de elasticidade foi considerado igual a 200 GPa e a tensdo de escoamento,
235 MPa. Baseando-se nas dimensdes dos perfis e, de acordo com as prescri¢des do ECCS
(1983), as tensdes residuais sao assumidas iguais a 50% e 30% da tensao de escoamento
para as vigas e colunas, respectivamente. Na discretizacdo das vigas adotaram-se dois
elementos e, das colunas, um elemento apenas. Na andlise, o método de Newton-Raphson
modificado e a estratégia do incremento direto do parametro de carga com iteracdo a carga

constante foram utilizados.
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As Figuras 5.39, 5.40 e 5.41 ilustram as trajetérias de equilibrio obtidas considerando

as estruturas com ligagdes viga-coluna tipos A, B e C, respectivamente.
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Figura 5.38 Sistemas estruturais analisados
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Figura 5.39 Trajetérias de equilibrio considerando a ligacdo A

As respostas encontradas com a formulagdo AAF-1 sdo apresentadas nas Figuras

5.39a, 5.40a e 5.41a, e as curvas fornecidas pela formulacio AAF-2 estdo nas Figuras
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5.39b, 5.40b e 5.41b. Os resultados sdo comparados aos de Chan e Chui (2000) que
também usou o método da rétula plastica refinado. Como ja comprovado em exemplos
anteriores, as cargas limites sd@o maiores para o pdrtico com apoios engastados
independente do tipo da ligacdo. No caso do portico com bases engastadas, o efeito
dominante € o da plastificacdo dos membros. Isso pode ser comprovado através das
Tabelas 5.8 e 5.9. Nessas tabelas, encontram-se os valores da carga de colapso para os
porticos com bases rotuladas e engastadas, respectivamente. Apresenta-se também a
capacidade média de carga obtida na andlise eldstica realizada para essas estruturas na

Secdo 5.3.2. Esse valor médio foi calculado com base nos resultados obtidos com as

formulacdes SRF-1, SRF-2 e SRF-3.
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Figura 5.40 Trajetérias de equilibrio considerando a ligacdo B

Verifica-se que, para o portico com bases engastadas, as cargas limites obtidas com a
andlise elastica e ineldstica s@o bastante diferentes. Para o pértico com bases rotuladas,
diferentemente, a plastificacio dos membros ndo exerceu influéncia significativa na
andlise. As cargas obtidas na andlise eldstica e ineldstica foram praticamente iguais.
Verifica-se também que, independente do tipo de apoio, quanto mais rigida a ligacdo,

maior € a carga de colapso.
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Figura 5.41 Trajetérias de equilibrio considerando a ligagao C

Tabela 5.8 Cargas limites, em kN, para o pértico com bases rotuladas

Ligaciio Formulacao Chan e Chui Al}élise
AAF-1 AAF-2 (2000) Elastica

A 392.7 395.9 395.9 400.3

B 920.0 907.9 907.4 906.0

C 1090.0 1098.7 1098.7 1098.7

Tabela 5.9 Cargas limites, em kN, para o portico com bases engastadas

Ligacdio Formulacio Chan e Chui AI}élise
AAF-1 AAF-2 (2000) Elastica

A 1740.0 1917.2 1922.3 2843.9

B 1780.0 2028.4 2033.5 3884.8

C 1880.0 2032.8 2033.5 4592.0

Comparando as Figuras 5.39, 5.40 e 5.41 e as tabelas anteriores, percebe-se que a
formulacdo AAF-1 forneceu resultados menores, sendo, portanto, mais conservadora que a
formulacdo AAF-2. Verifica-se ainda que os resultados obtidos com a metodologia AAF-2

foram bastante préximos daqueles obtidos por Chan e Chui (2000).
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A Figura 5.42 ilustra os membros do pdértico com apoios engastados e rotulados e
ligacdo viga-coluna tipo C que perderam rigidez durante a andlise. Sdo exibidos os indices
de plastificacdo desses membros. Os valores, como em exemplos anteriores, sdo fornecidos
no interior do circulo. Apenas os resultados obtidos com a formulacao PHF-2 sdo exibidos.

No pértico com bases rotuladas, pode-se comprovar, como ja observado
anteriormente, que a plastificacdo dos membros tem pouca influéncia na resposta da
estrutura. Assim como ocorreu em um dos problemas analisados neste capitulo, o colapso
da estrutura € associado com a instabilidade ineldstica das colunas, que foi sinalizado pelo

deslocamento no topo da estrutura aumentando demasiadamente.

(© € S, €

(®) % de plastificagio

1 92 1 2

7. 7,
T T

Figura 5.42 Grau de plastificacdo dos membros da estrutura
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Capitulo 6

Formulacao Generalizada para Analise
Dinamica Nao Linear

6.1 Introducao

Se as equagdes diferenciais que regem a fisica de um problema ndo dependem do tempo,
classifica-o como estdtico ou permanente. Caso contrario, ele € dito dindmico ou transiente
e, nessas circunstincias, as forcas de inércia (pela segunda Lei de Newton, iguais ao
produto da massa pela aceleragdo) passam a ser relevantes na sua analise.

Um estudo dinamico diz respeito aos movimentos oscilatérios de um corpo, dotado
de massa e elasticidade, e as forcas a ele associadas. A maioria dos sistemas mecanicos
estd sujeita a certo grau de vibracdo e seu projeto requer, geralmente, a andlise do seu
comportamento oscilatério. Existem duas classes gerais de vibracgdo, a livre e a forcada. A
livre acontece quando um sistema oscila na auséncia da acdo de qualquer forca externa,
depois de ter sido excitada durante curta duragdo. Nesse caso, 0 movimento oscilatorio
recebe contribuicdes de todos os modos de vibracdo inerentes ao sistema. A vibracdo
forcada, diferentemente, ocorre sob a excitacdao de forcas externas. Matematicamente, iSO
aparece como uma nao homegeneidade nas equagdes de movimento. Quando a solicitagao
€ oscilatoria, o sistema vibra na frequéncia da excitagdo. Se essa frequéncia coincide com
uma das frequéncias naturais do sistema, forma-se um estado de ressonancia, podendo
resultar em amplas oscilagdes e causar o colapso de estruturas como, por exemplo,
edificios e pontes. Sendo assim, ¢ de fundamental importancia o célculo das frequéncias

naturais no estudo das vibragdes.



Estruturas sujeitas a excitacdo dindmica estdo permanentemente cedendo energia
para o ambiente. Na auséncia de reposi¢do de energia, a vibracdo do sistema é reduzida
gradualmente. Esse processo caracteriza o amortecimento.

Dependendo das frequéncias de excitacao e da correspondente resposta da estrutura,
classificam-se as andlises em problema de propagacdo de onda, dindmica estrutural ou
quase estitico (Cook et al., 1989). E importante destacar que essa é uma divisdo criada
para facilitar o estudo dos diversos fendmenos fisicos existentes em dinamica das
estruturas, pois, na verdade, o que se observa é uma combinacdo desses casos gerando a
resposta do sistema. Nos problemas de propagacdo de ondas, o carregamento e a resposta
da estrutura sdo ricos em altas frequéncias. Esses problemas geralmente ocorrem, por
exemplo, nas situacoes de impacto e cargas explosivas. Os problemas dinamicos
estruturais, também denominados inerciais, tém as respostas governadas por modos de
baixas frequéncias. O tempo de andlise, nesses casos, € bem maior do que nos problemas
de propagacdo de onda. Os efeitos inerciais no caso de problemas quase estdticos siao
bastante reduzidos devido as baixas frequéncias de excita¢do. Cook et al. (1989) afirmam
que, caso seja conveniente, eles podem ser desprezados e uma andlise estdtica pode ser
realizada, simplificando o processo de solucdo.

Com o avanco observado na tecnologia dos materiais, com o surgimento de acos de
elevada resisténcia, as estruturas estdo mais esbeltas e com vaos cada vez maiores. Isso as
torna, cada vez mais, susceptiveis a problemas de vibracdes excessivas. Sendo assim, a
andlise dinamica, além da estdtica, deve constituir etapa obrigatéria de um projeto
estrutural.

A importancia de se efetuar uma andlise ndo linear e um estudo sobre os efeitos que
alteram o comportamento estrutural foram discutidos nos Capitulos 3 e 4. Foi comprovado
no capitulo anterior, com a andlise estatica de alguns sistemas estruturais, que a capacidade
de transmissdo de momentos das ligacdes semi-rigidas pode alterar significativamente a
resposta estrutural. Com relagdo a andlise dindmica, segundo Chan e Chui (2000), o
comportamento estrutural € consideravelmente mais afetado pelas ligacdes semi-rigidas.
Sendo assim, merecem uma investigacdo cuidadosa. Porém, as pesquisas nesse sentido
ainda sdo relativamente limitadas se comparadas a andlise estdtica. Dentre os trabalhos que
investigam o comportamento de estruturas com ligacdes semi-rigidas submetidas a
excitacdo dindmica podem ser citados: Chan e Ho (1994), Lui e Lopes (1997), Xu e Zhang
(2001), Soares Filho (2002), Sophianopoulos (2003), Calado (2003), Galvao (2004), da
Silva et al. (2008) e Mata et al. (2008).
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Neste capitulo, que trata da metodologia usada na andlise dindmica de estruturas
reticuladas planas, os efeitos decorrentes da ndo linearidade geométrica e da inelasticidade
das ligacdes semi-rigidas entre os membros estruturais podem ser considerados.
Inicialmente, na Secdo 6.2, a formulacdo adotada nessa andlise serd desenvolvida. A
equacdo bdsica que governa o movimento do sistema estrutural e a sua discretizacdo,
usando o Método dos Elementos Finitos, serdo abordados. Na sec@o seguinte, menciona-se
a importancia de se realizar a andlise de vibracdo livre de uma estrutura previamente
carregada e o processo a ser seguido nesse caso serd estabelecido. Para a andlise transiente,
o estudo na Se¢do 6.4 comeca com uma discussdo geral sobre os métodos numéricos de
integracdo direta. Em seguida, a estratégia desenvolvida para solu¢do do problema ndo
linear é mostrada. Ainda nessa se¢do, apresenta-se o modelo usado para simular o
comportamento histerético da ligacdo. Adicionalmente, alguns comentdrios referentes a
técnica de selecdo automdtica do incremento do intervalo de tempo serdo feitos.
Finalizando o capitulo, na Secdo 6.5, tem-se o procedimento adotado para se obter a
relac@o nao linear entre a frequéncia de vibracao livre e a amplitude da resposta dinamica.

A verificacdo e a validag¢do dos algoritmos de solug@o propostos e implementados no
sistema computacional serdo feitas no proximo capitulo com a anédlise de vibragdo livre e

transiente de alguns sistemas estruturais.

6.2 Formulacio Generalizada

O elemento finito usado para modelar o sistema estrutural na anélise dinamica refere-se ao
elemento reticulado plano de viga-coluna com pontos nodais i e j exibido na Figura 6.1.
Trata-se do mesmo elemento finito adotado para a andlise estitica. A consideracdo da
flexibilidade da ligacdo € possivel com o uso de molas ficticias, de rigidez rotacional S,
nas extremidades dos membros. Apenas a deformacgdo rotacional dos elementos de mola é
considerada. Cabe enfatizar novamente que os elementos de ligacdo sdo fisicamente
fixados as extremidades do elemento de viga-coluna, respeitando-se as condi¢des de
equilibrio e compatibilidade. O estudo completo sobre tal elemento foi abordado na Secao
4.4 do Capitulo 4. As forcas e os deslocamentos nodais do elemento finito estio ilustrados
na Figura 6.1.

Na modelagem do sistema estrutural, assume-se que os elementos sdo inicialmente
retos e prismaticos e suas secOes transversais permanecem planas apds a deformacdo. As

tensoes e deformacdes do membro sdo assumidas pequenas, de forma que nao ultrapassem
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o limite elastico do material. Entretanto, grandes deslocamentos e rotagdes de corpo rigido

sdo permitidos.

6.2.1 Equacoes Basicas

A equacdo de equilibrio que governa a resposta dindmica de um sistema estrutural pode ser
obtida através do Principio dos Trabalhos Virtuais ou do Principio dos Deslocamentos
Virtuais. Considerando que o sistema estrutural esteja submetido, além das tensdes
restauradoras provocadas pela deformagdo da estrutura e das forcas externas, as forgas
inerciais e dissipativas, obtém-se a equacao de equilibrio para um elemento desse sistema,
num instante 7+ At. Essa relacdo pode ser expressa como (Zienkiewicz e Taylor, 1991;

Lewandovski, 1997a):

j TZJSSZ]dV + j pddede + j ]J,ddede = Sdkaek (61)
IV fv tV

onde T; representa o tensor de Cauchy em equilibrio com a excitagao externa f,; 6€; sdo as
componentes de deformagdes virtuais de Green-Lagrange correspondentes aos
deslocamentos arbitrarios e cinematicamente compativeis com as condi¢des de contorno,
ddy; p é a densidade ou a massa volumétrica (massa por unidade de volume), e 1L é o
coeficiente de amortecimento viscoso do material. Para se determinar as configuracdes dos
corpos em ¢ + At, serd utilizado o referencial Lagrangiano atualizado. Nesse caso, toma-se
como referéncia para a andlise a configuracao de equilibrio no instante 7.

O Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece que, se a uma estrutura deformével,
em equilibrio e submetida a um carregamento externo, € imposta uma pequena deformacgao
virtual, o trabalho realizado pelas forcas externas € igual ao trabalho virtual produzido
pelas forcas internas ou tensdes resultantes. Esse principio € obtido a partir da defini¢dao de
deslocamento virtual. Nesse sentido, se um deslocamento virtual for imposto em um corpo
onde atua um conjunto de for¢as em equilibrio estdtico, o trabalho virtual realizado pelas
forcas deve ser nulo durante o deslocamento. Essa afirmacao é conhecida como o Principio
dos Deslocamentos Virtuais. O primeiro membro da equagdo anterior refere-se ao trabalho
total interno, incluindo os efeitos das forcas internas, das forcas inerciais, que sdo
dependentes da aceleracdo, e das for¢as de amortecimento, funcdo da velocidade. Ja a

segunda parcela refere-se ao trabalho realizado pelas forgcas externas.
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Sistema Estrutural

7 7 N
Elementos de mola ficticios /
1 (efeitos da flexibilidade da ligacdo ) ]7 '/
LS, : aati
Sei Elemento de viga-coluna S¢i

(ndo linearidade geométrica)

Figura 6.1 Elemento finito adotado

As componentes cartesianas do tensor de Green-Lagrange para as deformacdes
podem ser expressas através das componentes dos deslocamentos incrementais,

Ad; (i=1,2), de acordo com a seguinte equacao:

eij = eij +T|l] (62)

na qual e; e m; sdo, respectivamente, as parcelas linear e ndo linear do tensor definidas

CcOomao:
La  ta
6 =5 (i *d5i) (6.3)
1
My =7 ki, j (6.4)

Considerando as relacoes (6.2)-(6.4) tem-se:

88,-]- = Sel-j +5n,-j (6.5)
sendo:

8¢ :%(Sdi,j +8d) (6:6)

on; :%(dk’i&lk, [ +3dy dy ;) 6.7)
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6.2.2 Discretizacao do Sistema Estrutural

Seguindo o procedimento usual do Método dos Elementos Finitos e, de acordo com o que
foi apresentado no Capitulo 3, tem-se que os deslocamentos de um ponto qualquer ao
longo do eixo do elemento de viga-coluna podem ser relacionados aos deslocamentos

nodais usando as funcdes de interpolacio, ou seja,
d(x,1)=H(x)u(r) (6.8)

onde d” ={u v 8} representa os deslocamentos de um ponto situado a uma distancia x da
extremidade esquerda do elemento de viga-coluna como mostra a Figura 6.2; H € a matriz
que contém as funcdes de interpolacio, e u’ :{”i v O;ujv; 6 j} ¢ o vetor de

deslocamentos nodais do elemento.

XAk 0~ N N = o \
' Vi\ /
P, uVéi/x "

Mi’ ei \/

\

Figura 6.2 Deslocamentos e for¢as nodais do elemento de viga-coluna

Como os vetores d e u sdo dependentes da varidvel tempo, derivando (6.8) em

relacdo a essa varidvel, encontram-se as seguintes expressoes:

d(x,r)=H(x)i(r) (6.9)

d(x,)=H(x)ii(r) (6.10)

Para as deformagdes, escreve-se o tensor de Green-Lagrange, baseando-se na

Equagdo (6.2), como:

e=e+n 6.11)

onde e e M sdo associados com os deslocamentos nodais incrementais através das relagdes:
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e=B,u (6.12a)
n=B,u (6.12b)

sendo B; a matriz que descreve a relagdo entre deformacdo e deslocamento, considerando
pequenas deformacdes e deslocamentos infinitesimais. Seus elementos sdo definidos a
partir da matriz H. A matriz deformacdo-deslocamento B,;, além de depender de H, ¢é
funcdo também dos deslocamentos nodais.

Sendo assim, as componentes incrementais do tensor de Green-Lagrange podem ser

estabelecidas em fun¢do dos deslocamentos nodais como:

Substituindo as relacdes (6.8)-(6.10) e (6.13) em (6.1) e colocando os deslocamentos

virtuais em evidéncia, é possivel chegar a equacdo:

Su” ( [ BrGav +( [ HTpHdvj6ﬁ+( [ HTquVj&i—fej =0 (6.14)
y y y

que € satisfeita, uma vez que os deslocamentos nodais, ou, sdo arbitrarios, ou seja, nao

todos nulos, se a seguinte igualdade for satisfeita:

[ BToav +( [ HTpHde?)iH( [ HTquVj&'l—fe =0 (6.15)
y y y

Essa expressdo (6.15) fornece a equacdo de movimento no sistema local de

coordenadas para o elemento finito de viga-coluna e pode ser escrita na forma matricial

comao.:
M,i+Cu+f, =f, (6.16)

na qual u e u sdo, respectivamente, o vetor de aceleracdes e velocidades nodais, f,
representa o vetor de cargas externas e f;, o vetor de forgas internas. Esse dltimo é obtido
de forma incremental usando alguma das formulagdes que consideram os efeitos de
segunda ordem e/ou da flexibilidade da ligacdo estudadas no Capitulo 4. Os termos M, e
C. sdo, respectivamente, as matrizes de massa e de amortecimento do elemento finito

adotado definidas, comparando (6.15) e (6.16), como:
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M, = [ HTpHdV (6.17)
vy

C, = [ H'uHaVv (6.18)
v

Algumas consideragdes referentes a matriz de massa e o processo de obtencao dessa
matriz para o elemento de viga-coluna com liga¢des semi-rigidas nas extremidades serd
apresentado na préxima sec¢ao.

Segundo Kuhl e Crisfield (1999), dificuldades na avaliacdo e geracdo de parametros
associados a matriz de amortecimento, devido a auséncia de informacdes relacionadas aos
mecanismos de amortecimento das estruturas, fazem com que, em geral, ndo sejam
consideradas as forcas de amortecimento do sistema. Neste trabalho, tal matriz é
estabelecida como sendo uma combinacdo linear das matrizes de massa e rigidez, escrita

comao.:
C, =M, +1L,K, (6.19)

sendo U e Wy os coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh.

O amortecimento de Rayleigh, representado pela Equacdo (6.19), leva a seguinte
relacdo entre taxa modal de amortecimento, &, e frequéncia, ® (Clough e Penzien, 1993;
Wilson, 2002):

1 0)
_ 2 6.20
E=u 20 2] > (6.20)

que ¢ ilustrada na Figura 6.3. Sdo representados também os aspectos das curvas
considerando um amortecimento proporcional apenas a massa e a rigidez do sistema

estrutural.
Os termos |1, e W, podem ser obtidos considerando duas taxas de amortecimento, &,
e &,, referentes a duas frequéncias (modos) distintas, ®,, e ®,, € resolvendo o seguinte

sistema de equacoes:

(6.21)

——
g Yy
S 3
H_J
Il
o | =
se‘“‘
e 3
f_JH
T T
%,_/

1
w}’l
Procedendo dessa forma, chega-se a:
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(O] (V)

{1
=g—mhl ] (6.22)
{“2 00,2;1 07 o o S

Usualmente, admite-se o mesmo coeficiente de amortecimento para ambas as
frequéncias, ou seja, &,=&,=&. Nesse caso, os fatores de proporcionalidade sdo

encontrados usando a forma simplificada da Equagao (6.22), dada por:

E_, A
Proporcional a massa e a rigidez
- &= 1= Hzm
.l 2(0 2
N e Proporcional a rigidez
|
\ - e M
: : \‘4</V HIZO’&:%O‘)
|
1 i __» Proporcional & massa
| e ul
| . =0: 71
1 | Hy=0:5 20
| : > ®
0) w,

Figura 6.3 Relagio entre a taxa de amortecimento, &, e a frequéncia, ®

p‘l _ 2& (Om(on (6 23)
L o +o, | 1 '

De acordo com Clough e Penzien (1993), é recomendado que uma das frequéncias
usadas para obtencdo dos coeficientes de Rayleigh seja a frequéncia fundamental do
sistema estrutural.

Quando o sistema analisado apresenta regides constituidas de materiais com
propriedades distintas, Bathe (1996) recomenda que os coeficientes de Rayleigh sejam
diferentes para cada uma dessas partes.

A matriz de massa, representada pela Equagdo (6.17), é definida no sistema local de
coordenadas e deve ser transformada para o referencial global. A transformacdo da matriz

de massa € feita mediante a equacao:

M, =R"M,R (6.24)
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onde R € a matriz de rotacdo entre os dois sistemas definida através da Equacgdo (4.84), e
M., representa a matriz de massa do elemento no sistema global de coordenadas.

A matriz de amortecimento € obtida diretamente usando a relacdo (6.19), porém,
considerando as matrizes de massa e rigidez ja definidas no sistema global. A
transformagdo do vetor de forcas internas, f;, para o sistema global é comentada no
Capitulo 4.

Em seguida, considerando a contribui¢do de todos os elementos finitos usados na
discretizagdo, chega-se a equacao geral de equilibrio que governa a resposta dindmica nao

linear do sistema estrutural:

MU+CU+F, =F

ext

(6.25)

na qual M, C e F; representam, respectivamente, a matriz de massa, de amortecimento e o
vetor de forcas internas do sistema estrutural. No segundo membro da equacdo, F,,, indica
o vetor de forcgas externas.

Algumas consideracdes referentes a montagem da matriz de massa sdo feitas na

secdo seguinte.

6.2.3 Matriz de Massa

A matriz de massa calculada através da Equacdo (6.17) para o elemento de viga-coluna
convencional, ou seja, com a hip6tese de ligacdes perfeitamente rigidas, é referida como

matriz de massa consistente. Essa matriz € simétrica e definida como:

[140 0 0 70 0 0
156 22L 0 54 -13L
_PAL 412 0 13L 312 (6.26)
¢ 420 140 0 0
sim. 156 -22L
L 4L2 .

sendo A a adrea da secdo transversal e L o comprimento do elemento. O parametro p, ja
definido anteriormente, representa a massa volumétrica (massa por unidade de volume).
Outro modelo bastante simples é o da massa concentrada (lumped mass model).
Nesse caso, toda a massa dos elementos € transferida diretamente para seus nds e a matriz
resultante é diagonal. Para o elemento de viga-coluna adotado neste trabalho, os termos,

Me(k k), N30 nulos dessa matriz sdo (Chopra, 1995):
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pPAL

Me(1) = Me(2,2) T Me(4.4) T Me(5,5) =5 (6.27a)
_ _pAD
Me(33) =Me(66) T oy (6.27b)

A matriz de massa consistente do elemento de viga-coluna com ligacdes semi-rigidas
¢ determinada seguindo a metodologia proposta por Chan e Chui (1997; 2000). De acordo
com esses autores, a funcdo que descreve o campo de deslocamento transversal, v, para o

elemento de viga-coluna convencional pode ser definida, na forma incremental, como:
Av(x)=A)+ Ax+Ax2 + A x3 (6.28)

na qual os coeficientes Ag, Aj, A, e A3 s@o determinados considerando as seguintes

condi¢des de contorno:

Emx=0: Av=Av ¢ P2 = np,, (6.29a)
dx
dAv

Emx=L: Av= Avj e I = Aij (6.29b)

onde Av; e Av; sdo, respectivamente, os deslocamentos verticais incrementais dos nés i € j,
e ABy; e ABy; sdo as rotagdes desses mesmos nés como exibido na Figura 6.4.
Substituindo os coeficientes obtidos na Equacdo (6.28), encontra-se a expressdo que

define o campo de deslocamentos transversais do elemento de viga-coluna:

A8, Av,
Av(x)=[ H2H,L —H%HIL]{ AGZ’}+[(3—2H1)H1 (3—2H2)H2]{ Av’} (6.30)
]

Vi

com, Hi=1—-x/Le Hy=x/L.

Para introduzir o efeito da flexibilidade da ligacdo na func¢do anterior, a Equacdo
(4.125) apresentada no Capitulo 4, que relaciona as rotagdes nodais do elemento de viga-
coluna e as rotacdes nas extremidades do elemento de ligacdo, é considerada. A partir

dessa equacgao, pode-se escrever:
-1
{Aebl} _ SCi + k(3‘3) k(3,6) |:S(,‘l 0 :|{Aea} (6 3 1)
Ay, k Sei + k(m 0 S ||A6

(6,3)
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Figura 6.4 Deslocamentos nodais do elemento na configuracdo deformada

na qual kz3 =kee=4ElI/L e k3e=ke3=2EI/L. Os parametros S. e S definem as
rigidezes das ligagcdes nas extremidades i e j do elemento, respectivamente. Os modelos
matemadticos usados na descricio do comportamento momento-rotacdo da ligacdo e
capazes de definir os pardmetros S; e S.; durante a andlise estdo descritos no Apéndice B.
Usando a relagdo (4.130) em (6.31) e substituindo a expressdo resultante em (6.30),
chega-se, finalmente, a funcdo que descreve o campo de deslocamentos transversais para o

elemento de viga com liga¢des semi-rigidas:

S+ k
Cl S O
— 2 172 (33) (3,6) ci
AV(X) [H1H2L H2H1L] k S.+k {0 SC]}
(6,3) J (6,6)
A Ay, (6.32a)
/L 1 —1/L 07|48, A6,
L/L 0 -1/L 1} Av, +[(3-2H,)H, 0 (3-2H,)H, 0] oY,
Ab; A,

que pode ser escrita numa forma simplificada como:

(6.32b)

na qual H* € a matriz que contém as funcdes de interpolacdo para o elemento de viga-
coluna com liga¢des semi-rigidas.
Os elementos da matriz de massa, que sofrem a influéncia da rigidez da ligacdo, sdao

encontrados usando essa nova matriz, H*, ao invés de H na Equacdo (6.17). Os demais
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termos sdo idénticos ao da matriz de massa para o elemento de viga-coluna convencional

indicada na Equacdo (6.26).

6.3 Analise de Vibracao Livre da Estrutura Pré-Carregada

As frequéncias naturais sdo propriedades inerentes ao sistema estrutural e dependem da sua
distribuicdo de massa e rigidez. Os modos de vibragdo descrevem as configuracdes
assumidas pelo sistema em vibracdo livre sob determinadas frequéncias naturais. Eles ndo
possuem qualquer relacdo com a amplitude das oscilagdes e a cada modo estd associada
uma frequéncia natural.

Em geral, os sistemas estruturais estdo sujeitos a certo grau de amortecimento
decorrente da perda de energia pelo atrito, ar e outras resisténcias. Se o amortecimento é
fraco, a sua influéncia torna-se muito pequena e, geralmente, nao € considerada no calculo
das frequéncias naturais. O amortecimento, entretanto, é de grande importancia ao limitar a
amplitude de oscilagdo na ressonancia.

A andlise das frequéncias € fundamental no estudo da estabilidade de sistemas
estruturais com trajetérias de equilibrio fortemente ndo lineares. Sabe-se, pelo critério
dindmico de estabilidade que, se uma configuraciao de equilibrio apresenta pelo menos uma
das frequéncias com valor imagindrio, ela € instivel. Havendo uma frequéncia nula, o
equilibrio € indiferente ou critico. Caso contrdrio, a configuracdo é considerada estdvel
(Bazant e Cedolin, 1991).

Desprezando o efeito do amortecimento, a equacdo de movimento do sistema

estrutural em vibracgao livre € definida, a partir de (6.25), como:
MU+KU=0 (6.33)

Nessas condi¢Oes, supde-se que uma frequéncia natural fard cada ponto da estrutura
executar um movimento harmoénico em relagdo a uma posi¢do de equilibrio estdtico. Todos
0s pontos passam por essa posi¢cao a0 mesmo tempo e atingem um maximo também em um

mesmo instante (amplitude do movimento). Dessa forma, admitindo-se a resposta:
U=¢ sen(wr) (6.34)

obtém-se a equacdo caracteristica do problema, que pode ser escrita, na forma de um

problema de autovalor generalizado, como:
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(K-—o2M) =0 (6.35)

na qual ®” ¢ o autovalor, que representa uma frequéncia natural de vibracao do sistema, em
rad/s, ao quadrado; e ¢ é o autovetor correspondente, chamado modo de vibracdo, que
contém as amplitudes do movimento associadas aos graus de liberdade nodais da estrutura.
Vale informar que o nimero de modos de vibragdo € igual ao nimero de graus de liberdade
do sistema estrutural.

Para que o sistema de equagdes (6.35) admita solugdo diferente da trivial (¢ =0), é

necessario que a seguinte equacgao seja satisfeita:
K-M|=0 (6.36)

O desenvolvimento da expressdo anterior fornece um polindmio caracteristico cujas
raizes definem as frequéncias de vibracdo do sistema estrutural. Com cada uma dessas
frequéncias, obtém-se os correspondentes modos de vibragdo usando (6.35). Entretanto,
para sistemas com elevado nimero de graus de liberdade, essa forma de se resolver o
problema de autovalor ndo € eficiente. Na literatura, podem ser encontrados algoritmos
computacionais capazes de resolver o problema de autovalor e fornecer, de uma sé vez,
todas as frequéncias naturais e modos de vibracdo. Aqui, usa-se o método de Jacobi
(Brebbia e Ferrante, 1986).

Neste trabalho, a influéncia do pré-carregamento estatico nos modos e frequéncias de
vibracdo de um sistema estrutural € estudada. Porém, como se consideram os efeitos da nao
linearidade geométrica e da flexibilidade da liga¢do no estudo, a solu¢do para a Equagdo
(6.35) ndo pode ser obtida diretamente. Isso porque a matriz de rigidez do sistema
estrutural € ndo linear devido a alteracdes na geometria estrutural e na rigidez da ligacao.
Nesse caso, € necessario, antes de determinar as frequéncias naturais, conhecer a
configuragdo de equilibrio estitico desse sistema para um determinado nivel de
carregamento. Assim, apds seguir o procedimento descrito no Capitulo 3 para obtengdo
dessa configuragdo, avalia-se a matriz de rigidez e de massa e, através do método de Jacobi
(Brebbia e Ferrante, 1986), determinam-se as frequéncias naturais e os correspondentes
modos de vibracao.

As etapas a serem seguidas no processo de cdlculo resumido no pardgrafo anterior
sdo detalhadas na Tabela 6.1. Observa-se que é realizado o procedimento incremental-

iterativo para resolver o problema estatico ndo linear e, ao final do ciclo iterativo e apds ter
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sido estabelecido o equilibrio do sistema, € feita a andlise de vibracdo. Informacdes
referentes a andlise estdtica podem ser encontradas nos Capitulos 3 e 4 deste trabalho.

Cabe destacar que o efeito do pré-carregamento estatico na estabilidade dindmica de
estruturas € discutido em vadrios trabalhos, entre eles, Simitses (1983; 1990), Gongalves
(1994), Zeinoddini et al. (1999), Wu e Thompson (1999), Galvao (2004) e Machado e
Cortinez (2007).

6.4 Analise Transiente Nao Linear

O objetivo desta secdo é descrever a metodologia usada na obtencdo da resposta transiente
ndo linear do sistema estrutural. O algoritmo usado na implementacdo computacional dessa
técnica é também descrito. As caracteristicas dos métodos encontrados na literatura para
integracdo das equagdes de movimento e da estratégia adaptativa para selecdo automatica
do intervalo de tempo considerada na andlise serdo apresentadas. Ao final, estuda-se o

modelo adotado na simulagdo do comportamento histerético da ligacao.

6.4.1 Consideracoes sobre os Métodos de Integracao Direta

A formulacdo matemadtica utilizada na andlise dindmica estrutural é baseada em equacdes
diferenciais parciais, tendo como varidveis o tempo e o espaco. A importancia da aplicacdo
dos métodos numéricos na solu¢do de um problema estrutural, incorporando o tratamento
de efeitos dindmicos e ndo lineares, € indiscutivel e sua utilizagdo vem crescendo nos
dltimos anos. A primeira etapa para a utilizacdo desses métodos na obtencao da resposta é
a discretizacdo das equagOes diferenciais parciais no espaco, semi-dicretizagdo, € no
tempo. Com o Método dos Elementos Finitos essas equagdes sdo transformadas em um
sistema de equacOes diferenciais ordindrias. Esse procedimento foi apresentado na Secdo
6.2. Em seguida, elas devem ser discretizadas e integradas no tempo através da utilizacio
de um algoritmo de integracdo. Vérias técnicas estdo disponiveis na literatura, possuindo,
cada uma, particularidades que as tornam mais adequadas a certos tipos de problemas.
Entretanto, de um modo geral, se classificam em implicitas e explicitas.

Os algoritmos explicitos sdo aqueles no qual a varidvel bésica, X, no instante atual,
t+ Atf, é determinada conhecendo a sua histéria e de suas derivadas nos instantes
anteriores. Algumas condic¢des de equilibrio no instante # devem ser satisfeitas para calculo

dessa incOgnita. Essa defini¢cdo pode ser expressa pela relagdo:
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Tabela 6.1 Estratégia numérica para andlise de vibragdo da estrutura pré-carregada

1. Dados gerais: geometria, materiais, comportamento das ligacdes semi-rigidas, entre
outros

2. Define o vetor de cargas nodais de referéncia, F,, que estabelece a direcao do
carregamento externo aplicado

3. Consideram-se os deslocamentos e o pardmetro de carga na ultima configuracdo de
equilibrio conhecida, #: ‘U e A

4. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: A\’ e AU"

4a. Monta-se a matriz de rigidez tangente: K = f(U, P, S,)
4b. Resolve: U, =K 'F,

4c. Define AL’ usando uma estratégia de incremento de carga
4d. Determina: AU’ = AA°8U,

4e. Atualiza as varidveis na configuracio ¢ + At
(I‘+At)7\' — t}\/ + A;\,O e (1‘+AI‘)U — I‘U + AUO

5. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2,3,...

5a. Avalia o vetor de forgas internas: "+ F*-D = 'F, + KAU*~Y

5b. Calcula o vetor de forgas residuais: gk = (+A)) k=D __ (eA) plk=)
Sc. Verifica a convergéncia
SIM (Critério de forgas): Pare o processo iterativo e siga para o item 5j
5d. Se Newton-Raphson padrao, atualiza a matriz de rigidez tangente K
5e. Obtém a corregdo do pardmetro de carga, SA', usando uma estratégia de iterago

5f. Determina o vetor de correcdo dos deslocamentos nodais: SU* = SU’; + 80k SUIf , com:

SUI; = K &-D g(k—l) e 5U/r€ = K k-D Fr
Sg. Verifica a convergéncia:
SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 5j
SIM (Critério de forgas e deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o
item 5j, apenas se houve a convergéncia no item 5c
5h. Atualiza o parAmetro de carga, A, e o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: AN = AN®Y + §0F e AU* = AU + SU*
b) Total: "\ = A + AN e UK = U + AU
5i. Retorna ao passo 5
5j. Determina as frequéncias naturais e os correspondentes modos de vibragdo
a) Atualiza a matriz de rigidez tangente K e a matriz de massa M
b) Decompde a matriz M usando o método de Cholesky: M = S'S
c) Obtém a matriz A = (§')’KS™
d) Resolve o problema de autovalor padréo resultante AX=AX usando o método de
Jacobi (Brebbia e Ferrante, 1986) obtendo os autovalores (%) e os
correspondentes autovetores

6. Atualiza a varidvel S, e outras que forem necessarias

7. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 4
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X(I+At) - f(Xt’Xt’Xt’X(t—At)’X(t—At)"") (6.37)

Nos algoritmos implicitos, além de depender da histéria ao longo de tempos
passados, a varidvel X € fungdo de seu proprio valor e de suas derivadas no tempo atual.
Portanto, para sua determinagdo, condi¢des de equilibrio no instante ¢+ At devem ser

respeitadas. Essa defini¢do pode ser resumida na relacao:
X = F (Xran Xoan Xiran X X107) (6.38)

Sabe-se que a integracdo numérica eficiente das equacdes de movimento por um
longo periodo de tempo € uma necessidade na andlise de sistemas ndo lineares. Trés
caracteristicas importantes para um método numérico sdo destacadas em Chopra (1995). A
primeira refere-se a convergéncia. Nesse caso, diminuindo o incremento de tempo a
solucdo deve aproximar-se da exata. A resposta numérica deve ser estivel na presenca de
erros de arredondamento em virtude do elevado ndmero de operagdes realizadas. E,
encerrando, a terceira delas diz respeito a precisdo, ou seja, os resultados devem ser
suficientemente proximos da solu¢do exata.

De acordo com Zienkiewicz e Morgan (1983), em problemas de propagacio de onda,
o intervalo de tempo necessdrio para uma integracao precisa das frequéncias existentes na
resposta do sistema € equivalente ou menor que o necessdrio para a garantia da
estabilidade. Nesses casos, os algoritmos explicitos tornam-se mais adequados. Em
problemas ndo lineares, o valor critico para o intervalo de tempo € varidvel com o tempo,
j4 que depende da méxima frequéncia natural do sistema, que se modifica ao longo da
andlise.

Para os problemas de dindmica estrutural, os algoritmos implicitos apresentam
melhor performance que os explicitos segundo Cook et al. (1989). Essa constatacdo deve-
se especialmente ao fato de que nesses casos hd maior interesse na integracdo das
frequéncias mais baixas, permitindo, para os algoritmos implicitos, o uso de intervalos de
tempo maiores. Porém, o uso dessas técnicas implica na necessidade da montagem da
matriz de rigidez tangente da estrutura o que, para determinados problemas nao lineares,
pode apresentar dificuldades para geracdo, a exemplo dos problemas de contato e dos que
envolvem o atrito.

Bathe (1996) sugere a seguinte relagdo entre o intervalo de tempo, At, € a mdxima

frequéncia de vibracdo do sistema, My
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At<Ar, = 2z (6.39)

@

sendo Af,, o intervalo de tempo critico.

Quanto a estabilidade do processo de integracdo, os algoritmos explicitos apresentam
uma restricdo ao valor do incremento de tempo méaximo usado na andlise ndo linear. Essa
estabilidade condicional pode levar a pequenos valores para o intervalo de tempo. Através
da Equacdo (6.39), verifica-se que o valor critico para o intervalo de tempo € inversamente
proporcional 2 maxima frequéncia natural do sistema discreto, independente do tipo de
solicitacdo aplicada a estrutura. Portanto, em problemas quase estiticos ou de dinamica
estrutural, os métodos explicitos tornam-se pouco eficazes, ja que o intervalo critico € bem
menor que o necessdrio para uma integracdo razoavelmente precisa dos modos solicitados.

Algoritmos de integracdo direta, explicitos e implicitos, sdo amplamente
apresentados na literatura. Destacam-se aqui, além de livros sobre elementos finitos tais
como Bathe (1996) e Cook et al. (1989), os trabalhos realizados por Dokainish e Subbaraj
(1989) e Subbaraj e Dokainish (1989) em que foram apresentados aspectos referentes a
estabilidade dos métodos de integracdo explicitos e implicitos, entre eles, Diferenca
Central, Runge-Kutta, Newmark, Houbolt e Wilson-6. Os algoritmos computacionais para
implementacdo dos métodos na andlise estrutural linear e ndo linear sdo mostrados nos dois
trabalhos. Um método de integracdo no dominio do tempo, de passo Unico, para resolver
problemas de dindmica estrutural, denominado Método Generalizado, foi desenvolvido por
Modak e Sotelino (2002). Foi mostrado que métodos cldssicos, entre eles, Newmark,
Wilson-0, Colocacdo, HHT-a e Generalizado-o¢ podem ser obtidos a partir da
generalizacdo proposta. O método foi obtido através de aproximacgdes em série de Taylor
do deslocamento, velocidade e aceleracdo entre dois instantes de tempo. Em 1984,
Zienkiewicz et al. (1984), utilizando o método dos residuos ponderados, também
generalizaram os métodos de passo unico através dos algoritmos SSpj (“Single Step
algorithms”).

Nos ultimos anos, tentando eliminar as altas frequéncias da resposta dinamica, tém-
se pesquisado algoritmos com dissipacdo numérica controlada. A principal dificuldade no
desenvolvimento desses algoritmos estd na definicdo do amortecimento numérico nas altas
frequéncias sem introduzir um excessivo amortecimento em importantes modos de
vibracdo de baixas frequéncias. Para contornar esse problema vdarios métodos foram

propostos com as caracteristicas: estabilidade incondicional, dissipativo e precisdo de
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segunda ordem. Entre eles destacam-se os métodos: Wilson-0 (Wilson et al, 1973), o
método aH-Newmark (Hilber e Hughes, 1978), o método aB-Newmark (Wood et al.,
1980), Houbolt (Houbolt, 1950), HHT-o (Hilber et al., 1977), a-generalizado (Hulbert e
Chung, 1996), entre outros.

Para a andlise dindmica ndo linear de estruturas, os métodos mais convenientes e,
portanto, mais utilizados, sdo os métodos de integracdo implicitos, em particular os da
familia de integradores temporais de Newmark (Chan e Chui, 2000). No entanto, o0 método
de Newmark (Newmark, 1959) ndo é dissipativo, ou seja, ndo tem a capacidade de
amortecer frequéncias mais altas ou espurias.

Diversos procedimentos, adotados com frequéncia no desenvolvimento e na
utilizagdo de programas para andlise dindmica estrutural, interferem diretamente no
desempenho computacional dos algoritmos. Um deles diz respeito a escolha de um
determinado incremento de tempo, Atf, no inicio da simulagdo e a manuteng¢do desse
mesmo valor durante toda a andlise. A defini¢do no inicio da andlise, que, em geral, € feita
com base na experiéncia do analista, pode ndo s6 afetar o desempenho computacional do
algoritmo, como também a qualidade da resposta obtida. No caso particular de se utilizar
algoritmos explicitos, que t€ém o incremento de tempo controlado pela estabilidade do
método, € necessdria a utilizagdo de um incremento maximo com o qual o algoritmo possa
convergir para a solucdo. Esse problema torna-se ainda mais importante nos casos onde
existam grandes variacdes nas condi¢des de contorno e na geometria da estrutura (grandes
deslocamentos). Nessas situagdes, a resposta obtida também sofre grandes variacdes e a
utilizagdo de um processo adaptativo para o incremento de tempo seria indicada.

Para minimizar esses problemas sdo utilizados procedimentos adaptativos para
calculo automatico do incremento de tempo que, em geral, baseiam-se nas solu¢des obtidas
nos passos anteriores. Tais procedimentos podem refinar ou aumentar automaticamente o
incremento, sempre buscando um valor otimizado, levando-se em considera¢io a precisao

e a estabilidade do método.

6.4.2 Solucao do Problema Transiente

Neste trabalho, o procedimento incremental e iterativo que combina o método implicito
classico de Newmark (Newmark, 1959) com a técnica de Newton-Raphson sdo adotados

na solu¢do do problema transiente ndo linear representado pela Equacgdo (6.25). As
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equacgdes bdsicas do método de Newmark, usado para integracdo direta das equagdes de
movimento, serdo apresentadas a partir de agora.
A técnica baseia-se na expansdo em série de Taylor, que fornece uma aproximagao

para os deslocamentos e velocidades, no instante ¢ + At, ou seja:

A2 .. AP ... A ..

U, p) = U, +A7U, + S Ut U Ut (6.40a)
. . A2 e AB e
U(t+At):Ut+AtUt+7Ut+?Ut+“. (6.40b)

A partir dessas equacdes, Newmark desprezou os termos de quarta ordem ou

superiores e as reescreveu da seguinte forma:

. A2 ..
U(HN) =U, + AU, +7Ut + BAt3Ut (6.41a)

U, n = U, + A0, + 74220, (6.41b)

na qual y e B sdo os parAmetros caracteristicos dessa técnica. Os valores desses coeficientes
determinam a eficiéncia e a estabilidade do método. Paray= 1/2 e B = 1/6 tem-se o método
da aceleracdo linear. Como o préprio nome sugere, considera-se que a aceleragdo varia
linearmente no intervalo de tempo entre os instantes #; e £, como mostra a Figura 6.5. Com

essa hipotese, pode-se escrever:

1

U, = E(U(H a-U) (6.42)

As equacdes padroes do método de Newmark, encontradas substituindo (6.42) nas

relagdes (6.41a) e (6.41b), sdo definidas através das expressoes:

. 1 . .
U(1+At) =U, + AU, + At? {(E—B) U, + BU(I+AI):| (6.43a)
U(t+At) =0, +At[(l_7) U, +'YU(;+AI)] (6.43b)

Usando (6.43a) encontra-se o vetor de aceleragdes. A equagdo que o define € escrita

Ccomo:

1 ..

.. . 1
U(I+At) - BAL2 (U(t+Az) —U, -Ad, ) _[2_13_1) U, (6.44)
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Figura 6.5 Equacdes de movimento considerando a aceleragcdo com variagao linear

Com esse resultado, a Equacgdo (6.43b) € reescrita como:

. o .. Y . 1
Uiny =0, +A{(1—y) U, +BA7(U(” an— U, —AU,) —y(z—ﬁ—lﬂ (6.45)

Para que deslocamentos, velocidades e aceleracdoes sejam conhecidos no instante
t + At, € necessdrio que as equacdes de equilibrio dindmico (6.25) sejam satisfeitas nesse

mesmo instante, ou seja,

MU(z+At) + CU(t+At) +Fi(t+At) = (HAI)}‘Fr (6.46)

sendo F, o vetor que define a dire¢do e o sentido do carregamento externo, € A é o
parametro de carga que estabelece a intensidade desse vetor no instante considerado.

A substitui¢do das relacdes (6.44) e (6.45) em (6.46) estabelece o equilibrio dinamico
do sistema estrutural em ¢ + At em fun¢do da varidvel deslocamento nesse mesmo instante.

Assim, o sistema de equacdes € definido como:

! Y 1 1. (1 .
—M+—C+K |U =M|—~U,+—U, +| --1|U, |+
{BAtz BA? } (1+Ar) {BAIZ t BA? t (ZB j z}

C[&Ui +(E_1JUI +At(2—6— jUI}+ (HADAF

(6.47)
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que, numa forma simplificada, € escrito como:

KU(z+Az) =F (6.48)

sendo K e F, respectivamente, a matriz de rigidez e o vetor de forcas efetivos, expressos

através das seguintes equagoes:

R=—" M+ Y Cc+K (6.492)
BA?? BAt

IE‘:(HAt)}LFr_FM LU;"'LUz"' L—1 Ut +
BAL? BAt 2B

'Y 1_ . l_ .
C{MUZ J{B 1)Ul +At(2l3 IJUJ

O método de Newmark € incondicionalmente estavel se, Y>1/2 e B>(2y+ 1)%/16

(6.49b)

(Subbaraj e Dokainish, 1989). Nessas situacdes, a amplitude do intervalo de tempo nao
afeta a estabilidade da solucao.

Na andlise transiente realizada com essa técnica, a rotina a ser seguida para obtencao
do histérico das varidveis envolvidas requer que a equacdo de equilibrio seja satisfeita em
cada intervalo de tempo considerado, a partir de condi¢des iniciais prescritas para oS
deslocamentos e velocidades. Para o problema linear, no qual a matriz de rigidez se
mantém sempre constante, o procedimento inicia-se, em t=0, com a determinacdo das
aceleracdes usando a relacdo de equilibrio (6.46). Isso é feito, evidentemente, apenas se
essas varidveis ndo forem prescritas. Em seguida, usando a Equacdo (6.48), calculam-se os
deslocamentos no préximo instante, Az. Com esses resultados, as aceleracdes podem ser
encontradas com o uso da expressdo (6.44). Assim, apés determinar as velocidades através
da Equacgdo (6.43b), finaliza-se a andlise para esse instante At. O cédlculo continua para
outros intervalos de tempo, 2At, 3At e, assim sucessivamente, seguindo o mesmo
procedimento descrito para o intervalo At. O algoritmo para esse caso linear ndo sera
apresentado neste trabalho, mas pode ser encontrado facilmente em Wilson (2002),
Subbaraj e Dokainish (1989), Galvao (2004), entre vdrias outras referéncias.

Ao contrario da andlise linear, sabe-se que para o caso ndo linear, a matriz de rigidez,
que considera os efeitos de segunda ordem e da flexibilidade da ligagcdo, se modifica. Tal
matriz € funcdo dos deslocamentos nodais, das forcas internas em cada elemento e da

rigidez das ligacOes. Sendo assim, a estratégia incremental-iterativa mostrada no Capitulo
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3, juntamente com o método de Newmark sdao combinados para produzir a resposta
dindmica ndo linear de sistemas estruturais. Os passos computacionais a serem seguidos
para se alcancar esse objetivo sdo detalhados na Tabela 6.2. Observa-se analisando a
sequéncia de procedimentos que, ao final do ciclo iterativo, a rigidez da ligacdo ¢é
atualizada. Isso € feito apenas se a relacdo momento-rotacdo nao linear estiver sendo
considerada na modelagem das liga¢gdes. Para isso, adota-se uma técnica capaz de simular
o comportamento da ligagdo quando submetida a cargas ciclicas que serd apresentada ao
final desta secdo. Com o objetivo de melhorar a qualidade da resposta obtida tem-se como
op¢do usar um procedimento capaz de selecionar automaticamente o incremento de tempo.
Essa técnica, proposta por Jacob (1990) e usada por Galvao (2004), € explicada na préxima

secao.

6.4.3 Estratégia Adaptativa para o Incremento de Tempo

A proposta de utilizacdo de um mecanismo adaptativo para um algoritmo de integra¢do no
tempo tem por objetivo geral melhorar o processo em relagao a dois aspectos: eficiéncia e
precisao. Sendo assim, busca-se utilizar o maior incremento de tempo possivel mantendo o
grau de precis@o na resposta. Uma das premissas basicas para o sucesso da implementacao
da adaptacdo no tempo € que o seu custo ndo comprometa a eficiéncia do algoritmo.

Em um dos primeiros trabalhos referentes a esse assunto, Hibbitt e Karlsson (1979)
desenvolveram uma estratégia para um algoritmo implicito que se baseava no vetor de
forcas residuais em um instante intermedidrio entre as solugdes obtidas no inicio e no final
do intervalo de tempo. Se as forcas residuais excediam um limite especificado, o intervalo
de tempo era reduzido. O método de Newmark foi usado pelos autores, que verificaram,
entretanto, que o método proposto envolvia um alto custo computacional. Park e
Underwood (1980) foram os primeiros a desenvolverem uma estratégia adaptativa aplicada
a um algoritmo explicito, no caso, o classico Método das Diferengas Centrais. A técnica
proposta envolvia o célculo das maiores frequéncias dominantes do sistema a partir dos
vetores de deslocamentos e aceleragcdes incrementais para todos os graus de liberdade. Em
1985, também utilizando as maiores frequéncias dominantes da estrutura, Bergan e
Mollestad (1985) propuseram um esquema para calculo automdtico do incremento de
tempo. Nessa estratégia a decisdo sobre o aumento ou redu¢do do incremento de tempo era

tomada a partir da frequéncia dominante calculada. Para evitar alteracdes constantes, 0s
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autores introduziram uma funcdo de ajuste que determina a sensibilidade do intervalo de
tempo.

Vale ressaltar que técnicas adaptativas baseadas em outros métodos de integracao
numérica podem ser encontradas na literatura. Nesse contexto destacam-se os trabalhos de
Hulbert e Jang (1995), que propuseram uma estratégia adaptativa desenvolvida
especificamente para o Método Implicito Generalizado-o¢ (Chung e Hulbert, 1993), e
Press et al. (1992), com uma estratégia adaptativa que monitora o erro de truncamento no
método Runge-Kutta.

No trabalho de Bergan e Mollestad (1985) foram apresentados alguns aspectos
importantes que devem ser observados no desenvolvimento e implementacio de um

procedimento adaptativo, com o objetivo de torné-lo robusto e eficiente. Citam-se:

1.  Os ajustes no incremento de tempo devem ser feitos tomando como referéncia o valor
inicial escolhido. E necessdrio que esse incremento de tempo inicial seja menor do que um
determinado valor critico para que o algoritmo seja capaz de gerar as solucdes iniciais que

servirdo de parametro para os ajustes durante a simulacao;

ii. O incremento de tempo deve permanecer constante durante o regime permanente
evitando que ocorram modificagdes desnecessdrias que comprometam a estabilidade e a

precisdo do algoritmo;

iii. Todos os parametros de entrada e controle do algoritmo adaptativo devem ser simples,

de forma que o usudrio possa prescrevé-los com facilidade;

iv. O critério de erro adotado deve ter um custo computacional minimo que nao

comprometa o desempenho do algoritmo;

v. O algoritmo deve reagir imediatamente a mudancas subitas no comportamento

estrutural;
vi. O incremento de tempo ndo deve ser alterado desnecessariamente.

A estratégia adaptativa introduzida por Jacob (1990) para algoritmos implicitos da
familia Newmark, baseada no trabalho de Bergan e Mollestad (1985) e usada por Galvao
(2004) pode ser utilizada neste trabalho para obter a resposta transiente de um sistema
estrutural. Alguns fundamentos basicos dessa metodologia serdo agora apresentados.

Bergan e Mollestad (1985) estabeleceram, para definir a frequéncia dominante no

instante 7+ Az, a seguinte equagao:
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Tabela 6.2 Estratégia numérica para andlise transiente ndo linear

1. Dados gerais: geometria, materiais, comportamento das ligacdes semi-rigidas, entre outros

2. Define o vetor de cargas nodais de referéncia, F,, que estabelece a dire¢do do carregamento
externo aplicado

3. Consideram-se os deslocamentos, ‘U, velocidades, ' U, e aceleracdes, ‘U , no instante ¢
4. PARA CADA INSTANTE ¢+ At

4a. Formam-se as matrizes de rigidez, K, massa, M, e amortecimento, C
4b. Usando os pardmetros do método, y e 3, determinam-se as seguintes constantes:

1 Y 1 (1 j Y At(y J
ap = s = s ay = say=|—=-1|;ag=——-1; a5=—|-=2|;
" a2 > 2p § > 2(B

ag =ay; a7 =—ay; ag =—az; ag =Ar(1-7Y);a;9 = aA?

4c. Monta-se a matriz de rigidez efetiva: K=K +ayM+¢,C

4d. Determina o vetor de cargas efetivo:
F = (t+AD\F, +M(a2’U+a3’ﬁ)+C(a4’U+a5tﬁ)— 'F;
4e. Obtém o vetor de deslocamentos nodais incrementais: KAU = I

5. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2.3,...

Sa. Avalia as estimativas para as aceleragcOes, velocidades e deslocamentos nodais:
(r+A1) {7k :aOAUk —a, tU_a3 1y (t+A1) {7k :alAUk —ay tU_as a4
(t+AD Uk = 11U + AUK

5b. Atualiza as coordenadas nodais

5c. Obtém o vetor de forgas internas: (TAVEK = /F, + KAU*

5d. Calcula o vetor de forgas residuais:

(t+At)R(k+1) — (z+At)Mrr —(M (t+At)I“Jk +C (t+At)Uk + (t+At)Fik)

5e. Determina a corre¢do dos deslocamentos, dU: KSU(k+1) = (HN)R(HD

5f. Atualiza o vetor de deslocamentos incrementais: AU(k”) =AU + SU(k”)

Sg. Verifica-se a convergéncia do processo iterativo, usando a seguinte equagio

‘ AUk

|tU+AU(k+1)| :

NAO: Retorne ao item 5
Sh. Obtém os vetores de aceleragdes, velocidades e deslocamentos no tempo ¢+ At

€ , sendo & um fator de tolerancia

(r+Ar) {7(k+1) = a0AU(k+1) —a,'U-a;y'U; (r+A) y(k+1) = alAU(kH) —a,'U—as'U

(t+A) Ulk+1) = 1y + AUK+D)
6. PARA O PROXIMO INSTANTE

6a. Avalia o vetor de forcas internas: FAVF(k+D) = I, + KAU(k+)
6b. Atualiza a rigidez da ligacdo S, levando em consideracio seu comportamento histerético
6¢. Se estiver sendo usada a estratégia adaptativa, seleciona-se um novo intervalo At

6d. Retorna ao item 4
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( (t+A0) AT )K ( (t+At)AU)

(1+A1) ¢y =
() AUT )M ((+20) AD)

(6.50)

na qual H+ADAY representa o incremento de deslocamentos ocorrido entre os instantes ¢ e
t+At, e K e M sdo, respectivamente, as matrizes de rigidez e massa do sistema estrutural.
Segundo esses autores, essa expressao reflete a composicdo modal da resposta dindmica no
instante de tempo considerado.

Para determinar quando a rigidez deve ser reavaliada, considera-se que a frequéncia
dominante encontrada usando (6.50) reflete nao apenas a composicdo modal da resposta,
mas também a rigidez do sistema estrutural, incorporando, dessa forma, o comportamento
nao linear.

Em instantes préximos a situacdes de amplitudes maximas ou minimas, Jacob (1990)
destaca que a expressdo (6.50) pode nao produzir resultados coerentes para a frequéncia
dominante. Isso porque a norma dos deslocamentos se torna muito pequena. Para contornar
essa deficiéncia, duas estratégias baseadas na norma média dos deslocamentos para o
instante de tempo atual, ¢+ Az, foram consideradas por ele. Essa norma média foi definida

através da relagao:

HAU(HAt) H

AL (6.51)

”AU”?I+AI) -

A partir desse célculo, 0 midximo e o minimo histérico alcancados por esse valor
eram registrados. Vale destacar que a determinacdo do minimo histérico € iniciada apds o
instante em que o primeiro maximo local € detectado.

O primeiro critério verifica se a norma média é menor que uma fracio do maximo

histdrico, ou seja,

o _AUL,
AUl ) <5 (6.52)
e o segundo, checa se o valor estd contido no seguinte intervalo:
1AUT i (18UT, g~ AU )/ (6.53)

sendo { um fator com valor compreendido entre 5 e 20.
Para as condi¢des que satisfacam aos dois critérios, (6.52) e (6.53), considera-se que

a intensidade das varidveis envolvidas no cédlculo da frequéncia dominante é relativamente
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pequena e, nesse caso, o resultado poderia ser afetado por problemas numéricos. Assim, o
intervalo de tempo do instante anterior deve ser mantido.

Mesmo em situacdes normais, nas quais os critérios anteriores ndo impeg¢am o
cdlculo da nova frequéncia dominante, Jacob (1990) recomenda que seja utilizado o
seguinte artificio para filtrar as componentes de alta frequéncia:

(t+AD @+

('Ozkt+At) = 3 654

Dessa forma, no cédlculo da frequéncia dominante, a equagdo anterior deve ser usada
ao invés de (6.50). O periodo caracteristico correspondente a essa frequéncia pode ser

calculado usando o resultado obtido em (6.54) como:

2
=" (6.55)
O+ Ar)
Para se obter a estimativa para o intervalo de tempo, a relacao:
T*
A =" (6.56)
L)

que permite que a composicdo modal da resposta seja adequadamente representada, é
considerada. O parametro v € definido através de uma comparag¢do entre o nimero de
iteragdes necessdrias para a convergeéncia no processo iterativo, Nj,, € 0 ndmero 6timo de
iteragdes, N,;, que € definido pelo usudrio do programa. Na primeira condi¢do, se Nj, for
menor que N,;, o termo v € reduzido. Nesse caso, considera-se v =v/§. Quando os valores
forem iguais, v permanece inalterado. E a terceira condi¢cdo, caso Nj. seja maior N,
aumenta-se v de acordo com a relagdo V="1E. Nesse caso, reavalia-se a rigidez. O valor
maximo e minimo para vV devem ser definidos também pelo usudrio. Jacob (1990)
recomenda para Ny, &, Vpin € Vmax 08 valores 3, 1.05, 50 e 500, respectivamente.
Finalmente, a estimativa para o intervalo de tempo para o préoximo passo de solugdo

¢ estabelecido, usando um parametro de controle, K, através da seguinte relacao:

(+a0 Ar = 1 (7 Ar) (6.57)

com,
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K= (6.58)

nas quais ‘At representa o incremento do intervalo de tempo usado no processo de solugio
anterior e A7 é obtido usando (6.56). Os valores limites minimo e maximo para K sd0 Ky, €
Kmix- B importante destacar que o incremento do intervalo de tempo ndo € alterado se
K1 <K<K e, além disso, a rigidez do sistema ¢é reavaliada sempre que o intervalo de
tempo for alterado. Os valores sugeridos para Kyn, Knir, K1 € K2 30, respectivamente, 0.5,
0.625,1.6 e 1.8.

Com essas consideracdes, em instantes onde a influéncia da ndo linearidade ¢é
pequena, tem-se um aumento do intervalo de tempo. Entretanto, esse aumento € limitado
para garantir a integracdo adequada dos modos com frequéncias proximas ou inferiores a

dominante.

6.4.4 Comportamento Histerético da Ligacao Semi-Rigida

Para realizar uma anélise estrutural mais realistica é necessario considerar o verdadeiro
comportamento das ligagdes. Foi mostrado no Capitulo 4 que as ligacdes sofrem uma
perda de rigidez durante o processo de carregamento que € decorrente de imperfei¢des
geométricas, descontinuidades nos elementos que compdem a ligacao, entre outros fatores.
Assim como na andlise estdtica ndo linear, a metodologia para estudo da resposta dinamica
da estrutura deve monitorar continuamente a rigidez da ligacdo. Sabe-se que as ligacdes
semi-rigidas quando submetidas a agdes repetidas e alternadas desenvolvem um
comportamento ineldstico que provoca o amortecimento histerético. A histerese ¢é
caracterizada nesse caso pelo laco resultante da ndo coincidéncia das curvas momento-
rotagdo da ligacdo semi-rigida definidas nas etapas de carregamento e descarregamento.
Trata-se de uma importante fonte primdria de amortecimento durante a vibragdo de uma
estrutura.

Como existem poucos dados experimentais referentes ao comportamento das
ligacdes semi-rigidas quando solicitadas por acdes de natureza dindmica, torna-se dificil
simular o ciclo histerético em perfeito acordo com os resultados desses testes. Entretanto,
estudos realizados por Tsai e Popov (1990), Korol et al. (1990) e Abolmaali et al. (2003)
mostraram, através de testes com ligacOes, que as suas relagdes momento-rotacdo sao

estdveis e podem ser reproduzidas.
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Por simplicidade, o comportamento ineldstico das ligacdes semi-rigidas ao serem
submetidas a cargas ciclicas serd simulado, neste trabalho, através da técnica do
endurecimento independente (independent hardening model). Uma importante vantagem
do método € que qualquer fun¢cdo matemdtica que represente a relacdo momento-rotagao da
ligacdo sob cargas estdticas pode ser adotada. Sendo assim, os quatro modelos matematicos
implementados no sistema computacional, capazes de estabelecer essa relagdo ndo linear,
podem ser usados. Esses modelos estdo descritos no Apéndice B. Sdo eles: exponencial,
exponencial modificado, modelo de poténcias com quatro parametros e o multilinear. Vale
ressaltar que apenas a influéncia do momento fletor na deformagdo da ligacdo ¢é
considerada.

Viérios autores, entre os quais Ackroyd e Gerstle (1983), Azizinamini et al. (1987),
Shi e Atluri (1989), Chen et al. (1996), Chan e Chui (2000), Sekulovic et al. (2002) e
Sekulovic e Nefovska (2008) utilizam em suas andlises o modelo de endurecimento
independente. Nesse modelo, a rigidez da ligacdo na fase de descarregamento é estimada
igual a sua rigidez inicial. Outras técnicas para aproximar o comportamento histerético das
ligagbes semi-rigidas sdo encontradas na literatura. Dentre elas, pode-se citar o modelo de
endurecimento cinemdtico (kinematic hardening model) que permite que se considere o
efeito do endurecimento do material (Khudata e Geschwindner, 1997; Awkar e Lui, 1999),
e a outra refere-se ao modelo bounding-surface (Zhu et al., 1995). Maiores detalhes podem
ser encontrados nas referéncias citadas e em Chan e Chui (2000). A escolha de qualquer
modelo deve, evidentemente, atender aos objetivos da anélise.

A Figura 6.6 ilustra o aspecto tipico do comportamento histerético da ligacdo.
Algumas fases ao longo da trajetéria podem ser esclarecidas de acordo com essa figura. O
trecho OA descreve o comportamento da ligacdao durante o processo inicial de carregamento
da estrutura. Quando ocorre uma inversao no sentido da solicitagdo tem-se caracterizado o
processo de descarregamento. Sendo assim, a intensidade do momento fletor que atua na
ligacdo diminui. As setas estabelecem o sentido dos caminhos, indicando a varia¢do do
momento ao longo da andlise. Os caminhos AB e CD na figura exibem tal situacao.

Ap6s o descarregamento completo, no qual se tem M =0, ocorre novamente o
processo de carregamento, comumente referido como carregamento reverso. Os trechos BC
e DE exemplificam o processo de carregamento reverso € recarregamento,
respectivamente. Observa-se que, apds a primeira etapa de descarregamento completo,

apenas uma parcela da deformacao total, ¢.,, é recuperada e a ligagdo permanece com uma
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deformacdo residual permanente, ¢.,. Isso acontece também apds os outros ciclos de carga
e descarga.
Com essas consideracdes, € possivel estudar o procedimento usado na simulagdo do

comportamento histerético, que tem as seguintes caracteristicas:

1. Carregamento: Na condi¢do de carregamento, as trajetorias, que sdo indicadas através
de linha continua na Figura 6.7a, iniciam-se num ponto ao longo do eixo das abscissas cuja
coordenada corresponde a ultima rotacdo residual permanente, ¢,. Na fase inicial de
carregamento, OA, tem-se ¢,=0. Essa rotagdo ¢,, como mencionado anteriormente, €

determinada apds a fase de descarregamento completo.

Figura 6.6 Comportamento histerético da ligagdo semi-rigida

Para se obter as equacgdes que representam a relacdo momento-rotagdo nos casos de
carregamento, considere o trecho DE na Figura 6.7a. O momento fletor M em qualquer

posicdo dessa trajetdria que se inicia em D, pode ser calculado de uma forma geral, como:
M :f(q)c_q)p) (6.59)

na qual a funcdo f € definida de acordo com um modelo matemdtico que descreve o
comportamento ndo linear momento-rotacio da ligacdo quando submetida a carregamento
estitico, e ¢. € a rotagdo correspondente a M. Ja a rigidez da ligacdo, definida

matematicamente como a inclinagdo da reta tangente a curva momento-rotacao, ¢ dada por:
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_dM

Se=
q)c ¢c=(¢c_¢p)

(6.60)

7

Pode-se notar que a fase de carregamento é caracterizada pelo acréscimo de
momento fletor, AM, entre os instantes de tempo ¢ (anterior) e ¢+ At (atual). Além disso, o
sinal de AM é sempre igual ao do momento fletor atuante, M. Portanto, a condi¢cdo de

carregamento € verificada se a relagdo:
M-AM >0 (6.61)

for satisfeita.

Mi Mi
E
- 7/ A(q)ca’Ma)
! I
! ‘7
/
! /
I /
| /
| /
-/
) q)c B q)c
/
/
/
1
/
/
[I
C AM =M a —M;
(a) Carregamento (b) Descarregamento

Figura 6.7 Modelo de endurecimento independente

1. Descarregamento: No processo de descarregamento, a curva momento-rotacao € linear,
com inclinagdo igual a rigidez inicial da ligacdo. A Figura 6.7b exibe as regides onde
ocorre o descarregamento. A linha continua € usada para tal finalidade. Na obtencdo das
equacdes momento-rotacdo nessa fase, considere o trecho AB do ciclo histerético
representado nessa figura. Como a reta passa pelo ponto A(¢.,, M,) € tem inclinagio

conhecida, S.,;, sua equacao é definida como:

M = Ma _Scim‘ (q)ca _q)c) (662)
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na qual M, estabelece o momento a partir do qual o descarregamento ocorre. Essa
grandeza, referida como momento reverso, € encontrada usando a expressao (6.59). Assim,

tem-se:
M, =f(040-0,) (6.63)

A inclinagdo da curva (6.62), como ji destacado, € a rigidez inicial da ligacdo, que

pode ser definida matematicamente, como:

dM
Se=—"— = Scui (6.64)
dfc o,
Observa-se facilmente que durante o processo de descarregamento, a relacao,
M-AM <0 (6.65)

¢é obedecida.

Entretanto, alguns esclarecimentos adicionais devem ser feitos para se evitar
possiveis problemas. Para isso, considere novamente a Figura 6.6. Se a ligacdo estiver
sendo descarregada de A a F e voltar a ser carregada antes de completar o processo de
descarregamento, o comportamento momento-rotacio desse elemento deverd seguir a
trajetoria FA até alcancar o ultimo momento reverso encontrado. A partir de entdo, o
processo de carregamento segue a curva original momento-rotacdo obtida considerando a
ultima rota¢do permanente, ¢,, encontrada.

Com as observagdes do pardgrafo anterior e as consideracgdes feitas, conclui-se que,
na condi¢do de descarregamento, tem-se sempre IMI<IM,l, e, nesse caso, as Equagdes
(6.62), (6.64) e (6.65) sdo consideradas. Para o carregamento deve-se ter IMI>IM,l e o
comportamento momento-rotacdo € estabelecido com as expressdes (6.59) e (6.60),
observando a restri¢ao (6.61).

E importante informar que, na implementacio computacional desse procedimento, a
rotagdo ¢, deve ser armazenada apOs cada situa¢do de descarregamento completo, bem
como o momento reverso, M,, sempre que for detectada uma alteracdo no sinal do
incremento de momento, AM. Adicionalmente, os intervalos entre dois instantes de tempo
sucessivos devem ser pequenos para que essas grandezas sejam definidas com uma

precisdo adequada. Seguindo todas essas consideracdes, o algoritmo para simular o
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comportamento histerético momento-rotacdo das ligacdes semi-rigidas € facilmente
implementado. Exemplos numéricos que validam esse procedimento serdo apresentados no

proximo capitulo.

6.5 Analise de Vibracao Nao Linear

Com o aumento da flexibilidade das estruturas modernas, os efeitos da ndo linearidade
geométrica provocam o surgimento de vibracdes indesejaveis. Nesse caso, a relacdo entre
frequéncia de vibracdo e a amplitude da resposta, curva de ressonancia, estabelece uma
importante informacao referente a andlise de vibracdo, pois fornece uma indicacdo sobre o
tipo, hardening (endurecimento) ou softening (enfraquecimento), e grau de ndo linearidade
do sistema estrutural. A Figura 6.8 exemplifica essa relacdo onde a influéncia da ndo

linearidade na resposta é percebida através da inclina¢do da curva.

Amplitude da resposta

Frequéncia (rad/s)

Figura 6.8 Aspecto tipico de uma curva de ressonincia

Aproximacdes envolvendo técnicas de perturbacdo e método do balango harmdnico
vém sendo desenvolvidas para andlise de vibracdes ndo lineares em sistemas com poucos
graus de liberdade (Xu e Cheng, 1994; Benounna e White, 1997; Kahn e Zarmi, 2004;
Gavassoni Neto, 2007). Porém, ao contrario dos modelos numéricos de baixa dimensao
onde diversas técnicas podem ser empregadas com relativa facilidade, para sistemas
estruturais com grande ndmero de graus de liberdade o conhecimento das curvas de
ressonancia torna-se bastante oneroso do ponto de vista computacional. Galvao (2004),

usando o Método dos Elementos Finitos, adotou um procedimento de repeticdo simples
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acoplado a um método de integracdo, que consistia em dar incrementos constantes na
frequéncia de excitacdo harmonica. Dessa forma, para encontrar a resposta em cada passo
incremental, as equagdes diferenciais de movimento eram integradas durante um intervalo
de tempo capaz de garantir que a resposta nos estigios finais do processo estivesse em
regime permanente. Nessa condigdo, os deslocamentos maximos e minimos
correspondentes a frequéncia considerada eram obtidos. Uma desvantagem dessa técnica é
o grande esforco computacional envolvido, uma vez que o tempo de andlise deve ser
grande. Além disso, € impossivel ultrapassar os pontos limites com os fendmenos snap-
through e snap-back existentes e definir a trajetéria completa da curva de ressonancia.

Técnica mais eficiente para realizar o estudo da ressonincia em estruturas com
comportamento ndo linear foi desenvolvida por Lewandowski (1992; 1997a; 1997b). Na
metodologia proposta, os métodos do balanco harménico e dos Elementos Finitos
juntamente como a restricdo do comprimento de arco sdo usados para andlise de
ressondncia de estruturas nas quais os efeitos da ndo linearidade geométrica sdo
significantes. Mais recentemente, Ferreira e Serpa (2005) aplicaram o método do
comprimento de arco na resolu¢do de um sistema de equagdes ndo lineares para obter a
curva de ressonancia. A andlise emprega o conceito das funcdes de descricdo, onde o
componente harmonico fundamental é considerado o mais relevante.

Neste trabalho, as curvas de ressonancia das estruturas ndo serao obtidas, mas sim a
relacdo ndo linear entre a frequéncia de vibragdo livre e a amplitude da resposta. Para isso,
o primeiro modo de vibracdo da estrutura € excitado, impondo-se um campo inicial de
deslocamentos igual a solu¢do do primeiro modo de vibracdo considerando uma
determinada amplitude. As tensdes iniciais sdo determinadas e, em seguida, realiza-se a
andlise transiente, descrita na Secdo 6.4, para obter para um né selecionado, em geral um
né com grandes deslocamentos, a resposta no tempo. Com essa resposta e seguindo a
metodologia proposta por Nandakumar e Chatterjee (2005) pode-se obter a relacdo entre a
frequéncia de vibracdo e o deslocamento (ou rotagdo) para um ponto qualquer da estrutura.
Para isso, consideram-se os deslocamentos, di € dii+1), correspondentes a dois picos
poSsitivos € sucessivos nos instantes f(; € f; + 1), respectivamente, como ilustra a Figura 6.9.
Através de uma média aritmética simples realizada com esses valores, define-se djui). O
deslocamento minimo, dy(;), do pico entre #; € #; + 1) € também registrado. A partir dai, com

essas duas grandezas, diu) € dai), a amplitude do deslocamento € definida como:
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:(%mn+WxM)

i : (6.66)

O periodo, T;, e a correspondente frequéncia de vibracdo (em Hz), f;, sdo calculados

através das seguintes relagdes:
i =t ~4o (6.67)

(6.68)

Todos os deslocamentos maximos € minimos ao longo da trajetéria s@o similarmente
considerados para obtengdo de outros pontos (f;, d;) usando (6.68) e (6.66). Ao final, esses
pares de valores sdo representados graficamente para fornecerem a relagdo frequéncia-
deslocamento procurada. No préximo capitulo, essa técnica serd utilizada e tal relacdo
poderd ser observada.

Na andlise, o intervalo de tempo deve ser pequeno para se obter a resposta e,
consequentemente, os pontos limites com boa precis@o. Um baixo amortecimento deve ser
considerado também. Cabe ressaltar que o programa desenvolvido determina
automaticamente esses pontos de mdaximos e minimos ao longo da andlise e,

posteriormente, calcula os deslocamentos, d;, € as frequéncias de vibragao, f;.

Deslocamento (d)

df
1) iy 1N
o IAAAAAAAAAA
dz(;) t(l t(1+1) \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ \/ Tempo (s)

Figura 6.9 Processo de obtencédo dos deslocamentos d;
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Capitulo 7

Exemplos de Validacao da Formulacao
para Analise Dinamica Nao Linear

7.1 Introducao

Neste capitulo, a formulacdo desenvolvida anteriormente para andlise dindmica ndo linear
¢ usada para obter a resposta de nove sistemas estruturais reticulados planos, cujas
solugdes analiticas ou numéricas sdo encontradas na literatura. O objetivo dessas analises
€, principalmente, validar tal formulacdo e a estratégia de solucdo propostas. Serdo
realizadas andlises de vibragdo livre, na Secdo 7.2, além da andlise transiente, apresentada
na Secado 7.3. Estruturas com ligacdes rigidas e semi-rigidas com caracteristicas momento-
rotacdo lineares e ndo lineares foram selecionadas para o estudo. Serd mostrado, na Secao
7.3, que a importancia de se considerar o comportamento ndo linear de uma ligagao esta no
amortecimento introduzido na estrutura. Esse amortecimento € medido pela capacidade de
dissipacdo de energia da ligagdo em cada ciclo, que, por sua vez, pode ser avaliada através
do célculo da drea interior a curva que relaciona a forga atuante na ligacdo e a sua
deformacdo. A dissipacdo se da pela histerese resultante da deformagdo desse elemento
quando submetido a cargas ciclicas. Neste trabalho, apenas a atuacdo do momento fletor é
considerada. A influéncia da capacidade de dissipacdo de energia na redugdo da resposta
da estrutura serd observada. Cabe informar que os modelos matematicos usados para
descrever o comportamento momento-rotacao de uma ligacdo semi-rigida estdao detalhados
no Apéndice B deste trabalho.

Em todas as andlises, os efeitos da ndo linearidade geométrica podem ser

considerados através das formulacdes SOF-1 ou SOF-2. Para simular os efeitos da



flexibilidade da ligacdo tém-se como op¢des as formulagdes SRF-1, SRF-2 ou SRF-3.
Todas essas formulacdes foram abordadas e validadas, respectivamente, nos Capitulos 4 e

5.

7.2 Analise de Vibracao Nao Linear

Nesta secdo, serd realizada a anédlise de vibragdo livre de trés sistemas estruturais. Ligacao
semi-rigida com comportamento linear, ou seja, com rigidez constante, é adotada nos trés
problemas para mostrar a importancia da consideracdo da sua flexibilidade nas respostas
estruturais. Estudam-se uma coluna, um arco senoidal e um pértico em L. As anélises
estdticas realizadas com essas estruturas sdo também apresentadas. O método de Newton-
Raphson modificado e a estratégia de iteracdo baseada no deslocamento generalizado
foram considerados no processo de solucao ndo linear. Adotou-se o parametro de rigidez
GSP para controle de carga. O critério de convergéncia baseado em cargas e

deslocamentos e uma tolerancia de 107 foram considerados.

7.2.1 Coluna com Ligacao Semi-Rigida

A estrutura ilustrada na Figura 7.1 € o primeiro problema a ser analisado neste capitulo.
Tem-se uma coluna, esbocada na posicao horizontal, na qual uma das extremidades é semi-
rigida e a outra se encontra livre, submetida a uma carga axial P aplicada na extremidade
livre. O objetivo com esse problema € verificar a influéncia do pré-carregamento estatico

na vibracdo dessa coluna.

Secdo transversal

L=0.51m

| b =25.4 mm
! h =3.175 mm

Figura 7.1 Coluna com ligacdo semi-rigida

Nas andlises, as propriedades geométricas e do material foram determinadas através
das relacdes EI =14 Nm? e pA =3.82 Ns*m? O comprimento da coluna, L, e as
caracteristicas da secdo transversal estdo indicados na Figura 7.1. Na discretizacdo da

estrutura, consideraram-se dez elementos finitos com as mesmas caracteristicas, sendo que
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apenas um desses elementos € modelado com molas nas extremidades para simular a
ligacdo semi-rigida. Os outros nove sdo elementos de viga-coluna convencionais com
hipéteses de ligacdes perfeitamente rigidas.

O incremento inicial do parametro de carga, A?x,o, foi assumido igual a 0.001, e as
formulacdes SOF-2 linearizada e SRF-1 foram usadas.

Andlises de vibracdo livre da estrutura previamente carregada, considerando a
ligacdo rigida e semi-rigida com diferentes rigidezes, foram realizadas e os resultados sdo
ilustrados na Figura 7.2a. A técnica usada para se efetuar essa andlise € descrita na Secao
6.3 do capitulo anterior. Estudos para a carga P de tragdo e compressao foram feitos. As
rigidezes consideradas para a ligacdo, caracterizadas pelo parametro S., foram: 20 EI/L,
10EI/L, SEIIL e EIIL. As frequéncias de vibragdo, m, foram divididas pela menor
frequéncia natural da coluna engastada-livre, ou seja, com a hipétese de ligacao
perfeitamente rigida, o= 107.747 rad/s. J4 a carga P foi adimensionalizada usando a carga

critica de flambagem dessa mesma coluna cujo valor é P, = TEZEI/(4L2).

1.4 ; 1.1
| & Chane Chui 2000) *\@vwe M
. Presente trabalho 10 :N\@.&m M
| 0.9 :M 0.91
1.0 —-mmmmmmm e 2 S - 08— 0.83
N 0.7 :M e
0.8
o 5 0.6
g - & — Presente trabalho
06 T 05 o Galvio 2004)
- 0.4 —
04 1. Ligagdo rigida 0.3 96— o—of03 & A@'
— 2.S.=20EI/L 7 as
0.2 — P
0z 3.S, = 10EVL 7 ﬂ@ -
| 4.S,=5EI/L 01 i .
1 5.S.=EIL _
L O B O B B B RO L e e e B
-1.0 -0.8 -0.6 -04 -02 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 25 20 -15 -10 55 0 S5 10 15 20 25
P/P, v (cm)
(a) Andlise de vibracdo (b) Analise estatica nao linear

Figura 7.2 Influéncia da rigidez da ligacdo nas andlises de vibrag@o e estitica ndo lineares

E possivel observar como a forca axial altera significantemente a frequéncia natural
da coluna. Nota-se que as frequéncias diminuem com o aumento da intensidade do

carregamento, se esse for de compressao. De forma contréria, as frequéncias aumentam
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quando a carga axial é de tracdo. Além disso, elas se tornam maiores para as ligacOes mais
rigidas. Para verificar a precisdo dos resultados usam-se as respostas encontradas por Chan
e Chui (2000).

Adicionalmente, apresenta-se, na Figura 7.2b, a trajetéria de equilibrio resultante da
andlise estatica nao linear dessa estrutura, considerando, como anteriormente, diferentes
valores para o parametro S.. A variacdo do deslocamento da extremidade livre, v, com o
carregamento ¢é representada. Como ja comprovado no Capitulo 4, verifica-se que as cargas
criticas sdo menores para as ligacdes mais flexiveis. Observa-se ainda, comparando as
Figuras 7.2a e 7.2b, que, quando as frequéncias se anulam, tem-se definida a carga critica
da coluna. Como exemplo, no caso da ligacdo com rigidez S. =5 EI/L, quando a frequéncia
€ zero, a carga critica é P=0.7P,,, sendo P,, a carga critica para a coluna engastada-livre,
ja definida anteriormente. Essa estrutura foi analisada numericamente também por Galvao
(2004) que usou na sua discretizagdo uma malha constituida por dez elementos finitos,
onde o elemento com ligacdo na extremidade foi considerado extremamente pequeno, com
tamanho L/500, para que fosse possivel garantir a precisdo dos resultados. Os valores
fornecidos por esse autor estdao também representados na Figura 7.2b e sdo usados para

comparagao.

7.2.2 Arco Senoidal Abatido

Os arcos esbeltos s@o estruturas que podem apresentar, dependendo das condi¢des de apoio
e do tipo e intensidade do carregamento, um comportamento altamente ndo linear. Nesta
secdo estuda-se um arco senoidal submetido a um carregamento uniformemente
distribuido, P, como ilustra a Figura 7.3. As caracteristicas geométricas da estrutura estao

ilustradas nessa figura.

P (N/mm)

EERERERENERE RN RN

| L = 1000 mm :
Figura 7.3 Arco com ligacGes semi-rigidas submetido a carregamento estatico
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O médulo de elasticidade, E, e a massa volumétrica, p, foram considerados iguais a
205 MPa e 78 kg/m’.

Novamente, o objetivo € avaliar o efeito do pré-carregamento estdtico na vibragdo da
estrutura. Isso é feito aplicando o carregamento externo de forma incremental e, apds o
processo iterativo de solucdo do problema estitico ndo linear, obtém-se as frequéncias
naturais e os modos de vibracdo da estrutura nessa nova configuracao de equilibrio.

A Figura 7.4 exibe a trajetoria de equilibrio da estrutura considerando a rigidez dos
apoios varidvel. Esta representada a varia¢do do deslocamento vertical no centro do arco, v,
com a carga atuante, P. Esse deslocamento e a carga sdo expressos divididos pela altura do

arco, 2o, € pela altura da secdo, h, respectivamente.

2.5
P (N/mm) Sc — o
2.0 —
15 4 S =20EI/L
£ Presente trabalho
§ - & Bergan (1980) S.= 10EUL
o> o < Galvio (2004)
' S.=5EI/L
S.=EIL
0.5 — &
S.=0
0.0 I I I I I
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4

v/z,

Figura 7.4 Trajetdrias de equilibrio considerando as ligacdes com diferentes rigidezes

Observa-se, para as ligacdes mais flexiveis, que apresentam menores valores para o
parametro S., a presenga de dois pontos limites de carga. Para os apoios mais rigidos, esses
pontos desaparecem e o arco continua apresentando uma trajetéria de equilibrio ndo linear,
porém, sempre crescente. A curva obtida para o arco com as extremidades simplesmente
apoiadas, S.=0, ¢ comparada com a solug¢do analitica fornecida por Bergan (1980). As
outras, com os resultados encontrados por Galvao (2004), que usou, assim como no
problema apresentado na secdo anterior, os elementos finitos das extremidades com

tamanho bastante inferior aos demais para conseguir resultados satisfatérios. A boa
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concordancia entre as respostas é percebida em todos os casos. Vale ressaltar que as
formulacdes SOF-2 linearizada e SRF-3 foram aplicadas para simular, respectivamente, 0s
efeitos da nao linearidade geométrica e da flexibilidade das ligacdes. O incremento inicial
do parametro de carga, A?»O, foi considerado igual a 0.1.

Iniciando o estudo sobre as frequéncias e os modos de vibragdo, a Figura 7.5 mostra
o aspecto dos dois primeiros modos de vibragdo para o arco com apoios rotulados e trés
diferentes alturas, zo: 20, 30 e 40 mm. As frequéncias naturais, ®, associadas a esses modos
estdo também indicadas. Nota-se, para o arco com alturas iguais a 20 e 30 mm, que o
primeiro modo de vibragdo, ou seja, aquele correspondente a menor frequéncia natural, se
mantém simétrico. J4 as frequéncias correspondentes ao segundo modo, que € assimétrico,
permanecem praticamente constantes. Para o arco com altura 40 mm, a simetria é

verificada, diferentemente, no segundo modo de vibragao.

®=372.82 rad/s

®=369.32 rad/s

®=371.35rad/s

®=246.21 rad/s ®=353.46rad/s

Figura 7.5 Modos de vibragd@o para o arco com diferentes alturas

Para realcar o comportamento observado no pardgrafo anterior, a Figura 7.6
representa a variacdo das duas primeiras frequéncias naturais do arco com a rigidez dos
apoios, S, e a altura, zop. Em todos os casos, enquanto a primeira frequéncia natural cresce
linearmente com a altura, a segunda se mantém praticamente constante. Nesse caso, tem-se
o primeiro modo de vibragdo simétrico e o correspondente a segunda frequéncia,
assimétrico, como verificado na Figura 7.5 para o arco birrotulado. Com o aumento na
altura do arco, as duas frequéncias se aproximam e a partir de um determinado valor
critico, no qual as duas frequéncias tornam-se iguais, ocorre o contrario, ou seja, a primeira
frequéncia se mantém constante enquanto a outra cresce linearmente com a altura. No caso
dos apoios rotulados, isso ocorre para zp = 31.6 mm. Dessa forma, para alturas superiores a
31.6 mm, os comportamentos dos modos se alteram como ilustrado na Figura 7.5. Essa
altura critica depende da rigidez dos apoios; quanto mais flexivel, menor é o seu valor.
Seus valores para o arco com ligacdes rigidas e semi-rigidas estdo também indicadas na

Figura 7.6.
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Figura 7.6 Variacdo das duas menores frequéncias naturais com os parametros z, e S,

A relacdo ndo linear entre a carga P e a menor frequéncia natural de vibragdo do arco
com altura zo=20 mm foi verificada, considerando, novamente, diferentes condi¢cdes de
apoio. As curvas obtidas, ilustradas na Figura 7.7, mostram nao apenas a influéncia do pré-
carregamento estitico nas frequéncias naturais, mas, também, como ja destacado no
capitulo anterior, indicam, de acordo com o critério dindmico de instabilidade,
configuragdes de equilibrio estdveis e instaveis ao longo da trajetéria. Observando a figura
e se baseando nesse critério, as trajetdrias instaveis localizam-se entre os pontos limites Aj,
Az, By, By, Cy e C,. A Tabela 7.1 mostra os valores para tais pontos € 0s comparam aos
encontrados por Galvao (2004). Sabe-se que constru¢des metdlicas que utilizaram arcos
abatidos, por exemplo, em coberturas, podem perder a estabilidade quando submetida a
cargas estdticas ou dinamicas devido a corrosao nos apoios dessas estruturas. Nesses casos,
o que ocorre ¢ um aumento na flexibilidade desses apoios e, consequentemente, a rigidez
global da estrutura diminui alterando sensivelmente as suas caracteristicas estaticas e
dinamicas. Dessa forma, percebe-se, mais uma vez, a importancia de se realizar uma
andlise mais rigorosa a respeito do comportamento nao linear de uma estrutura.

As Figuras 7.8, 7.9 e 7.10 exibem as trajetérias de equilibrio do arco com altura 20,
30 e 40 mm, respectivamente. A variacdo das duas primeiras frequéncias naturais do arco
apos ter sido carregado é também mostrada nessas figuras. Verifica-se, para as alturas 30 e

40 mm, que antes de se atingir o primeiro ponto limite de carga, surge um ponto de
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bifurcacdo ao longo do caminho de equilibrio. Com isso, entdo, o arco perde sua
estabilidade e as curvas tornam-se altamente ndo lineares. E importante ressaltar, mais uma
vez, que as configuracdes de equilibrio instdveis sdo caracterizadas por apresentarem pelo

menos uma das frequéncias naturais negativas.

120
100 _ ~S.=EIL

80 —
S, = SEIL

_ S.=10EI/L
-~

S. =20EI/L

o (x1073) (rad/s)?

7SS 7z
-40 T T T T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12
P/h (MPa)

Figura 7.7 Influéncia do pré-carregamento estitico na menor frequéncia de vibrag@o do arco

Com o aumento da altura do arco, observa-se ainda que a segunda frequéncia torna-
se também negativa. Isso indica a importancia do estudo dos outros modos de vibra¢do na
andlise da estabilidade de uma estrutura. Nas Figuras 7.8, 7.9 e 7.10, as frequéncias foram
divididas pela menor frequéncia natural para o arco sem carregamento, cujo valor pode ser

encontrado na Figura 7.5.

Tabela 7.1 Relacdo P/h (MPa) referente aos pontos A, A,, By, B,, C; e C, na Figura 7.7

Referéncia A1 A2 B 1 B 2 Cl C2
Presente Trabalho | 0.3454 | 0.0789 | 0.3916 | 0.1944 | 0.5212 | 0.4737
Galvado (2004) 0.3456 | 0.0790 | 0.3919 | 0.1952 | 0.5256 | 0.4795

Na Figura 7.11 tem-se a relacdo ndo linear entre a frequéncia e a amplitude de
vibragdo livre para a estrutura analisada. A metodologia usada na obtencdo dessa relacao
foi descrita na Secdo 6.5 do capitulo anterior. Para obten¢do dessa resposta, um leve
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amortecimento, com taxa §=0.01 referente aos dois primeiros modos, e incrementos de

tempo, At, constantes e iguais 10 foram considerados.

0.5 2.8
P (N/mm) . . .
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— — — Configuracdo instdvel
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(a) Trajetoria de equilibrio (b) Curvas frequéncia-carga
Figura 7.8 Respostas para o arco com altura zo = 20 mm
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Figura 7.9 Respostas para o arco com altura zo = 30 mm
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Figura 7.10 Respostas para o arco com altura zo = 40 mm
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Figura 7.11 Analise de vibragio ndo linear

Na Figura 7.11a, mostra-se a relacdo entre a frequéncia e a amplitude de vibragdo

livre para a estrutura analisada. Estudou-se o arco com trés diferentes condi¢des de apoios:
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rotulados (S.=0), perfeitamente rigidos (S.— o) e semi-rigidos (S.=10EI/L). Nas trés
situacOes, observa-se inicialmente um comportamento semelhante com a curva se
deslocando para a direita indicando o aumento de rigidez estrutural (hardening). Nesse
caso, ocorre um aumento da frequéncia natural a medida que a amplitude do deslocamento
cresce. Em seguida, para amplitudes bem maiores, verifica-se uma regido com perda de
rigidez estrutural (softening). Para o arco com apoios rotulados esse comportamento
ocorre, diferentemente dos outros, para menores amplitudes de vibragdo. As frequéncias
naturais, em Hz, para o arco com ligacdes rigidas, semi-rigidas e rotuladas estdo também
indicadas nessa figura. Os valores encontrados foram, respectivamente, 39.2, 44.8 e
49.2 Hz. Adicionalmente, a resposta no tempo para o arco com apoios rotulados e

configuragdo inicial altamente deformada é exemplificada na Figura 7.11b.

7.2.3 Portico em L

O ultimo exemplo desta se¢do, usado no estudo da vibragdo ndo linear de sistemas
estruturais reticulados planos, é apresentado na Figura 7.12. Um pértico em L, com as
extremidades simplesmente apoiadas € a estrutura considerada. As propriedades
geométricas e do material s@o indicadas, também, na figura mencionada. Uma carga

concentrada P é aplicada no topo da coluna.

P

| RS %
B 7
[ f Z

A EALY/(EI) = 10°

E = 21000 kN/cm 2
p = 7.65 kNsZ/m*
L=580cm

A =4.0368 cm?
I=1.358 cm?

L

Figura 7.12 Pértico em L com ligacdes semi-rigidas

Inicialmente, assim como nos dois problemas estruturais anteriores, a andlise estdtica
ndo linear do poértico em L € realizada. A estrutura foi discretizada com 20 elementos

finitos iguais, dez em cada um dos membros, viga e coluna.
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A Figura 7.13 mostra as trajetérias de equilibrio obtidas controlando-se a rotagao, 6,
no topo da coluna. Nessa figura, a carga foi dividida pela carga de flambagem de Euler,
Pe=n2EI/L2. As formulagdes SOF-2 e SRF-3, que introduzem na andlise os efeitos de
segunda ordem e da flexibilidade da ligacdo, respectivamente, foram consideradas nesse
estudo. Na andlise, assumiram-se as hipoteses de ligacdes viga-coluna rigidas (S, — oo),
rotuladas (S.=0) e semi-rigidas (S.=EI/L e S.=5EI/L). Uma pequena imperfeicdo de
carga foi considerada para defini¢ao das curvas. Como ja destacado em andlises anteriores,
o aumento da rigidez da ligacdo aumenta a carga critica da estrutura. Entretanto, para o
portico em andlise, com esse aumento, percebe-se que a inclinacdo inicial do caminho pés-
critico torna-se maior, o que aumenta sua sensibilidade a imperfeicOes. As respostas
encontradas referentes a variacdo da rotagdo com o carregamento para o pdrtico com
ligacdo rigida e rotulada sdo comparadas com aquelas obtidas por Galvao (2004), que usou

na sua modelagem elementos com ligacdes semi-rigidas de tamanho L/1000.

25
~ Se 2
& Galvio (2004) 4;
Presente trabalho S\ |
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— |
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0.5 |
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-S40 -120 -100  -80 -60 -40 20 0 20 40 60 80
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Figura 7.13 Influéncia da rigidez da liga¢do no comportamento pds-flambagem do pértico

A relacdo ndo linear entre a carga atuante e a primeira frequéncia natural € exibida na
Figura 7.14. A alteracdo na rigidez da ligacdo foi considerada nesse estudo. A frequéncia,
em todos os casos, estd adimensionalizada pela frequéncia natural do pértico com ligacao

rigida, ®y. Nota-se, que o trecho com aspecto linear refere-se ao caminho fundamental de
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equilibrio observado na Figura 7.13. Nas vizinhancas do ponto de bifurcacdo é onde as ndo

linearidades tém inicio.
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Figura 7.14 Influéncia da rigidez da ligacdo na relagdo carga-frequéncia natural

As respostas estdtica e de vibragdo ndo linear para o pértico em L com ligagdo viga-
coluna de rigidez SEI/L sdo apresentadas nas Figuras 7.15 e 7.16. Na primeira sdo exibidas
as trajetorias de equilibrio, nas quais sdo representadas as variacdes da rotagdo, 0, e do
deslocamento vertical, v, no topo da coluna. J4 na Figura 7.16 mostra-se o0 comportamento
das duas primeiras frequéncias com a variacao do carregamento P. Novamente, observa-se
a influéncia do pré-carregamento estitico nas frequéncias de vibracdo da estrutura. As
letras maiudsculas, que variam de A a M, identificam algumas configuracdes de referéncia
nas duas figuras. Apenas as regides das trajetérias, nas Figuras 7.15a e 7.15b,
representadas com trago continuo sdo estdveis. Ja se sabe que, nesses casos, entdo, todas as
frequéncias naturais t€ém valores reais. Nas configuragdes de equilibrio instdveis,
representadas pela linha tracejada nas mesmas figuras, pelo menos uma das frequéncias
naturais € imagindria. Sendo assim, nas Figuras 7.16a e 7.16b, as regides que apresentam a
relagdo (6/0X)” negativa se caracterizam como instaveis.

A variacdo dos trés primeiros modos de vibracdo com a flexibilidade da ligacdo viga-

7z

coluna para a estrutura descarregada € esbocada na Figura 7.17. As frequéncias
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correspondentes a esses modos, denotadas por ®;, ™, € M3, estdo resumidas na Tabela 7.2,

onde sdo indicados também os resultados obtidos por Galvao (2004).

|
\ — — — Trajetéria instdvel
\ Trajetoria estavel

P/P,
P/P,

0.5
B D
-1.0 1 T T T T T T 1
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
v/IL
(a) Rotagdo 6 (b) Deslocamento v

Figura 7.15 Trajetorias de equilibrio do pértico para S.=5EI/L
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Figura 7.16 Relacido carga-frequéncia para S.=5EI/L
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Figura 7.17 Modos de vibragdo do portico

Através da Tabela 7.2 pode-se observar que a primeira e a terceira frequéncias de
vibragdo permanecem constantes independentemente da rigidez da ligagcdo. Para a ligacao
rotulada, S, =0, as duas primeiras frequéncias sdo coincidentes. Das trés frequéncias
mostradas, apenas a segunda € influenciada pela flexibilidade da ligacao.

Finalizando esta secdo, a Figura 7.18 apresenta a relacdo ndo linear entre a
frequéncia e a amplitude de vibragdo obtida através da metodologia proposta por
Nandakumar e Chatterjee (2005) e mostrada na Secdo 6.5 do Capitulo 6. Ligacdo viga-
coluna com diferentes rigidezes iniciais, que se mantiveram constantes durante a andlise,
foram consideradas. Quando a rigidez da ligacdo € nula, S.=0, observa-se um
comportamento do tipo softening com a perda de rigidez do sistema estrutural. Nesse caso,
como ja verificado no exemplo anterior, a frequéncia de vibragdao diminui a medida que a
amplitude do deslocamento, v, aumenta. Para os dois outros casos, ou seja, S, = SEI/L e
S — 00, ao contrdrio, um comportamento do tipo hardening, com um aumento da rigidez
do portico e da frequéncia, é percebido. A taxa de amortecimento & considerada nessa

andlise foi 0.01 para os dois primeiros modos de vibracao.

Tabela 7.2 Variacdo das trés primeiras frequéncias de vibra¢do com a rigidez da ligacdo

Referéncia Frequéncias Parametro S,
(rad/s) 0 EI/L SEI/L oo

Prosente o, 8.915 8.915 8.915 8.915
srabalho o, 8915 | 10238 | 12.131 | 13.928
o, 35.665 | 35.665 | 35.665 | 35.665
Galvi o, 7.040 7.490 7.640 7.670
(2”0;3? 2 8920 | 9820 | 11.530 | 13.250
o, 33.950 | 34.360 | 34.520 | 34.560
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Figura 7.18 Relacdo ndo linear frequéncia-amplitude

7.3 Analise Transiente

O objetivo desta secdo € realizar a andlise transiente de estruturas metdlicas reticuladas
planas com ligacdes rigidas e semi-rigidas. Inicialmente, para verificar a validade da
estratégia desenvolvida, que se baseia no método de Newmark, trés problemas estruturais
simples, duas vigas e o portico de Williams, sdao estudados. Depois, para validar a técnica
desenvolvida para simular o comportamento histerético da ligacdo e verificar a sua
influéncia na resposta dindmica de um sistema estrutural, outros trés sdo analisados: um
pértico em L com as extremidades engastadas, um portal simples e um portico de dois
andares. E importante esclarecer que foram adotadas, como referéncia principal, as
estruturas analisadas por Chan e Chui (2000). Os parimetros ¥ e B caracteristicos do
método de Newmark foram considerados iguais a 0.5 e 0.25, respectivamente.

Nos exemplos onde se consideram massas concentradas, provenientes de forgas
gravitacionais (lajes e mobilidrio, por exemplo) que possam gerar alguma perturbagcdo na
estrutura, elas sdo introduzidas diretamente na matriz de massa global do sistema. Neste
trabalho, consideram-se apenas as massas concentradas que possuam deslocabilidades nas
direcdes x e y, desconsiderando o efeito rotacional das mesmas. Sendo assim, cada massa
concentrada deve estar associada a um ponto nodal para que seja possivel a sua adi¢ao aos

termos da diagonal principal da matriz de massa global do sistema. Evidentemente, essa
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soma deve ser realizada nos graus de liberdade adequados. Na maioria das anélises

transientes nenhum amortecimento viscoso foi considerado.

7.3.1 Viga Engastada-Livre

Nesta se¢cdo um problema cldssico de uma viga engastada-livre, que teve seu
comportamento analisado no Capitulo 5 quando submetida a um momento fletor estitico
na extremidade livre, € agora avaliada sob a influéncia de um carregamento dinamico. A
viga com 10 m de comprimento € ilustrada na Figura 7.19. O momento fletor linearmente

crescente, M(t), € aplicado durante 0.5 s na extremidade livre, e a andlise transiente é

realizada apenas durante esse periodo.

NN\

L=10m

Figura 7.19 Viga engastada-livre: geometria e carregamento

As propriedades fisicas e geométricas da viga sdo: drea A = 1 m’, inércia /=0.083 m*,
médulo de elasticidade E =205 GPa e massa volumétrica p = 7830 kg/m’. Na discretizacio
da viga foram adotados dez elementos finitos. Com esse problema estrutural, as
formulacdes geometricamente nao lineares SOF-1 e SOF-2 serdo testadas e, além disso, a
estratégia adaptativa estudada no capitulo anterior serd usada. No processo incremental-
iterativo, ilustrado na Tabela 6.2, uma tolerdncia 10° foi estabelecida para garantir a
precisdo dos resultados.

As Figuras 7.20a e 7.20b exibem os histéricos de deslocamento vertical, v, na
extremidade livre, conseguidos com as formulacdes SOF-1 e SOF-2, respectivamente.
Nessa primeira andlise, obtiveram-se as respostas com intervalos de tempo constantes e
iguais a 107 s e 5x10™ s para cada uma dessas duas formulacdes. Cabe ressaltar que usando
a formulacio SOF-1 e At=107s, a andlise foi interrompida no instante 0.0325s por
problemas de convergéncia. Sendo assim, um incremento de tempo menor foi necessario.

Essa resposta € indicada também na Figura 7.20a.
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Sendo assim, para a formulacdo SOF-1, efetuaram-se 50000 incrementos de tempo e,
para SOF-2, 1000 incrementos foram necessarios. A formulagdo SOF-2 mostrou-se entdo

mais eficiente na solu¢do desse problema, produzindo as respostas de forma mais rapida.

A%
1 é' T n Presente trabalho
8 4 ) 8 . Vieira (2004)
7 M(t) =2M,t .
6 —| 6
é At=1x10""s E |
4 7 4
3 3
2 2
n At=5x10""s
1 1
At =5x10%s B
0 T T T T T T 1 ﬁA" 0 T T T T T T 1 NA’
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Tempo (s) Tempo (s)
(a) Formulagao SOF-1 (b) Formulacao SOF-2

Figura 7.20 Resposta no tempo considerando os incrementos de tempo constantes

Agora, o mesmo estudo é refeito utilizando a estratégia adaptativa que define
automaticamente a intensidade do incremento de tempo Ar de acordo com a ndo
linearidade do problema. A variacdo do deslocamento vertical v na extremidade livre da
viga com o tempo € representada nas Figuras 7.21 e 7.22 para as formulacdes que simulam
os efeitos de segunda ordem, SOF-1 e SOF-2, respectivamente. Para a andlise
considerando a formulagdo SOF-1, o incremento de tempo inicial selecionado foi
Aty =0.008 s, e a variacdo desse intervalo durante do processo de solugdo, a partir do
segundo incremento, € ilustrada na Figura 7.21b. Observa-se que, ja nesse segundo passo
incremental, o intervalo A¢ diminui para 5.2768x10*s. O valor minimo foi
At = 0.0697x10™* s, sendo mantido constante a partir de 0.11s até o final da andlise. Isso
pode ser verificado através da Figura 7.21b. O niimero de incrementos necessarios para
produzir a resposta durante 0.5 s permaneceu 50000. Desse total de incrementos, em

apenas 994 deles a matriz de rigidez foi reavaliada.
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Figura 7.21 Resposta no tempo obtida usando a formula¢do SOF-1

7 M(t) =2M,t
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Figura 7.22 Resposta no tempo obtida usando a formulagdo SOF-2

Usando a formulacdo SOF-2, a variacao do intervalo Ar durante a anélise é mostrada

na Figura 7.22b. Como no caso anterior, para o segundo incremento, Ar também diminuiu,



tendo valor méximo e minimo, durante a andlise, iguais a 5.431x10% s e 0.808 x10™ S,
respectivamente. A matriz de rigidez foi determinada 1461 vezes e 2199 incrementos
foram necessdrios.

Nas Figuras 7.20, 7.21 e 7.22 estdao indicados também os resultados obtidos por
Vieira (2004). Uma boa concordancia entre as respostas pode ser notada. Com essas
andlises, conclui-se que a ado¢do de intervalos de tempo sempre constantes no processo de
integracdo das equacdes de movimento foi mais adequada quando se utilizou a formulagao

de segunda ordem SOF-2.

7.3.2 Portico de Williams

O segundo problema desta sec¢do € apresentado na Figura 7.23. Trata-se de uma estrutura,
conhecida como poértico de Williams (Williams, 1964), bastante utilizada para testar
formulacdes ndo lineares e verificar a eficiéncia de implementacdes computacionais. As
caracteristicas geométricas dessa estrutura estdo indicadas também na Figura 7.23. A altura

do pértico € 0.98 cm e sua largura, 65.76 cm.

P(t) P(0)

67N

t(s)

| 32.88 cm 32.88 cm

Figura 7.23 Pértico de Williams: geometria e carregamento

A estrutura constituida por dois membros de secdes retangulares com drea
A=1.1806 cm? e inércia I=0.036 cm” foi discretizada com 20 elementos finitos. O médulo
de elasticidade e a massa volumétrica adotados para esses dois membros foram,
respectivamente, 71.02 GPa e 2714.5Ns*/m*. O pértico é submetido a uma carga
concentrada P de intensidade 67 kN e seu comportamento serd analisado durante 0.04 s.
Mais uma vez, as duas formulacdes SOF-1 e SOF-2 serdo usadas.

As respostas para o deslocamento vertical v no topo da estrutura obtidas através das
formulacdes SOF-1 e SOF-2, sao ilustradas nas Figuras 7.24 e 7.25, respectivamente. O

. 4 . P
mesmo intervalo de tempo, At = 107" s, foi usado nas duas andlises.
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Figura 7.25 Resposta no tempo obtida com a formulagdo SOF-2

Verifica-se que os resultados nos dois casos foram bastante satisfatorios se
encontrando em boa concordancia com aqueles fornecidos por Chan e Chui (2000) e

Galvao (2004) representados, também, nas figuras. Isso mostra que as duas formulagdes,
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ao contrdrio do que ocorreu no exemplo da secdo anterior, foram igualmente eficientes
para a solu¢@o desse problema.

Uma variagdo no incremento de tempo Ar é agora estabelecida para avaliar a sua
influéncia na qualidade das respostas. Vale ressaltar que esse incremento nao sofreu
alteracdo durante as andlises. Foram selecionados um intervalo de tempo menor e outro
maior que 10, para o qual ja se verificaram as respostas. Sendo assim, andlises com
incrementos iguais a 10° e 107 s foram realizadas e estdo indicadas nas Figuras 7.24b e
7.25b, que ilustram a variagdo do deslocamento vertical, v, durante o tempo de andlise.
Pode-se notar que as respostas considerando Af= 107 s ndo foram adequadas e para o
incremento de tempo menor, os resultados se mantiveram iguais aqueles com Ar= 10%s.

Esse comportamento foi observado nas andlises com as duas formulacdes, SOF-1 e SOF-2.

7.3.3 Viga com Ligacoes Semi-Rigidas

A viga com ligacOes semi-rigidas de mesmo comportamento nas extremidades, ilustrada na
Figura 7.26, é a proxima estrutura selecionada. Essa estrutura foi analisada também no
Capitulo 5 para verificar a eficiéncia das formulagdes ndo lineares desenvolvidas para

considerar o efeito das ligacdes semi-rigidas.

F(t) F(t), KN &

2.85+

MHBN

L/2 L2

1s

-

3 t(s)

Figura 7.26 Viga com ligacdes semi-rigidas nas extremidades

A viga tem 51 cm de comprimento, L, e possui se¢ao transversal retangular com area
A=0.806 cm” e inércia I=0.00677 cm®. O médulo de elasticidade e a massa volumétrica
foram adotados iguais a 206.84 GPa e 2778.6 Ns*/m*, respectivamente. Na discretizacdo da
estrutura, dez elementos finitos foram usados.

Para mostrar, mais uma vez, a influéncia das ligacdes semi-rigidas na frequéncia
natural minima da estrutura, a relacdo entre a rigidez da ligacdo, S., e essa frequéncia, ®, é
ilustrada na Figura 7.27. O parametro S, foi adimensionalizado usando a rigidez a flexao
da viga, EI, e m, através da menor frequéncia natural da viga com ligacdes rigidas.
Observa-se que o comportamento € nao linear para as relagdes log (S./EI) compreendidas
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entre, aproximadamente, -1.0 e 3.0. Nessas situagdes, o comportamento semi-rigido das
ligacOes torna-se importante e deve ser considerado na analise de vibragdo. Para relagdes
inferiores a -1.0, as ligacdes podem ser consideradas como rotuladas, e para valores
maiores que 3.0, como rigidas. Vale ressaltar que trés andlises foram realizadas alterando a
massa volumétrica, p, e a rigidez a flex@o da viga, EI, como indicado na figura. Em todos
0s casos, as relacdes foram idénticas. No estudo realizado por Ackroyd e Gerstle (1982)
para descrever os efeitos da flexibilidade da ligagdo no comportamento de uma viga, foi
demonstrado que a rigidez da ligacdo deve ser considerada nas andlises quando a relagdo

EI/(S L) estiver compreendida entre 0.05 e 2.0.

b Ligacao rigida
e S B LR = @
09 — Andlise 1: EL L, p
— * Anilise 2: EL, L, 100p
5 08 O Andlise 3: 100EL L, p
&
§\—1
8 o7
0.6 ¢ S QE
Z
0.5
Ligacao rotulada
0.4 — I I I I I I I I I I
3 2 1 0 1 2 3 4 5
log (S./EI)

Figura 7.27 Influéncia da rigidez da ligacao na frequéncia natural da estrutura

Para a andlise transiente, incrementos de tempo constantes e de magnitude 107 s
foram usados. Uma carga P=2.85kN foi aplicada na estrutura durante 1s, e o
deslocamento vertical no centro da viga, ponto de aplicagdo da carga, foi controlado
durante 0.005s. Realizaram-se duas andlises considerando as ligagdes perfeitamente rigidas
e semi-rigidas com comportamento linear. Os resultados obtidos usando a formulagdo
SRF-1 (flexibilidade da ligacao) e SOF-2 (ndo linearidade geométrica) sdo mostrados na
Figura 7.28. As respostas encontradas por Chan e Chui (2000), Yang e Saigal (1984) e

Mondkar e Powell (1971) estdo indicadas nessa figura para fins de comparacdo. O
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comportamento linear da ligacdo semi-rigida € caracterizado pelo parametro S.=EI/L

permanecendo constante durante a andlise.
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Figura 7.29 Histdrico de deslocamento para a viga com S, = EI/L
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Através da andlise anterior (Figura 7.27), para S.=EI/L, a relag¢do log (S./EI) indica
que o comportamento semi-rigido da ligacdo deve ser considerado na andlise de vibragdo
da viga. Os histéricos de deslocamento encontrados com as outras formulacdes capazes de
simular os efeitos da inelasticidade da ligacdo, SRF-2 e SRF-3, estdo ilustrados nas Figuras
7.29a e 7.29b, respectivamente.

A proximidade entre os resultados encontrados neste trabalho e os de Chan e Chui
(2000) indicam que, assim como SRF-1, as formulacdes SRF-2 e SRF-3 se mostraram

adequadas para simular a flexibilidade da ligacdo.

7.3.4 Portico Biengastado em L

Para validar, principalmente, a metodologia implementada para simular o comportamento
histerético da ligacdo, a estrutura ilustrada na Figura 7.39a é estudada. Trata-se de um
portico em forma de L com as extremidades engastadas, constituido por uma viga e uma
coluna de comprimentos 150 cm e 100 cm, respectivamente. No estudo, a ligacdo entre
esses dois membros é considerada como sendo perfeitamente rigida e semi-rigida. Nesse
ultimo caso, uma ligacdo com placa de extremidade (header plate) com rigidez inicial, S,
igual a 137.3 Nm/rad foi usada. As seguintes relacdes entre as propriedades geométricas da

secdo transversal e do material sdo consideradas: EI=41.48 Nm” e pA = 11.08 Ns*/m’.

Z
S

% @ 7C7 7‘7 7

j‘ 150 cm - 50 cm P(t) \
] —P(1) 19.6 N .
Secdo transversal h S0 em 0.0987  t(s)
b Y_
iz

Figura 7.30 Estrutura analisada: geometria e carregamento

Discretizou-se a estrutura com dez elementos finitos de mesmo tamanho em cada um
dois membros, viga e coluna.

Inicialmente, um estudo sobre os modos e frequéncias naturais da estrutura com
ligacdo rigida e semi-rigida é efetuado. Kawashima e Fujimoto (1984) mediram

experimentalmente a frequéncia natural de vibracdo dessa estrutura com a hipdtese de

220



ligacdo viga-coluna rigida, e, também, a determinaram numericamente considerando a
ligacdo semi-rigida. Além desses autores, Shi e Atluri (1989) e Chan e Chui (2000)
utilizaram essa estrutura para testar as formulacdes numéricas para andlise estdtica e
dinamica por eles desenvolvidas. A Figura 7.31 ilustra os dois primeiros modos de
vibragdo e, na Tabela 7.3, comparam-se as frequéncias naturais correspondentes a esses
modos com os resultados encontrados por Kawashima e Fujimoto (1984), nas andlises
numérica e experimental, Shi e Atluri (1989) e Chan e Chui (2000). Pode-se observar que
os resultados estdo em boa concordancia com os da literatura.

Primeiro modo Primeiro modo

T~ - -7 - T \
4 - / ﬁ Segundo modo |+
Segundo modo K \
II \‘
/ \
| \
| I
|
o =15.81 rad/s \ o =14.89 rad/s !
\
wy =34.74 rad/s \ Wy =32.77rad/s K
\\ /l
\ /
\ !
[/
A 4
(a) Ligacdo rigida (b) Ligacdo semi-rigida

Figura 7.31 Dois primeiros modos de vibracio do portico

Tabela 7.3 Duas primeiras frequéncias naturais de vibragdo, ®, e 0,, em rad/s

Lisacio Presente Kawashima e Fujimoto (1989) | Shi e Atluri | Chan e Chui
8¢ trabalho Numérico Experimental (1989) (2000)
L. mW = 1581 mW = 1630 mW = 1550 w, = 1587 -
Rigida
w, =34.74 o, =35.90 o, = 30.80 o, =35.30 -
Semi- o, =14.90 o, =14.90 - o, =14.75 o, =15.22
rigida w, =32.77 o, =33.00 - o, =32.06 o, =33.52

Para avaliar a resposta dindmica dessa estrutura, aplicou-se uma carga de impacto de
curta duracdo P(f) e de intensidade constante igual a 19.6 N na altura central da coluna
como mostrado na Figura 7.30. Nesse estudo, deseja-se verificar, principalmente, a
influéncia do comportamento ndo linear da ligacdo na resposta. Para isso, a representacao
matemadtica da curva momento-rotacio da ligacdo semi-rigida torna-se necessaria.

Adicionalmente, para checar a importancia da funcdo adotada nessa representacdo, dois
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modelos serdo considerados: exponencial (Chen e Lui, 1986) e de poténcias com quatro
parametros (Richard e Abbott, 1975). Os parametros para o modelo exponencial,
representado pela Equacdo (B.3) do Apéndice B, sdo: m=6, C;=1.078915,
C,=-18.148410, C3=52.890917, C4=-34.035435, Cs5=-37.194613, Cc=43.896458,
o=0.000384, R;y=95.55031 kgt cm/rad e M,=0. Com esses dados, obtém-se 0 momento
em kgf cm. Para obté-lo com a unidade Nm basta multiplicar o resultado encontrado por
0.0981. Para o modelo de poténcias com quatro parametros, Equacdo (B.9), além da
rigidez inicial fornecida anteriormente, os seguintes termos foram usados na modelagem:
R, =8.826 Nm/rad, My = 0.883 Nm e n = 1.7. A Figura 7.32 ilustra o comportamento

momento-rotacdo e rigidez-rotagdo para essa ligacao usando esse dois modelos.

14 140
- '," Linear -
1 | \ - .
12 Niio linear 120 | Modelo exponencial
B B — — — Modelo de poténcias
1.0 100 —|
el g |
% 0.8 — E 80 —
s £
p >
£ 06 ; S 60
s ! .oh
4 ¢ 2
04— 40
0.2 — 20 —
e s O O O O B s s s B R B
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Rotacdo (x 1072 rad) Rotagdo (x 1072 rad)
(a) Momento-rotagao (M - ¢.) (b) Rigidez-rotagao (S, - ¢.)

Figura 7.32 Comportamento da ligagdo semi-rigida

As andlises assumindo o comportamento linear e ndo linear da ligacdo foram feitas
também por Shi e Atluri (1989) e Chan e Chui (2000). Shi e Atluri (1989) descreveram a
relacdo momento-rotagdo através do modelo de Ramberg-Osgood (Chan e Chui, 2000). O
parametro de rigidez da ligacdo, S., nesse caso, foi definido, através de uma relacdo

rigidez-momento, como (Chan e Chui, 2000):

__ Mo/d

= (7.1)
© ln|M M
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usando os coeficientes: ¢p=0.00603 rad, My=0.828 Nm e n=4.32.

Na andlise transiente desse problema, incrementos constantes de tempo, Af= 107 S,
foram usados. Para convergéncia do processo iterativo de solucdo considerou-se uma
tolerancia &, igual a 10*. A Figura 7.33 exibe a resposta estrutural no tempo, obtida
considerando a ligagdo com comportamento linear, ou seja, com a rigidez da ligagdo, S,
mantida constante durante a andlise. Controlou-se o deslocamento horizontal u do ponto de
aplicacdo da carga e a sua variagdo durante o tempo de andlise, 1.8 s, é representada na

figura citada. As respostas encontradas sdo comparadas aquelas obtidas por Chan e Chui

(2000) e Shi e Atluri (1989).

P()A Presente trabalho
127 P() -
o Chan e Chui (2000)

- 19.6 Nb—— Ale—

1.0 — | u ¢ Shie Atluri (1989)

L

K % 0, &

$
P O b P P

u (cm)
(=)
~
|
v

P P

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
Tempo (s)

Figura 7.33 Resposta transiente considerando a ligagdo com comportamento linear

A estrutura é analisada, mais uma vez, considerando, entretanto, o comportamento
ndo linear da ligacao. Os resultados obtidos usando o modelo exponencial para descrever o
comportamento da ligacdo sdo apresentados na Figura 7.34. Novamente, usam-se para
validacdo os resultados obtidos por Chan e Chui (2000) e Shi e Atluri (1989). Uma
diferenga na resposta encontrada por Shi e Atluri (1989) e as demais é percebida. Através
da Figura 7.35a usada para comparar as respostas encontradas assumindo o comportamento
linear e ndo linear da ligacdo, verifica-se, claramente, a reducdo na resposta em decorréncia
da dissipacdo de energia resultante da deformacdo da ligacdo. Além disso, observa-se que

os periodos de vibracdo foram praticamente iguais para a ligagdo com comportamento
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linear e ndo linear. Na Figura 7.35b, o ciclo histerético representando a resposta momento-

rotagdo da ligacdo obtida nessa andlise dinamica € ilustrado.
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Figura 7.34 Resposta transiente considerando a ligagdo com comportamento nao linear
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Figura 7.35 Resposta transiente para o pértico em L
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Para investigar a influéncia da escolha do modelo matemdtico para descricio do
comportamento momento-rotagdo da ligacdo, a mesma andlise € refeita usando, agora, o
modelo de poténcias com quatro parametros. A variagdo do deslocamento horizontal do
ponto de aplicacdo da carga, u, com o tempo, e o0 comportamento histerético da ligacao sao
mostrados na Figura 7.36 para os dois modelos, exponencial e de poténcias. Observa-se
que os resultados obtidos para o histérico de deslocamentos, Figura 7.36a, foram
coincidentes, o que permite afirmar que o modelo usado para representar o comportamento
da ligacdo nao teve influéncia sobre a resposta. Uma pequena diferenga € verificada no
comportamento histerético da liga¢do, curva momento-rotagdo, podendo ser observada
também na Figura 7.32b, que mostra alguma varia¢do nas aproximacgdes estabelecidas para
a rigidez da ligacdo nos dois modelos. Para permitir uma melhor visualizacdo, apenas os
dois primeiros ciclos de carregamento e descarregamento da ligacdo foram representados

na Figura 7.36b.

Modelo de poténcias
¢ Modelo exponencial

u (cm)

Momento (Nm)

— — Modelo de poténcias
--------- Modelo exponencial

S s I B s O R B B R A
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 -15 -10 05 00 05 10 15 20
Tempo (s) Rotacdo (x10-2 rad)
(a) Histoérico de deslocamentos (b) Comportamento histerético

Figura 7.36 Respostas obtidas com dois diferentes modelos de ligagao

7.3.5 Pértico Simples

O portico simples ilustrado na Figura 7.37 € a segunda estrutura destinada a verificacdo da
eficiéncia da metodologia para andlise dindmica de estruturas com liga¢des semi-rigidas,

nas quais o comportamento histerético das ligacdoes € considerado. Trata-se de uma
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estrutura comumente usada para validar técnicas desenvolvidas para andlise estitica nao
linear de estruturas reticuladas planas. Nesse contexto, podem ser citados os trabalhos de
Lui e Chen (1986), Chen e Zhou (1987), Al-Bermani e Kitipornchai (1992) e Chan e Chui
(2000), que investigou inclusive a sua resposta dinamica. A andlise transiente dessa
estrutura foi realizada, também, por Al-Bermani et al. (1994).

As colunas do pértico sd@o formadas por perfis W200x46 e a viga € constituida por
perfil W310x33. Adotou-se o mddulo de elasticidade e a massa volumétrica iguais a

205 GPa e 7830 kg/m’ nesses membros.

P=445kN

W310:33

5 S
= S 3.66 m
Q N
B t(s) B
iig =3.81sen(15.7) m/s> 1Y~
E—
7//////// 7///(////

| |
|+~ 549m ——>
|

Figura 7.37 Pértico simples sob excitagdo de base

Outro tipo de carregamento que pode ser considerado nas andlises consiste na
excitacdo do solo na base das estruturas. Trata-se de um problema bastante importante na
andlise dinamica estrutural, pois permite simular os efeitos provocados por terremotos. A
excitacdo nesse caso € fornecida através de uma funcdo que retrata a variagdo da
aceleracdo do solo com o tempo. Cabe informar que essa é uma informagdo registrada
durante um abalo sismico. Para simular esse carregamento, o vetor de forcas externas na

Equacao (6.24) € definido como (Chan e Chui, 2000; Sekulovic e Nefovska, 2008):

F,_ =ii (t)MF

exi g r

(7.2)

na qual M é a matriz de massa da estrutura, F, é o vetor que define a direcdo de translacdo

do movimento do solo e i P () descreve a aceleragio do solo.
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Sendo assim, para investigar o comportamento dindmico dessa estrutura submetida a
uma excitacdo harmonica de base, de amplitude 3.81 m/s’ e frequéncia de vibragdo igual a
15.7 m/sz, como ilustrado na Figura 7.37, dez elementos finitos em cada um dos membros
foram adotados para a sua discretizagao.

As ligagdes viga-coluna foram consideradas idealmente rigidas e semi-rigidas. Nesse
ultimo caso, apenas a influéncia do comportamento momento-rotacdo nao linear dessas
ligacoes, ilustrado na Figura 7.38a, € verificada. Os parametros requeridos pelo modelo
exponencial na representacdo dessa curva estdo, também, indicados nessa figura. Para
simular os efeitos da ndo linearidade geométrica, a formulagdo SOF-2 linearizada foi
usada. Apenas dois dos elementos finitos, situados nas extremidades da viga, foram
modelados com ligacdes semi-rigidas nos pontos nodais, sendo as suas matrizes de rigidez
obtidas através da formulagdo SRF-1 estudada no Capitulo 4. Seguindo a modelagem
usada por Chan e Chui (2000), massas concentradas provenientes da carga gravitacional P,
de magnitude 2268.78 kg, foram consideradas nas extremidades da viga.

Na integracao numérica das equagdes de movimento, utilizaram-se incrementos de
tempo, At, constantes e iguais a 107 s. Uma toleréncia de 10~ foi considerada no critério

convergéncia do processo iterativo mostrado na Tabela 6.2 do Capitulo 6.
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&
|
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30 — Modelo exponencial

G =-0.37565x10%;C, = 0.10758x10*
Gy =-0.77282x10%,C, = 0.22126%10°
Cs =—0.28368x10%; Cg =—0.13544x10°
0 =0.10789x1073; M = 0; Rip =0
Unidades: kip, in e rad —

!
0 2 4 6 8 10 6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4
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Rotacdo (x1073 rad) Rotacio (x10-3 rad)
(a) Curva momento-rotacdo (b) Comportamento histerético

Figura 7.38 Comportamento da ligacdo semi-rigida
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As respostas dindmicas da estrutura, considerando as ligacdes viga-coluna rigidas e
semi-rigidas, sdo ilustradas, respectivamente, nas Figuras 7.39 e 7.40. Representa-se a
variagcdo do deslocamento horizontal no topo da coluna direita, u, durante o tempo de

analise, 6 s.
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Figura 7.40 Resposta transiente para o pdrtico com ligagdes semi-rigidas
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Pode-se observar o bom acordo entre os resultados obtidos neste trabalho e aqueles
encontrados por Al-Bermani et al. (1994) no caso das ligacdes serem rigidas. Utilizam-se
também para comparacao as respostas fornecidas por Chan e Chui (2000). Para a hipétese
de ligagcdes semi-rigidas, Figura 7.35, alguma diferenga pode ser notada, porém, percebe-se
que o periodo de vibracdo encontrado neste trabalho e os da literatura sdo bastante
proximos. Ainda nessa figura, verifica-se, mais uma vez, a diminuicdo da amplitude dos
deslocamentos ao longo da andlise conseguida com a dissipacdo de energia favorecida
pelas ligacdes semi-rigidas. O comportamento histerético momento-rotacao das ligacoes é
ilustrado na Figura 7.38b mostrada anteriormente. Cabe informar que essa curva nédo foi

fornecida nas referéncias para comparagao.

7.3.6 Portico de Dois Andares

Para validar, mais uma vez, a metodologia numérica usada na simulacdo do
comportamento histerético da ligacao, o pértico de dois andares ilustrado na Figura 7.41 é
investigado. Essa estrutura também foi utilizada no Capitulo 5 para validar as formulagdes
e implementacdes computacionais desenvolvidas para realizar a andlise estdtica de
estruturas de aco reticuladas planas com ligacdes semi-rigidas. Verificou-se, nas anélises
estdticas realizadas com essa e outras estruturas, que a capacidade de carga ¢é

consideravelmente afetada pelo comportamento ndo linear da ligacao.

S S F(t), KN &
F(t) ® ¢ c@ ,,,,, ® Carregamento 1
W360x72 75+ .
= ‘ ‘ )
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S S ‘ ‘
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< Carregamento 2
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a
=

7/////// SIS >
.~ 610m ——

Figura 7.41 Pértico de dois andares: geometria e carregamentos dindmicos
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Para as vigas é adotado o perfil W360x72 e para as colunas, perfil W310x143. Na
discretizacdo das vigas e colunas foram usados, respectivamente, dois € um elementos
finitos. Além disso, foi considerado em todas as se¢cdes o modulo de elasticidade, E, igual a
205 GPa. Nas extremidades e no centro da viga foram adotadas massas concentradas de
intensidades 3730 kg e 7460 kg, respectivamente.
O portico de dois pavimentos com bases apoiadas é estudado com as hipéteses de
ligacdes viga-coluna rigidas e semi-rigidas com comportamentos lineares e nio lineares.
Sao feitas andlises dinadmicas submetendo a estrutura a dois tipos de carregamentos, um

ciclico e um pulso retangular, como mostra também a Figura 7.41. Essas cargas sdo

aplicadas no topo dos pavimentos.
A Figura 7.42 ilustra o detalhe e o comportamento da ligagao adotada. Usou-se uma

ligacdo com chapa de topo para conectar os membros, viga e coluna. O seu comportamento

ndo linear momento-rotacdo foi representado através do modelo exponencial. No Apéndice

B, Tabela B.1, estdo indicados os pardmetros considerados nesse modelo.
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Figura 7.42 Detalhe e comportamento da ligagdo com chapa de topo

Inicialmente, a estrutura € submetida ao carregamento ciclico e a resposta obtida para
o deslocamento horizontal no topo da estrutura, u, é representado na Figura 7.43a. Nessa

andlise foram adotados incrementos de tempo constantes, Ar= 5x10™ s, e uma tolerancia £

no processo iterativo igual a 10™.
Verifica-se que o deslocamento oscila, inicialmente, com amplitudes que variam em

torno de + 7 cm caracterizando o regime transiente e, apds 6 s, aproximadamente, entra em

230



regime permanente, que € percebido pelo movimento constante com os deslocamentos
variando em torno de + 5 cm. Conclui-se, entdo, que, durante esse periodo de resposta
constante, a energia introduzida na estrutura pelas cargas externas excitantes e a energia
dissipada por ela através das ligacdes semi-rigidas sdo aproximadamente iguais. Isso pode
ser verificado observando a Figura 7.43b, que ilustra o comportamento momento-rotagao
da ligacdo durante o tempo total de anélise, 16 s. Durante o regime permanente, os ciclos
de carregamento e descarregamento sdo coincidentes. Comparam-se, mais uma vez, oS
resultados encontrados aos de Chan e Chui (2000). Como abordado na Secdo 7.1, a energia
dissipada em cada ciclo pode ser medida calculando a drea no interior da curva momento-

rotacao gerada nas etapas de carregamento e descarregamento da ligagao.
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Figura 7.43 Anilise dinamica considerando o carregamento 1

Para predizer de uma forma mais realistica o comportamento da estrutura, foram
consideradas cargas gravitacionais aplicadas estaticamente a estrutura, de magnitudes 36.6
kN e 73.2 kN, atuando nas extremidades e no centro das vigas, respectivamente. Essas
cargas induzem esfor¢os axiais nas colunas e, em virtude desses esforgos, surgem
momentos fletores adicionais, reduzindo a rigidez desses membros e, consequentemente,
do sistema estrutural. Para esse estudo, as andlises serdo realizadas, agora, considerando o

carregamento 2, que refere-se a um pulso retangular de 7.5 kN atuando durante 1s, ja
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mostrado na Figura 7.41. Adotaram-se, também, incrementos constantes de tempo,
Ar=5x10"s, e uma tolerancia &= 10*s para estabelecer a convergéncia da solucdo no
processo iterativo. As Figuras 7.44a, 7.45a e 7.46a exibem os historicos de deslocamento
horizontal no topo da estrutura, u, sem a presenca das forcas gravitacionais e considerando
as ligacdes rigidas e semi-rigidas com comportamentos lineares e nao lineares,
respectivamente. Nas Figuras 7.44b, 7.45b e 7.46b, tém-se as mesmas andlises
considerando, entretanto, as forcas gravitacionais. Comparam-se os resultados aos de Chan
e Chui (2000) e Sekulovic et al. (2002). Verifica-se que os resultados conseguidos neste
trabalho se aproximam melhor dos encontrados por Chan e Chui (2000).

Observando todas essas figuras, verifica-se que as amplitudes dos deslocamentos sao
maiores quando as forgas gravitacionais atuam. Como ja destacado, isso ocorre devido a
influéncia dos efeitos de segunda ordem provocados pelas cargas gravitacionais que

reduzem a rigidez das colunas. Essa influéncia € menor no caso das liga¢des rigidas.
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Figura 7.44 Analise dinamica: ligagdes rigidas e atuacéo da carga 2

Para comparacgdo, nas figuras 7.47 e 7.48, sao ilustradas, conjuntamente, as respostas
encontradas anteriormente assumindo as ligacdes rigidas e semi-rigidas, quando se
consideram ou ndo a atuacdo das cargas gravitacionais. Agora, o tempo total de andlise é

10 s.
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Figura 7.45 Anilise dinamica: liga¢des semi-rigidas (S, constante) e atuagdo da carga 2
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Figura 7.46 Andlise dindmica: ligacdes semi-rigidas (S, varidvel) e atuagdo da carga 2

Nota-se como o amortecimento histerético promovido pelas ligacdes semi-rigidas

com comportamento nao linear faz com que as amplitudes dos deslocamentos diminuam
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sucessivamente durante a andlise. Para a estrutura com ligacOes rigidas ou semi-rigidas

com rigidez constante, a resposta permanece constante apds o periodo de atuacdo do

carregamento dinamico.
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Verifica-se também, através das Figuras 7.46 e 7.47 que, para as ligacdes com
comportamento nao linear, que sofrem deformacdes permanentes, a resposta nao oscila em
torno da configuracdo indeformada da estrutura, u = 0, como nos outros dois casos. Outra
observacao é com relacao a frequéncia de vibragdo, que € maior quando se consideram as
ligacdes rigidas. Quando ligacdes semi-rigidas com comportamento ndo linear sdo
adotadas, o contrario é observado.

Com a andlise desse sistema estrutural e baseando-se nos estudos dos dois problemas
anteriores, pode-se concluir que o algoritmo usado para descrever a curva momento-
rotacdo da ligacdo sob cargas dinamicas € eficiente e adequado para representar o
comportamento histérico de uma ligacdo independentemente do modelo matematico usado

para descrevé-la.
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Capitulo 8

Analise Avancada de Sistemas Estruturais
de Porte Médio

8.1 Introducao

Encerrando os capitulos referentes ao estudo e a validagdao das formulagdes ndo lineares
desenvolvidas, serdo realizadas agora andlises avancadas de sistemas estruturais de porte
médio, nas quais se consideram os efeitos da ndo linearidade geométrica, da flexibilidade
da ligacdo e da plastificacio dos membros. Para a andlise dindmica, encontram-se
desenvolvidas apenas formulacdes capazes de simular os dois primeiros efeitos. Deve-se
enfatizar que o problema da inelasticidade do ago € tratado através do método da rétula
plastica refinado, que permite capturar a transicdo do escoamento inicial da se¢cdo até sua
plastificacdo total.

O objetivo dessas andlises é, ainda, validar as formulacdes implementadas. Para isso,
usam-se trés sistemas estruturais de porte médio cujas respostas das suas andlises estaticas
ou dinamicas sdo encontradas na literatura para comparacao. Tém-se, como exemplos, um
portico de seis pavimentos e quadro duplo, outro com sete andares e o terceiro, com quatro,
que serdo apresentados, respectivamente, nas Secdes 8.2, 8.3 e 8.4 deste capitulo. Anélises
ndo lineares estdticas, eldsticas e ineldsticas, assim como a dinamica serdo efetuadas para
todos esses sistemas estruturais. A metodologia numérica considerada nessas andlises e as
formulacdes adotadas na simulagdo dos efeitos ndo lineares sdo encontradas nos Capitulo 4
e 5 deste trabalho. J4 os modelos matematicos usados na representacdo do comportamento

momento-rotacdo das ligacdes semi-rigidas estdo detalhados no Apéndice B.



8.2 Portico de Seis Andares

O pértico de seis pavimentos e quadro duplo ilustrado na Figura 8.1 € o primeiro exemplo
deste capitulo. A andlise dessa estrutura com ligagdes rigidas entre vigas e colunas é um
problema cléssico, que foi proposto por Vogel (1985) para calibracdo de formulagdes
inelasticas. Por essa razdo, essa estrutura € conhecida na literatura como o poértico de
Vogel. Porém, para realizar uma andlise estrutural mais realistica, ligacdes semi-rigidas
com comportamento ndo linear serdo adotadas para interligar vigas e colunas. Como se
sabe, molas com rigidez rotacional sdo usadas para modelar as liga¢gdes e, na Figura 8.1,
elas estdo esbocadas para representd-las. A andlise estrutural convencional, no qual as
ligacOes sdo assumidas perfeitamente rigidas serdo também realizadas com o objetivo de
verificar as suas diferengas em relacdo aquelas considerando as ligagcdes como semi-
rigidas.

O pértico tem 22.5 m de altura e 6 m de vao em cada um dos quadros, como mostra a
Figura 8.1. Os seguintes perfis metdlicos comerciais constituem as vigas: IPE 240,
IPE 300, IPE 330, IPE 360 e IPE 400. As colunas sdo formadas por perfis HEB 160,
HEB 200, HEB 220, HEB 240 e HEB 260, como indicado na mesma figura. Nessa figura
tem-se também o carregamento atuante. Nas vigas, cargas uniformemente distribuidas com
intensidades 31.7A kN/m e 49.1A kN/m, sendo A um fator de carga, sdo consideradas. No
topo das colunas em cada um dos seis pavimentos, cargas concentradas de intensidades F
e F, sdo aplicadas. Em todas as vigas e colunas, o médulo de elasticidade € assumido igual
a 205 GPa e uma imperfei¢cdo geométrica inicial Ay nas colunas € considerada. O valor
dessa imperfeicdo serd informado mais adiante de acordo com a andlise realizada.

Quatro diferentes tipos de ligagdes viga-coluna sao consideradas: cantoneira de alma
simples (Ligagao A), cantoneira de topo e assento (Ligagdo B), chapa de topo (Ligacdo C)
e chapa de topo estendida (Ligacdo D). O comportamento momento-rotacdo de tais
ligacdes € representado através da funcdo exponencial proposta por Lui e Chen (1986). Os
parametros requeridos pelo modelo para essa representagao sao informados na Tabela B.1
do Apéndice B. As curvas momento-rotacdo, M-¢., e rigidez-rotacdo, S.-¢., dessas ligacoes
estdo ilustradas na Figura 8.2. O comportamento linear momento-rota¢ao, no qual a rigidez
das ligacdes ndo sofre nenhuma degradagdo, é também considerado nas andlises. Nesse
caso, ela é definida em funcdo do fator fixo, y, que varia de 0, para as liga¢des rotuladas, a

1, para as liga¢des rigidas. O valor da rigidez inicial, S;,;, das ligacdes semi-rigidas A, B, C
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e D, em kNm/rad sdo, de acordo com a Tabela B.1, iguais a 5424, 10759.75, 12430 e
34804, respectivamente.
As andlises ndo lineares, estdtica e dinamica, desenvolvidas com esse pdrtico serdo

apresentadas a seguir nas duas préximas secoes.
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Figura 8.1 Portico de seis andares: geometria e carregamento

8.2.1 Analise Estatica Nao Linear

Serdo realizadas andlises estdticas considerando o material com comportamento eldstico
linear e ndo linear. Nessas andlises, a carga uniformemente distribuida foi representada
como um conjunto de cargas nodais equivalentes, e as cargas concentradas F; e F»,
adotadas iguais, respectivamente, a 10.23A kN e 20.44A kN. A imperfei¢ao, Ao, € assumida
igual a 1/300.
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Tendo como objetivo principal nas andlises a determinacio da carga de colapso do
portico, escolheu-se a estratégia do incremento direto do pardmetro de carga com iteracao a
carga constante. O incremento inicial desse parametro, que em fungdo dessa escolha é
mantido constante durante todo o processo incremental-iterativo, foi assumido igual a 0.01.
O método de Newton-Raphson padrdo e uma tolerancia { = 10" capaz de assegurar a

convergéncia da solu¢do no processo iterativo foram usados.
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Figura 8.2 Comportamento de ligacdes viga-coluna

Para as andlises eldsticas foram usados quatro elementos finitos na discretiza¢do das
vigas e apenas um elemento finito em cada coluna. Os elementos das extremidades das
vigas sdo modelados com molas nas extremidades para simular o efeito da flexibilidade da
ligacdo. Os demais seguem a forma convencional com a hipétese de ligacOes idealmente
rigidas. Os efeitos de segunda ordem e da flexibilidade da ligacdo sao introduzidos nas
andlises eldsticas através das formulagdes SOF-2 linearizada e SRF-3, respectivamente.

O estudo € realizado, como anteriormente mencionado, considerando as ligacdes
viga-coluna rigidas e semi-rigidas. As trajetdrias de equilibrio para o pértico de Vogel
obtidas com a hipétese de ligagdes tipo A, B, C e D com comportamento linear e ndo linear
sao mostradas nas Figuras 8.3a e 8.3b, respectivamente. Representam-se nessas figuras a

variagdo do deslocamento horizontal no topo da estrutura, ur, com o fator de carga, A. A
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curva carga-deslocamento para o portico com ligacdes rigidas estd também ilustrada na
Figura 8.3a. Os resultados numéricos obtidos por Chan e Chui (2000) sdo indicados nessas
figuras para comparacdo. Na Tabela 8.1 sdo informados os fatores de carga limite
alcancados nessas andlises. Pode-se notar, observando as Figuras 8.3a e 8.3b e, também, a
Tabela 8.1, a influéncia da ligacdo semi-rigida na resposta. O efeito da ndo linearidade da
ligacdo, que considera a perda de rigidez da ligacao durante o processo de carregamento,
faz com que a estrutura atinja niveis de capacidade de carga, representados pelo fator A,
bastante inferiores a hipétese de ligacdes rigidas ou com semi-rigidez constante. Além
disso, as cargas de colapso sao menores, como esperado, para as ligagdes mais flexiveis, ou

seja, com menor rigidez inicial.
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Figura 8.3 Influéncia da rigidez da liga¢@o nas andlises eldsticas

J4 nas andlises ineldsticas, assumiu-se a tensdo de escoamento G, com valor
235 N/mm? e as tensdes residuais G, nas vigas e colunas foram consideradas iguais,
respectivamente, a 30% e 50% dessa tensdo de escoamento. A definicdo desses valores
para as tensOes residuais, que baseia-se na relacdo D/B, sendo D a altura do perfil e B a
largura da sua mesa, € fornecida na Figura 4.26 do Capitulo 4. Assim como na andlise
elastica, quatro elementos finitos foram usados na discretizacdo das vigas, e para as

colunas, diferentemente, adotaram-se dois elementos finitos. Isso permite acompanhar com
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mais rigor o processo de plastificacio desses membros. E importante mencionar que
Ziemian (1993), empregando os métodos da zona pléstica e da rétula pléstica, estudou o
comportamento desse portico. Ele considerou as ligagdes entre as vigas e as colunas
rigidas. Outros autores, incluindo Toma e Chen (1991), também realizaram a andlise

inelastica dessa estrutura.

Tabela 8.1 Fator de carga de colapso, A, obtido na andlise eléstica

Ligaciio Comportamento | Comportamento
linear nao linear
A 2.35 0.306
B 3.00 0.621
C 3.20 0.918
D 5.20 1.811
Rigida 8.10 -

Para efetuar as andlises ineldsticas, as formulagdes PHF-2 e AAF-2 sao adotadas. A
primeira, PHF-2, considera de forma conjunta os efeitos da ndo linearidade geométrica e
da inelasticidade do aco, sendo usada somente quando as ligagdes sao consideradas rigidas.
A outra formulacdo, AAF-2, simula de forma conjunta esses efeitos e a flexibilidade da
ligacdo. Como descrito no Capitulo 4, nessas duas abordagens, o processo de plastificacao
dos membros é acompanhado através de uma mola ficticia situada nas extremidades do
elemento finito, cuja rigidez € ajustada de acordo com o grau da plasticidade na secdo
transversal. Quando a se¢@o encontra-se em regime eldstico, a rigidez da mola € infinita.
Ao se formar uma rétula plastica, essa rigidez se anula. Para considerar a influéncia da nao
linearidade geométrica, a formulagdo SOF-2 simplificada foi usada juntamente com essas
duas formulagdes.

Os caminhos de equilibrio da estrutura podem ser visualizados nas Figuras 8.4a e
8.4b. Para definicdo das curvas carga-deslocamento mostradas nessas figuras, usou-se,

como referéncia, o deslocamento horizontal no topo da estrutura, u,, como indicado na

Figura 8.1. Na Figura 8.4a, as ligacdes sdo admitidas terem comportamento linear. A
trajetéria de equilibrio do pdrtico com ligacdes rigidas estd também ilustrada nessa figura.
A relacdo ndo linear das ligagdes tipo A, B, C e D foi também considerada e as respostas
encontradas, nesse caso, estdo na Figura 8.4b.

Dessa andlise, conclui-se que o comportamento ineldstico pré-critico do sistema

estrutural em estudo, independente do tipo de ligagdao escolhido, € bastante influenciado
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pelo modelo de ligacdo adotado, linear ou ndo linear. Além disso, como ja observado
anteriormente na andlise eldstica, os fatores de carga limite, A, indicados na Tabela 8.2,
sd0 maiores quando o modelo linear é adotado para representar o comportamento das
ligacoes. Uma excecdo ocorre para a ligacdo mais rigida tipo D. Nesse caso, a
inelasticidade dos membros domina o comportamento estrutural, pois a capacidade de
momento da ligacdo € superior a0 momento de plastificacdo das secOes transversais. Na
Figura 8.2 tem-se indicados os momentos de plastifica¢do, M), e de inicio de escoamento,
M,, maximos e minimos nas vigas do portico de seis andares. Os momentos pldsticos nas
vigas formadas pelos perfis IPE 240, IPE 300, IPE 330, IPE 360 e IPE 400 sao,
respectivamente, 86.15, 147.67, 189.01, 239.47 e 307.14 kNm. O cdlculo dessas grandezas
¢ feito usando a relagdo M, = 6,Z, sendo Z o médulo pldstico da se¢do. J4 os momentos de
inicio de escoamento, M, = (6, - 6,)W na qual W € o mdédulo eldstico, para esses mesmos
perfis sd@o, na mesma ordem, 53.35, 91.64, 117.3, 148.6 e 190.16 kNm. Comparam-se,

novamente, os resultados aos de Chan e Chui (2000).
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Figura 8.4 Influéncia da rigidez da ligagcdo nas andlises ineldsticas

Para os pérticos com ligacdes mais flexiveis, dos tipos A e B, é possivel observar que
o comportamento global do sistema estrutural é dominado predominantemente pela

flexibilidade da ligacdo, pois os momentos ultimos, M,, dessas ligacdes sdo menores que
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os momentos plésticos das se¢Oes das vigas. Para a ligacdo tipo B, o inicio de plastificagdo
nos membros ocorre. J4 o comportamento do pértico quando as ligagdes viga-coluna sdo
do tipo C é governado pelo acoplamento dos trés efeitos ndo lineares considerados na

andlise: segunda ordem, inelasticidade do aco e flexibilidade da ligacao.

Tabela 8.2 Fator de carga de colapso, A;;,, obtido na andlise ineldstica

Modelo de ligacao linear Modelo de ligacao ndo linear
Ligacdo | Presente Chan e Chui Presente Chan e Chui
trabalho (2000) trabalho (2000)
A 0.89 0.89 0.31 0.31
B 1.01 1.03 0.60 0.59
C 1.03 1.04 0.82 0.81
D 1.11 1.11 1.10 1.11

Com a hipétese de ligagdes rigidas, o colapso estrutural é atingido quando o fator de
carga A é 1.135. A Figura 8.5a ilustra a distribuicdo da plasticidade nos membros
estruturais do poértico com todas as suas ligagdes rigidas. Quando a resisténcia limite da
estrutura € alcangada, observa-se que dezoito se¢des transversais se plastificaram. A ordem
de formacao das rétulas € indicada no interior do circulo totalmente preenchido. As rétulas
plésticas ocorrem quando o fator de carga A atinge os seguintes niveis: 0.965, 1.040, 1.045,
1.080, 1.110, 1.115, 1.120, 1.125 e 1.135. Mostram-se ainda na Figura 8.5a outras vinte e
oito se¢des transversais onde o processo de degradagdo da rigidez teve inicio. O indice de
escoamento ou plastificacdo dessas secdes, em porcentagem, € representado no interior do
circulo sem preenchimento. Esse parametro € calculado usando a Equacdo (5.1) definida
no Capitulo 5. Trata-se de uma informacgdo util para a localizacdo de secdes transversais
com grau de plastificacdo elevado nos sistemas estruturais. Para o pértico com ligagdes
semi-rigidas tipo C com comportamento nao linear, observa-se, na Figura 8.5b, que apenas
uma roétula pléstica € desenvolvida durante o histérico de carregamento. Essa rotula esta
localizada na base da coluna central e surge quando a estrutura atinge o colapso. Como
indicado na Tabela 8.2, isso ocorre para A =0.82. Entretanto, existem trinta e cinco se¢des
transversais em processo de plastificacdo. Desse total, nove se¢des apresentam indice de
escoamento superior a 50%.

Ainda como respostas das andlises estdticas, as Figuras 8.6a e 8.6b mostram a
variagdo dos deslocamentos horizontais da coluna mais a direita do pdrtico obtida

considerando o comportamento do material eldstico e inelastico, respectivamente. As
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ligacdes tipo A, B, C e D foram, mais uma vez, consideradas para esse estudo. As respostas
ilustradas referem-se ao comportamento estrutural quando a capacidade de carga é
atingida. Na Figura 8.6b, correspondente a andlise ineldstica, verifica-se que os
deslocamentos sofridos pelo sistema estrutural sd3o menores para as ligacdes mais rigidas.
Na andlise elastica, ao contrdrio, o deslocamento lateral da estrutura é menor quando

ligacOes mais flexiveis sdo usadas, como indica a Figura 8.6a.
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Figura 8.5 Distribui¢do da plasticidade nos membros estruturais

Para a estrutura com todas as ligagcdes rigidas, a Figura 8.7 mostra os diagramas de
esfor¢os solicitantes obtidos no instante de colapso estrutural. Na Figura 8.7a tem-se a
distribuicdo de esforcos normais de compressdo nas colunas e, na Figura 8.7b sdo
indicados o momento maximo no vao central das vigas e o momento na extremidade
direita de cada uma delas. Para as colunas, apenas no primeiro pavimento, para o qual se
tem os esforcos maximos, os momentos t€m as suas magnitudes indicadas. As respostas

obtidas por Chan e Chui (2000), representadas nas figuras entre parénteses, e os esfor¢cos
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encontrados por White (1988), que estdo indicados entre colchetes, sdo também ilustrados
para comparacgdo. Os fatores de carga de colapso obtidos por esses autores sdo também
resumidos.

Em todas as andlises desta secdo pode-se observar a boa concordancia entre os
resultados encontrados neste trabalho e aqueles fornecidos na literatura, o que valida as

formulacdes ndo lineares desenvolvidas e as implementagdes realizadas.
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Figura 8.6 Deslocamentos laterais do pdrtico de seis andares

8.2.2 Analise Dinamica Nao Linear

Agora serd realizada a andlise dindmica do portico de seis andares ilustrado anteriormente
na Figura 8.1. O material é considerado elastico e a imperfei¢do inicial nas colunas é
assumida igual a 1/450 seguindo a modelagem usada por Chan e Chui (2000). Nenhum
amortecimento viscoso serd considerado nas andlises para evidenciar o efeito provocado
pelo comportamento nao linear das ligagcdes semi-rigidas na resposta estrutural. Apenas a
ligacdo tipo C é adotada nesses estudos.

As cargas estaticas uniformemente distribuidas nas vigas s3o transformadas em
cargas nodais equivalentes P e consideradas como massas adicionais (m = P/g, sendo g a
aceleracdo da gravidade e m a massa correspondente) que, juntamente com o peso proprio

de todos os membros estruturais, formam a matriz de massa do sistema.
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(a) Esfor¢o normal em kN (b) Momento fletor em kNm

Figura 8.7 Diagrama de esfor¢os solicitantes para o pdrtico com ligacdes rigidas

No topo das colunas s3o aplicadas cargas harmonicas, F; e Fj, iguais a
10.23 sen ®.(r) e 20.44 sen m.(f). Para a massa volumétrica p, 7800 Ns*/m* foi o valor
adotado. No modelo estrutural, quatro elementos finitos nas vigas e dois em cada uma das
colunas foram usados.

Na andlise transiente, as formulacdes SOF-2 e SRF-2 simulam os efeitos da ndo
linearidade geométrica e a flexibilidade da ligacdo, respectivamente. Incrementos
constantes de tempo, A= 3x107 s, foram usados. Para convergéncia do processo iterativo
de solucdo considerou-se uma tolerancia igual 10,

Assumindo as ligagbes rigidas, a frequéncia natural fundamental é 2.41 rad/s.
Quando se adotam ligacdes semi-rigidas, esse valor é 1.66 rad/s.

As Figuras 8.8a-d exibem as respostas estruturais no tempo obtidas para quatro
diferentes frequéncias de vibracdo, ., das forcas de excitacdo F; e F,. As frequéncias de
excitacdo consideradas sdo 1.00, 1.66, 2.41 e 3.30 rad/s. O comportamento nao linear das

ligacdes foi adotado nas andlises. Controlou-se o deslocamento horizontal no topo do
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portico, ur, € a sua variagdo durante o tempo de andlise, 20 s, é representada nas figuras

anteriormente citadas.

100 70
R up ]
B 60 — Presente trabalho
80 — | .
E® K(t)=10.23 sen ((J)Ct) * Chan e Chui (2000)
BO E (1) =20.44 sen ()

60 — BE(t)

ur (cm)
uy (cm)

-60
FTT T TTTTT T TTTTTT T I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s) Tempo (s)
(a) w.=1 rad/s (b) ®.=1.66 rad/s
50 20
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i T | Presente trabalho
20 B ¢ Chan e Chui (2000)
E(t)
B
307 B(©
B
4

up (cm)
ur (cm)

-20 —
E(t)=10.23 sen ()
B (t) =20.44 sen ()
A4 s I B L O I O B O
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s) Tempo (s)
(c) w.=2.41rad/s (d) .=3.33 rad/s

Figura 8.8 Resposta dindmica para o pértico de Vogel com ligagdes semi-rigidas
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Os ciclos histeréticos momento-rotagdo para uma das ligagcdes viga-coluna do pértico
sdo mostradas nas Figuras 89a e 8.9b para .=1.66rad/s e . =2.41 rad/s,
respectivamente. A ligacdo considerada nessas representacdes estd indicada por uma seta
na Figura 8.9b. A proximidade entre os resultados deste trabalho e aqueles encontrados por
Chan e Chui (2000) valida a metodologia proposta para simular o comportamento
histerético das ligacoes.

Andlises transientes assumindo as ligacOes entre as vigas e colunas rigidas e semi-
rigidas foram realizadas e os histéricos de deslocamento no topo da estrutura sio
apresentados nas Figuras 8.10a-d. Quando a frequéncia de vibragao das forcas de excitacao
¢ baixa, observa-se que o deslocamento sofrido pela estrutura ao considerar o
comportamento ndo linear das ligacdes (S, varidvel), é bastante superior aos demais. O

contrério € notado quando atuam cargas harmodnicas com altas frequéncias.

10

| _|K®
8 i g —{ RO
- ‘ — B
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~ 47 —~ 4
g _ g  |BO
Q Q
o _ o —
(e (e
E 0o f e I T
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5 5
2 2 R
s s
-4 — -4 —
-6 — -6 — '
. 7 1 . 7 | F(©=1023 sen ()
e i | B(1)=20.4 sen(o.1)
-10 R s B B e B -10 T T T T
-0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02
Rotacdo (rad) Rotacdo (rad)
(a) w.=1.66rad/s (b) w,=2.41 rad/s

Figura 8.9 Ciclo histerético momento-rotacéo

Ressalta-se que, embora os deslocamentos obtidos considerando o comportamento
ndo linear das ligacdes possam ser amplificados ou amortecidos dependendo da frequéncia
de vibracdo das forcas harmonicas F; e F,, o efeito de ressonancia, observado na Figura
8.10b para a ligagdo com comportamento linear e na Figura 8.10c para as ligagdes rigidas,

z

ndo ocorre quando o comportamento ndo linear € adotado. Isso acontece devido ao
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amortecimento histerético favorecido pelas ligacdes semi-rigidas ndo lineares, em fungao

da sua capacidade de dissipacdo de energia em cada ciclo. Torna-se evidente, entdo, a

importancia da consideracdo de ligagdes semi-rigidas com comportamento momento-

rotacdo ndo linear nas andlises dindmicas de estruturas metalicas.
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8.3 Portico de Sete Andares

O segundo problema estrutural deste capitulo estd exemplificado na Figura 8.11. Trata-se
de um pdrtico de sete andares com 28 m de altura e 8 m de vdo. A geometria da estrutura e
os perfis que constituem as vigas e as colunas sdao indicados nessa figura. Além da ligacao
rigida entre os membros estruturais, ligacdes semi-rigidas dos tipos E e F foram usadas
para conectar vigas e colunas. O comportamento ndo linear momento-rotacdo e rigidez-

rotacao para essas duas ligagdes sdo mostrados na Figura 8.12.
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Figura 8.11 Poértico de sete andares: geometria

Adicionalmente, dois modelos foram considerados para representar o0 comportamento
das ligacdes E e F: linear e ndo linear. Para o modelo linear, como se sabe, a rigidez da

ligacdo, S., é considerada permanecer constante ao longo de todo o processo de
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carregamento. Nesse caso, a rigidez inicial da ligacdo € usada. J4 o comportamento nao
linear serd representado pelo modelo de quatro parametros proposto por Richard-Abbott
(1975). A rigidez inicial, o momento ultimo da liga¢do, M,, (igual ao momento de
referéncia, My), a rigidez devido ao encruamento da ligacdo e o fator de forma, necessarios
para definir a fun¢do matematica nesse modelo, sdo indicados na Figura 8.12b. Detalhes
desse modelo podem ser encontrados, como ja mencionado no inicio deste capitulo, no
Apéndice B.
Assim como na Secdo 8.2, as andlises estdtica e dinamica serdo realizadas para esse

sistema estrutural. Nesses estudos, as vigas e as colunas foram discretizadas com quatro e
dois elementos finitos, respectivamente.

Seip = 200000 kNmy/rad
M, =450.0 kNm
R,=0

n=0.65

j
H Ligagao tipo E
35| igagdo tipo

®

Ligacdo tipo F
Scini =12430 kNm/rad
M, =101.7 kNm
Y RP = O

Momento, M (kNm)

Rigidez, S, (MNm/rad)

20 %

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Rotacdo, ¢, (rad)

0.00 0.01 0.02
Rotacdo, 0, (rad)

0.03 004 005
(a) Curva momento-rotacao (M-0,.)

(b) Curva rigidez-rotagdo (S.-0.)
Figura 8.12 Comportamento das ligagdes semi-rigidas tipos E e F

8.3.1 Analise Estatica Nao Linear

Esse portico foi analisado inicialmente por Sekulovic e Nefovska (2004) para validar suas
formulacdes nao lineares desenvolvidas para andlises estdticas considerando os efeitos da
semi-rigidez das ligacOes e da inelasticidade do material. Duas anélises foram conduzidas
por esses pesquisadores: flambagem e capacidade de carga. Como o objetivo com esse

exemplo é ainda validar as formulacdes nao lineares implementadas no sistema
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computacional, esses dois estudos serdo conduzidos e os resultados obtidos por Sekulovic
e Nefovska (2004) usados para comparacao.

O carregamento na andlise de flambagem, mostrado na Figura 8.13a, que consiste de
cargas concentradas de intensidade P nas extremidades das vigas e cargas horizontais
desestabilizadoras, 0.001P e 0.002P, no topo das colunas em cada um dos pavimentos sao
usadas para acentuar os efeitos de segunda ordem, P-A e P-3. Na outra andlise, cargas
uniformemente distribuidas com intensidades 50X kN/m e 67.5A kN/m, nas quais A é um
parametro de carga, sdo aplicadas nas vigas. Nas colunas atuam forgas horizontais

concentradas, F; = 12A kN e F, = 24\ kN, como ilustrado na Figura 8.13b.
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(a) Andlise de flambagem (b) Andlise de capacidade de carga

Figura 8.13 Pértico de sete andares: carregamento adotado nas andlises estdticas
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Nas andlises elésticas, as formulagdes SOF-2 e SRF-1 foram usadas para considerar,
respectivamente, os efeitos da ndo linearidade geométrica e das ligacdes semi-rigidas. J4
nas andlises inelasticas, as formulacdes PHF-2 e AAF-2 sdo adotadas. A primeira delas é
adotada quando todas as liga¢des sdo rigidas e a segunda, quando ligagdes semi-rigidas sao
consideradas para interligar os membros. A formulacdo SOF-2 simplificada simula os
efeitos de segunda ordem nessas formulagdes.

O método de Newton-Raphson modificado e a estratégia do incremento direto do
parametro de carga com iteracdo a carga constante foram usados nas andlises de
flambagem e de capacidade de carga. Para o incremento do parametro de carga usa-se o

valor 0.1 e adota-se uma tolerancia { = 10 no processo iterativo de soluc@o.

1. Andlise de Flambagem

O modulo de elasticidade e a tensdo residual considerados nas andalises foram,
respectivamente, 210 GPa e 203 MPa. As tensdes residuais nos membros estruturais sao
estabelecidas através das prescricdes do ECCS (1983) mostradas na Figura 4.26 do
Capitulo 4.

Os resultados das andlises de flambagem elastica e ineldstica com as hipéteses de
ligacdes rigidas e semi-rigidas sdo apresentados, respectivamente, nas Figuras 8.14a e
8.14b, nas quais a variacdo do deslocamento horizontal no topo da estrutura, #, com o
carregamento, P, sdo exibidos. As Tabelas 8.3 e 8.4 resumem as cargas limites obtidas
através desses estudos. Os resultados sdo comparados aos de Sekulovic e Nefovska (2004)
que estdo também mostrados nessas figuras e tabelas. Pode-se observar que existe uma boa
concordancia entre as respostas encontradas neste trabalho e aquelas obtidas por Sekulovic
e Nefovska (2004) independente do tipo de andlise.

Através da Figura 8.14a, observa-se que comportamento estrutural nas andlises
elésticas € dependente do tipo de ligacdo adotado. Além disso, 0 comportamento momento-
rotagdo da ligagcdo semi-rigida, linear ou ndo linear, exerce também papel importante nesse
tipo de andlise. Como ja previsto, verifica-se através da Tabela 8.3 que a carga limite do
portico com ligacdes rigidas é superior as demais. J& para a ligagcdo tipo F, que é a mais
flexivel, a carga limite € inferior. Verifica-se, também, que a adocdo de ligacOes semi-
rigidas com comportamento momento-rotacdo ndo lineares (S, varidvel) contribui para a
reducgdo da carga limite do portico.

Com relac@o as andlises ineldsticas, cujas respostas sdo ilustradas na Figura 8.14b,

verifica-se, inicialmente, que o comportamento linear ou ndo linear da ligacdo ndo altera a
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carga limite do portico. Isso pode ser comprovado através da Tabela 8.4. Dessa forma,

torna-se aparente, entdo, a influéncia do efeito da plastificacdo dos membros estruturais,

especialmente das colunas localizadas no primeiro andar, como exibido na Figura 8.15.
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Presente trabalho: S constante
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(b) Analise inelastica

Figura 8.14 Trajetorias de equilibrio do portico para a andlise de flambagem

Tabela 8.3 Carga limite, em kN, obtida na analise elastica

Modelo de ligacao linear Modelo de ligacido nao linear
Ligacao | Presente Sekulovic e Presente Sekulovic e
trabalho | Nefovska (2004) trabalho Nefovska (2004)
Rigida 2819 2794 - -
E 2516 2515 1890 1883
F 1205 1210 951 948

Tabela 8.4 Carga limite, em kN, obtida na andlise inelastica

Modelo de ligacao linear Modelo de ligacio nao linear
Ligacdo | Presente Sekulovic e Presente Sekulovic e
trabalho | Nefovska (2004) trabalho Nefovska (2004)
Rigida 766 753 - -
E 766 753 766 753
F 729 718 731 717
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Nas Figuras 8.15a e 8.15b, ilustram-se a distribui¢do da plastificacio nos membros
estruturais do portico de sete andares com ligagdes semi-rigidas tipos E e F,
respectivamente. Esses resultados sao obtidos quando a resisténcia limite da secdo é
atingida e o comportamento momento-rotacao ndo linear foi usado na anélise. O indice de
escoamento, em porcentagem, € indicado no interior do circulo sem preenchimento.
Independente do tipo de ligacdo, apenas as secOes transversais das colunas dos trés
primeiros andares foram influenciadas pela plastificagdo do material. Com a ligacdo mais
rigida, tipo E, uma rétula plastica se formou na base da coluna da direita. De forma geral,
verifica-se que o comportamento pléstico da estrutura € similar para os dois tipos ligacdes.

A maioria das secOes transversais permaneceu em regime elastico.

@ ®
® O O,
@8) 49 g 33)
39 @) 36) 39)
2 @9 40 @3
<D 69 @
@) ©8) D) ©3)
D 1 ©3) D
7 7. 7 g
Q sequéncia de formagdo de rétulas @ % de plastificacio
plasticas
(a) Ligacdes semi-rigidas tipo E (b) Ligagdes semi-rigidas tipo F

Figura 8.15 Plastificacdo nos membros estruturais do portico de sete andares

Através da Figura 8.14b, nota-se que as trajetdrias de equilibrio do poértico com

ligacOes viga-coluna rigidas e semi-rigidas tipo E (modelo linear e nd3o linear) sdo
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semelhantes, e os valores obtidos para a carga limite apresentados na Tabela 8.4 sdo iguais.
Pode-se observar ainda que a ligagdo mais flexivel, tipo F' (modelo linear e ndo linear),
embora influencie no comportamento pré-critico do portico, ndo contribui
significativamente para reduzir o valor da carga quando comparado com as outras ligagdes
mais rigidas. Por fim, cabe ressaltar que o colapso estrutural foi associado com a
instabilidade ineléstica das colunas, percebido com o aumento acentuado do deslocamento

no topo da estrutura.

2. Andlise de capacidade de carga

As seguintes propriedades foram consideradas em todos 0os membros estruturais do portico
de sete andares na andlise de sua capacidade de carga: mddulo de elasticidade E = 205 GPa
e tensdo de escoamento G, = 235 MPa. Ja as tensOes residuais foram consideradas como na
andlise anterior, seguindo as recomendacdes do ECCS (1983).

As trajetdrias de equilibrio do portico obtidas com as andlises eléstica e ineldstica sao
exibidas, respectivamente, nas Figuras 8.16a e 8.16b. Representam-se nessas figuras a
variagdo do deslocamento horizontal no topo do pértico, u, com o fator de carga, A. As
ligacdes entre as vigas e as colunas sdo assumidas perfeitamente rigidas e, também, semi-

rigidas com comportamento linear e nao linear.
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Figura 8.16 Trajetérias de equilibrio obtidas na andlise de capacidade de carga
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Na Tabela 8.5, o fator de carga limite, obtido em cada uma dessas andlises, €
indicado. As respostas encontradas por Sekulovic e Nefovska (2004) estdo representadas
para comparagao na Figura 8.16. Mais uma vez, observa-se uma boa concordancia entre os
resultados aqui obtidos e os da literatura independente do tipo da andlise. O fator de carga
limite, A, obtido com a anélise eldstica € maior que o correspondente a anélise ineldstica.
A diferenca é menor quando ligacdes mais flexiveis, tipo F, sio usadas. E importante
destacar que o fator de carga limite aumenta a medida que hd uma reduc¢ao na flexibilidade
da ligacdo. No pértico com ligacdes rigidas, destaca-se apenas a influéncia da capacidade
de momento plastico da viga e da coluna no comportamento do elemento estrutural. J& para
o portico com ligacdo semi-rigida tipo F, com comportamento momento-rotagdo nao
linear, € notado que a flexibilidade da ligacdo exerce grande influéncia no comportamento
global do sistema estrutural, visto que o momento ultimo da ligacdo, M, = 101.7 kNm, é

bastante inferior a0 momento de plastificacao das vigas, M, = 307.14 kNm.

Tabela 8.5 Fator de carga limite, A, obtido na anélise de capacidade de carga

Ligacao Analise elastica | Andlise inelastica
Rigida 11.46 1.04
E (Modelo linear) 10.26 1.04
E (Modelo nio linear) 2.75 1.04
F (Modelo linear) 8.33 1.04
F (Modelo nao linear) 1.60 0.77

Para o poértico com ligagOes rigidas e semi-rigidas tipo E, o desenvolvimento da
plasticidade nas vigas e colunas durante a andlise € ilustrado na Figura 8.17. Quando se
consideram as ligagdes rigidas, Figura 8.17a, treze rétulas plésticas sdo desenvolvidas. A
ordem de formagao dessas rétulas € indicada no interior do circulo totalmente preenchido.
As treze segOes transversais se plastificam completamente para A = 0.79, 0.85, 0.87, 0.88,
1.00, 1.01, 1.02 e 1.04. Outras vinte e duas se¢Oes transversais que sofreram degradagdo da
rigidez sdo indicadas através de um circulo sem preenchimento. O grau de plastificacao
dessas se¢des, em porcentagem, € indicado no interior desse circulo. Na Figura 8.17b,
verifica-se que, durante o historico de carregamento na estrutura com ligagdes semi-rigidas
tipo E, se formam seis rétulas plasticas nas secOes transversais centrais das vigas. Os

fatores de carga nos quais elas se desenvolveram sao: 0.7, 0.71, 0.72 e 0.74. Observa-se,

nos dois casos, que o escoamento das se¢des transversais nas colunas dos dois primeiros
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pavimentos ocorreu de forma bastante similar. Isso também é percebido nas secdes

localizadas no centro das vigas com a presenca de rétulas plasticas.
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Figura 8.17 Plastificagdo nos membros estruturais do portico

8.3.2 Analise Dinamica Nao Linear

Finalizando a andlise para o poértico de sete andares, realiza-se nesta secdo a sua andlise
transiente. O carregamento considerado nessa andlise € similar ao ilustrado na Figura
8.13b. Cargas gravitacionais uniformemente distribuidas com intensidades 50 kN/m e
67.5 kN/m sdo aplicadas, respectivamente, no topo da estrutura e nas demais vigas. Essas
cargas sdo transformadas em cargas nodais equivalentes e consideradas como massas
concentradas para serem incluidas diretamente na matriz de massa global do sistema
estrutural. Para avaliar a resposta dindmica dessa estrutura, aplicaram-se pulsos,
Fi(t) =12 kN e Fy(t) =24 kN, com duracdo de 1s no topo das colunas como mostra a

Figura 8.13b. A massa volumétrica foi considerada igual a 7800 Ns/m* em todos os
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membros estruturais. No processo de integracdo numérica das equacdes de movimento,
utilizaram-se incrementos de tempo, At, constantes e iguais a 107 s. Uma tolerancia de 107
foi considerada no critério convergéncia do processo iterativo mostrado no Capitulo 6.
Para simular os efeitos da ndo linearidade geométrica, a formulacdo SOF-2 linearizada foi
escolhida. Para os elementos finitos modelados com molas nas extremidades, as matrizes
de rigidez foram definidas através da formulagao SRF-1.

As Figuras 8.18 e 8.19 ilustram os histéricos de deslocamento no topo do portico de
sete andares com ligacdes semi-rigidas tipos E e F, respectivamente. O tempo total de
andlise € 30s. Nas duas figuras, as respostas assumindo todas as ligacdes rigidas sdo
também mostradas. Para a estrutura com liga¢des semi-rigidas com comportamento nao
linear (S, varidvel), observa-se a diminui¢do gradual nas amplitudes do deslocamento u.
Nos outros dois casos, ou seja, quando as ligacdes sdo consideradas rigidas ou com
comportamento linear (S, constante), as amplitudes se mantém constantes, o que mostra
claramente que o amortecimento nas respostas dindmicas € conseguido apenas com as
ligacOes semi-rigidas que apresentam comportamento momento-rotacdo nao linear. Pode-
se observar para as ligacOes rigidas que as amplitudes dos deslocamentos sdo menores,

pois, nesse caso, a rigidez estrutural é maior. Além disso, o periodo de vibragdo é maior

quando se adotam liga¢des mais flexiveis, ou seja, tipo F.
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Figura 8.18 Resposta transiente para o pdrtico com ligagdes semi-rigidas tipo E
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Figura 8.19 Resposta transiente para o pdrtico com liga¢des semi-rigidas tipo F

Na Figura 8.20 sdo exibidas as respostas momento-rotacio para a ligacdo H
localizada na coluna direita do primeiro andar. Na Figura 8.20a considera-se a ligacdo

como do tipo E, e, na Figura 8.20b, essa ligacao é do tipo F. Apenas os ciclos nos

primeiros 15s de andlise sdo exibidos.
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Figura 8.20 Comportamento histerético da ligacao
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8.4 Portico de Quatro Andares

Finalizando esse capitulo, tem-se um poértico de quatro pavimentos ilustrado na Figura
8.21. Trata-se de um modelo estrutural baseado no projeto arquitetdnico de edificios
residenciais populares padrdes da Usiminas (Usinas Siderdrgicas de Minas Gerais S/A). A
resposta dinamica dessa estrutura foi analisada por da Silva et al. (2008) e Castro (2006)
usando o programa comercial Ansys (Ansys, 2003) e, sendo assim, maiores detalhes
referentes a essa estrutura podem ser encontrados nesses trabalhos. As propriedades

geométricas desse sistema estrutural sdo ilustradas na Figura 8.21.
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12.28 kN/m \E §, ]
e bbbt = =
g 5 20
e lairiliiiri] e e
{ 0.00 | O.OlROt;)é(;IZO,q)((:).E):ad) O“O4 | 0.05

7077072, T

| 6.7 m ’:

Figura 8.21 Pértico analisado: geometria, carregamento e comportamento das ligagdes

O perfil utilizado nas vigas, 110”x37.1 kg/m, tem as seguintes propriedades: area
A=48.1 cmz, inércia I=5140 cm4, médulo eldstico W =708.6 cm® e médulo pléstico
Z =708.6 cm’. As colunas sio constituidas por perfis CVS 300x56.5 com drea, inércia,
moédulo eldstico e pléastico iguais a 72.0 cmz, 11730 cm4, 78.2cm’ e 870.0 cm3,
respectivamente. E importante informar que o médulo pléstico para um perfil tipo I, como
esses considerados nesse exemplo, pode ser calculado usando-se a seguinte equagdo:

(Wong, 2009):
D 2
Z=Btf(D—tf)+tw(3—tf) 8.1)
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sendo D a altura, B a largura da mesa, t,, a espessura da alma e #; a espessura da mesa do
perfil. J4 o médulo pléstico € calculado usando o fator de forma definido na Secdo 4.5 do
Capitulo 4.

Ligacodes semi-rigidas sdo usadas para interligar vigas e colunas. O comportamento
momento-rotacdo da ligacdo adotada, que possui rigidez inicial igual a 10830 kNm/rad, é
exibido na Figura 8.21. Informacdo referente ao momento ultimo da ligacdo ndo foi
fornecida por da Silva et al. (2008). O modelo multilinear serd usado para representar esse
comportamento (Apéndice B, Secdo B.3.4). O mddulo de elasticidade e a tensdo de
escoamento em todos os membros sdo 205 GPa e 235 MPa, respectivamente.

Apresentam-se nas duas proximas segdes as andlises realizadas com o poértico de
quatro andares. Para esses estudos, a estrutura foi discretizada usando um elemento finito

em cada uma das colunas e dois, nas vigas.

8.4.1 Analise Estatica Nao Linear

O carregamento aplicado na estrutura para estabelecer a andlise estdtica é mostrado na
Figura 8.21 apresentada anteriormente. Nas vigas, tém-se cargas uniformemente
distribuidas que sdo incrementadas pelo pardmetro de carga A durante a andlise. Jd no topo
das colunas encontram-se cargas horizontais concentradas, F; =2.78AL kN e F, = 5.67A kN.

Na anélise eléstica, os efeitos de segunda ordem e a flexibilidade das ligacdes sao
considerados através das formulacdes SOF-1 e SRF-2, respectivamente. O estudo do
comportamento ineldstico da estrutura € conduzido através das formulacdes PHF-1,
quando todos os membros sdo rigidamente interligados, e AAF-1, caso se considerem
ligacdes semi-rigidas. Os efeitos da inelasticidade do ago sdo capturados através do
parametro escalar , definido através de uma funcdo matemadtica baseada nas superficies
de resisténcia plastica fornecidas pelo AISC (2003). Nessas formulagdes, simulam-se 0s
efeitos de segunda ordem com o uso das fungdes de estabilidade (Apéndice A).

Na metodologia de soluc¢ao incremental-iterativa (Figura 3.3 do Capitulo 3) usa-se o
método de Newton-Raphson padrao e a estratégia de incremento direto de carga com
iteracdo a carga constante. O incremento do parametro de carga foi considerado igual a 10
? ¢ adotou-se uma tolerancia de 10™ na convergéncia do processo iterativo.

As Figuras 8.22a e 8.22b apresentam as trajetorias de equilibrio obtidas,
respectivamente, nas andlises eldstica e ineldstica. O deslocamento horizontal, u4, no topo

da coluna situada a esquerda (Figura 8.21) foi monitorado durante o acréscimo do
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pardmetro de carga A e sua variacdo € ilustrada nessas figuras. A Tabela 8.6 resume os
fatores de carga limite que definiram o colapso dessa estrutura. Como vem sendo
observado nos exemplos apresentados, as cargas limites encontradas na anélise ineldstica
sao inferiores aos da andlise eldstica. Nota-se que o modelo de ligagao, linear ou nao linear,
influencia a resposta estrutural. A degradagdo da rigidez da ligagdo faz com que a carga
méxima suportada pela estrutura seja inferior aquela obtida considerando as hipdteses de
ligacOes rigidas ou semi-rigidas com curva momento-rotagdo linear (S. constante).
Observando a resposta ineldstica para o portico com ligacdes semi-rigidas com rigidez
variavel, conclui-se que o seu comportamento é governado pelo acoplamento dos efeitos
de segunda ordem, flexibilidade da ligacdo e inelasticidade do aco. Quando todas as
ligacdes sdo rigidas, a plastificacdo dos membros estruturais € responsdvel pela reducdo do

fator de carga limite.
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Figura 8.22 Trajetorias de equilibrio para o pértico de quatro andares

A Figura 8.23 ilustra a distribuicdo da plasticidade quando ocorre o colapso
estrutural. Na Figura 8.23a, para o pértico com ligacdes rigidas a resisténcia limite de onze
secOes transversais foi atingida e rétulas plédsticas se formaram nas posi¢des indicadas
através de um circulo totalmente preenchido. A ordem em que essas rétulas se

desenvolveram € indicada nesse circulo. As se¢Oes se plastificam quando A =4.06, 4.07,
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4.08, 4.12 e 4.20. Outras oito se¢des se encontram em regime elasto-plastico com grau de

plastificacdo, em porcentagem, mostrado no interior do circulo sem preenchimento.

Tabela 8.6 Fator de carga limite, A;;,,

Ligacao Analise elastica | Analise inelastica
Rigida 54.3 4.21
Ligagdo semi-rigida (S, linear) 26.4 4.20
Ligagdo semi-rigida (S. ndo linear) 3.62 2.85

Para o pértico com ligagdes semi-rigidas com comportamento ndo linear, Figura
8.23b, nenhuma secdo transversal se plastifica completamente. Nesse caso, como ja
observado anteriormente, a resposta estrutural € pouco influenciada pelos efeitos da
inelasticidade do material. O grau de plastificagdo de nove secdes que se encontram em

regime elasto-plastico € mostrado.
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(a) Ligacdo rigida (b) Ligagdo semi-rigida

Figura 8.23 Grau de plastificacdo dos membros estruturais

Os esforcos axiais nas colunas e os momentos no centro das vigas e nas colunas do
primeiro pavimento, obtidos quando a carga limite foi atingida, estdo indicados na Figura
8.24. Os diagramas se referem a andlise ineldstica realizada com o pértico de quatro
andares considerando as suas ligagGes viga-coluna semi-rigidas e com comportamento

momento-rotacdo nao linear.
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Figura 8.24 Esforcos solicitantes nos membros estruturais

8.4.2 Analise Dinamica Nao Linear

Finalizado este capitulo, realiza-se a andlise transiente submetendo o poértico de quatro
andares a carregamentos harmonicos, F; = 2.78 sen .(f) e F,=5.67 sen m.(¢), aplicados no
topo das colunas como exemplificado na Figura 8.21. As cargas uniformemente
distribuidas nas vigas, de intensidades 7 kN/m e 28 kN/m, sdo modeladas como cargas
nodais equivalentes e aplicadas estaticamente a estrutura. Nessa andlise transiente, as
formulacdes SOF-1 e SRF-2 simulam os efeitos da ndo linearidade geométrica e da
flexibilidade da ligacdo, respectivamente. Incrementos constantes de tempo, Ar=107s,
foram usados. Para convergéncia do processo iterativo de solucdo considerou-se uma
tolerancia igual 107

Apenas a influéncia das ligacdes semi-rigidas serd considerada na andlise dinamica.
Sendo assim, a Figura 7.5 exibe os dois primeiros modos de vibragdo para a estrutura e as
frequéncias naturais de vibragao, m, referentes a esses modos estao também indicadas.

Considerando a frequéncia da for¢a de excitacdo, ®,., igual a menor frequéncia
natural da estrutura, 23.8268 rad/s, a resposta dinamica do pdrtico de quatro andares foi
obtida e ¢ ilustrada na Figura 8.26. Mostra-se o histérico do deslocamento horizontal no
topo da coluna esquerda, u,, durante 4 s. Pode ser verificado um comportamento ja
observado no capitulo anterior. Inicialmente, tem-se o deslocamento oscilando com
amplitudes mdximas e minimas varidveis, caracterizando o regime transiente e, apos 1.5 s,

aproximadamente, entra em regime permanente com o movimento se mantendo constante.
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Figura 8.26 Histdrico de deslocamentos para o portico de quatro andares

Durante esse periodo de resposta constante, a energia gerada pelas forcas externas e a
energia dissipada pela estrutura através das ligacdes semi-rigidas sdo aproximadamente
iguais. Sendo assim, durante o regime permanente, os ciclos histeréticos de carregamento e
descarregamento coincidem. Isso pode ser comprovado na Figura 8.27a que apresenta as

curvas momento-rotacdo para uma das ligacdes viga-coluna. A ligacdo escolhida situa-se
no topo da estrutura e estd indicada nessa figura. Comparam-se as respostas obtidas neste

trabalho com os resultados numéricos encontrados por da Silva et al. (2008) usando um
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incremento de tempo constante e igual a 10 s. Cabe ressaltar que da Silva et al. (2008)
apresentaram a resposta temporal em fun¢do de um fator de amplifica¢do definido como o
quociente entre os deslocamentos obtidos nas andlises dinamica e estdtica, sendo o
deslocamento horizontal do ponto A encontrado na anélise estédtica igual a 4.27 cm (Castro,
2006).

Na Figura 8.27b, onde sdo comparadas as respostas assumindo o comportamento
linear e ndo linear das liga¢gdes, nota-se a grande redugdo na resposta em decorréncia da
dissipacdo de energia que é resultante da deformagdo da ligagdo semi-rigida com
comportamento ndo linear. Por fim, verifica-se mais uma vez com esse exemplo que o

fendmeno da ressonéncia, presente no caso linear, ndo ocorre.
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Figura 8.27 Resposta transiente para o pértico de quatro andares
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Capitulo 9

Consideracoes Finais

9.1 Introducao

Neste trabalho, um programa para andlise avangada estitica e dinamica de estruturas
metalicas reticuladas CS-ASA (Computational System for Advanced Structural Analysis),
baseado no Método dos Elementos Finitos, foi apresentado. Com o CS-ASA, tornou-se
possivel a realizagdo de uma andlise mais completa e realistica do comportamento de uma
estrutura com a simulacdo dos principais efeitos nao lineares que o alteram. As
consideragdes sobre as fontes de ndo linearidades presentes nas estruturas metélicas foram
feitas ao longo deste trabalho. O primeiro desses efeitos se refere a nao linearidade
geométrica, que se torna significante nos membros sujeitos a esforcos axiais de
compressao e contribui para a diminui¢do da rigidez estrutural aumentando a deformacao
do sistema. Por outro lado, uma das suposicdes basicas da andlise estrutural convencional é
que as ligacdes sdo perfeitamente rigidas ou idealmente rotuladas. Contudo, estudos
comprovaram que as ligacdes ndo t€m esses comportamentos e tais hipdteses podem
conduzir a previsoes irreais sobre a resposta e a resisténcia de um sistema estrutural. Sendo
assim, os efeitos da flexibilidade da ligacao devem ser incluidos na anélise e, para isso, a
ligacdo semi-rigida foi modelada através de um elemento de mola, cuja deformacao
rotacional é decorrente apenas do momento fletor que nela atua. Para representar
matematicamente o comportamento momento-rotagdo e rigidez-rotacdo da ligacdo foram
implementados cinco modelos matematicos bastante usados na literatura: linear,
exponencial, exponencial modificado, de poténcias e multilinear. Por fim, tem-se o efeito

decorrente da inelasticidade do aco que € tratado através do método da rétula plastica



refinado. Essa abordagem permite capturar a transi¢do do escoamento inicial da secao até a
sua plastificacdo total. Adicionalmente, os efeitos das imperfei¢des iniciais geométricas e
do material (tensdes residuais) foram também considerados. Uma vez que se consideram
esses efeitos, elimina-se a necessidade de processar a andlise estrutural e o projeto em fases
distintas (Chen e Toma, 1994; Chen e Kim, 1997).

Na avaliacdo do comportamento dindmico de um sistema estrutural, apenas os efeitos
da ndo linearidade geométrica e da flexibilidade da ligacdo foram considerados.

Para a simula¢do de cada um dos efeitos ndo lineares, t€ém-se como op¢des no
CS-ASA mais de uma formulacdo de elementos finitos. Isso € bastante importante, pois a
possibilidade de escolha entre diferentes formulacdes permite superar as dificuldades
inerentes a uma andlise numérica.

Nas duas préximas secdes algumas conclusdes referentes ao trabalho desenvolvido e
sugestoes para trabalhos futuros, com o objetivo de tornar possivel a realizacdo de outras

andlises com o sistema computacional CS-ASA proposto serdo estabelecidas.

9.2 Conclusoes

Os resultados das analises ndo lineares realizadas em varios sistemas estruturais,
apresentando diferentes geometrias e condi¢cdes de carregamento, foram comparados com
as solugdes numéricas, analiticas ou experimentais disponiveis na literatura. A boa
concordancia entre todas as respostas permite afirmar que as formulacdes ndo lineares
foram implementadas corretamente e as metodologias de solucdo adotadas sdo eficientes, e
podem ser usadas para avaliar o comportamento estatico e dindmico de estruturas metalicas
reticuladas planas. A seguir, outras conclusdes e alguns comentdrios serdo estabelecidos

separadamente referentes a resposta estdtica e dinidmica observada nas andlises com 0s

sistemas estruturais estudados nos Capitulos 5, 7 e 8.

9.2.1 Analise Estatica Nao Linear

Nos Capitulos 5 e 8 deste trabalho, usando as formulacdes e a metodologia de solucdo
abordadas nos Capitulos 3 e 4, foram efetuadas andlises ndo lineares da estabilidade
eldstica e ineldstica de sistemas estruturais com ligacdes rigidas e semi-rigidas quando
submetidos a carregamentos estaticos. Sendo assim, algumas observagdes correspondentes
as respostas encontradas permitem que se estabelecam algumas conclusdes. Para a solucdo

do problema estitico ndo linear, vdrias técnicas numéricas para controle automdtico do
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incremento do parametro de carga e de iteragdo foram implementadas no sistema
computacional. A escolha por uma das estratégias depende do objetivo da andlise.
Algumas delas sdo capazes de tragar de forma completa trajetérias de equilibrio estrutural
fortemente nao lineares com a presenca de pontos limites de carga e deslocamento e de
bifurcacdo. Estruturas esbeltas que apresentam curvas carga-deslocamento (ou rotacdo)
com esse comportamento ndo linear foram apresentadas na Secdo 5.2 e entre elas,
destacam-se duas: o pdrtico de Lee e o arco circular. Nesses casos, a estratégia do
comprimento de arco e a técnica do deslocamento generalizado sao indicadas. Essa tultima,
por ndo necessitar da resolucdo de uma equacdo quadrdtica, cujas raizes podem ser
imagindrias, torna-se, nessas situagdes, mais eficiente que a técnica do comprimento de
arco cilindrico ou esférico onde tal problema pode acontecer. Quando a trajetéria de
equilibrio apresenta apenas pontos limites de carga, a técnica do controle de uma
componente de deslocamento, por exemplo, pode ser eficiente. J4 em andlises cujo
objetivo seja apenas determinar a carga limite de estabilidade da estrutura, qualquer uma
das estratégias pode ser utilizada.

Trés formulacdes que consideram os efeitos da nao linearidade geométrica foram
desenvolvidas. Duas delas, SOF-1 e SOF-2, sdo baseadas na teoria de Euler-Bernoulli e
definidas em referencial Lagrangiano atualizado. A terceira, SOF-3, é desenvolvida em
referencial Lagrangiano total e segue a teoria de Timoshenko, o que permite a andlise de
estruturas espessas. Os resultados obtidos, ao serem comparados aqueles encontrados na
literatura, comprovaram a eficiéncia de cada uma dessas formulacdes. A discretizacdo do
sistema estrutural, evidentemente, teve influéncia na resposta. Entretanto, com uma
modelagem adequada e um mesmo nimero de elementos finitos, as trajetorias de equilibrio
obtidas com as trés formulacdes foram comparadas e se mostraram bastante semelhantes.

A influéncia das ligacdes semi-rigidas na capacidade de carga e estabilidade das
estruturas metalicas foi também verificada nos Capitulos 5 e 8. Trés formulagdes, definidas
em referencial Lagrangiano atualizado, foram desenvolvidas e implementadas para
considerar a semi-rigidez das ligacdes: SRF-1, SRF-2 e SRF-3. Apenas SRF-3 € capaz de
considerar a excentricidade da ligacdo, representada pelo comprimento ndao nulo do
elemento de mola. As demais consideram esse elemento com comprimento nulo. Tais
formulacdes, juntamente com aquelas que simulam os efeitos de segunda ordem e usam
esse mesmo referencial, foram selecionadas nas analises elasticas. Os resultados
encontrados nos problemas da Secdo 5.3 e do Capitulo 7 indicaram que a carga limite é

menor para as ligagdes mais flexiveis e, adicionalmente, o tipo de apoio, engastado ou
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rotulado, desempenha um papel importante no comportamento estrutural. Como foi
observado para o pértico de dois andares, o apoio rigido eleva bastante o valor da carga
critica. Isto é, para um mesmo nivel de carga, os deslocamentos na estrutura sio menores
quando se usam ligacdes mais rigidas. O aumento da flexibilidade acentua o efeito P-A. A
funcdo usada para representar a curva momento-rotagdo da ligagdo, linear ou ndo linear,
também teve grande influéncia na resposta estrutural. Com uma aproximac¢do mais real do
comportamento estrutural, adotando um modelo nao linear, a degradagdo da rigidez da
ligacdo faz com que a carga maxima suportada pela estrutura seja inferior aquela obtida
assumindo as ligacdes como rigidas ou semi-rigidas com comportamento linear, na qual a
rigidez permanece constante durante a andlise. Apenas um dos modelos mateméticos (ver
Apéndice B) implementados para simular o comportamento momento-rotagao das ligacdes
semi-rigidas ndo foi aplicado ou testado neste trabalho, pois ndo se encontrou na literatura
uma ligacdo na qual os parAmetros necessarios para representd-lo fossem fornecidos. Trata-
se do modelo exponencial modificado, que se refere a um aprimoramento do exponencial.
Todos os outros modelos se mostraram capazes de simular o comportamento da ligacdo e
atualizar a sua rigidez durante o processo de analise.

Foram apresentadas ainda duas formulagdes que tratam o problema da inelasticidade
do aco através da abordagem refinada da roétula plastica. Com esse método, como ja
destacado, o processo de plastificacdo da se¢do € acompanhado do inicio de escoamento
até sua plastificacdo total. As duas metodologias estudadas, PHF-1 e PHF-2, adotam
diferentes critérios para definir a plastificacio da se¢do transversal. As respostas das
andlises ineldsticas de estruturas com hipéteses de ligagdes perfeitamente rigidas, ao serem
comparadas com solu¢gdes numéricas obtidas por outros pesquisadores através dos métodos
da rétula plastica e zona plastica, permitem concluir que as duas formulagdes propostas
podem ser usadas para estudar o comportamento ineldstico e determinar a carga critica de
estruturas metdlicas planas. Vale mencionar que existem duas diferentes op¢des, SOF-1 ou
SOF-2, para se considerar os efeitos de segunda ordem na formulagdo PHF-2. As func¢des
de estabilidade tém essa responsabilidade na formulacdo PHF-1. Observou-se que o
colapso em estruturas com ligacdes rigidas foi associado em alguns casos com a
plasticidade dos membros e em outros, com a instabilidade ineldstica das colunas.

Nas formulacdes de elementos finitos, a consideracdo conjunta dos efeitos da nao
linearidade geométrica da estrutura e fisica do aco e das ligacdes semi-rigidas proporciona,
como se sabe, uma andlise estrutural mais verdadeira. Para isso, duas formulagdes

desenvolvidas a partir daquelas citadas no pardgrafo anterior, AAF-1 e AAF-2, foram
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implementadas. A andlise avancada realizada na Secdo 5.5 e no Capitulo 8 mostrou que o
comportamento ineldstico pré-critico do sistema estrutural em estudo, independente do tipo
de ligacao escolhido, € bastante influenciado pelo modelo de ligacdo adotado, linear ou ndo
linear. Assim como na anélise eldstica, os fatores de carga limite na andlise ineldstica
foram maiores quando se adotou o modelo linear para representar o comportamento das
ligagdes. Entretanto, quando a capacidade de momento da ligag@o era superior a0 momento
de plastificacdo das secOes transversais, a inelasticidade dos membros governou o
comportamento estrutural. Para as estruturas com ligacdes mais flexiveis, cujos momentos
ultimos eram menores que os momentos plasticos das secdes das vigas, foi possivel
observar que a flexibilidade da ligacdo dominou predominantemente o comportamento
global do sistema estrutural. Em outros casos, o acoplamento dos trés efeitos ndo lineares
considerados na andlise: segunda ordem, inelasticidade do aco e flexibilidade da ligacdo

teve influéncia na definicao da carga dltima de colapso.

9.2.2 Analise Dinamica Nao Linear

As observacdes e conclusdes nesta secao referem-se as andlises realizadas nos Capitulos 7
e 8. As mesmas formulacdes mencionadas anteriormente para simular os efeitos da nao
linearidade geométrica e a flexibilidade da ligacdo foram usadas nessas andlises. O
procedimento incremental e iterativo que combina o método implicito cldssico de
Newmark com a técnica de Newton-Raphson foram adotados na solu¢do do problema
transiente ndo linear.

Inicialmente foram realizadas andlises de vibragdo livre da estrutura. Nessas andlises,
apresentadas na Secdo 6.2, foi verificada a influéncia da rigidez da ligacdo e do pré-
carregamento estdtico nas frequéncias naturais de vibragdo do sistema. A andlise das
frequéncias € fundamental no estudo da estabilidade de sistemas estruturais com trajetdrias
de equilibrio nao lineares. Pelo critério dindmico de estabilidade, se uma configuragdo de
equilibrio apresenta pelo menos uma das frequéncias com valor imagindrio, ela € instavel.
Havendo uma frequéncia nula, o equilibrio é indiferente ou critico. Caso contrario, ela é
considerada estdvel.

A relagdo ndo linear entre a frequéncia de vibracdo livre e a amplitude da resposta foi
determinada em dois dos problemas analisados na Se¢do 6.2, o pértico em L e o arco
abatido, para estabelecer uma indicacdo sobre o tipo, hardening (endurecimento) ou

softening (enfraquecimento), e grau de ndo linearidade do sistema estrutural com ligacdes
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rigidas e semi-rigidas. Apenas o comportamento momento-rotagdo linear foi considerado
nesses estudos. Incrementos de tempo relativamente pequenos e um leve amortecimento
viscoso, proporcional a massa e a rigidez, foram considerados na obtencao dos resultados.
Nas andlises transientes de estruturas com ligacdes semi-rigidas, observou-se a
reducdo gradual nas amplitudes dos deslocamentos quando se considerou o comportamento
histerético da ligacdo. Esse amortecimento natural ¢ decorrente da dissipa¢do de energia
resultante da deformagdo da ligacdo semi-rigida. Para as estruturas submetidas a
carregamentos de curta duracdo, quando as ligacdes sdo consideradas rigidas ou com
comportamento momento-rotacdo linear, as amplitudes se mantiveram constantes apos um
determinado periodo, caracterizando o regime permanente. Além disso, o periodo de
vibragao foi maior quando se adotaram liga¢des mais flexiveis. Submetendo a estrutura a
excitacdoes harmonicas, verificou-se que, embora os deslocamentos obtidos considerando o
comportamento histerético das ligagdes tenham sido amplificados ou amortecidos
dependendo da frequéncia de vibragdo dessas forcas, o efeito de ressonancia ndo ocorreu.
Sendo assim, conclui-se que o comportamento dinamico de estruturas com ligagcoes
semi-rigidas pode ser bastante favorecido pelo aumento do periodo de vibragdo e pelo
amortecimento. Cabe ressaltar que, nas andlises transientes de estruturas com ligacoes
semi-rigidas nenhum amortecimento viscoso foi considerado no sentido de evidenciar o
amortecimento natural nas respostas ao se considerar o comportamento ciclico das

ligacoes.

9.3 Sugestoes para Futuras Pesquisas

Algumas sugestdes para trabalhos futuros serdo destacadas nesta se¢dao. Em algumas delas,

citam-se também as referéncias que podem ser consultadas.

e Pré e pés-processador graficos para o programa CS-ASA;
¢ Andlise avancada usando a norma brasileira NBR 8800 (Landesmann e Batista, 2005);

® Anadlise transiente ineldstica
A estabilidade inelastica de porticos planos metdlicos com ligagdes rigidas ou semi-
rigidas, sob carregamento estitico, tem sido extensivamente estudada nas tultimas
décadas. Porém, problemas envolvendo a excitacdo dindmica dessas estruturas tém
recebido atencdo limitada nas pesquisas. Para complementar este trabalho, sugere-se

entdo implementar rotinas no sistema computacional para tornar possivel esse tipo de
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andlise. Alguns trabalhos relacionados podem ser citados: Chan e Chui (2000), Lazanha

(2003); Sekulovic e Nefovska (2008), Au e Yan (2008), Mata et al. (2008);

e Anadlise ineléstica baseada no método da rétula plédstica de estruturas em situagdo de

incéndio (Iu e Chan, 2004);

e Andlise de estruturas mistas ago-concreto baseada no conceito da rétula pléstica

refinada (Salazar e Haldar, 1999; Iu et al, 2009);

® Andlise de estruturas constituidas por perfis tubulares (Liew e Tang, 2000; Iu et al,

2009);

® Anadlise ineldstica considerando os efeitos do encruamento do agco, o que proporciona

um aumento da rigidez estrutural;

¢ Consideracdo da interacao entre forca cortante e momento fletor
Nas construg¢des em aco, as colunas sdo muitas vezes submetidas a efeitos significantes
provocados pelo momento fletor e forca axial, enquanto as vigas, aos efeitos da
combinacdo entre o0 momento fletor e o esfor¢o cortante. Outra proposta de trabalho €
entdo realizar a andlise ineldstica das estruturas considerando também a interacao entre

momento fletor e o esforco cortante (Xu et al., 2005; Liu, 2008);

e QOutros modelos e algoritmos para simular o comportamento histerético da ligacdo

(Chan e Chui, 2000);

¢ Algoritmos nao lineares para integragdo numérica
A utilizacdo de outras estratégias de integragao temporal permitird a obtencao de varias
ferramentas essenciais ao estudo transiente e de vibra¢des nio lineares. Sugere-se entdao
expandir o sistema computacional e implementar outros algoritmos, como por exemplo,
as técnicas de dissipacdo numérica controlada ooH-Newmark (Hilber e Hughes, 1978),
oB-Newmark (Wood et al., 1980), a-Generalizado (Chung e Lee, 1996; Chung e
Hulbert, 1993, 1996; Martins, 2004) e HHT (Hilber et al., 1977; Martins, 2004);

e Estratégias eficientes para se obter a relacdo ndo linear da frequéncia do carregamento
versus amplitude da resposta estrutural em regime permanente (curva de ressonancia)
ultrapassando os pontos limites com os fendmenos snap-through e snap-back existentes
na trajetoria (Leung e Fung, 1990; Lewandovski, 1992, 1997a, 1997b; Ferreira e Serpa,
2005);

e Andlises de trelicas e pdrticos espaciais;
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¢ Andlise de colapso progressivo.
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Apéndice A

Matrizes de Rigidez e Funcoes de
Estabilidade

A.1 Introducao

Neste apéndice sdo apresentadas, inicialmente, as matrizes de rigidez obtidas com as
formulacdes para andlise de segunda ordem, desenvolvidas em referencial Lagrangiano
atualizado. Em seguida, uma formulac¢do para elementos de viga-coluna que utiliza fun¢des
de estabilidade para simular os efeitos da ndo linearidade geométrica é estudada. E
importante informar que essas formulacdes sao usadas no desenvolvimento das

formulacdes para andlise ineléstica.

A.2 Matriz de Rigidez

Nesta secdo, as expressdes para os elementos das matrizes de rigidez obtidas com as
formulacdes SOF-1 e SOF-2 serdo apresentadas. Essas duas formulacdes foram
desenvolvidas em referencial Lagrangiano atualizado e consideram os efeitos da ndo

linearidade geométrica na anélise de estruturas reticuladas planas.

A.2.1 Formulacdao SOF-1

Para a formulagdo SOF-1, foi mostrado, que a matriz de rigidez do elemento de viga-
coluna no sistema local de coordenadas é definida através da Equacao (4.78). Nesta secao
sdo apresentados os coeficientes das matrizes K;, Ks, K; e K; usadas nessa equagdo. A

matriz K; é a matriz de rigidez linear eldstica convencional, K, é a matriz de rigidez



geométrica, K; € a matriz cujos elementos sdo fungdes lineares dos deslocamentos nodais,
e K, é funcdo quadrética desses deslocamentos. Essas trés tltimas matrizes estabelecem a

mudanca na rigidez resultante dos efeitos de segunda ordem.

o Matriz K,

As componentes da matriz de rigidez linear eldstica K, sdo obtidas através da Equacdo

(4.75a) usando (4.70b) e (4.62). Com essas consideracdes, encontra-se:

L 0 0 ky, O 0
kl<2,2) kl<2,3> 0 kl<2,5> kl<2,6>
kl<3,3> 0 kl<3,5> kl<3,6>

K, - (A.1)
Kigay 0 0
Simétrica kl(s,s) kl(5,6)
i Kigg.6) i
sendo:

ki) = Kigqy = = ki gy = EA/L

Kip ) =kis.s) == ki 5) =12EI] I3

Kiis 3y = kia.6) = ki3 5) = —kiis 6) = OEI /12
kz(3’3) = kl(ﬁ‘é) =4EI/L

K6y = 2EI/L

o  Matriz K,

Os elementos da matriz de rigidez geométrica, Ks, sdo obtidos resolvendo a Equacgdo
(4.75b). Antes, € necessdrio, que se substitua (4.64) e (4.65) em (4.70c) considerando,
porém, as expressoes (4.72a-b) usadas para aproximar os deslocamentos nodais.

Procedendo dessa forma, chega-se a:

kc(l.l) kG(LZ) k0(1.3) k0(1.4) kc(lﬁ) kc(l,é)
kG(Z,Z) k0(2,3) k0(2.4) kG(Z.S) k0(2.6)

k0(3,3) k0(3.4) k0(3,5) k0(3.6)
Ko

(A2)
ko4 kos) Ko

Simétrica k<5<5 s) k<5<5 6)

koi6.6) ]
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sendo os termos ks dados por:

kG(l,l) = k6(4,4) == k0(1’4) = P/L

ko) = = ko sy = = koaa) = ko 5) = —(Mi + Mj)/L2

kG(l,s) == k0(3,4) == Mi/L

Ko 16)= = Ko = -M;/L

6P 12PI
ko2 =~ Kopps) = Kogss) = 5L " AD
P 6PI
koo = Kopos) = = Kogs) = = Kogs ) =E i A2
2PL 4Pl
ko(a,a) = ko(6,6) = F + E
_pPL 2PI
oo =" 30 "L
L Matriz Kl

Usando as Equacdes (4.72a-b) adotadas para interpolar os deslocamentos nodais nas

expressoes (4.62) e (4.64), e substituindo a equacdo resultante em (4.70d) € possivel,

usando (4.75c), obter as componentes de rigidez com nio linearidade de primeira ordem

K. Essa matriz é definida como:

k1<1,1> k1<1,2> k1<1,3> k1<1,4> k1<1,5> k1<1,6>
k1<2,2> k1<2,3> k1<2,4> k1<2,5> k1<2,6>
K, = k1<3,3> k1<3,4> k1<3,5> k1<3,6>
k1<4,4> k1<4,5> k1<4,6>
Simétrica kiss, Kise
L kl<6’6)_
na qual:
3EA
Ky = Kgsy == kg = 2 (Auj—Au;)
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EA
kig o == K5y = = Kiog) = Kigys) = —L(leeO —AB; - A, ) +
L1838 — (2480~ 26; ~ 48))
kiys == ki = E3(3Aeo 406, +A8; ) + —6fl (3A69 —2A6; —A6;)
EA 6EI
ki == Kig = %(meo +A8; —448;) + —(3A8) — AB; —248,)
6EA 36EI
Koo == ks = Kiss) = 5 (Auj = Auy) + == (Au; — Au; )
EA 18EI
Ko = ks = = ks = = Kisey =~ (Auj = Au; ) + —=(Au;j — Au;)
10L
2EA 12E1
ki = Kigp = o (Buj = Aui ) + === (Auj — Au; )
6El

EA
ki, =— O(Auj Au,)+7(Au] Au;)

sendo ABy = (Av; —Av;)/ L.

o Matriz K,

De forma anéloga, resolvendo (4.75d) usando as relagdes (4.70e), (4.64) e (4.72a-b)
determinam-se as componentes da matriz de rigidez com ndo linearidade de segunda

ordem K. Essa matriz € escrita como:

k2<1,1> k2<1,2) k2<1,3) k2<1,4> k2<1,5) k2<1,6)
k2<2,2> k2<2,3> k2<2,4> k2<2,5> k2<2,6>
k2<33) k2<34> k2<35> k2<36)

K, = ’ ’ ’ ’ (A.4)

k2<4,4> k2<4,5> k2<4,6>

Simétrica k2<5,5) kz(ié)
L k26,6 |
onde:
3FEA 2
Koy = koay = — ko = (Au j—Au) +
+% (1 8A62 3A0)A8; —3A0)A8; + 2A07 — AB;AB it 2A6§.) +
L2 ——— (3463 —3A60A8; ~3AB0AB, + AB? +AB;AB; + AB? )
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EA

o ——(Au; —Au; ) (12480 — AB; — AB, ) +

koo = = kags) = = ko) = ko) =

208 (Auj —Au; ) (2480 — A6; — A8 ;)

12E
—5(

ks == ko =(Au,-—Au,-){ i_A (3A8) —4A6; + A6 )+ 3A0) —2A8; —AD; )}

12E1
5|

ko == ko = (Auj— Aui)[ f;_A (3A6) +AB; —4A8; )+ 3A0, — Aei—er,-)}

6EA S6E1
<\ —5

2 2
ko == kans) = koss) = Auj—Au;)" + ——(Auj—Auw;)” +

+%(216A62 36A80A6; ~36A00A8; +9AB? ~246;A6; +9A6% ) +

2B (108A92 63A80A8; — 63A60A0; +11A67 +11A6;A0; +11A63 ) +

72E1

(54483 —54A80A8; —54A80A8; +16A07 +2248,A8, +16A63 )

EA

2 18EI
102 ) +— (

(Auj— Auj— Aui)2+

koo =~ ka5 =
EA (s4ne2 B0A6; +6A8)AD 02 +2A6;A0 ; + AO2
+§(54A 3 —54AB0AD; + 6AB)AG ; +6A07 +2A6;A0; + AB3 ) +

25 (63A92 44A00A8; — 22A80A0;; +9IAO? + 6AQ; A0 ; +3A02 ) +

36E1

(54463 —64A60A6; —44A80A8; +21A67 +22A6,A0; +11A63)

EA

18EI
koo == kase) = 1012

(Auj Aui)2+T(Auj Au,-)2+

+% (54Ae2 +6A8)A8; —54A00A0; + AB? +2A0;A8 ; + 6A6> )

+%(63Ae2 22A60A0; —44A80A; +3A07 +6A6;A6; +9AG3 ) +
2L (5463 - 444800, ~ 644800 +11A67 +2246,40, +21403)
ko) = ?fﬁ (A”J Au; )2 12E[(A”J —Au; )2 +
EAL(27 NG —12460A8; — 246)A8 ; +8A67 — 476,46 ; + 3463 ) +
4EI

+§(11A92 9AB)AB; —3A00AB ; +4A67 + AO;AB ; +A6? ) +
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24E1

+ 5 (48067 — 63A80A0; ~33A60A0, + 22067 +19A6;A0, + 7767 )
EA 2 6EI )
k2 = _30_L(A”j —Au;)” + F(A”j - A} -
EAL

T (3463 +2A60A0; +2A00A8 ; +2A67 — 6AB;A; + 2403 ) +

2EI
- (11463 — 6A80AS; — 6AB)AB;; + AB? +4AB; A0 ; + AB? ) +
Ay (66463 — 66A80A0; — 66A0)A ; +19A6? +28A0;A8; +19A67 )
2EA 2 12EI 2
26.6) — _15L (AMJ —Aui) + JE (AMJ —Aui) +

+ % (27403 - 2460A8; —12A60A8 ; +3A67 —4A8;A0; +8A62 ) +

+ % (11403 —3A80A0; —9AB)AS ; + AB7 + ABAD;; +4A0% ) +

24E1
503

+5 (48402 —33A80A0; —63A80A8 ; +7AF +19A0;A; +22A63 )

sendo A6y = (Av;—Av;))/L e 1= J y4dA é o momento de 4* ordem da se¢do transversal.
A
Para uma secdo retangular, tem-se 1=hh3/80 . Essa grandeza ndo tem significado fisico.

A.2.2 Formulacao SOF-2

Nesta secdo serdo apresentadas as componentes das matrizes de rigidez K, K; e K; usadas
na defini¢do da matriz de rigidez tangente e, evidentemente, do vetor de forgas internas na
formulagdo SOF-2. As componentes da matriz de rigidez linear elastica K; foram definidas
através da Equacdo (A.1). Seguindo a sugestdo de Yang e Kuo (1994), as matrizes K; e K,
sdo adotadas no cdlculo do vetor de forcas internas pela formulagdo SOF-2 de ordem

elevada.

o  Matriz Ks

A matriz de rigidez geométrica Ks € obtida usando a Equacgdo (4.98b) em (4.75b) usando
as expressoes (4.72a-b). Essa matriz pode ser definida usando a Equacgdo (A.2), onde,

agora, seus elementos sdo EXPressos como:

kG(l,l) = k6(4,4) == k6(1,4) = P/L
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kouz = kous) = kopay = koys) =0
kG(1,3) == kG(3,4) == MI/L

kG(l,é) == k6(4,6) == MZ/L

6P 12PI
ko (22) = = Kops) = Kogss) = 5L AD
P 6PI
Kooz = Kos) =~ Kos) =~ Ko 10 " A2
2PL  4PI
_PL 2PI
w0 =730 L

Caso se utilize a formulagdo linearizada, os termos da matriz de rigidez geométrica

sd0 escritos como:
kc(l,l) = ko(4’4) =- k6(1,4) = P/L
ko) = ~Koys) = —Kop =Kous) = (M;+M; )/L2
ko3 = Koy =Ko =Koae =0
ko2 =~ kowns) = koss) = 6P/(5L)
kooz) = kope) =~ Kos) =~ koisg =P/10

ko3 = Ko = 2PL/15

koie =— PL/30

e Matriz K,

A parcela que compde a matriz de rigidez do elemento de viga coluna, K;, é agora
apresentada. Ela € obtida usando a Equagdo (4.75c) juntamente com as relacdes (4.100a) e
(4.72a-b). A Equacdo (A.3) a define, considerando para seus coeficientes as seguintes
equacgoes:

3EA

ki = Kigay == ki) = F(Auj _A”i)

EA

m—L(IZAGO—AG,- —A;) +

Kigoy = = Kigsy = = Kiay = Kiys) =
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+18£(EA90—A91~—A9]~
r\3

kig s = — kg = f—g(meo —4A8; +A0;) + %(ISAGO —16A6; —8A6;)

kige == kig = Ig—‘g(%eo +A6; —4A0;) + %(18@0 —8A0; —16A8)
Kipo == kigs) = kiss) = %( Uuj _A”i) + %(A”j _A”i)

Kios) = Kipg = = Kigs) = = i) :%(A”j —Au;) + lifl (Auj —Au;)
ki = kige = %(Au j—Au;) + %(Au j—Au;)

kigg) = —f—g‘(Auj —Au;) + %(Auj —Au; )

com: ABp = (Av; —Av;)/ L.

e Matriz K,

Através das Equacgdes (4.72a-b) e (4.75d), em (4.100b), encontra-se os elementos da matriz
K>. A Equagdo (A.4) apresentada anteriormente define essa matriz, onde, agora, os termos

sao dados por:

3EA

2
ko = ko == kogay = F(Auj —Au;)” +

+fj—i(1 BAOF —3A00A0; —3A8)A0; +2A67 — AB;AB; +2A63 + 2_3L Avj j i

EI 3
+F(—18A9(2) ~6AB)AB; —6A0)A0; +10A67 +10A6,A0, +10A03 +-- Av;A0 jj

EA
kogy == koys, == kana = kopys, = E(Au 7= Au; ) (12480 — AB; —AB; ) +

6EI
g (Auj —Au; ) (6480 — AB; — A, )

EA
ko) == kosay = 5L (Auj—Au; ) (3A60 —4A6; + AB; )+

2EI
+F(Au,- —Au; ) (3A6) —10A8; —5A8 ;)
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EA

koo == koue = 15L(Au 7 —Au; ) (3080 +AG; —4A8; )+
2EI
+F(Auj Au; ) (3480 —5A6; —10A8)
6EA 18EI
koo =~ kans = kase = o (A= A ) = (Au— Ay +

+3%(216A92 54480A8; —54A80A8; +9A67 +9A63 ) +

6E]
+35—L3 (IOSAG(% —45A80A0; —45A6pA0 ; + 6A07 + 5A6;A0; + 6A9§ )
EA 2 3EI 2
kaoz) = = kas5) = 1012 (A”j AMi) (Au] Au,-) +

+% (10863 —72A80A8; —3A67 +6A6,A0; +3A6% ) +

3155[{ (135463 — 724806, —30A60A0; +60A67 +8A8,A8 ; +4A62 )
EA 2 3EI 2
k2(2,6) = - k2(5,6) = lOLZ (Au] Au,) + F(AMJ Aul) +

+@(36Ae2 24A80A0 ; +AB? — AB? ) +
140 /

Ei (135463 —30A80A6; — 72A80A0; + 4A07 + 8AB; A, +60A3 )

2FEA

B 10E1
233 — 151 (

=22 (Auj— A ) + —=—(Auj— A )+

EAOL'(lgAG% +3A80A8; ~3A00A8; +12A67 ~3A6;A8; + 463 ) +

+ % (18463 — 60A0A8; —4A0)A8 ; +64A0? +16A0;A8 ; +A63 )

EA 2 SEI 2
k2(3,6) = - 30L (AMJ Au, ) + F(AMJ - Au,) +
EAL ( 6AB)AB; — 6ABHAD ; —3A02 +4A8;A8 ; —3A6> )
+%(15A92 8AB)AB; —8AB)AB; +16A87 +4AB;A8 ; + 16A92)
2EA > 10EI 2
k2(6’6) = _ISL (Auj — ui) + — (AMJ Aui) +
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EAL

e (18A0F —3A80A0; +3A80A0; +AB? —3A0;A0; +12A62 ) +

EI

+E(S6Aeg —8ABAB; —120A80A8 ; +2A67 +32A6,A8; +128A62 )

com ABp = (Av; —Av;)/ L.

A.3 Funcoes de Estabilidade

Neste trabalho, as fungdes de estabilidade sdo utilizadas para simular os efeitos da nao

linearidade geométrica nas formulacdes desenvolvidas para andlise ineldstica, mais

precisamente, as formulacdes PHF-1 e AAF-1.

Para a obtencdo de tais funcdes, considere um membro de viga-coluna submetido a

momentos fletores M; e M; em suas extremidades. O elemento € carregado axialmente por

uma for¢ca P, como mostra a Figura A.1. As hipéteses consideradas no Capitulo 3 para

modelagem do elemento finito sdo vélidas aqui.

ne - e
-P - - P
C %—/ =,
- L .
yr |
M; X :
-P \
M; +M; \ ‘51; P
2
L M=-E1 Y
dx?

Figura A.1 Elemento de viga-coluna

A equacdo de equilibrio desse membro, que pode ser obtida considerando o diagrama

de corpo livre de um segmento de viga de comprimento x (Figura A.1), é:

M;+M; M,
=3+ —
dx2 LEI El

(AS)

onde E é o mddulo de elasticidade, / é o momento de inércia, L é o comprimento do

elemento indeformado, P é a forca axiale p = \/P/ (EI .
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A equacdo diferencial ordindria (A.5) tem como solucdo geral (Chen e Kim, 1987):

Ml'-l-Mj — M;
LEIp? Elp?

y = Asen (px)+ Bcos (px) + (A.6)

Com o impedimento dos deslocamentos nas extremidades do elemento, tem-se as
seguintes condi¢des de contorno y(0) =0 e y(L) = 0. Com essas informagdes, calculam-se

as constantes A e B da equacao anterior:

1

= [Mjcos(pL)+ M AT
EIpzsen(pL)[ cos(pL) j] (A-72)

_ M (A.7b)
Elp?

Substituindo esses valores em (A.6), chega-se, apds algumas transformacgdes, a

equacdo da linha eldstica do membro de viga-coluna que € dada por:

1 cos(pL) x 1 X
y {M{ )sen(px)—cos(px)—z+1}+Mj {msen(px)—z}}

T E p2 sen (pL
(A.8)

cuja derivada primeira fornece a sua inclinacao:

ﬂ_&{cos(pL)

cos(px)+sen(px)—i +Mj ;COS(PX)_L (A.9)
dx  EIp sen(pL) pL

sen (pL) oL |" Elp

As rotagdes das extremidades i e j do membro de viga-coluna podem ser obtidas

impondo-se, respectivamente, as condi¢des x =0 e x =L em (A.9):

dy —LM; | sen(pL)—pLcos(pL) | LM, | sen(pL)—pL
=D . Bl } Pl 2 (A.10a)
dxl—g  EI (pL)"sen(pL) EI | (pL)" sen(pL)
6= dy| _-LM;| sen (ZpL)—pL LM, sen(pL)z— pLcos(pL) (A.105)
dxly=y  EI |(pL) sen(pL)| EI (pL)"sen(pL)

Ignorando os efeitos produzidos pelo encurtamento da curvatura, a relacdo entre

forca axial e deslocamento pode ser definida como:
P=(EA/L)S (A.11)
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onde J representa o deslocamento axial do membro.
As equacdes (A.10) e (A.11), expressas na forma incremental matricial para uma

andlise ndo linear, definem a relacdo forca-deslocamento do elemento no sistema local

corrotacional:
AP . A/l 0 O Ad
AM; t=—/| 0 I I, X A6; (A.12)

L
AM ; 0 T, I||Ae;

onde os termos I'; e I'; representam as chamadas funcdes de estabilidade. As equagdes que

as caracterizam sao:

Cos sen
n= p)=psen(p) (A.13a)
pcosh(p) —psenh(p) para P> 0
2—2cosh (p)+psenh(p)
2_
P psen(p) , paraP <0
2—2cos(p)—psen(p)
r,= (A.13b)
psenh (p)—p?
, paraP>0
2—2cosh(p)+psenh(p)

sendo p:ﬂ:\/|pj,com P, =P/(TE2EI/L2).

Quando a for¢a axial P for nula, as funcdes de estabilidade sdo indeterminadas.

Nesse caso, adotam-se as fungdes propostas por Lui (1985). Sdo elas:

2n’p, (0.01p, +0.543)p; (0.004p, +0.285)p;

I, =4+ (A.14a)
15 44p, 8.183+p,
0.01p, +0.543)p>  (0.004p, +0.285)p>
30 4+p, 8.183+p,

As Equacdes (A.14a) e (A.14b) sao aplicdveis para membros tracionados ou
comprimidos e devem ser usadas apenas quando o esfor¢o axial adimensionalizado, p.,
estiver compreendido no intervalo -2.0 < p, < 2.0. Observa-se que, quando a for¢a axial é
nula, I'; e I'; valem, respectivamente, 4 e 2.

A Equacio (A.12) pode ser escrita como:
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Af, =K _Au, (A.15)

onde Af. e Au. representam os vetores de forcas e deslocamentos nodais no sistema
corrotacional e K, é a matriz de rigidez nesse sistema local de coordenadas.

Para o elemento plano de viga-coluna € necessario trés graus de liberdade adicionais
para que seu campo de deslocamentos seja descrito. A Figura A.2 ilustra os deslocamentos

do membro no sistema global de coordenadas, representados pelos subscritos g.

Figura A.2 Deslocamentos no sistema global de coordenadas

Através da andlise dessa figura, é possivel estabelecer uma relacdo entre os
deslocamentos no sistema local corrotacional de coordenadas e aqueles no sistema global,

usando as seguintes relacdes:

1 Yot Vjg ~Vig

0, =6, +0,, —tan (A.16a)
XO+ujg_uig
+Vvi, =V
0, =0+, —tan~ 20 it i (A.16b)
XO+ng_ulg
2 2
5= (&5 -2) _ (200t ujg —uig ) (g —ttig )+ (250 + Vg ~Vig ) (Vi ~Vig) (A.16¢)

L;+L Le+L

sendo Ly o comprimento do elemento na configura¢ido deformada.
Segundo Cook et al. (1989), a expressio (A.l6¢c) usada para relacionar o
deslocamento axial, 9, aos deslocamentos nodais do elemento no sistema global é mais
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precisa que o calculo realizado considerando apenas L;— L. Para o denominador, a
aproximagdo 2L, pode ser assumida (Belytschko e Hsieh, 1973).

Diferenciando as Equagdes (A.16) em relacio a cada uma das varidveis que
representam os deslocamentos nodais no sistema global, é possivel chegar as seguintes

relacOes cinemdticas (Chen et al., 1990):

Au;,
Av,
Ad | —senat  cosat L seno. —coso. O A6,
AB; - =—| —senal coso.. 0 senot —coso. L N (A.17)
Au ;
AB; —Lcosow —Lsenat O Lcosow Lsena 0 8
Ang
Aejg

onde o € o angulo de inclinagao do elemento deformado e pode ser visualizado na Figura
A.2. Cabe ressaltar que os subscritos i e j referem-se as duas extremidades do membro e g

ao sistema global de coordenadas. A equacgdo anterior pode ser rescrita como:

Au, =T, Au, (A.18)

De acordo com Chen et al. (1996), as forcas nos sistemas corrotacional e global,

mostradas na Figura A.3, se relacionam de acordo com a seguinte equacao:

AR, [—seno.  —seno.  —Lcosa |
AQig cosal coso.  —Lseno AP
AM; L 0 0
g | _ 1 AM, (A.19)
APjg L| senoc  senot  Lcoso AM]-
Ang —cos0.  —cosot  Lsendl
0 L 0
AM j, L i
que, simbolicamente, é reescrita como:
Af,, =T} Af, (A.20)

Derivando ambos os lados dessa equagao, tem-se:

Af,, = TLAf, + AT, f (A.21)

cgc
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i P

ﬂ/l' "7 % () Sistema local corrotacional

(b) Sistema global C I /M.
Qig

Figura A.3 Sistema equivalente de forgas

O processo completo de obtencdo da relagdo incremental for¢a-deslocamento pode

ser encontrada em Machado (2005). Essa relagao € definida como:

_ (T
Afi, = (TCchTcg +TM;+TLM ; + T3P)Aug
ou, de forma simplificada:

com, as matrizes simétricas T, T, e T; dadas por:

[—25¢ 2-52 0 2sc —(c2 — 52 ) 0
2s¢ 0 - (c2 — 52 ) —2sc 0
S 0 0 0 0
I? —2sc c2—-s2 0
sim. 2sc 0
I 0
(52 —s¢ 0 —s2 sc O]
¢z 0 sc -2 0
T - l 0O O 0O O
L 52 —sc 0
sim. ¢z 0
0

nas quais s=sen o e c=cos Q.
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Apéndice B

Modelos de Ligacoes Semi-Rigidas

B.1 Introducao

Um método comumente usado para determinar a relagdo momento-rotagdo de uma ligacao
¢ ajustar uma curva a dados experimentais usando expressdes simples. Varios modelos
analiticos foram desenvolvidos com essa finalidade e podem ser encontrados facilmente na
literatura. Essas expressoes, ou modelos matemadticos, relacionam o momento e a rotacao
da ligacdo através de func¢des que usam, em geral, parametros de ajuste de curva. Entre os
modelos, existem o linear e os ndo lineares. Para o modelo linear (Arbabi, 1982;
Kawashima e Fujimoto, 1984; Chan, 1994), apenas um parametro € necessdrio. Esse
parametro € a rigidez inicial da ligagdo. O modelo, embora simples, apresenta algumas
desvantagens que serdo relatadas mais adiante neste apéndice. Como comentado no
Capitulo 4, o comportamento de uma ligacio é nao linear. Portanto, uma melhor
aproximacao referente ao seu verdadeiro comportamento € obtida com os modelos ndo
lineares, para os quais, ao contrdrio, mais de um parametro € necessdrio. Alguns deles
serdo relatados a seguir.

Um dos modelos ndo lineares € o multilinear, que € constituido, como o proprio
nome sugere, por um conjunto de segmentos de reta. Nesse contexto, podem ser citados o
modelo bilinear (Sivakumaran, 1988; Youssef-Agha, 1989) e o trilinear (Stelmack et al.
1986; Gerstle, 1988). A deficiéncia desses modelos € a descontinuidade nos pontos de
mudanca de declividade. Segundo Chen e Toma (1994), o modelo polinomial (Frye e
Morris, 1975) é o mais popular entre os diversos modelos ndo lineares encontrados na
literatura. O método consiste em aproximar a curva experimental através de uma func¢do

polinomial. Os parametros nesse modelo dependem do tipo e das caracteristicas



geométricas da ligac@o. Seu inconveniente € que as expressoes para defini¢ao do parametro
de padronizagdo foram calibradas em ensaios com perfis estrangeiros. Sendo assim, devem
ser utilizadas apenas em perfis similares aos testados. Outro problema encontrado é que
alguns valores de momento conduzem a inclinagdes negativas na curva. Isso implica na
existéncia de uma rigidez negativa para a ligacdo, o que fisicamente é impossivel. Jones et
al. (1980) propuseram um modelo mais apropriado que os citados anteriormente,
conseguindo evitar o problema da rigidez negativa, gerando curvas suaves e continuas e,
portanto, melhorando a representacio do comportamento momento-rotacdo da ligacdo.
Esse modelo, chamado B-spline cuibico, € obtido dividindo a curva experimental em um
determinado nimero de intervalos que sdo, em seguida, ajustados por um polindmio
cubico. A desvantagem desse modelo é a necessidade de um grande nimero de dados
experimentais para aproximacdo da curva. Por esse motivo ele raramente é empregado na
pratica. Entretanto, em geral, € uma referéncia para outros modelos mais simples (Chan e
Chui, 2000).

Virios pesquisadores desenvolveram um modelo no qual a fun¢do que o descreve é
escrita em termos de poténcias. Modelos com dois pardmetros foram sugeridos por Batho e
Lash (1936) e Krishnamurthy et al. (1979). Colson e Louveau (1983), Kishi e Chen (1987)
e Kishi et al. (1993) propuseram modelos usando trés parametros, que sio: a rigidez inicial
da ligacdo, a sua capacidade de momento e um parametro de forma. Richard e Abbott
(1975) criaram o modelo com quatro parametros. Além dos trés parametros usados pelos
pesquisadores citados anteriormente, a rigidez devido ao encruamento da ligacdo foi
introduzida por eles. J4 Ang e Morris (1984) estabeleceram um modelo de poténcias com
quatro parametros, a partir do modelo de Ramberg-Osgood (Ramberg e Osgood, 1943; Shi
e Atluri, 1989). Segundo Chan e Chui, existem muitas vantagens na ado¢do desses
modelos para descrever a curva momento-rotacdo. Uma delas € que um valor positivo para
a rigidez da ligacdo sempre € encontrado, uma vez que a derivada primeira das fungdes €
positiva. As curvas obtidas sd@o suaves e requerem um pequeno nimero de paradmetros de
ajuste. E, por fim, esses modelos promovem um bom ajuste aos dados experimentais.

Além das aproximagdes relatadas, outros modelos sdo encontrados. Entre eles, os
modelos exponenciais (Lui e Chen, 1986, 1987; Kishi e Chen, 1986; Yee e Melchers,
1986; Wu e Chen, 1990) e o modelo bounding-line (Al-Bermani et al., 1994; Zhu et al.,
1995).

Apenas os modelos implementados no sistema computacional apresentado serdo

detalhados a seguir. Entre esses modelos estdo o linear, o exponencial (Lui e Chen, 1986),
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o modelo exponencial modificado (Kishi e Chen, 1987), o modelo de poténcias com quatro
parametros (Richard-Abbott, 1975) e o multilinear. As justificativas para a escolha desses

modelos foram dadas no Capitulo 4.

B.2 Modelo Linear

Para o modelo linear, apenas um parametro definindo a rigidez da ligacdo é necessario. A

expressdo para a relacdo momento-rotacdo pode, nesse caso, ser escrita como:

M=S, 0. (B.1)

— Mcini

onde S, € o valor da rigidez inicial da ligagcdo, que pode ser expresso em funcdo da rigidez
a flexao da viga, e de um coeficiente de rigidez proposto para indicar o grau da
flexibilidade da ligacdo. Esse coeficiente € o fator de rigidez, Y, dos nés do elemento de
viga-coluna com liga¢des semi-rigidas. O fator de rigidez varia de 0, para ligagcdes
idealmente rotuladas, a 1, para ligagdes perfeitamente rigidas. Como relatado no Capitulo
4, esse parametro fornece uma ideia melhor sobre o comportamento rotacional da ligacao.
A rigidez inicial da ligacdo, em funcdo desses parametros, usando a Equacdo (4.117), é

definida como:

Sein - 3 (B.2)
1-vy L

na qual EI e L sio a rigidez a flexdo e o comprimento da viga, respectivamente. E
importante ressaltar que, numa anélise pelo Método dos Elementos Finitos, L representa o
comprimento do elemento finito que possui ligacdo semi-rigida em suas extremidades.

Usando o modelo linear, considera-se que a rigidez da ligagcdo, S., permanece
constante ao longo do processo de andlise e tem valor igual a S.;,;. Esse € o modelo de
ligacio mais simples e que ¢é amplamente utilizado nos estdgios iniciais de
desenvolvimento de métodos de andlise para ligacdes semi-rigidas. No entanto, ndo é
muito preciso em casos de grandes deslocamentos. Sua utilizagdo € mais apropriada nas
andlises linear, de vibracdo e de bifurcac¢do, onde os deslocamentos sao pequenos (Chan e
Chui, 2000).

Para esse modelo, o usudrio do programa deverd fornecer como dado de entrada o
fator y em cada extremidade do elemento de viga-coluna com ligacdes semi-rigidas. A

partir dai, usando (B.2) a rigidez da ligacdo em cada uma das extremidades € determinada.
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B.3 Modelos Nao Lineares

Entre os varios modelos ndo lineares existentes na literatura, serdo discutidos, aqui, apenas
quatro deles. Diferentemente do modelo linear, no qual se considera que a rigidez da
ligacdo permanece constante, os ndo lineares devem ser capazes de fornecer valores

atualizados da rigidez da ligacdo (rigidez tangente) durante o processo de carregamento.

B.3.1 Modelo Exponencial

O primeiro é o modelo exponencial, proposto por Lui e Chen (1986; 1988), cuja expressao

matemadtica para a curva momento-rotagao € dada por:

m=l1

M=M,+Y C, l:l—exp(%J:l+ka|¢c| (B.3)

em que M € o valor do momento na ligacdo, ¢. é a sua deformacao rotacional, M, é o
momento inicial, Ris € a rigidez devido ao encruamento da ligacdo, o € um fator de escala,
n € o numero de termos considerados no ajuste e C,,, para m=1, 2,..., n, sdo coeficientes de
ajustamento da curva. Todos esses dados deverdo ser fornecidos pelo usudrio do programa
para que a rigidez da ligagao durante o processo de andlise seja determinada.

A Figura B.1 a seguir apresenta os detalhes construtivos de quatro ligacdes
viga-coluna: ligacdo com cantoneira de alma simples (A), com cantoneira de topo e assento
(B), com chapa de topo (C) e ligacdo com chapa de topo extendida (D). Os valores dos
parametros do modelo exponencial para essas ligacdes detalhadas, baseados em ensaios
experimentais (Chen e Lui, 1991), sdo indicados na Tabela B.1.

A rigidez tangente pode ser expressa, usando (B.3), como:

s =M

c_dq)c

n (C. — ¢c

ENE=EL

As Figuras (B.2a) e (B.2b) ilustram as curvas momento-rotacdo e rigidez-rotacdao
para as ligacOes viga-coluna detalhadas na Figura (B.1) obtidas através desse modelo
exponencial.

Geralmente, o modelo exponencial proposto por Lui e Chen (1986, 1988) fornece
uma boa representacio do comportamento ndo linear da ligacdo (Chan e Chui, 2000),

apesar da necessidade de um grande nimero de parametros de ajuste da curva. Contudo, se
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ha uma modificacdo abrupta na declividade da curva momento-rotacdo, esse modelo nao
pode representd-lo corretamente. Para contornar esse problema, Kishi e Chen (1986) o
modificaram para que pudesse acomodar qualquer alteracdo acentuada na curva. Eles

desenvolveram o modelo exponencial modificado que serd descrito a seguir.

Cantoneira

/ d &‘ de topo [D/{"l

Cantoneira —+

Mesa superior —

Alma—|—

Mesa |
inferior

L m t o ‘ m
7 (B
[T Cantoneira ‘
de assento

Iz

(b) Ligacdo com cantoneira de topo e assento (B)

‘ ‘ —-+— Chapa de topo :
/ 7 / L estendida /

‘ l 1 oo

| i | o

] 4 ofl o

. |

Chapa_ | | j

;4 de topo b ofl o
/ L / Chapa de topo

Chapa de topo estendida

(c) Ligagdo com chapa de topo (C) (d) Ligacdo com chapa de topo estendida (D)

Figura B.1 Detalhes construtivos de ligacdes viga-coluna

Tabela B.1 Parametros do modelo exponencial para quatro tipos de ligagdes

Parimetros Cantoneira de Cantoneira de Chapa de topo | Chapa de topo
alma simples (A) | topo e assento (B) «© estendida (D)
M, (kip.in) 0 0 0 0

Rys (kip/rad) 0,47104x10? 0,43169x10? 0,96415x10° 0,41193x10°
o 0,51167x10™ 0,31425x107 0,31783x10™ 0,67083x10™

C —0,43300%10? —0,34515x10° —0,25038x10° | —0,67824x10°

C, 0,12139x10* 0,52345x10* 0,50736x10* 0,27084x10*

Cs - 0,58583%10" —0,26762x10° —-0,30396x10° | —0,21389x10°

Cy 0,12971x10° 0,61920x10° 0,75338x10° 0,78563x10°

Cs -0,13374x10° -0,65114x10° - 0,82873x10° | —0,99740x10°

Cs 0,52224x10* 0,25506x10° 0,33927x10° 0,43042x10°

S.ini (kip in/rad) 0,48000x10° 0,95219x10° 0,11000x10° 0,30800x10°
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(a) Curvas momento-rotagao (b) Curvas rigidez-rotagao

Figura B.2 Comportamento de ligagdes viga-coluna

B.3.2 Modelo Exponencial Modificado

Sob condi¢des de carregamento, a nova func¢ao proposta € escrita como:

=3 1o |0y o) o] ®5)
- Jo k=1

J

com rigidez tangente representada por:

dM n C; (o)) &
a2 e TG B.6
- Mool 22 Xp(ZjocJ+;<z:1 H{foc] o] (B.6)

sendo M, M,, o e C; os mesmos termos definidos nas Equagdes (B.3) e (B.4), Dy um
coeficiente de ajustamento para a porcdo linear da curva, ¢ a rotagdo inicial de uma

componente linear, e H{®] é a fun¢do de Heaviside, definida como sendo:

H[®]|=1, para® >0 (B.7a)

H[®]=0,para® <0 (B.7b)
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B.3.3 Modelo de Poténcias com Quatro Parametros

Além desses modelos apresentados anteriormente, € utilizado neste trabalho o modelo de
representacdo do comportamento de ligagdes semi-rigidas proposto por Richard-Abbott

(1975), que descreve a relacdo momento-rotacio como:

S, “ini —-R
M = ( c P)|¢C|n — +RP|¢C| (B.8)
1+ (SCini _Rp)|¢c|
M,
com rigidez tangente,
am (SCini _Rp)
¢ :dT% B o (ntD/n +R, (B.9)
‘q)"‘:‘q)"‘ + (Scini _Rp )|¢c|
M,

onde R, € a rigidez devido ao encruamento da ligacdo quando ¢. tende a infinito, n € um
parametro que define a forma da curva e My ¢ um momento de referéncia. Como na
defini¢do da funcao sdo necessarios apenas quatro parametros e o resultado sempre fornece
uma rigidez positiva, esse modelo é considerado simples. Por possuir, além disso, boa
eficiéncia computacional, ele vem sendo bastante utilizado para representacdo do
comportamento de ligacdes semi-rigidas. Dentre os trabalhos nos quais esse modelo €
adotado na modelagem da curva momento-rotagdo podem ser citados, Chen e Lui (1991),
Chan e Chui (2000), Liu (2007) e Sekulovic e Nefovska (2008). Recentemente, estudo
feito por Kishi et al. (2004) mostrou que o modelo € efetivo e preciso para predizer o
comportamento de ligacdes com placa de extremidade. Vale ressaltar que esse modelo
pode ser aplicado a qualquer tipo de ligacdo. Para isso basta que se avaliem,
experimentalmente ou mesmo numericamente, os quatro pardmetros necessirios para
representa-lo.

Com esse modelo, trés outros podem ser obtidos. Pode ser observado, através das
Equagdes (B.8) e (B.9), que o modelo de quatro parametros se reduz ao modelo linear com
S¢=Scini» quando R, se aproxima de S;.

O modelo bilinear é obtido quando o fator de forma n tende a infinito. Nesse caso,

tem-se as seguintes condi¢des:
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* se 0, < MO/(SCim‘ —Rp),o termo [(Scim- —Rp)q)c/MOJY se aproxima de zero e a
Equacgdo (B.9) resume-se a S, = S.in.

e quando ¢, > MO/(SCM -R, ) a relacdo [(Scim- -R, ) 0. /M, Jytende ainfinito e S. = R,,.

E, finalmente, considerando R, igual a zero, ou seja, desprezando o efeito do
endurecimento do material, (B.8) transforma-se no modelo de poténcias de trés parametros

sugerido por Kishi e Chen (1987), definido como:

Scini

0|

Scim‘ q)c |

M,

M = (B.10)

1/n
n

1+

B.3.4 Modelo Multilinear

Para se utilizar uma curva momento-rotacdo obtida experimentalmente ou, ainda, para
contornar as dificuldades de ndo se ter um modelo especifico para um certo tipo de ligacao,
considerou-se, neste trabalho, a possibilidade do usudrio fornecer alguns pontos da curva
momento-rotacdo da ligacdo. Sdo definidos, entdo, m pares ordenados (¢., M), como
mostra a Figura B.3 e, através de um processo simples de interpolacdo linear, obtém-se a

rigidez da ligacgdo.

Figura B.3 Modelo Multilinear
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Nesse caso, a rigidez da ligacdo € calculada como:

g _AM M)~ M

’ = (B.10)
AP Pe(iy1) ~ Do

onde M; e M1y s@o os limites inferior e superior do intervalo no qual o momento M, que

atua na ligacdo, se encontra. Esse intervalo é estabelecido em funcdo do nivel de

carregamento aplicado. A Figura B.3 ilustra essa metodologia.
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