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Resumo da Tese apresentada como requisito parcial para obten¢ao do titulo de Doutor em
Engenharia Civil

Analise Numérica de Elementos Estruturais com Interacao Parcial
AMILTON RODRIGUES DA SILVA
Novembro de 2010

Orientadores: Jodo Batista Marques de Sousa Jr.
Francisco de Assis das Neves

Elementos estruturais compostos por dois ou mais membros, com diferentes
materiais e se¢oes, conectados entre si através de ligacdes deformdveis, aparecem em
diversas situagdes praticas de Engenharia. O exemplo clédssico na Engenharia Civil € o caso
da viga mista de aco e concreto, na qual uma laje de concreto se combina a um perfil
metélico. Os conectores de cisalhamento que fazem a ligacdo entre os dois elementos
permitem um deslocamento relativo entre os componentes, gerando um comportamento
estrutural diferente de um sistema composto por dois elementos rigidamente conectados.
No contexto das estruturas mistas este fenomeno é conhecido como interacdo parcial.
Outras estruturas, como vigas de madeira formadas por multiplas chapas coladas,
apresentam comportamento semelhante.

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento, implementacdo e teste de
ferramentas numéricas, baseadas no Método dos Elementos Finitos, para a simulacio
computacional de estruturas onde haja conexdo deformdvel. Desta forma, foram
formulados, implementados e testados em uma plataforma computacional diversos
elementos finitos capazes de representar estruturas com este tipo de comportamento.

Numa primeira etapa foram desenvolvidas formulagdes de elementos

unidimensionais de interface, que acoplados a elementos de viga, permitem a solucdo do
problema da conexdo deformédvel, tanto no sentido longitudinal (deslizamento) como no
sentido transversal (separacdo). Como extensdo dos elementos tradicionais de Euler-
Bernoulli, foram considerados diferentes alternativas de acordo com a Teoria de
Timoshenko para vigas. Uma analise extensiva sobre as vantagens e desvantagens de cada
elemento, incluindo eliminacdo de comportamentos espurios (travamento) foi realizada.
AplicacOes a estruturas em multiplas camadas foram desenvolvidas, incluindo o
desenvolvimento de uma nova formulacdo analitica para a solucdo exata do problema no
caso linear.
Numa etapa posterior, com o objetivo de obter solu¢cdes mais precisas para o caso de vigas
mistas de aco e concreto, desenvolveram-se elementos finitos de interface especificos para
a conexao entre elementos de viga e elementos de placa. Para o elemento de viga de aco,
uma formulagdo ndo-linear unidimensional foi desenvolvida com base na teoria de
Timoshenko. Para o elemento de placa, baseado na Teoria de Reissner-Mindlin, com o
objetivo de representar a nao-linearidade fisica do concreto (fissuragdo e esmagamento),
um modelo de camadas superpostas foi empregado. Em cada camada, um modelo
constitutivo bidimensional baseado nas direcdes principais de deformacao foi utilizado. A
consideragdo de grandes deslocamentos foi feita através de hipoteses de Von Kéarman.
Com estas implementagdes tornou-se possivel a simulacdo de pavimentos mistos de aco e
concreto, com aplicagdes praticas relevantes, como a correta simulacdo do efeito de
variacdo transversal das tensOes cisalhantes, e a andlise de larguras efetivas de vigas
mistas.
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Structural elements assembled by two or more members, with different materials
and cross-sections, connected by means of a continuous deformable connection are present
in several Engineering applications. The classical example in Structural Engineering is the
composite steel-concrete beam, where a concrete slab is associated with a steel girder. The
shear connectors which link the elements allow for relative displacements, producing a
structural behavior different from the rigid connection case. In this context, the term partial
interaction is usually employed. Other structural elements such as wood beams composed
of several glued layers present similar behavior.

The purpose of this thesis is the development, implementation and test of numerical
tools, based on the Finite Element Method, for the simulation of structures where
deformable connections are present. Accordingly, a family of finite elements was
developed and tested.

In the first stage, FE formulations of one-dimensional interface elements were
developed. These elements, coupled to suitable beam counterparts, are able to simulate the
deformable connection problem, in both the longitudinal (slip) and transverse (uplift)
directions. As an extension to previously known Euler-Bernoulli elements, a set of
Timoshenko theory based finite elements was developed and extensively tested. A study
on the shear and slip locking of each of these alternatives was carried out. Applications to
multilayered beams were presented, along with a new analytical formulation for the
solution of multilayered beam problems in the linear case.

In the second stage, specific interface elements capable of connecting beam and
plate elements were developed and tested. The main goal was to obtain a more precise and
robust representation of the steel-concrete composite beam, with the possibility of
representation of complete floors. For the steel beam element a nonlinear Timoshenko
beam formulation was developed. The plate element was based on a Reissner-Mindlin
theory, with a layered approach to account for material nonlinearity. In each plate layer a
two-dimensional constitutive model based on principal strain was employed. Large
displacements were taken into account in both formulations by means of von Karman
kinematical hypotheses. The final assemblage was able to robustly model composite floors,
allowing for applications such as shear lag analysis and effective width prediction.

vi



Sumario

LISTA DE FIGURAS. ..o X
LISTA DE TABELAS.........ooooioooioeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, xiii
LISTA DE SIMBOLOS...........oomioiiiieieooeeeeeeeee e Xiv
CAPITULO 1 = INTRODUGAO ......ooooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 1
1.1 = MOTIVACAO ..ot 1
1.1.1 — Anadlise de viga de Timoshenko............ccoccueiriiiiniiiiniiiiniiceeceeceee 3
1.1.2 — MUItiplas camadas.........c.eeeeueeeriieiniieeniee ettt ettt e esare e 3
1.1.3 — Separac@o VEITICAL.......cccveeruiiiiiieiiiie ettt sre e ve e e e e e 4
1.1.4 — ANALISE de PlaC....ccccurieriieiiiieiciie ettt et sae e e are e e e e enes 5
1.2 = OBIETIVOS.....oooooeeeeeeeeeeeeeee e enee s nennen 5
1.3 = ORGANIZACAO ..ot 7
CAPITULO 2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA............coocooviioeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen. 9
2.1 = ESTRUTURAS COM CONEXAO DEFORMAVEL...........ccccoooovvivremrenrrrnnne. 9
2.2 — ANALISE DE VIGA DE TIMOSHENKO EM VIGAS MISTAS COM
CONEXAO DEFORMANVEL.......ooivioiieeeeeeeeeeeeeeeseeseeee e, 13
2.3 — VIGAS MISTAS COM MULTIPLAS CAMADAS.......coooiiveiemeeeereseerree, 15
2.4 — ANALISE DE PLACAS.....ccoooioiieeeeeeeeeeeeeeeeeeveeeees s 17
2.5~ LARGURA EFETIVA EM VIGAS MISTAS.......coivomieemieeeeeeeseesreseessesnenen, 20

CAPITULO 3 - FORMULACOES NUMERICAS PARA ANALISE DE

VIGAS COM INTERACAO PARCIAL ............ccccovevrnaean 24

3.1 =INTRODUGCAO. ........coooieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 24
3.2 — ANALISE DE VIGA DE EULER-BERNOULLI (EB) FORMADA POR

DOIS MEMBROS COM CONEXAO DEFORMAVEL...........cccccocovvemirennann, 27

3.2.1 — Formulagdo analitica considerando a teoria de viga de EB.......................... 28

vii



3.2.2 — Formulag¢do numérica para um elemento de vigade EB.............ccccoceenee. 32

3.2.3 — Formula¢@o numérica para um elemento de interface para viga de EB....... 38
3.3 — ANALISE DE VIGA DE TIMOSHENKO FORMADA POR DOIS
MEMBROS COM CONEXAO DEFORMAVEL...........cccccocovviiiiiirsrrerenenn. 38
3.3.1 — Formulac@o analitica considerando a teoria de viga de Timoshenko........... 38
3.3.2 — Formula¢@o numérica do elemento de viga de Timoshenko........................ 43
3.3.3 — Formulagdo do elemento de interface para viga de Timoshenko................. 49
3.4 — ANALISE DOS ESFORCOS E RIGIDEZES GENERALIZADAS EM
SECOES MISTAS......ooiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e es s nenens 55
3.4.1 — Geometria da sega0 tranSVersSal...........oceeerriieriiieniiierieeeeiee e 56
342 — IMALETIALS ... eeneveeueeeentee ettt ettt ettt ettt et s e et e sa e et esab e eabeesaee e beesabeenee e 56
3.4.3 — Obtengao dos esforcos atuantes na SECA0 MISLA......ccveeervreerveeerveersrreennnnnns 57
3.5 - UTILIZACAO DE DIFERENTES ESQUEMAS DE INTERPOLACAO E
TRAVAMENTO POR CISALHAMENTO.......cccccoctininiiniinieieneeeeeceieeeeee 58
3.6 — IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL..........cooovivieieeeeeeeeeeee e, 63
3.7 = EXEMPLOS NUMERICOS.........oooooieieeeeeeeeeeeeeeeeeseeses e esesneseesnees 64
3.8 1 —EXEMPIO L.eeiiiiiiiiiiiie e 65
3.8.2 —EXEMPIO 2.ttt ettt 68
IR TG I =5 =) 1 110) (o 0K TP RR PR 75
3.8 = RESUMO E CONCLUSOES...........coetiueiieeeeeeeeeeeeeeeee e 81
CAPITULO 4 - VIGAS MISTAS COM MULTIPLAS CAMADAS................... 84
4.1 =INTRODUGAO........coooiioeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et en s en s 84
4.2 - EQUACAO DIFERENCIAL DE NEWMARK PARA 1 INTERFACES DE
DESLIZAMENTO......coitiiitiitteeseee ettt sttt sttt e ae e 86
4.3 - SOLUCAO ANALITICA PARA UM PLANO DE DESLIZAMENTO
(72 1)ttt et ettt 94
44— SOLUCAO ANALITICA PARA DOIS PLANOS DE DESLIZAMENTO
(71 0 2 ettt ettt ettt e b et b et e e naee 95
4.4.1 — Viga bi-apoiada uniformemente carregada............cceevveeevieeniiiieniiieenieeennne 96
4.4.2 — Viga bi-apoiada com carga concentrada no meio do vao..........cceeeeeeueennee. 99
4.5 — SOLUCAO PARA TRES OU MAIS PLANOS DE DESLIZAMENTO........ 101
4.5.1 — Viga bi-apoiada uniformemente carregada..........c.ceeecvveerreeerereencnieencneeenne 102

viii



4.5.2 — Viga bi-apoiada com carga concentrada no meio do Vao.........ccccceeevuveennnen. 103

4.6 — ANALISE NUMERICA.......cccocottiimiiimrimeessesessiessseesssessssssssssses st ssessssessons 104
4T = EXEMPLOS. ...ttt ettt sttt et et 105
4.7.1 — Viga bi-apoiada com dois planos de deslizamento.............ccceeevveercuveennnenn. 106
4.7.2 — Viga bi-apoiada com trés planos de deslizamento..............cccevveerruveennneennne 109

4.7.3 — Travamento por deslizamento em vigas mistas com interacdo parcial

1ONGItUAINGAL ..ceeviieeiie e e et e e s 111
4.7.4 — Influéncia da rigidez da ligagcao da placa de refor¢o na carga dltima.......... 114
4.8 = RESUMO E CONCLUSAO........evtrirriireiieeireriesisssiss e siesseseessses e 117

CAPITULO 5 - PLACAS DE CONCRETO ENRIJECIDAS COM VIGAS DE

ACO COM CONEXAO DEFORMAVEL...........cccccoooovvuenunn... 119
5.1 =INTRODUGAO .....ooovviieeeeeeeeeeeeeeeee et 119
5.2 = FORMULACAO DO ELEMENTO DE PLACA........ccccccooeieiireeeeeeeeeeree. 122
5.3 —= FORMULACAO DO ELEMENTO DE VIGA........ccccoooviiieeeeeeeeereeeenenn. 135
5.4 — FORMULACAO DO ELEMENTO DE INTERFACE...........cccccoooveueuerenennnnn. 142
S5 —EXEMPLOS ...ttt sttt 151
5.5.1 — Lajes de Concreto simplesmente apoiadas. .........ceeveeerveerrieenniieennieeeniiieenieeenns 151
5.5.2 — Laje MiSta AC0-CONCIELO.....cuueerrurieeririeeiireeesireeaieeesteeenseeensseeensseeesseeassseesssseens 153
5.5.3 — Vigas mMiStas AC0-CONCTELO.......cccurerirreerreeerrreenreeenreeesreeessreessreesssneessseeesssees 155
5.6 — RESUMO E CONCLUSOES.........cecntriririritimeiiesiesiessessessesseeseeseesenns 164
CAPITULO 6 - CONSIDERACOES FINAIS...........cooiiomeoieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeene 166
6.1 — SINTESE DO TRABALHO............oooomiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeees e 166
6.2 = CONCLUSOES......c.ctturimiirimrireeiiiseseseesssssessesssssseseessssssesssessssssessesssssesssessases 168
6.3 = TRABALHOS FUTUROS.......oooiitiiieteeetert ettt 168
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS...........ooioioooieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 171

X



Lista de figuras

CAPITULO 2
Figura 2.1 — Ilustracdo de uma estrutura MiSta.........cc.eeevveeerereniureenieeesiveeesneeesneennns 10

Figura 2.2 — Tipos de conectores e comportamento na interface (Oehlers e

Bradford, 1995).......mmieeiiieeeeeee e 11
Figura 2.3 — se¢des mistas com mais de um plano de deslizamento.............c..cccuu...... 15
Figura 2.4 — Tens@o normal ao longo da largura da laje de concreto......................... 21
Figura 2.5 — Largura efetiva baseada na variac@o da tensdo normal..............cc..c...... 22
CAPITULO 3
Figura 3.1 — Deslizamento na interface de contato entre os diferentes membros....... 28
Figura 3.2 — Deformada de um segmento de vigade EB............cccoooiiiniiiinicnnnnenn. 32
Figura 3.3 — Sistema de referéncia global e local no elemento de barra..................... 35
Figura 3.4 — Deslizamento na teoria de viga de Timoshenko............ccccceevvieennennnnen. 39
Figura 3.5 — Deformada de um segmento de viga de Timoshenko.............c.ccccuveene... 43
Figura 3.6 — Deslocamento relativo horizontal e vertical.............ccoceeeviiiiiniieennieenns 49
Figura 3.7 — Deslizamento na interface de contato entre 0S materiais........c...cceueeee.e.. 50
Figura 3.8 — DefinicA0 da SECA0 MIStA......eiiruiiiiiiieeiieeeiieeeieeeeieeeeiee e e eaeeeinee e 56
Figura 3.9 — Relacdo tensdo deformacao ilustrativa de um material.......................... 57
Figura 3.10 — Diferentes esquemas de interpolagao...........coeveeerviieeriiieeniiieenieeeniieeens 59
Figura 3.11 — Elemento de viga linear (a) e linear-quadratico (b)..........ccccceeueenuennee. 60
Figura 3.12 — Elemento de viga quadratico (a) e quadratico-cibico (b)..................... 62
Figura 3.13 — Viga mista concreto-madeira bi-apoiada (dimensdes em m)............... 65
Figura 3.14 — Viga mista aco-concreto € se¢ao transversal (cotas em cm)................. 68

Figura 3.15 — Variacdo do deslizamento (a), deslocamento vertical (b) e curvatura
(c) ao longo do vao da viga mista (AL =1)...cccceeveveeeiieenniieenieeenen. 71
Figura 3.16 — Variacao do deslizamento (a), deslocamento vertical (b) e curvatura

(c) ao longo da viga mista( &L =100 )......eevrvviiiieniiiiiieniiiiee e 73



Figura 3.17 — Viga mista € se¢a0 transversal.........cccoceeevieeriiieniiieniieeeiieeeieeeeieeene 75
Figura 3.18 — Modelo constitutivo bi-linear para a conexdo normal na interface...... 76
Figura 3.19 — Variacdo do deslocamento vertical (a), curvatura (b) e deslizamento

(c) na viga mista em relagdo a rigidez vertical na conexao................... 78

Figura 3.20 — Variacdo da curvatura (a e b) e separacao vertical (c e d) ao longo da

VIZA MISTA (OL =1 ) e 79
Figura 3.21 — Variacao da curvatura (a e b) e separagdo vertical(c e d) ao longo da
Viga MISta (AL =10 )ecuiiiiieiiieiieciieeeee e 81
CAPITULO 4
Figura 4.1 — Elemento de viga mista com multiplas camadas deformado.................. 86

Figura 4.2 — For¢as em um elemento infinitesimal de viga mista com multiplas

CAMAAAS. ..ottt ettt ettt ettt ettt ettt ettt sb e sbe bt sste st et e b e benbenbeenes 88
Figura 4.3 — Esquema de conexao entre os elementos de interface e de viga............. 105
Figura 4.4 — Viga mista bi-apoiada (COtas €m CM).......cccveevreerieerieerrienreenieenieeneneenns 106

Figura 4.5 — Deslizamento nos planos de topo (2) e base (1) ao longo da viga mista 107

Figura 4.6 — Deslocamento transversal ao longo da viga mista..........ccecceeevveernneennne. 108
Figura 4.7 — viga mista bi-apoiada (cOtas €m CIM)...........ccceeveeveeriereerieieiereireereereenas 109
Figura 4.8 — Deslizamento nos planos 1, 2 e 3 ao longo da viga mista...................... 109
Figura 4.9 — Variagdo do deslizamento ao longo da viga mista............cceceeueveneennnen. 113
Figura 4.10 — Variacdo da curvatura ao longo da viga mista..........cccceeeervereeruerenennens 114
Figura 4.11 — Viga mista continua (Cotas €m MmM)..........c..cceevvreveereerreeieereesreeneeneenns 114
Figura 4.12 — Leis constitutivas para o concreto (a), ago (b) e conexao (C)............... 115
Figura 4.13 — Curva carga-deslocamento da viga mista continua................cecceeruenee 116
CAPITULO 5
Figura 5.1 — Graus de liberdade do elemento de placa e tensdes em um elemento
INFINIESTMAL ... e 123
Figura 5.2 — Curva tensdo-deformagdo do concreto na tragao..........c.ecvevevervrereereennns 130
Figura 5.3 — Curva tensao-deformacdo do concreto na compressao..........ceeeeeveeeennes 131
Figura 5.4 — Curva tensao-deformac@o do aco na compressao/tracao.............cc.e....... 131
Figura 5.5 — Tlustragdo de um passo do processo incremental............cccceceveiereeeenene. 134
Figura 5.6 — Tlustra¢do do avanco do método incremental............cccoeeevvirieienienenene. 134

X1



Figura 5.7 — Graus de liberdade do elemento de viga e tensdes em um elemento

INFINIEESTMAL ...t 135
Figura 5.8 — Graus de liberdade do elemento de interface..........cccceeeevvvieeeiniinieeennnne 143
Figura 5.9 — Deslizamento longitudinal (57).......cveeeernuiieeiniiiieeeiiieeeeiieee e 144
Figura 5.10 — Deslizamento transversal (S;)........ccoevveerrieeriieeniieeniieenieeesieeesiee e 145
Figura 5.11 — Separagao VErtiCal (Sy).....coevveerrreerniiiieniieeniieeiiee et 145
Figura 5.12 — Detalhes das lajes analisadas (Huang, 2003b)(cotas em mm).............. 151
Figura 5.13 — Placa quadrada simplesmente apoiada............ccceeeeriiveeenniieeeinnineennnne 152
Figura 5.14 — Placa retangular simplesmente apoiada...........ccoecueeeviieeenieennieennieennne 153
Figura 5.15 — Laje mista aco-concreto (unidades em mm) Nie et al. (2008)............. 154
Figura 5.16 — Curva tensao-deformacao para 0 ag0.........cceeveuvveeeeriuveeeeniiieeeeniiieeeenns 154
Figura 5.17 — Curva carga-deslocamento no meio do VA0........cceeeeeviiieeenniieeeennnnenn. 155
Figura 5.18 — Viga mista e se¢do transversal (COtas €m Cm).........coocueeereueeerueeernneenns 156
Figura 5.19 — Variacao da tensd@o normal ao longo da largura da laje de concreto.... 157
Figura 5.20 — Tensao e flecha da viga mista para diferentes valores de b.,................. 159

Figura 5.21 — Secdo transversal da viga mista (cotas em mm) (Amadio et al., 2004) 160

Figura 5.22 — Curva tensdo-deformacio do ago para as barras de reforgo (a) e

PEITIL (D) 161
Figura 5.23 — Forca cortante versus deslizamento para um conector..................c...... 162
Figura 5.24 — Curva carga-deslocamento no meio do VA0........cceeeeeviiieeenniieeeennnnenn. 162
Figura 5.25 — Tensdo normal na laje de concreto (interagdo total)..........cccceeeenuneenee. 163
Figura 5.26 — Tensao normal na laje de concreto (interagdo parcial)........cc.cceeeeunenn. 163

Figura 5.27 — Comparagdo do efeito shear lag na interacao total e parcial para o

nivel de carregamento P/Pmax = 0.35 (a) e P/Pmax = 0.87 (b)............. 164

Xil



Lista de Tabelas

CAPITULO 3

Tabela 3.1 — Esquemas de interpolacao...........ceeevueeeriiieeniiieeniiieniie e 58
Tabela 3.2 — Deslocamento vertical no meio do vao para solugdes analiticas (mm).. 66
Tabela 3.3 — Deslocamento vertical no meio do vao para teoria de EB (mm)........... 66

Tabela 3.4 — Deslocamento vertical no meio do vao para teoria de Timoshenko
Tabela 3.5 — Erro n(%) para os melhores elementos da teoria de EB e Timoshenko 67

Tabela 3.6 — Valores mdximos para solu¢do analitica da viga mista da figura 3.13 72

Tabela 3.7 — Valores maximos para solu¢do numérica da viga mista da figura 3.13 74

CAPITULO 4

Tabela 4.1 — Deslizamento e deslocamento vertical considerando andlise de viga

Tabela 4.2 — Deslizamento e deslocamento vertical considerando andlise de viga

A€ TIMOSNENKO. ..ttt e et e e e et e eeeans 108

Tabela 4.3 — Deslizamento e deslocamento vertical maximos para o elemento IQC 110

Tabela 4.4 — Deslizamento e deslocamento vertical mdximos para o elemento ITQ 111
Tabela 4.5 — Propriedades dO ag0..........eeiiiiiiiiiiiiiiiieieeeie e 115
CAPITULO 5

Tabela 5.1 — [argura €fetiVa........c.cooiiiiiiiiiiiieee e 157
Tabela 5.2 — Flecha e tensdo na andlise simplificada........c.cccceevveeriieiniiiiniieinieenne 159

Tabela 5.3 — Largura efetiva através da comparacdo entre analise de placa mais......

viga € andlise de VIZa MaIS VIZA.....ccorurieerriirieeeiiiiieeeeniieeeeeiieeeesineens 160

Tabela 5.4 — 1argura €fetiVa........c.coeviiiiiiiiiieeeeeeeee e 163

Xiil



Lista de Simbolos

b - Largura da laje de concreto em vigas mistas;

¢ - Posi¢do da interface de conexao;

h - Distancia entre os eixos de referéncia dos membros acima e abaixo da interface de
conexao;

h. - Distancia entre os eixos de referéncia dos n+1 membros conectados;

w - Deslocamento vertical na se¢do transversal para um elemento de viga;

u - Deslocamento axial na sec¢do transversal para um elemento de viga;

M - Momento na se¢do transversal em um elemento de viga;

N - Forca normal na secdo transversal em um elemento de viga;

Q - Forca cisalhante na secao transversal em um elemento de viga;

E - Médulo de deformacao axial do material;

G - Mddulo de deformacgdo transversal do material;

E, - Mdédulo de deformacdo axial tangente do material;
M, - Momento na se¢do transversal dos membros acima (@ =1) e abaixo (¢=2) da

interface de conexao;

M, - Momento na se¢do transversal dos n+l membros da viga mista com miltiplas

camadas;

N, - For¢ca normal na se¢do transversal dos membros acima (@ =1) e abaixo (¢ =2) da

interface de conexao;

N, - Forca normal na segdo transversal dos n+1 membros da viga mista com multiplas

camadas;

N, - Forc¢a normal (direc¢do x) na secdo transversal em um elemento de viga;
N ,, - Forga cisalhante (dire¢@o y) na sec¢@o transversal em um elemento de viga;
N, - Forga cisalhante (direcdo z) na secado transversal em um elemento de viga;

M . - Momento de flexdo na se¢do transversal em um elemento de viga;
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T - Momento de tor¢do na se¢do transversal em um elemento de viga;

Q, - Forca cisalhante na secdo transversal dos membros acima (& =1) e abaixo (o =2)
da interface de conexao;

V. - Forga cisalhante na sec¢do transversal dos n+1 membros da viga mista com multiplas
camadas;

A, - Area da secdo transversal dos membros acima (& =1) e abaixo (& =2) da interface
de conexao;

A, - Area da sec¢do transversal dos n+1 membros da viga mista com multiplas camadas;

b, - Largura na diregdo y da se¢do de contato entre os membros acima e abaixo da

interface de deslizamento;

b, - Largura efetiva da laje de concreto em vigas mistas;
b, - Largura da laje de concreto na andlise simplificada;

I, - Momento de inércia da secdo transversal nos membros acima (& =1) e abaixo

(a =2) da interface de conexio;

W,

int

- Trabalho virtual devido as forgas internas atuantes no elemento;
W, . - Trabalho virtual devido as forgas externas atuantes no elemento;

s, - Deslocamento relativo longitudinal (deslizamento longitudinal) na interface de
conexao entre os elementos de viga ou elementos de placa e viga;

s, - Deslocamento relativo transversal (deslizamento transversal) na interface de conexdo
entre os elementos de viga ou elementos de placa e viga;

s, - Deslocamento relativo vertical (separagdo vertical) na interface de conexdo entre os
elementos de viga ou elementos de placa e viga;

s; - Deslocamento relativo longitudinal (deslizamento longitudinal) na interface de

1
conexao de indice i, com i variando de 1 até n interfaces de conex@o da viga mista com

multiplas camadas;

0

u, - Deslocamento axial no eixo de referéncia dos membros acima (& =1) e abaixo

(a =2) da interface de conexao;

u; - Deslocamento axial no eixo de referéncia dos n+1 membros conectados;
u, - Deslocamento axial na secdo transversal dos membros acima (& =1) e abaixo
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(a =2) da interface de conexao;

XV



0 . . N .
u - Deslocamento axial no eixo de referéncia para um elemento de viga;

vg - Deslocamento transversal no eixo de referéncia dos membros acima (& =1) e abaixo

(a =2) da interface de conexio;

v, - Deslocamento transversal na secio transversal dos membros acima (& =1) e abaixo
(a =2) da interface de conexio;
wg - Deslocamento vertical no eixo de referéncia dos membros acima (& =1) e abaixo

(a =2) da interface de conexio;

w, - Deslocamento vertical na se¢do transversal dos membros acima (@ =1) e abaixo
(a =2) da interface de conexio;

w’ - Deslocamento vertical no eixo de referéncia para um elemento de viga;

z, - Posicdo do eixo de referéncia dos membros acima (@ =1) e abaixo (@=2) da
interface de conexao;

z, - Posicao do eixo de referéncia dos n+1 membros da viga mista com multiplas camadas;

E, - Mddulo de deformagdo axial do material nos membros acima (& =1) e abaixo
(a =2) da interface de conexao;

E, - Modulo de deformagdo axial do material nos n+1 membros da viga mista com

multiplas camadas;

G, - Mddulo de deformacdo transversal do material nos membros acima (& =1) e abaixo

(a =2) da interface de conexao;

S, - Forga cisalhante longitudinal por unidade de comprimento na conexdo deformdvel;
E - Rigidez da conexdo deformavel na dire¢do longitudinal;

S,; - Forca cisalhante longitudinal por unidade de comprimento da conexdo deformével de

indice i, com i variando de 1 até n interface de conex@o da viga mista com multiplas
camadas;

E, - Rigidez na direcdo longitudinal da conexdo deformavel de indice i, com i variando

de 1 até n interface de conexdo da viga mista com multiplas camadas;

N, - Forc¢a normal longitudinal por unidade de comprimento na conexdo deformdvel;
E, - Rigidez da conexdo deformavel na direcdo vertical;

V, - Forca cisalhante transversal por unidade de comprimento na conexdo deformdvel;
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E,

Ww
N;

- Rigidez da conexao deformavel na direcao transversal;

- Func¢des de forma para deslocamentos verticais, com i variando de 1 até nw;

N? - Fungdes de forma para rotagdes, com i variando de 1 até né;

q;

w
q;

q’

ul
q;

wl
q;

o1
qi

u2
q;

w2
q;

02
q;

gﬂ

& -

gx

£,

£

Xz

- Graus de liberdade do elemento de viga referente aos deslocamentos axiais, com i
variando de 1 até nu,
- Graus de liberdade do elemento de viga referente aos deslocamentos transversais,

com [ variando de 1 até nw;

- Graus de liberdade do elemento de viga referentes as rotagdes, com i variando de 1

até né;

- Graus de liberdade do elemento de interface referente aos deslocamentos axiais da
face superior, com i variando de 1 até nu;

- Graus de liberdade do elemento de interface referente aos deslocamentos verticais da
face superior, com i variando de 1 até nw;

- Graus de liberdade do elemento de interface referente as rotagdes na face superior,
com i variando de 1 até né@;

- Graus de liberdade do elemento de interface referente aos deslocamentos axiais da
face inferior, com i variando de 1 até nu;

- Graus de liberdade do elemento de interface referente aos deslocamentos verticais da
face inferior, com i variando de 1 até nw;

- Graus de liberdade do elemento de interface referente as rotacdes na face inferior,

com i variando de 1 até né@;

- Deformacao axial na secdo transversal nos membros acima (& =1) e abaixo (@ =2)

da interface de conexio;

Deformacdo axial na secdo transversal nos n+1 membros da viga mista com multiplas

camadas;

- Deformacdo axial em um elemento de viga, e deformacdo axial na direcio x do

elemento de placa;

- Deformacio axial na direcdo y do elemento de placa;

- Deformacdo transversal em um elemento de viga, e deformacdo transversal na
direcdo z da secdo transversal de normal x do elemento de placa;
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vz

xy

6

a

- Deformacao transversal na direcdo z da secdo transversal de normal y do elemento de
placa;
- Deformacao transversal na dire¢ao y da secdo transversal de normal x do elemento de
placa;
- Rotagdo da secdo transversal dos membros acima (& =1) e abaixo (@ =2) da

interface de conexao;

6 - Rotacdo da secdo transversal no elemento de viga e rotacdo da secdo transversal a

¢_

D

7_

Gﬂ

0;

Xz
vz

xy

T -

v
Gma

fL‘

direcdo x do elemento de placa;

Torc¢do no elemento de viga e rotacdo da se¢do transversal a direcdo y do elemento de

placa;

- Tor¢do na sec¢do transversal dos membros acima (& =1) e abaixo (& =2 ) da interface

de conexao;

deformacdo transversal no elemento de viga;

- Tensdo normal ao longo da secdo transversal nos membros acima (& =1) e abaixo
(a =2) da interface de conexao;

- Tensdao normal ao longo da secdo transversal nos n+1 membros da viga mista com
multiplas camadas;

- Tens@o de cisalhamento ao longo da secdo transversal nos membros acima (¢ =1) e

abaixo (a = 2) da interface de conexdo;

- Tens@o normal na secdo transversal em um elemento de viga, e tensdo normal na

direcdo x em um elemento de placa;

- Deformacao axial na direcdo y do elemento de placa;

- Tensao cisalhante na direcdo z da se¢do transversal de normal x do elemento de placa;
- Tensao cisalhante na direcdo z da se¢do transversal de normal y do elemento de placa;
- Tensdo cisalhante na direcdo y da secdo transversal de normal x do elemento de

placa;

Tensao cisalhante na secao transversal em um elemento de viga;

. - Tensdo normal méxima na laje de concreto considerando analise simplificada;

- Resisténcia a compressao do concreto em MPa.

f, - Resisténcia a tragdo do concreto em MPa.
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- Deformacao do concreto referente a tensdo de tracdo maxima;

£, - Deformacao do concreto referente a tensdo de compressdo maxima;
- Deformacio tltima do concreto referente a tracdo;

€., - Deformacao ultima do concreto referente a compressao;

v - Coeficiente de Poisson do material;

0 - operador variacional;

0 - operador diferencial parcial;

d - operador diferencial total;

u — Vetor que define a posi¢ao de um ponto qualquer no volume de um elemento de viga
composta;

q — Vetor dos deslocamentos nodais do elemento;

q, - Vetor dos deslocamentos nodais na dire¢ao x do elemento de placa;

q, - Vetor dos deslocamentos nodais na dire¢@o y do elemento de placa;

q, - Vetor dos deslocamentos nodais na dire¢do z do elemento de placa;

q, - Vetor dos deslocamentos nodais referentes as rotacdes no plano xz do elemento de
placa;

q, - Vetor dos deslocamentos nodais referentes as rotagdes no plano yz do elemento de
placa;

@ - Vetor das funcOes de forma para interpolagcdo dos deslocamentos axiais;

& - Vetor das funcdes de forma para interpolacdo dos deslocamentos verticais;

®, - Vetor das fung¢des de forma para interpolagdo das rotagoes;

& - Vetor das funcdes de forma para interpolacio dos deslocamentos do elemento de placa

(elemento isoparamétrico);

e - Vetor referente as deformacdes no elemento de placa;

e, - Vetor referente as deformagdes no elemento de placa (parte linear);

e , - Vetor referente as deformagdes no elemento de placa (parte ndo linear);

S - Vetor referente as tensdes no elemento de placa;

B, - Vetor com fun¢des de forma para interpolacdo dos deslocamentos verticais usando

técnica de deformacgdo assumida;
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B, - Vetor com funcdes de forma para interpolacdo das rotacOes usando técnica de

deformacdo assumida;

f. . - Vetor de forgas internas nodais;
f,. - Vetor de forgas externas nodais;

N - Vetor referente aos esfor¢cos de membrana no elemento de placa;
M - Vetor referente aos esforcos de momento no elemento de placa;

Q - Vetor referente aos esfor¢os cisalhantes no elemento de placa;

S,, - Vetor referente as tensoes plana nas dire¢des principais;

s,, - Vetor referente as tensdes plana em relagé@o a eixos ortogonais quaisquer;

e,, - Vetor referente as deformagdes plana nas dire¢des principais;

e, - Vetor referente as deformagdes plana em relac@o a eixos ortogonais quaisquer;

¥ - Matriz com seus termos dados por funcdes de;

K, - Matriz de rigidez tangente;

K, - Matriz de rigidez tangente referente aos esfor¢os de membrana;

K, - Matriz de rigidez tangente referente aos esforcos de membrana e flexao;

K, - Matriz de rigidez tangente referente aos esforcos de flexao e cisalhamento;

K, , - Matriz de rigidez tangente referente aos esfor¢cos de membrana (parte ndo linear);
K,, - Matriz de rigidez tangente referente aos esforcos de flex@o (parte ndo linear);

K, - Matriz de rigidez tangente referente aos efeito de segunda ordem devido as tensdes
de membrana;

D - Matriz constitutiva do material (relaciona tensao a deformacao);

D, - Matriz constitutiva do material (parte referente as tensdes de membrana);

D, - Matriz constitutiva do material (parte referente as tensoes de cisalhamento);

B - Matriz que relaciona deformacao e deslocamentos no elemento de placa;

B, - Matriz que relaciona deformacdo e deslocamentos no elemento de placa (parte linear);

B, - Matriz que relaciona deformacdo e deslocamentos no elemento de placa (parte ndo

linear);

D,, - Matriz constitutiva para o material em relacdo a eixos ortogonais nas dire¢des

principais considerando estado plano de tensdes;
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D, - Matriz constitutiva para o material em relagdo a eixos ortogonais quaisquer

considerando estado plano de tensdes;

R, - Matriz que relaciona tensdes plana em relacdo a eixos ortogonais quaisquer, as

respectivas tensdes em relagdo aos eixos ortogonais dados pelas direcdes principais;
R, - Matriz que relaciona deformacgdes plana em relagdo a eixos ortogonais quaisquer, as
respectivas deformagdes em relacdo aos eixos ortogonais dados pelas direcdes
principais;
R - Matriz que relaciona tensdes e deformagdes plana em relacdo a eixos ortogonais
quaisquer, as respectivas tensoes e deformacgdes em relaciao aos eixos ortogonais dados

pelas direc¢des principais;
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo € feita uma descricdo dos fatores motivadores que levaram os
autores a pesquisarem sobre o tema, os objetivos deste trabalho e uma descricdo da forma

como este trabalho estd organizado.
1.1 - MOTIVACAO

Este trabalho € voltado para o estudo numérico do comportamento de elementos
estruturais mistos com interagdo parcial (conexdo deformavel). Dentre os diferentes tipos
desses elementos estruturais encontrados na prética da construgdo civil as vigas mistas e
placas enrijecidas com vigas sdo avaliadas nesse trabalho. Como pode ser observado no
texto motivador descrito nos pardgrafos seguintes, a grande maioria dos casos praticos em
engenharia civil deste tipo de elemento estrutural é dada por vigas mistas formadas por
uma laje de concreto de secao retangular ligada por meios mecéanicos a um perfil de aco de
secdo I. No entanto, outros materiais de construcdo e formas de se¢des transversais, como
madeira e secdes fechadas, motivaram a utilizacdo neste trabalho de procedimentos que
permitem a determinag@o dos esforgos atuantes em uma secdo transversal do elemento de
viga que tenha forma dada por um poligono fechado qualquer e preenchida por um nimero
qualquer de materiais.

Na maioria das constru¢des em aco € adotada a solucdo de viga mista para
aproveitar a altura da laje de concreto que € sobreposta a viga de aco, formando assim uma
viga mista com comportamento estrutural superior ao da viga de aco. Esse ganho no

comportamento estrutural do elemento misto, junto com o crescente uso de estruturas em



aco na constru¢do civil no Brasil, tem gerado um relevante aumento na utilizagdo desta
técnica construtiva. Esse tipo de solu¢do também € muito utilizado quando se quer vencer
grandes vaos, como no caso de pontes e galpdes industriais. Nie ef al. (2004) cita nesses
casos como vantagens das vigas mistas em relacdo as vigas simples, a alta relacdo vao
versus altura da viga, menor deformagdo e uma alta freqiiéncia fundamental de vibracdo.

A utilizagdo de sistemas mistos amplia consideravelmente a gama de solugdes em
concreto armado e em aco. Queiroz et al. (2001) lista como vantagens dos sistemas mistos
aco-concreto a possibilidade de dispensa de formas e escoramentos, a redu¢do do peso
proprio e do volume da estrutura, o aumento da precisdo dimensional da construcdo, a
reducdo do consumo de ago estrutural, a reducdo das protecdes contra incéndio e corrosao
e o aumento na rigidez e resisténcia a flambagem. No caso de vigas mistas pode-se ainda
citar a prevencdo de flambagem da mesa superior do perfil de aco e flambagem lateral do
perfil.

Um indicativo de crescimento no Brasil da utilizacdo deste tipo de elemento
estrutural na constru¢cdo civil é a recente publicacdo da norma brasileira Projeto de
Estruturas de Aco e de Estruturas Mistas de Aco e Concreto de Edificios (NBR 8800,
2008) que substitui a norma anterior Projeto e Execucdo de Estruturas de A¢o em Edificios
(NBR 8800, 1986). Além da revisdo do seu texto original, a NBR 8800 (2008) introduz o
conceito de novas técnicas construtivas como os elementos estruturais de secdo mista.
Entre os diferentes elementos tratados encontram-se as vigas mistas, pilares mistos, lajes
mistas e ligacOes mistas.

Os procedimentos de anédlise e dimensionamento de elementos mistos apresentados
em normas técnicas (Eurocode 4 2001, AISC-LRFD 2005, ACI-318 2004 ¢ NBR 8800
2008) adotam simplificagcdes, como a da se¢cdo homogeneizada, que podem fornecer
resultados ndo compativeis com os da realidade. Geralmente esses resultados sdo a favor
da seguranca, porém contra a economia. Esse fato junto com a popularizacio de
computadores cada vez mais velozes motiva a implementacdo de métodos numéricos
capazes de simular o problema considerando, por exemplo, a interacdo parcial entre os
elementos e a ndo linearidade fisica e geométrica.

Este trabalho é uma extensdo da dissertacdo de mestrado do autor (Silva, 2006),
intitulada ANALISE NUMERICA DE VIGAS MISTAS COM INTERACAO PARCIAL.
Sao introduzidos diversos desenvolvimentos adicionais, como:

(a) A consideracdo do efeito da deformacdo por cisalhamento, ou seja, teoria de

viga de Timoshenko.



(b) A possibilidade do elemento de interface implementado associado aos
elementos de viga de simularem problemas de vigas mistas com mais de um
plano de deslizamento (multiplas camadas), bem como o desenvolvimento de
uma expressdo analitica para problemas particulares de vigas mistas com
multiplas camadas considerando conexdo deformével entre elas.

(c) A possibilidade de separacdo vertical na interface de contato entre os materiais,
sendo este comportamento simulado pelo elemento de interface.

(d) Nas situagdes mais comuns de vigas mistas, avaliacio do comportamento
estrutural da laje de concreto por elementos de placa, ou seja, andlise de placa
enrijecida por vigas.

As motivacdes destes desenvolvimentos adicionais sdo descritas abaixo em forma

de subsecdes.

1.1.1 — Andlise de viga de Timoshenko

A consideracdo da deformagdo por cisalhamento em problemas de vigas mistas
torna-se relevante quando se tem uma baixa relagdo vao versus altura da viga, o que pode
acontecer em alguns casos praticos como o problema de vigas de pontes rolantes em
galpdes industriais e vigas de equilibrios em fundagdes excéntricas.

Devido a consideracdo da deformacdo por cisalhamento na andlise de viga de
Timoshenko esta produz resultados mais préoximos da realidade do que a anélise de viga de
Euler-Bernoulli. No entanto, em casos de andlise numérica e em algumas situacdes podem
acontecer erros na representacao desta deformacado fazendo com que sua resposta numérica
nao represente a realidade do problema, obtendo, para esses casos, respostas numéricas
melhores quando se usa a teoria de viga de Euler-Bernoulli. Esses erros numéricos,
chamados na literatura de travamento por cisalhamento (shear locking), podem ser
evitados com uma escolha apropriada para as fungdes de forma do elemento utilizado na

simula¢do numérica do problema.

1.1.2 — Multiplas camadas

A maioria dos problemas praticos de vigas mistas com intera¢ao parcial refere-se a
casos com um plano de deslizamento (duas camadas). No entanto, exemplos na prética da

constru¢do civil como, vigas de chapas de madeiras pregadas ou coladas, vigas mistas
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formadas por uma laje de concreto, um perfil metdlico do tipo I e uma chapa de aco ligada
a mesa inferior do perfil I, e vigas sanduiches formadas por uma sec¢do de concreto
prensada entre duas chapas de aco, sdo elementos estruturais compostos com mais de um
plano de deslizamento (multiplas camadas).

A andlise numérica de vigas com multiplas camadas com conexdo deformdvel
longitudinalmente entre as diferentes camadas torna-se bastante complexa na tentativa de
representar todos os diferentes deslizamentos dentro de um tnico elemento finito, como
geralmente € feito em muitos trabalhos encontrados na literatura no caso de apenas um
plano de deslizamento longitudinal (Salari et al. 1998, Gattesco 1999, Salari e Spacone
2001, Ayoub e Filippou 2002, Ayoub 2001, Dall’ Asta e Zona 2002, 2004a, 2004b e 2004c,
Ranzi e Zona 2007). No entanto, o uso de um elemento de interface que simule a conexao
deformével e faz a ligacdo entre dois elementos de vigas que simulam as se¢Oes acima e
abaixo da interface de conexdo, pode ser utilizado para representar um niimero qualquer de

planos de deslizamento longitudinal.

1.1.3 — Separacdo vertical

Os elementos estruturais mistos encontrados na prética da construcao civil t€ém seu
comportamento misto garantido através de uma ligacdo mecanica entre os diferentes
componentes. Esta conexdo tem uma rigidez nas dire¢des longitudinal e transversal que
impedem ou diminuem os deslocamentos relativos dos diferentes materiais nestas diregdes.

Varios trabalhos analiticos (Newmark er al. 1951, Faella er al. 2002), numéricos
(Salari e Spacone 2001, Ayoub e Filippou 2002, Ayoub 2001, Dall’Asta e Zona 2002,
Ranzi e Zona 2007) e experimentais (Ansourian 1981, Nie ef al. 2006, Nie, Fan e Cai
2008, Loh et al. 2004) encontrados na literatura mostram que a influéncia da interacdo
parcial longitudinal no comportamento estrutural de vigas mistas € significativa na
avaliagcdo dos esforcos atuantes no elemento estrutural.

Ja a influéncia da interacdo parcial transversal (separacdo vertical) no
comportamento estrutural de vigas mistas pode ser relevante em casos onde uma carga
concentrada é aplicada no elemento abaixo da interface de contato, o que pode acontecer
na pratica em pontos de encontro de vigas mistas ago-concreto sem a presenca de um pilar.

Esta influéncia € avaliada nesse trabalho de forma numérica atribuindo ao elemento

de interface, que simula o comportamento deformével da conexdo, uma funcdo bi-linear

para a curva que relaciona forca vertical por unidade de comprimento na interface com o
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deslocamento relativo nesta direcdo, ou seja, a curva que representa a rigidez na direcio
vertical da conexdo. Essa forma de avaliacdo foi baseada no trabalho de Ranzi et al.

(2006).

1.1.4 — Andlise de placa

O caso mais comum de elemento estrutural misto na construcdo civil € de forma
incontestavel representado por vigas mistas de aco-concreto. Nesses problemas préticos de
engenharia, geralmente a viga mista aparece como uma simplificacdo do problema de
placa associado a um elemento de viga usando o conceito da largura efetiva (Allen e
Severn 1961, Adekola 1968b, Ansourian 1975, Amadio e Fragiacomo 2002,
Chiewanichakorn et al. 2004, Ahn et al. 2004, Castro et al. 2007, Nie, Tian e Cai 2008).
Tal simplificacao facilita os calculos, mas pode gerar superestimacao ou subestimacdo das
tensoes e deslocamentos do elemento estrutural avaliado.

Mesmo em situagdes de vigas mistas isoladas, o problema da variagdo da tensio
normal ao longo da largura do elemento de concreto, efeito conhecido na literatura como
shear lag, que é tao mais significativo quanto maior for a largura da secdo de concreto,
pode gerar erros considerdveis quando se avalia este elemento estrutural com a
simplificacdo da teoria de viga para os diferentes componentes. Tais consideracoes
motivam a simula¢do do comportamento ndo linear do concreto nestes tipos de estruturas
por meio de elementos de placa. Nestes casos o problema de viga mista com interacdo
parcial passa a ser tratado como um problema de placa enrijecida com conexdo

deformavel.

1.2 - OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho consiste na implementacdo em um programa de
elementos finitos de modelos numéricos unidimensionais de viga considerando a teoria de
viga de Timoshenko, modelos bidimensionais de placa considerando a teoria de placa de
Mindlin/Reissner, e modelos unidimensionais de interface capazes de simular o
comportamento da conexdo deformdvel de elementos mistos, como os casos particulares de
vigas mistas aco-concreto e placas de concreto enrijecidas com vigas de aco.

Na implementa¢do dos elementos unidimensionais considerando a teoria de viga de

Timoshenko s@o utilizados diferentes tipos de esquema de interpolacdo dos graus de
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liberdade do elemento, formando, junto com os elementos implementados em Silva (2006)
referentes a teoria de viga de Euler-Bernoulli, uma familia de elementos finitos para
andlise de viga mista com interagdo parcial. Através de exemplos numéricos os varios
elementos implementados sdo verificados quanto ao comportamento em relagdo a
problemas de travamento por cisalhamento e deslizamento. Também € verificada nestes
exemplos a influéncia da considera¢do da deformacgdo por cisalhamento na andlise de vigas
mistas com interacdo parcial para diferentes relacdo altura da secdo transversal versus
comprimento do vao da viga.

Neste trabalho também serd explorada a capacidade do elemento de interface
implementado em simular, além do deslocamento relativo na direcdo longitudinal da
interface de contato entre os diferentes materiais (interacdo parcial longitudinal), o
deslocamento relativo na direcdo vertical (interacdo parcial transversal). Outra
possibilidade de aplicagdo deste tipo de elemento e explorada neste trabalho € a capacidade
de simulacdo de problemas de vigas mistas com mais de um plano de deslizamento. Para
comparacao dos resultados numéricos dos problemas de vigas mistas com multiplas
camadas obtidos neste trabalho, foi desenvolvida uma formulacdo analitica para o
comportamento deste tipo de estrutura para casos estaticamente determinados.

Um elemento de placa com nove ndés e cinco graus de liberdade por né ¢é
implementado neste trabalho com o objetivo de simular o comportamento da laje de
concreto no caso mais comum de elemento misto na engenharia civil. Devido ao interesse
na determinacdo da carga ultima destes elementos mistos, uma anélise nao linear fisica é
considerada na formulacdo do elemento de placa. Andlises numérica e experimental
(Huang et al., 2003b) de placas de concreto mostram que a carga ultima deste tipo de
elemento € influenciada por efeitos de membrana, sendo, portanto, necessiria a
consideracdo de uma andlise ndo linear geométrica na implementacdo do elemento de
placa.

Um elemento unidimensional de viga e outro de interface, com graus de liberdade
compativeis com os do elemento de placa, sdo implementados para simularem problemas
de vigas mistas ou placas enrijecidas com conexdo deformdvel. Como uma aplicacdo
dessas formulacdes é verificada a influéncia da interacdo parcial na determinagcdo da
largura efetiva de vigas mistas.

O trabalho deverd calibrar seus resultados com resultados experimentais e

numéricos de outros autores, bem como o uso de expressdes analiticas para casos

particulares.



A implementacdo computacional serd feita sobre uma plataforma de elementos
finitos que emprega programacio orientada a objetos. A arquitetura da aplicagdo permite
sua extensdo sem prévio conhecimento da estrutura global do programa, segundo os
conceitos da programacdo orientada a objetos (POO).

Este trabalho pertence a uma linha de pesquisa do Programa de P6s-Graduagdao em
Engenharia Civil (PROPEC) da Escola de Minas da Universidade Federal de Ouro Preto
(EM-UFOP) tendo como trabalhos ja concluidos as dissertacdes de mestrado de Caldas
(2004), Muniz (2005), Silva (2006) e Oliveira (2009), todas voltadas para anélise numérica

de estruturas mistas.

1.3 - ORGANIZACAO

Este trabalho encontra-se organizado da forma descrita a seguir. No capitulo 2 é
feita uma revisao bibliografica sobre vigas mistas com interacdo parcial considerando o
efeito da deformacdo por cisalhamento, separacdo vertical e consideracdo de multiplas
camadas com deslizamento relativo. Também € encontrada neste capitulo uma revisao
bibliografica sobre elementos de placa para andlise ndo-linear de lajes de concreto, que se
faz necessdria ao considerar a viga mista como uma placa de concreto enrijecida com uma
viga de a¢o. Devido a aplicacdo dos elementos implementados na verificagdo da influéncia
da rigidez da conexdo deformdvel na determinacdo da largura efetiva, uma revisao
bibliografica sobre esse fendmeno para vigas mistas ago-concreto também pode ser vista
no capitulo 2.

No capitulo 3 € apresentada uma formulagdo para andlise de vigas mistas com
interacdo parcial considerando a deformacdo por cisalhamento. Uma familia de elementos
de viga de Timoshenko e de elementos de interface sdo implementados e validados através
de exemplos numéricos e experimentais. Uma técnica de deformagdo por cisalhamento
imposta € apresentada e utilizada em alguns elementos de viga de Timoshenko
implementados para evitar problemas de travamento por cisalhamento, sendo a sua
eficiéncia comprovada em exemplos numéricos.

Também no capitulo 3 é apresentada a capacidade do elemento de interface
implementado em simular a separacdo vertical em problemas de vigas mistas. Para isso um
exemplo numérico € avaliado, considerando diferentes valores para a rigidez vertical na
interface de contato entre os componentes com o objetivo de avaliar a influéncia desta na

andlise estrutural da viga mista.



No capitulo 4 é apresentada uma formulacdo para andlise de vigas mistas com
interacdo parcial considerando miultiplas camadas, ou seja, mais de um plano de
deslizamento. Também é apresentada neste capitulo uma expressdo analitica para viga
mista simplesmente apoiada e uniformemente carregada considerando um numero
qualquer de planos de deslizamento, usada para validar os elementos implementados na
simulacdo deste tipo de problema.

No capitulo 5 é apresentada a formulagcdo dos elementos de placa, viga e interface
capazes de simular o problema de placa de concreto enrijecida com vigas de aco com
conexdo deformdvel. Como uma aplicagdo destes elementos € avaliada a influéncia da
rigidez da conexdo em vigas mistas com interacdo parcial na determinacdo da largura
efetiva.

No capitulo 6 sdo apresentadas as consideragdes finais como resumo e conclusdo
do trabalho e possibilidades de trabalhos futuros. Por ultimo, sdo apresentadas as

referéncias bibliografias citadas ao longo do texto.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo apresentadas defini¢Oes, conceitos e trabalhos relevantes sobre
elementos estruturais mistos, vigas mistas com interacdo parcial (conexao deformdvel)
considerando efeito da deformacgdo por cisalhamento e multiplas camadas. Assim como em

relacdo a anélise ndo linear de placas de concreto, e largura efetiva em vigas mistas.
2.1 - ESTRUTURAS COM CONEXAO DEFORMAVEL

Os elementos estruturais mais comuns em engenharia civil envolvendo
combinac¢des de membros com conexdo deformdvel sdo vigas mistas, lajes mistas, pilares
mistos e chapas de madeiras coladas ou pregadas. J& os tipos de materiais mais utilizados
sdo concreto, aco e madeira.

Devido a grande presenca em edificios de andares multiplos, pontes e outras obras
da construcdo civil o elemento misto ago-concreto € o tipo de membro estrutural com
conexdo deformdvel mais difundido. A figura 2.1 ilustra um destes tipos de elemento misto
aco-concreto bastante comum em pisos de edificios de andares multiplos. Na figura pode-
se observar uma laje mista, formada por uma laje de concreto armado sobre uma placa de
aco com reentrancias que garantem seu funcionamento conjunto, € uma viga mista,
formada por um perfil de aco ligado por conectores do tipo pino com cabeca a uma laje de

concreto.



Figura 2.1 — Ilustragcdo de uma estrutura mista

A utilizag¢do de elementos com conexdo deformédvel como membro estrutural pode
ser tdo antiga quanto a utilizacdo da madeira em obras de pequenas pontes, contencoes,
moradias, entre outras, uma vez que a unido de pecas de madeira para aumentar a rigidez
do elemento estrutural gera um elemento estrutural com conexdo deformdvel. Ja em termos
de elementos mistos aco-concreto as primeiras estruturas surgiram em 1894 nos Estados
Unidos (Griffis, 1994). Segundo De Nardim (1999), em 1914, na Inglaterra, os elementos
estruturais mistos comecgaram a ser estudados. Os primeiros métodos de dimensionamento
para vigas mistas surgiram em meados de 1930, sendo em 1944 e 1952 introduzidos nas
normas americanas AASHTO (American Association of State Highway) e AISC (American
Institute of Steel Construction), respectivamente. No Brasil este tipo de sistema estrutural
foi introduzido na década de 50 e tem conquistado espagco nos ultimos anos. A antiga
norma brasileira Projeto e Execu¢do de Estruturas de A¢o em Edificios (NBR 8800, 1986)
ao ser revisada inseriu o assunto em 2008 passando a se chamar Projeto de Estruturas de
Aco e de Estruturas Mistas de A¢o e Concreto de Edificios (NBR 8800, 2008).

A conexdo deformdvel entre os diferentes membros € garantida por meios
mecanicos (conectores, mossas e ressaltos), por atrito, ou por simples aderéncia e
reparticdo de cargas (Queiroz et al., 2001). No caso de vigas mistas ago-concreto €
adotado, na maioria dos casos praticos, o conector do tipo pino com cabeca (stud) para
fazer a ligacdo entre os diferentes membros do elemento estrutural. Essa preferéncia se da
pela sua facil execucdo e pela sua caracteristica de apresentar um comportamento plistico
na curva que representa a relacdo entre a forca por unidade de comprimento e o
deslizamento na interface da viga mista, como mostra a figura 2.2. Isso permite a
redistribuic¢ao de esfor¢os e presenca de grandes deslocamentos antes da ruina.

A figura 2.2 mostra que o conector trapezoidal apresenta uma resisténcia ultima
bem superior aos conectores do tipo pino com cabeca e formato-L. No entanto, esse tipo de
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conector ndo apresenta uma deformacdo pléstica antes da ruptura como verificada nos

conectores pino com cabeca e formato-L.

cotector trapezoidal ’ e’
cotector trapezoidal
: coniector
conector "stud" formato-L. ﬁ
1 [———— &
regiio 7 tuptura Iﬁl/

f ot 1 do conector
pléstica | conector formato-L

N

Forga cortante

! T T_T_T /
Sult Deslizamenta Sult T 771 T

cotiector tipo pino com cabega (stud)

Figura 2.2 — Tipos de conectores e comportamento na interface (Oehlers e Bradford, 1995)

O problema de elementos estruturais com conexdo deformével vem sendo estudado
j4 ha bastante tempo. Dentre os diferentes elementos estruturais mistos com conexao
deformével a viga mista € a que mais tem sido estudada neste periodo de tempo. As
primeiras solucdes para este problema basearam-se em modelos analiticos, como a equagao
diferencial de Newmark desenvolvida ha mais de 50 anos (Newmark ef al., 1951). Outros
trabalhos envolvendo soluc¢des analiticas para casos mais gerais podem ser vistos em Faella
et al. (2002) e Ranzi et al. (2004). Um modelo semi analitico foi empregado por Oven et
al. (1997) no desenvolvimento de um elemento finito baseado em uma formulacdo em
deslocamento para simular o comportamento da interagdo parcial em vigas mistas. Wang
(1999) propds solugdes analiticas para avaliar deflexdes em vigas mistas € comparou 0s
resultados obtidos em seu trabalho com resultados experimentais € numéricos.

A dificuldade de obter solugdes analiticas para problemas praticos e problemas nao
lineares, tanto em relacdo aos materiais envolvidos quanto em relacdo a conexdo
deformadvel, levou ao desenvolvimento de solucdes numéricas, sendo a maioria baseada no
método dos elementos finitos (MEF). Nesse sentido, diferentes tipos de andlises podem ser
abordados. Uma andlise tridimensional (3D) com elementos solidos € a estratégia que
produz resultados mais precisos e torna-se muito util na simulagdo de fendmenos
complexos. No entanto, em problemas praticos de engenharia, a andlise 3D freqiientemente
tem um custo computacional elevado, e muitas vezes torna-se impraticdavel. Por outro lado,

elementos finitos unidimensionais do tipo viga-coluna podem ser bastante econdmicos em
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termos computacionais e representar bem o modelo de viga mista para os propdsitos
praticos, o que torna este elemento um campo ativo de pesquisa.

Dentro desta linha de pesquisa ativa descrita no final do pardgrafo anterior,
Dall’Asta e Zona (2002 e 2004a) desenvolveram uma familia de elementos finitos
baseados em deslocamentos para andlise ndo linear de vigas mistas com conexao
deformdvel. Mais tarde os autores ampliaram o trabalho com o desenvolvimento de um
elemento misto e discutiram os méritos das diferentes formulacdes (Dall’Asta e Zona,
2004b e 2004c).

Elementos mistos e elementos baseados em forgas foram também os assuntos
discutidos nos trabalhos de Salari et al. (1998), Salari e Spacone (2001), Ayoub e Filippou
(2002) e Ayoub (2001). De forma sucinta pode-se dizer que a principal vantagem de uma
formulagdo baseada em deslocamentos € a sua simplicidade e facilidade de implementagao.
No entanto, em alguns casos pode apresentar problemas de travamento (Dall’ Asta e Zona,
2004a). Ja os elementos baseados em forgcas fornecem resultados mais precisos para
malhas pouco refinadas, porém nao tao simples de serem implementados.

Souza Jr. e Silva (2006) simularam o comportamento de vigas mistas com conexao
deformdvel associando dois elementos de viga, um representando a laje de concreto e outro
o perfil de aco, a um elemento de interface que simula o comportamento da conexdo
deformével e faz a ligacao entre os dois elementos de viga.

O primeiro trabalho encontrado na literatura sobre elementos de interface foi
proposto por Goodman et al. (1968), comumente chamado de GTB (Goodman, Taylor e
Brekke). Nesse caso o elemento de interface descrito tem por finalidade permitir o
deslizamento e separacdo entre dois corpos em contato, ou separados por uma fina capa de
material. Esses elementos estdo associados a problemas bi ou tridimensionais, diferente do
elemento usado em Sousa Jr. e Silva (2006), que estd associado a um problema
unidimensional.

Ainda em relacdo aos elementos de interface envolvendo problemas bi ou
tridimensionais, Kaliakin e Li (1995) utilizaram o elemento de interface para simular a
interacdo no contato entre uma sapata de fundagio e o solo. Carol et al. (2001) utilizaram o
elemento de interface para simular abertura de trincas na malha de elementos finitos usada
para definicdo da curva tensdo-deformacdo do concreto de forma numérica. Coutinho et al.
(2003) desenvolveram uma adaptacdo para o elemento GTB eliminando a inconsisténcia
cinemaética quando este elemento € submetido a uma condi¢do especifica de impedimentos

de seus graus de liberdade.
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A maioria dos trabalhos citados anteriormente fazem referéncia ao problema de
viga mista com conexdo deformdvel apenas na direcdo longitudinal, desprezando uma
possivel interacdo parcial transversal (separacdo vertical), sendo utilizada na formulagao
dos elementos uma andlise de viga de Euler-Bernoulli e apenas uma conexao deformével,
ou seja, dois membros conectados.

Para os casos particulares de vigas mistas ago-concreto, o efeito da variacdo da
tensdo normal ao longo da largura da laje de concreto (shear lag) também nao é
considerado nos trabalhos citados anteriormente. Tais consideracdes sdo objetos de
implementacdes deste trabalho e tiveram suas motivacdes descritas no capitulo anterior. A

seguir € apresentada uma revisao bibliografica de trabalhos envolvendo esses temas.

2.2 — ANALISE DE VIGA DE TIMOSHENKO EM VIGAS MISTAS COM
CONEXAO DEFORMAVEL

Como citado anteriormente, a maioria dos trabalhos encontrados na literatura
(Newmark et al. 1951, Salari et al. 1998, Gattesco 1999, Salari e Spacone 2001, Ayoub e
Filippou 2002, Ayoub 2001, Dall’Asta e Zona 2002, 2004a, 2004b e 2004c, Faella et al.
2002, Ranzi et al. 2004) estdo voltados para o problema de vigas mistas com conexao
deformdvel apenas na direc@o longitudinal e baseados na teoria de viga de Euler-Bernoulli,
que considera que apds deformacdes as secOes inicialmente planas e ortogonais a
configuragcdo indeformada permanecem planas e ortogonais a configuracdo deformada.

Apesar dos problemas préticos de vigas mistas poderem, em uma grande parte
serem descritos pela aproximacao da teoria de viga de Euler-Bernoulli, existem casos em
que a teoria de viga de Timoshenko deve ser considerada.

Na andlise de viga de Timoshenko considera-se que, apds as deformacdes, as
secOes inicialmente planas e ortogonais a configuracdo indeformada permanecem planas,
porém ndo mais ortogonais a configuracdo deformada. Essa teoria aproxima-se mais da
realidade da deformacdo de elementos de vigas do que a teoria de viga de Euler-Bernoulli,
sendo assim, a sua utilizagdo em qualquer situacdo produz resultados mais proximos da
realidade. No entanto, problemas de travamento em relacdo ao cisalhamento em anélise
numérica utilizando a teoria de viga de Timoshenko podem causar erros considerdveis em
problemas particulares de vigas mistas. Nesses casos uma apropriada defini¢do das func¢des
de interpolacdo da deformacgdo de cisalhamento que ocorre no elemento de viga de

Timoshenko pode evitar esses erros numéricos.
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Ranzi e Zona (2007) apresentam formulacdes analiticas e de elementos finitos para
vigas mistas de aco-concreto considerando o efeito de deformacdo por cisalhamento no
componente de aco junto com um estudo paramétrico extensivo a carregamentos de curta e
longa duracdo. Os autores concluiram que a consideracdo do efeito de deformacgdo por
cisalhamento pode levar a resultados bastante diferentes quando comparados com andlise
de viga de Euler-Bernoulli, principalmente em sistemas continuos.

Partindo do fato de que alguns elementos finitos baseados em deslocamentos para
andlise de vigas mistas podem apresentar travamento por cisalhamento, conhecido na
literatura por shear locking, Schnabl et al. (2007) desenvolveram um elemento finito
baseado em deformagdes para vigas mistas com conexdo deformdvel longitudinal e um
plano de deslizamento, empregando o principio dos trabalhos virtuais modificado. As
equacdes cinematicas sdo introduzidas na formulacdo em um processo similar aos
multiplicadores de Lagrange, obtendo um vetor do campo de deformacdes como uma
incOgnita a ser interpolada. Essa formulagcdo apresenta a vantagem, em relacdo algumas
formulacdes mistas e baseadas em deslocamentos, de ndo sofrer travamento por
deslizamento.

No caso de conexdo deformdvel transversal (ou interacdo parcial transversal)
ocorrerd um deslocamento relativo transversal entre os diferentes membros que compdem
a viga mista, ou seja, uma separagdo vertical destes membros. Tal deslocamento relativo
pode acontecer, por exemplo, devido a deformacdes axiais no conector de cisalhamento ao
longo do seu eixo.

O primeiro trabalho verificado na literatura considerando a separagdo vertical na
interface de contato em vigas mistas foi desenvolvido por Adekola (1968a), que apresentou
um modelo analitico para esse tipo de problema considerando os casos particulares de
vigas mistas estaticamente determinadas com distribuicdo dos momentos conhecidas a
priori.

Os efeitos da conexdo deformavel longitudinal e transversal em vigas mistas de
aco-concreto foram avaliados experimentalmente por Chapman e Balakrishnan (1964).
Robinson e Naraine (1988) apresentaram uma solucio analitica para o problema de viga
mista simplesmente apoiada com uma carga concentrada usando o modelo de Adekola.

Um trabalho recente nessa linha foi desenvolvido por Ranzi et al. (2006), onde os
autores implementaram elementos finitos com diferentes polindmios de interpolagcdo
capazes de simular tanto a conexdo deformdvel longitudinal quanto transversal em vigas

mistas. Neste Trabalho e em Ranzi er al. (2006) foi considerada uma fungdo bi-linear para
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a curva que relaciona a forca por unidade de comprimento versus deslocamento relativo
transversal na interface de conexdo. No caso de contato, quando hd uma tentativa de
penetracdo entre os materiais, o problema € tratado simplificadamente considerando um

valor de rigidez muito elevado (método da penalidade).

2.3 - VIGAS MISTAS COM MULTIPLAS CAMADAS

Neste trabalho, consideram-se vigas mistas com multiplas camadas os sistemas
estruturais formados por uma associagdo de vigas de materiais e secdes transversais,
distintos ou ndo, ligadas por conexdes deformdveis que permitem um deslocamento
relativo entre as diferentes camadas.

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulagdo analitica para o problema
desconsiderando a possibilidade de separacdo vertical. Em relacdo a solu¢do numérica, os
elementos de interface associados aos elementos de vigas, simulam o problema de vigas
mistas com multiplas camadas permitindo interagcdo parcial longitudinal e transversal.

A maioria das pesquisas desenvolvidas para andlise numérica e experimental de
vigas mistas com interacdo parcial se concentra em problemas com duas camadas, ou um
plano de deslizamento. Nos itens anteriores deste capitulo pode-se encontrar uma descri¢ao
dos trabalhos mais relevantes sobre vigas mistas com duas camadas ligadas por uma
conexdo deformdvel. Apesar da importancia do caso de duas camadas, alguns sistemas
estruturais sdo compostos por multiplas camadas. Exemplos em engenharia civil sdo: vigas
de chapas de madeiras pregadas ou coladas; vigas mistas formadas por uma laje de
concreto, um perfil metdlico do tipo I e uma chapa de aco ligada a mesa inferior do perfil I;
e vigas sanduiches formadas por uma sec¢ao de concreto prensada entre duas chapas de aco.

A figura 2.3 ilustra os dois ultimos casos citados.

solda mtermitente e G e
/_ ..niT i iT g

Figura 2.3 — Secdes mistas com mais de um plano de deslizamento
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Um dos primeiros trabalhos na modelagem de membros estruturais com mais de
um plano de deslizamento foi desenvolvido por Goodman e Popov (1968). Os autores
usaram uma extensao do modelo de Newmark (Newmark et al., 1951) para simular vigas
mistas com trés membros conectados (dois planos de deslizamento) de secdes transversais
retangulares e iguais, aplicando esse modelo em problemas de vigas de madeira
simplesmente apoiadas.

Chui e Barclay (1998) propuseram solucdes analiticas para vigas simplesmente
apoiadas com trés camadas de diferentes secdes transversais sujeita a dois diferentes tipos
de carregamento, um carregamento uniformemente distribuido e uma carga concentrada no
meio do vao. Schnabl er al. (2006) e Ranzi (2006) desenvolveram modelos analiticos
genéricos para o caso de trés membros conectados. Krawczyk et al. (2007) desenvolveram
um modelo para vigas com multiplas camadas considerando ndo-linearidade geométrica,
deformacdo por cisalhamento e consideracdes de Von Karman para a definicdo das
expressoes das deformagdes.

Mais recentemente, Ranzi (2008) prop6s um modelo analitico linear genérico para
vigas com multiplas camadas usando a teoria de vigas de Euler-Bernoulli. O autor obtém
as formas forte e fraca do problema, chegando a um conjunto de equacdes diferenciais
envolvendo deslocamentos longitudinais e transversais, suas respectivas derivadas, e
condi¢des de contorno. Forcas de superficies, peso proprio, for¢as nas extremidades dos
membros e tensoes iniciais foram consideradas na formulagdo do problema.

Assim como no caso de solucdes analiticas para andlise de vigas com multiplas
camadas, ndo sdo muitas as pesquisas publicadas em relacdo a solu¢des numéricas para
esse tipo de problema. Heinisuo (1988) propds uma formulacdo de elemento finito para
trés e cinco membros conectados com algumas limitacdes na forma e propriedades da
secdo transversal. A formulacdo foi chamada de exata porque as fun¢des de forma foram
definidas através das solucdes das equacgdes diferenciais. Krawczyk e Rebora (2007)
implementaram um modelo de elementos finitos baseado em uma formulagdo co-rotacional
para andlise ndo linear geométrica de vigas com multiplas camadas sobre as consideragdes
de Krawczyk et al. (2007).

Baseado na forma fraca do seu modelo analitico proposto e na teoria de viga de
Euler-Bernoulli, Ranzi (2008) desenvolveu uma formulacdo de elementos finitos para a
teoria de Euler-bernoulli considerando diferentes esquemas de interpolacdo € um nimero
qualquer de camadas para a se¢do. Duas familias de elementos finitos com 2n + 4 e 3n + 4

graus de liberdade prescritos foram implementadas, onde n € o nimero de camadas
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separadas por conexdo deformdvel da viga mista. A presenca de travamento quanto ao
deslizamento nos elementos foi investigada pelo autor, que verificou que as fun¢des de
interpolacdo para os deslocamentos axiais devem ser no minimo quadréticas (com
interpolacdo cubica para os deslocamentos transversais) para evitar este efeito de
travamento, e que basta uma das conexdes sofrer problema de travamento para que a
curvatura seja significantemente afetada. Desta forma o autor conclui que os elementos
com 3n + 4 graus de liberdade representam bem o comportamento com conexao
deformével longitudinal, enquanto que os elementos com 2n + 4 graus de liberdade sofrem
problema de travamento quando se tem pelo menos uma das conexdes deformaveis com

rigidez elevada.

2.4 — ANALISE DE PLACAS

Como mencionado anteriormente, um dos elementos estruturais com conexao
deformdvel mais comum na engenharia civil é a viga mista formada por uma laje de
concreto ligada por meios mecanicos a um perfil de aco. Este elemento € mais comumente
analisado através de elementos unidimensionais de viga com sua conexdo deformdvel
representada por um elemento de interface, ou apenas um elemento unidimensional de viga
que represente ambas as secdOes e permita deslocamentos relativos entre elas. Uma
extensdo logica deste modelo e que procura representar melhor a realidade do problema é a
representacdo da laje de concreto por um elemento de placa.

Uma vantagem dessa extensdo é a possibilidade de representacdo de pisos de
edificios de andares multiplos de uma forma unica, sem ter que utilizar a aproximagdo da
determinacdo de uma largura efetiva para cada viga mista. Outra vantagem é a
representacao da variacao da tensdo normal ao longo da largura da laje de concreto da viga
mista. Este efeito, denominado shear lag na literatura, é tdo mais significativo quanto
maior for a largura da laje, e ndo pode ser representado quando a andlise € feita através de
elementos unidimensionais de viga.

Desse ponto em diante, o problema de viga mista formada por uma placa ligada por
meios mecanicos a um elemento de viga serd referenciado como placa enrijecida com
conexdo deformdvel.

O efeito de membrana (ndo linearidade geométrica) € significativo em placas
sujeitas a carregamento na direcdo de seu plano. Para carregamentos laterais (forca

perpendicular ao plano da placa) esse efeito pode ser considerdvel dependendo do nivel do
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carregamento. Huang et al. (2003b) verificaram através da comparagdo dos resultados
experimentais e numéricos de duas placas considerando andlise linear e ndo linear, que
esse efeito de membrana se torna significativo para andlise da resisténcia ultima de placas
de concreto. Uma descri¢cdo das formulagdes do elemento finito de placa considerando
andlise ndo linear geométrica pode ser encontrada em Zienkiewicz e Taylor (1991),

Crisfield (1991) e Bathe (1996).

Algumas formulagdes de elementos finitos t€ém sido desenvolvidas para a andlise de
placas ou cascas de concreto armado considerando a ndo linearidade do material.
Geralmente estas formulagdes sdo baseadas em trés modelos distintos: (i) o modelo de
elementos finitos considerando o elemento de placa dividido em vdrias camadas; (ii) o

modelo de rigidez efetiva e (iii) o modelo discreto.

No modelo de rigidez efetiva a fissuracdo do concreto e a degradagcdo das
propriedades mecénicas do material sdo avaliadas através da utilizagdo do calculo da
rigidez de flexdo ortotrépica média. Este conceito de rigidez efetiva é baseado na rigidez a
flexdo de vigas e estendido para aplicacao em placas nos trabalhos de Scanlon e Murray
(1982), Polak (1996) e Jofriet e McNeice (1997). Este método considera que apds a
fissuragdo o valor do médulo de Young do material ndo muda, porém o momento de
inércia da secdo varia com o grau do momento aplicado. Este momento de inércia efetivo
(I.) 1rd variar do seu valor maximo I, (se¢do sem fissuras) até o seu valor minimo /,, que €
definido pela parte da secdo do concreto comprimida e pelas armaduras de reforgo.
Portanto, o momento de inércia efetivo I, estd relacionado ao nivel do carregamento
aplicado. A principal desvantagem deste modelo € o fato de que a fissuracdo do concreto
nao pode ser considerada de forma progressiva ao longo da secdo transversal da placa de
concreto (Jiang e Mirza, 1997).

Na aproximac¢do do modelo de elementos finitos discretos (Jiang e Mirza, 1997 e
Phuvoravan e Sotelino, 2005) o concreto e as barras de aco de refor¢o sdo modelados
separadamente por dois tipos diferentes de elementos. No modelo proposto por Jiang e
Mirza (1997) a laje de concreto foi modelada por um elemento de placa com quatro nos
que combina oito graus de liberdade de um elemento de tensdes planas para modelagem da
acdo no plano, e doze graus de liberdade de um elemento de flexdo de placa para
modelagem da acdo fora do plano, enquanto que as barras de refor¢co sdo modeladas por
elementos do tipo viga-coluna. Devido ao grande nimero de graus de liberdade necessario

no modelo discreto este pode se tornar bastante caro em termo de tempo de anélise
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computacional, o que é um fator importante na andlise ndo linear desses sistemas
estruturais, como verificado por Phuvoravan e Sotelino (2005).

O modelo de andlise ndo linear baseado na divisdo da placa de concreto em vdrias
camadas tem sido freqiientemente usado na simulac@o de problemas estruturais envolvendo
placas de concreto armado, principalmente na verificacdo da resisténcia ultima e na
avaliacdo da fissuracdo sob acdo de flex@o e cortante (Loo e Guan, 1997). Nesse modelo, o
elemento de placa € subdividido em vdrias camadas considerando propriedades mecéanicas
avaliadas de forma independente para cada material (concreto ou aco) de cada camada. As
barras de reforco sdo transformadas em uma camada equivalente de aco com propriedades
mecanicas consideradas apenas na dire¢do das barras. Nesse tipo de andlise geralmente é
desprezado o efeito de cisalhamento ao longo da espessura de cada camada, considerando-
a em um estado plano de tensdes. E definido para cada camada um novo sistema de
referéncia dado pelo espaco vetorial formado por uma base de vetores unitdrios nas
direcdes das tensdes principais, sendo a lei constitutiva do material definido neste novo
sistema.

Usando o modelo de camadas descrito no pardgrafo anterior e com base no trabalho
de Bailey (1995), Huang et al. (1999) desenvolveram um elemento de casca ndo-linear
fisico subdividido em camadas para representacdo do concreto e armaduras de aco. Antes
da fissuracdo ou esmagamento, o concreto é considerado isotrépico, homogéneo e elastico
linear. Um modelo de fissuragdo distribuida € adotado, no qual a fissuracao € identificada
quando as tensdes principais atingem uma superficie de falha. Apds a fissuracdo, o
concreto € tratado como um material ortotrépico com eixos principais normais € paralelos
a direcdo da fissura. O concreto paralelo a fissura € considerado capaz de resistir a tragdo e
compressao com base em uma relagdo tensdo-deformagao uniaxial. Apds o esmagamento,
assume-se que o concreto perde toda sua resisténcia e rigidez. Huang er al. (2003a)
introduziram a ndo-linearidade geométrica no modelo, possibilitando uma melhor
representacdo do comportamento de membrana. Uma formulagdo lagrangeana total foi
adotada, assumindo pequenas deformacdes. O elemento de casca com nove nds
implementado tem por base as hipdteses de Von Karman (grandes deslocamentos e
rotacdes moderadas).

Zhang e Bradford (2007) implementaram um modelo de camadas para andlise ndo
linear de placas/cascas considerando um modelo de fissuragdo semelhante ao apresentado
por Huang et al. (1999). Os autores consideraram a teoria de Mindlin/Reissner (placas

espessas) na implementacdo do elemento de placa e utilizaram uma fungdo de viga de
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Timoshenko para obter um elemento finito retangular com camadas livre de travamento
por cisalhamento (shear locking). Essas fungdes de viga de Timoshenko foram propostas
por Chen e Cheung (2000) e Soh et al. (2001) e consistem em utilizar a teoria de viga de
Timoshenko para determinar as fun¢des de distribuicdo das rotacdes e deformagdes por
cisalhamento ao longo de cada lado do elemento de placa, enquanto que as rotagdes e
deformacdes por cisalhamento no interior do elemento sdo determinadas por um método de
interpolacdo proposto. Os autores verificaram a eficiéncia do método na andlise de placas
muito finas, ndo sendo verificado nenhum problema de travamento por cisalhamento, o que
geralmente pode ocorrer em elementos tradicionais de placa baseados na teoria de
Mindlin/Reissner, para placas muito finas e malhas pouco refinadas.

O modelo de dano para andlise ndo linear de placas de concreto € baseado no
método das camadas obtendo uma evolu¢do da degradacdo da rigidez do material através
de modelos de leis constitutivas para o material, que sdo obtidas através da relacao tensao-
deformacao axial do material no espaco vetorial definido por uma base de vetores unitarios
na direcao das tensOes principais. Uma revisdo da evolugdo deste modelo pode ser vista no
trabalho de Pitangueira (1998). Caldas (2009) usa o modelo de dano para andlise de placas
de concreto sobre a agdo de temperaturas elevadas.

Como mencionado anteriormente, uma vantagem da modelagem do problema de
vigas mistas com conexao deformdvel como uma associacdo de elementos bidimensionais
de placa mais elementos unidimensionais de viga e interface, € a possibilidade da avaliacdo
da distribuicdo da tensdo normal ao longo da largura da placa. Tal distribui¢do € utilizada
na defini¢do de métodos para determinagdo da largura efetiva de vigas mistas. Portanto,
como uma aplicacdo da simulacdo do problema de viga mista através de um modelo de
placa mais viga, pode-se avaliar a influéncia da rigidez da conexdao deformdvel na
determinacdo da largura efetiva em vigas mistas. No item seguinte € apresentada uma
revisdo dos métodos de determinacdo da largura efetiva e alguns trabalhos numéricos e

experimentais encontrados na literatura sobre o assunto.

2.5 - LARGURA EFETIVA EM VIGAS MISTAS

Na andlise estrutural de vigas mistas ago-concreto verifica-se que a deformacao por
cisalhamento na laje de concreto promove uma variacdo da tensdo axial ao longo da
largura da laje de concreto. Tal efeito € chamado na literatura de shear lag. A figura 2.4,

adaptada de Ahn et al. (2004), mostra a variagdo da tensdo normal ao longo da largura da
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secdo de concreto em uma viga mista. Em uma andlise considerando a laje de concreto
como um elemento de viga essa variacdo ndo ocorre, o que leva ao conceito da largura
efetiva para tal simplificacdo, prescrita em varios c6digos de projetos. Nao ha na literatura
um método de determinacao da largura efetiva que leve em conta todos os parametros que
interferem em sua avaliacdo, o que vem motivando pesquisadores a desenvolver novos
métodos, como pode ser visto nos trabalhos de Castro et al. (2007) e Nie et al. (2008).

Dois sdo os métodos mais difundidos na literatura para a determinacdo da largura
efetiva. Um estd relacionado diretamente com a variacdo da tensdo normal ao longo da
largura da laje de concreto e o outro estd relacionado a rigidez da viga mista.

No método da distribuicio de tensdo normal ao longo da largura da laje de

concreto, a largura efetiva (b, ) € determinada como sendo a largura da laje necessaria para
que uma tensdo constante ao longo desta largura e igual a tensdo de pico (o, ) produza

uma distribui¢do equivalente a que acontece na secdo real considerando a variacdo da
tensdo normal ao longo da largura, como € ilustrado na figura 2.5. Ou seja, a drea do

retangulo de largura b, e altura o,, deve ser igual a drea da regido limitada pela curva

o (y)e alargura b, sendo assim,

Figura 2.4 — Tens@o normal ao longo da largura da laje de concreto

1 bl2
=—— [oudy. 2.1)
O-x(y = O) —l;[Z

Como pode ser observado da equagdo 2.1, esse método ndo leva em consideragdo a

variagcdo da tensdo normal (o ) ao longo da espessura da laje, jd que a tensdo normal €

avaliada em uma coordenada z qualquer constante (¢ comum escolher z sendo a
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coordenada do topo da secdo de concreto ou a coordenada média). Apesar disto, esse
método € usado em quase todos os trabalhos sobre o assunto, devido a sua simplicidade.
Fahmy e Robinson (1986) e Elkelish e Robinson (1986) sugerem em seus trabalhos uma

versdo adaptada da equacdo 2.1 para que o efeito da variacdo da tensdo normal (o ) ao

longo da espessura da laje seja levado em conta, como pode ser visto na equagao 2.2.

t/2 bl2
[o.dyz
bg — t—/r2/2—b/2 (22)
j o.(y=0)dz
—t/2
E:lé'
\lr\ \I[‘\.
Y & N
§ T

Figura 2.5 — Largura efetiva baseada na variagcdo da tensdo normal

Os procedimentos definidos em normas técnicas para a determinacdo da largura
efetiva foram estabelecidos alguns anos atris e estdo na maioria dos casos ligados a
pesquisas baseadas em um comportamento eldstico dos materiais. Estudos mais recentes
(Amadio e Fragiacomo, 2002, Chiewanichakorn et al., 2004, Castro et al., 2007 e Nie et
al., 2008) mostram que a largura efetiva varia com diversos pardmetros, inclusive com o
nivel de carregamento, tornando-se proxima da largura real do elemento de placa quando a
viga mista estd perto do colapso. Ahn er al. (2004) fazem uma comparacdo dos

procedimentos de diferentes codigos para avaliagdo da largura efetiva.

Os primeiros trabalhos sobre largura efetiva surgiram na década de 60. Adekola

(1968b) calculou a largura efetiva de vigas mistas simplesmente apoiadas considerando a
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variacdo de parametros geométricos. Em seu trabalho o autor usou as solugdes analiticas
definidas por Allen e Severn (1961). A largura efetiva definida como um quarto do vao da
viga, usada em muitos cédigos de projetos, foi verificada por Ansourian (1975). Através de
andlises numéricas usando o método dos elementos finitos, o autor verificou que as tensdes
na laje de concreto se aproximam dos valores reais quando a largura efetiva da laje de
concreto € tomada como um quarto do vao da viga, ja as tensdes na viga de aco se
aproximam dos valores reais quando € considerada uma largura efetiva para a laje de
concreto igual a sua largura real.

Ansourian e Aust (1983) observaram que a largura efetiva depende fortemente das
dimensdes da laje de concreto e do tipo de carregamento. Eles sugerem que a largura
efetiva da forma que € definida seja utilizada apenas para célculo de tensdes e deformacdes
em situacdes de servico. Outros autores, como Heins e Fan (1976), Elkelish e Robison
(1986), Amadio et al (2004), também verificam através de andlises numéricas e
experimentais que a largura efetiva no estado limite ultimo é maior que no regime eldstico.

Amadio e Fragiacomo (2002) conduziram uma série de estudos paramétricos em
vigas mistas bi-apoiadas e em balan¢o usando o programa ABAQUS. Ambas andlises ndo
linear e elastica, e diferentes niveis de deformabilidade da conexdo foram avaliados. Os

resultados para comportamento eldstico mostram que a deformabilidade da conexdo é um

parametro muito importante na determinagao da largura efetiva para andlise de tensdes.

23



CAPITULO 3

FORMULACOES NUMERICAS PARA
ANALISE DE VIGAS COM INTERACAO
PARCIAL

Neste capitulo sdo apresentadas as formulacdes dos elementos de viga de Euler-
Bernoulli e Timoshenko, que associados aos respectivos elementos de interface, simulam o
comportamento de vigas mistas com interagdo parcial. O capitulo foi dividido em uma
introducdo do problema, apresentacdo da formulacdo dos elementos de viga de Euler-
Bernoulli e Timoshenko, descricdo do método utilizado para determinagdo dos esforcos
atuantes, formulacdo dos elementos de interface para andlise de viga de Euler-Bernoulli e

Timoshenko, implementacdo computacional, exemplos numéricos e conclusao.
3.1-INTRODUCAO

Elementos estruturais envolvendo combina¢des de membros com conexao
deformdvel (interacdo parcial), como o caso de vigas mistas de aco-concreto, tém
conquistado espago na construcio civil nos dltimos anos devido ao ganho de inércia da
secdo transversal em relacdo aos membros trabalhando isoladamente. No caso particular de
vigas mistas agco-concreto, outra motivacdo da utilizacdo deste elemento estrutural € o
melhor aproveitamento das caracteristicas dos diferentes materiais garantido por um nivel
de rigidez na conexdo entre os membros e uma adequada composi¢do da secao que permite
o concreto trabalhar principalmente a compressdo e o aco a tracao. Essa a¢do conjunta dos

diferentes membros € garantida através de uma ligacdo mecanica entre eles. Como todo
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sistema mecanico, essa ligacdo possui certa rigidez, o que implica em deslocamentos
relativos na interface de contato entre os diferentes membros, que serdo maiores ou
menores de acordo com tal rigidez. Esses deslocamentos relativos irdo aumentar os
deslocamentos totais influindo na distribuicdo de esfor¢os nas regidoes de momentos
negativos e positivos.

A utilizagdo de elementos unidimensionais de viga na andlise numérica de vigas
formadas por dois membros com conexdao deformével € muito difundida na comunidade
cientifica. A maior parte das pesquisas estd voltada a definicdo de um elemento de viga
baseado na teoria de viga de Euler-Bernoulli (EB) capaz de simular tanto o comportamento
das secdes acima e abaixo da interface de contato entre os diferentes membros quanto a
conexdo deformavel nesta interface. Uma revisdao dos trabalhos mais significativos nesta
area foi apresentada no capitulo 2, item 2.2 deste trabalho. O trabalho de dissertacdo de
mestrado do autor (Silva, 2006) seguiu essa tendéncia e implementou dois elementos
unidimensionais de vigas de EB capazes de simular o problema de viga mista com
interacdo parcial. Os elementos implementados por Silva (2006) usam funcdes de forma
dadas por polindmios cubicos para interpolacdo de rotacdo e deslocamento transversal, e
polindmios lineares e quadraticos para interpolagdo dos deslocamentos axiais.

Os elementos de interface descritos neste capitulo sdo uma adaptacdo do elemento
de interface desenvolvido primeiramente por Goodman et al. (1968) em aplicacOes de
problemas de duas ou trés dimensdes, simulando problemas de contato e camadas de
materiais de espessura fina. Nessa mesma linha outros autores implementaram extensdes
do elemento de Goodman para problemas tridimensionais, como por exemplo, Schellekens
e De Borst (1993) e Coutinho et al. (2003).

Essa adaptacdo do elemento de interface para simular o comportamento da conexao
deformével em problemas unidimensionais de vigas mistas foi utilizada por Silva (2006).
Neste trabalho foi implementado um elemento de interface capaz de simular a conexio
deformdvel da viga mista e fazer a ligacdo entre dois elementos de viga de EB que
simulam o comportamento dos membros acima e abaixo da interface de contato. Foi
utilizado para os elementos de interface e os elementos de vigas associados a este 0 mesmo
esquema de interpolacdo dos elementos citados no pardgrafo anterior. A formulacdo deste
problema € reapresentada neste capitulo junto com a nova formulag¢do para os elementos
baseados na teoria de viga de Timoshenko.

A utilizagdo do elemento de interface na simulagcdo de problemas de vigas formadas

por dois membros com conexdo deformdvel permite avaliar tanto a influéncia do
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deslocamento relativo horizontal (deslizamento) na andlise dos esfor¢os atuantes na viga,
quanto a influéncia do deslocamento relativo vertical (separag@o vertical) na andlise destes
esforcos, ou seja, interagdo parcial longitudinal e transversal. Esse deslocamento relativo
vertical produz uma forga vertical de tracdo por unidade de comprimento ao longo da
interface de contato entre os diferentes membros quando os dois membros sofrem acdo de
um carregamento externo que tenta separd-los e, no caso contrdrio, uma forca de
compressdao por unidade de comprimento € verificada ao longo da interface de contato
entre 0s membros.

Uma revisdo de alguns trabalhos considerando tanto a interacdo parcial longitudinal
quanto transversal pode ser obtida no item 2.2 do capitulo 2 deste trabalho. Dentre estes
trabalhos, os resultados numéricos obtidos por Ranzi et al. (2006) serdo usados neste
capitulo para validacdo dos elementos de interface implementados. Neste capitulo e em
Ranzi et al. (2006), a relacdo forca vertical por unidade de comprimento versus
deslocamento relativo vertical na interface de contato € definida como uma fung¢do bi-
linear. O problema de contato, quando ha uma tentativa de penetracdo entre os materiais, é
abordado de forma simplificada considerando um valor de rigidez muito elevado
(penalidade) para a parte negativa dessa funcdo bi-linear, ou seja, nos pontos onde o
deslocamento relativo transversal é negativo uma rigidez muito grande impede o avanco
desta penetracdo entre 0os materiais.

Na andlise de viga de Timoshenko considera-se que, apds deformacdes, as se¢oes
inicialmente planas e ortogonais a configuracdo indeformada permanecem planas, porém
ndo mais ortogonais a configuragdo deformada. O fato das se¢des poderem sofrer uma
rotacdo em relagdo a um eixo normal a linha neutra do elemento de viga, o que nao
acontece na teoria de viga EB, faz com que os resultados numéricos obtidos por esta
andlise representem melhor a realidade de vigas com baixa relagdao vao versus altura, ou
com esforcos de cortantes elevados, como, por exemplo, em vigas de pontes rolantes e
vigas de equilibrio de fundagdes. No entanto, a consideracdo das secdes planas ndo
representa a realidade de uma maneira geral, causando erros na avaliagdo. Para sec¢des
retangulares este erro € da ordem de 1/6 na avaliacdo do esfor¢co de cisalhamento atuante
na secao.

A andlise de viga pela teoria de Timoshenko fornece, em relacdo a teoria de viga de
EB, resultados mais proximos da realidade. Logo, em uma andlise analitica, a teoria de
viga de Timoshenko dever ser preferida em relacdo a teoria de viga de EB. No entanto, em

andlises numéricas a representacdo de vigas com deformacdo por cisalhamento muito
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pequena usando a teoria de viga de Timoshenko pode levar a erros significativos. Isso
acontece em alguns elementos de viga devido a incompatibilidade dos polindmios
interpoladores dos deslocamentos, esse processo € descrito na literatura como travamento
por cisalhamento (shear locking).

Outro tipo de travamento em elementos unidimensionais que simulam
comportamento de vigas com conexdo deformdvel j4 bem definido na literatura para
andlise de viga de EB (Salari e Spacone, 2001, Dall’ Asta e Zona, 2004a, Sousa Jr. e Silva,
2007, Ranzi, 2008, Silva e Sousa Jr, 2008) € o travamento por deslizamento (slip locking).
Como no caso do travamento por cisalhamento este travamento também ocorre por
incompatibilidade dos polindmios interpoladores dos deslocamentos e acontece tanto na
teoria de viga de EB quanto de Timoshenko, como pode ser observado neste trabalho e em
Ranzi e Zona (2007).

Neste capitulo é apresentada a formulagdo de trés novos elementos de interface
que, associados aos seus respectivos elementos de viga de Timoshenko, sdo capazes de
simular o problema de viga formada por dois membros com conexdo deformavel
considerando o efeito de deformacao por cisalhamento. Diferentes fungcdes de interpolagdo
sdo utilizadas e os elementos sdo comparados entre si € com exemplos encontrados na
literatura, verificando o comportamento de cada um em situagdes de travamento em
relacdo ao deslizamento e a deformacgdo por cisalhamento. Também serd avaliada neste
capitulo a influéncia no comportamento estrutural de vigas mistas devido a consideragdo
da separacdo vertical na interface de contato entre os diferentes membros da segdo

transversal, verificando a capacidade dos elementos de interface implementados em

simular problemas desse tipo.

3.2 - ANALISE DE VIGA DE EB FORMADA POR DOIS MEMBROS COM
CONEXAO DEFORMAVEL

Nesta secdo € apresentada uma formulacdo analitica e numérica para andlise de
vigas formadas por dois membros com conexao deformdavel considerando a teoria de viga
de Euler-Bernoulli (EB). A formulacdo analitica € obtida aplicando o Principio dos
Trabalhos Virtuais a um elemento de viga analisado. Considerando um problema de viga
estaticamente determinado chega-se a equagdes diferenciais para os deslocamentos axiais,

transversais e deslizamento. Assim como na equacao diferencial de Newmark (Newmark et

al., 1951), esse método apresenta limitagcdes como, por exemplo: a distribuicdo do

27



momento atuante na viga deve ser conhecida; as propriedades geométricas da secao devem
ser constantes em todo o elemento analisado; e as relacdes tensdo deformacgdo dos
materiais devem ser lineares.

A formula¢do numérica referente a anélise de viga de EB descrita neste item pode

ser encontrada de forma mais detalhada em Silva (2006).

3.2.1 — Formulacio analitica considerando a teoria de viga de EB

A interagdo parcial na interface de contato entre os diferentes membros provoca um
deslocamento relativo horizontal (deslizamento) nesta interface. A figura 3.1 mostra esse
deslizamento para um segmento de viga de EB. O valor do deslizamento é dado pela
equagdo 3.1 a seguir: em que s, é o deslizamento, uy e u, sdo, respectivamente, 0s
deslocamentos axiais na linha dos eixos de referéncia dos membros acima e abaixo da
interface de contato, 4 € a distincia entre estes dois eixos de referéncia e w’ € a rotagdao da

secao composta.
sl(x)zug —ulo + hw' 3.1

Como observa-se da figura 3.1, no desenvolvimento dessa formulacdo analitica as
rotacdes e deslocamentos verticais sao iguais para os membros acima e abaixo da interface
de contato, ou seja, € considerada interagdo total na direcdo transversal.

Para a teoria de viga de EB as equacdes dos deslocamentos axiais e verticais para

os diferentes membros (& =1,2 ) s@o dadas por

o (X, y) =t (X) = (2= 2,)W'(x) € (3.2)
w(x, y) =w(x). (3.3)
: 1
kI__zg.»_:_ N _u';_ e

Figura 3.1 — Deslizamento na interface de contato entre os diferentes membros
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Na equacdo 3.2, z, representa as posicOes dos eixos de referéncia para cada

membro da viga composta, como mostra a figura 3.1. Derivando a equagdo 3.2 em relagao

a x obtém-se a expressao para a deformacao axial, isto é:
Sa(x, y) = ua(-x’ y)x = ”g'(x) - (Z - Za)wn(x) . (34)

Admitindo comportamento eldstico, a tensdo normal na secdo transversal de
coordenada x estd relacionada a deformacdo axial da forma
o,=E,,, (3.5
onde E ¢ o médulo de deformacgdo axial do material. Aplicando um campo de deformagao

virtual compativel ao elemento de viga analisado tem-se, pelo Principio dos Trabalhos

Virtuais,

) i f (3.6)
ZI'[J.O-aé‘gadV +J-Sb§g1dx = J.qﬁwdx .
a=1 \% 0 0

Na definicdo da equagdo anterior é admitido carregamento externo apenas na
direcdo transversal ao eixo da viga e S, é a forca de cisalhamento por unidade de

comprimento na interface de contato entre os diferentes membros. Substituindo os

variacionais da deformacao e deslizamento na equacdo 3.6, tem-se

2

2
a=1

maa(&g'—(z - za)aw)dAdﬁjsb(&g — O’ +héw)dx = jqﬁwdx.
0 0 0

AH

Como os esforcos de momento e normal na secdo transversal podem ser obtidos pelas

expressoes, M , = ”aa(z—za)dA e N,= ”cradA, tem-se
Ay Ay

L L L
D[ (N u) =M 60" Yx+ [ S, (] = Sitf +hdw'ydx = [ qdwdx (3.7)
0 0 0

2
a=1
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Integrando por partes algumas das integrais da expressao 3.7, chega-se a expressao

2.

2
a=1

{—T(Na'&tgdx+(Na&42)g —TMC,"a‘wdH (M ow): = (M, Sw) |+
0

0

L L L L
+ [[S,8u3dx [ S, 6u)dx— [ 1S, Swx +(hS,6w)y = [ qdwdx.
0 0 0 0

Para o caso particular de viga composta bi apoiada, as suas extremidades sdo livres de

esfor¢co de momento e normal, e o deslocamento transversal € nulo, portanto,

—iﬁ%'ﬁddﬁTMa”ﬁwdx}+jL'S,,&tde—TS,,&Jf’dx—jL'hS,,'&vdx = j-q&vdx. (3.8)
0 0 0 0 0 0

a=1

A equagdo 3.8 pode ser reescrita na forma

L 2
[ {— N/=S, —N,+S, —>.M,"—hS, '—q}&ldx =0. (3.9)
0 a=1

Como visto nas equagdes 3.2 e 3.3, o deslocamento de um ponto qualquer no volume que

define a viga composta pode ser obtido a partir do vetor u = [ulo ul w]T. A equacdo 3.9

¢ satisfeita para qualquer campo de deslocamento virtual (du) compativel com a viga

analisada se

2
> M,"+hS,'+q=0, (3.10)
a=1
N,'+S,=0e (3.11)
~N,'+S, =0. (3.12)

Assumindo uma relagdo linear entre a for¢a de cisalhamento por unidade de

comprimento (fluxo cisalhante, S,) e o deslizamento na interface de contato entre os

diferentes membros, tem-se
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S, =Egs,. (3.13)

Na equacdo anterior, Eg ¢ uma constante que caracteriza a rigidez da conexdo
longitudinal na interface de contato entre os diferentes membros. Substituindo a equacao

3.5 na equacdo do momento atuante na se¢do transversal, e sabendo que j (z—2z,)dA=0
A(Z

quando o eixo de referéncia passa pelo centréide da secdo, entdao
M, =-Ew"[[(z=2,)dA==E I,w". (3.14)
A

Definido EI, = E|Il, + E,I,, e substituindo as expressoes 3.1, 3.13 e 3.14 em 3.10, chega-

se a primeira equagao de equilibrio para o problema

d*w du’®  du’ | d*w
El,. ——-FE_.h 2 _"Lan =q. 3.15
O dxt % ( dx dx dx* j K ( )

Substituindo a equacdo 3.5 na equacgdo do esfor¢o normal atuante na secdo transversal e

novamente tendo ” (z—1z,)dA =0 (eixo de referéncia passando pelo centréide da se¢do),
Aa

tem-se

L =E uo'”dA =E A u’'. (3.16)

a" o a

Substituindo as expressdes 3.13 e 3.16 em 3.11 e 3.12 e definindo EA =EA, e

EA, = E,A,, chega-se as demais equagdes de equilibrio para o problema

2 0

EA —- du +K[ —u, +h@j:0 e (3.17)
dx? dx

EAzd——K[ —u, +hd—wj—0. (3.18)
dx? dx

Integrando as equagdes 3.15, 3.17 e 3.18 e usando as condi¢des de contorno do problema
analisado definem-se as equacdes para o deslocamento transversal, os deslocamentos

axiais e o deslizamento.
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3.2.2 - Formulacio numérica para um elemento de viga de EB

A figura 3.2 ilustra uma sec¢do plana em um elemento de viga de EB antes e apds a
deformacdo. Desta figura determinam-se as expressdes a seguir para os deslocamentos
axiais e transversais, respectivamente, de um elemento unidimensional de viga com eixo de

referéncia sobre a linha tracejada da figura 3.2.
u(x, y) =u’ (x) = yw'(x) (3.19)
w(x, y) = w(x) (3.20)

Nas equagdes anterior, o sobrescrito 0 indica um eixo de referéncia adotado e serd
omitido nas equagdes seguintes para facilitar a notacdo. Derivando a equagdo 3.19 em

relacdo a x, obtém-se a expressdo para a deformacao axial, ou seja:

E, =u(x,y), =u'(x)—zw'"(x). (3.21)

Figura 3.2 - Deformada de um segmento de viga de EB

A tensao normal na secdo transversal de coordenada x estd relacionada a
deformacao axial da forma
o, =Ee_, (3.22)
em que E é o médulo de deformagao axial do material. Para uma andlise ndo linear fisica é

utilizado um método numérico que toma aproximacdes lineares sendo, neste caso, E 0

modulo de deformacao axial tangente obtido da curva tensao-deformacao do material.
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Aplicando um campo de deformacdo virtual compativel a um elemento deformdvel

tem-se, pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,

W, = [[[o,,av , (3.23)
|4

onde o, sdo as componentes de tensdes de Kirchhoff,€, sdo as componentes de

deformacdo de Green-Lagrange, d é o operador variacional e V € o volume do sélido
indeformado. Para o caso de problemas de viga EB, as tensdes a serem consideradas se

reduzem apenas a tensdo axial, desprezando-se as demais tensoes, logo:
W, =|[[o.ce.av. (3.24)
Vv

A variacdo da deformagdo axial (equacdo 3.21) € dada pela expressao

0E, = ou'—zow". (3.25)

Substituindo a expressao 3.25 em 3.24, e observando que os deslocamentos u e w dessas

expressdes variam apenas ao longo do eixo do elemento, tem-se

W, =[| [o.dAdu-[ o zdAsw }dx. (3.26)
L[ A A

Definindo as varidveis N = j odA e M =J.zedA, para o esfor¢co axial e
A A

momento fletor, respectivamente, atuantes na secao transversal do elemento de viga, a

expressao 3.26 pode ser escrita na forma mais concisa dada por
W, = [[NG—MSwdx. (3.27)
L

Na aproximacdo de elementos finitos baseado em uma formulacio em
deslocamentos, as equagdes dos deslocamentos sdo aproximadas por func¢des de forma
associadas aos deslocamentos nodais (q). Essas fung¢des sdo representadas nas expressoes

3.28 e 3.29 pelos vetores coluna ®, e P , que tem como elementos polindmios

w?
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interpoladores com grau que depende do nimero de pontos interpolados, ou seja, 0 niimero

de elementos do respectivo vetor coluna.

u=|®,” 0,"|q (3.28)
v=0" @ lq (3.29)
Nas expressdes acima, qz[ql” - qr,q .. qnWW]T em que nu e nv

representam o nimero de graus de liberdade do elemento nas dire¢des dos deslocamentos
axiais e transversais. 0, e 0, sdo vetores coluna nulos com nimero de elementos dados

por nu e nv, respectivamente. Sendo os deslocamentos u e w fun¢des dos deslocamentos

nodais, os seus variacionais sdo dados por

St = &T(a_”j . (3.30)
dq

Sw = &f(a—wj. 3.31)
dq

Substituindo as expressdes 3.30 e 3.31 em 3.27 chega-se a expressdo abaixo para o

trabalho virtual de um elemento de viga de EB.

W, =& [ (N% —Mdex (3.32)
3 aq aq

O trabalho virtual externo é obtido por W, , = &'f,, onde f,, é o vetor de forcas

ext?
externas nodais. O elemento pode estar submetido a diferentes tipos de carregamento, estes

por sua vez sdo distribuidos para os nés do elemento por meio de integragdao ao longo do

elemento (Bathe, 1996) Da condi¢do de oW, = oW, , tem-se
& | N = e (3.33)
:\ da  dq
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A expressdo anterior deve ser valida para qualquer campo de deformacgdo virtual

compativel, portanto, ela pode ser escrita na forma f, -f =0, sendo f,_ o vetor de

forcas internas dado pela expressao:

£ = _[

L

(N%—Mﬂjdx. (3.34)

Substituindo na expressdo 3.34 as derivadas das equagdes dos deslocamentos em

relacdo aos deslocamentos nodais, tem-se:

g o= NP 3.35
im—j_Mq,w,. X (3.35)

L

Na expressao 3.35 do vetor de forcas internas, as derivadas das fun¢des de forma
devem ser tomadas em relacdo a varidvel x global. Como estas fungdes sdo em geral
definidas em um sistema de coordenadas local deve-se usar a regra da cadeia para as

derivadas. Admitindo que o sistema local seja definido de acordo com a figura 3.3, tem-se

)C1+X2

X =25+

(3.36)

Portanto, as derivadas em relacdo a varidvel global x podem ser transformadas em

derivadas em relacdo a varidvel local & da forma

G :%%:%%‘ (3.37)
O mesmo deve ser feito para a integral, ou seja,
]
[F@ads=[F&>as. (3.38)
L |
£=-1 E=0 £=1

Figura 3.3 — Sistema de referéncia global e local no elemento de barra
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A integral da expressdo 3.38 pode ser resolvida de forma analitica ou através de
métodos numéricos. Dentre os diferentes métodos numéricos pode-se destacar o método de
integracdo numérica de Gauss. Uma vez que as funcdes de forma sdo definidas por
polindmios, a escolha de um nimero apropriado de pontos de Gauss de integracdo fornece
o resultado exato da integral. No entanto, pode ser de interesse em casos particulares, como
problemas envolvendo travamento por cisalhamento e deslizamento, adotar um nimero
reduzido de pontos de integrac@o para obter um valor préximo e nao exato da expressao.

Se a relacdo tensdao-deformagao do material usada na determinacdo dos esforcos
atuantes na secdo (ver item 3.4) ndo for linear entdo o problema f,, -f,, =0 é ndo linear e
se faz necessdrio a utilizacdo de um método numérico para resolver o problema. Um dos
métodos numéricos mais utilizados na solucdo de problemas de andlise estrutural ndo
linear é o método de Newton-Rapshon. Este método, na sua forma padrdo, consiste em

aproximar a fun¢@o ndo linear ¥(q) =f, -f,, =0 em cada passo do processo iterativo por

uma funcdo linear usando a matriz de rigidez tangente dada por:

o(f.
K, (q) =M. (3.39)

aq

Na expressao anterior considera-se que o vetor de forcas externas mantém-se
constante com a mudancga da configuragdo deformada do elemento. A matriz de rigidez
tangente utilizada no processo de solucdo do problema ndo linear é obtida derivando o

vetor de forcas internas da expressao 3.35 em relac@o aos deslocamentos nodais, ou seja,

T
(%)
1 ax. (3.40)
_p | M
L (an

Na expressao 3.40, a derivada do esfor¢co axial atuante na se¢do em relacdo aos

A

~

Il
o~ —y

deslocamentos nodais € dada por

o a( £ adij

9q dq

:jaO'XdA:jaO'X aEXdA’ (3.41)
° 0q ) 0€, dq
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oo, | - .
em que 5 * ¢ dada pela inclinacdo da tangente a curva tensdo-deformacao e serd denotada
£

X

por E, .J4 a derivada da deformagdo axial em relagdo aos deslocamentos nodais €

(3.42)

e, _ow_ v _[ @
dq 9dq oq |—-z®,"|
Substituindo a expressao 3.42 em 3.41 e lembrando que os vetores coluna que representam

as fungdes de forma variam apenas ao longo do eixo longitudinal do elemento, tem-se

oN

a  |-@,"[E Al
A

®,'[E dA
A (3.43)

De forma andloga a descrita para o esforco axial, pode-se determinar a derivada do

momento atuante na se¢do em relagdo aos deslocamentos nodais, ou seja,

oM

g |-@,"[EdAl
A

@, [ E, ydA
A (3.44)

As expressdes dos esfor¢cos atuantes na secdo transversal N e M, bem como, das

rigidezes, IETdA, IET zdA e IETzsz, sdo obtidas de forma analitica transformando a
A A A

integral de drea em uma integral de linha ao longo do contorno da secdo transversal que
tem forma geral dada por um poligono fechado qualquer. Esse tipo de integragdo além de
fornecer uma solug¢do exata para o problema, tem uma maior facilidade para representar
secoes compostas por diferentes materiais e vazios no interior da secdo, quando
comparados com métodos aproximados de integracdo como o método das faixas (fibras),
que consiste em dividir a drea de integracdo em um nudmero finito de faixas (fibras). O item
3.4 deste capitulo descreve de forma simplificada o método utilizado neste trabalho para o
calculo destes esforcos e rigidezes. Uma descricdo detalhada deste método pode ser

encontrada em Caldas (2004) e Silva (2006).
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3.2.3 - Formulacao numérica para um elemento de interface para viga de EB

Na analise de viga de EB formada por dois membros com conexdo deformavel, o
elemento de interface simula a conexao deformdvel e faz a ligacdo entre os elementos de
viga de EB que simulam os membros acima e abaixo da interface de contato. A formulagdo
deste elemento de interface pode ser obtida da formulagdo do elemento de interface
associado a dois elementos de viga de Timoshenko apresentada no item 3.3.3 deste
capitulo, substituindo nas expressdes onde aparecem as rotagdes das secdes acima e abaixo

da interface (6, e 6,) pelas derivadas das respectivas deformadas transversais (w,' e w,").

3.3 - ANALISE DE VIGA DE TIMOSHENKO FORMADA POR DOIS MEMBROS
COM CONEXAO DEFORMAVEL

Neste item € apresentada uma formulagdo analitica e numérica para anélise de vigas
formadas por dois membros com conexdo deformdvel considerando a teoria de viga de
Timoshenko. A formulacgdo analitica é obtida aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais
a um elemento de viga analisado. Considerando um problema de viga estaticamente
determinado chega-se a equacdes diferenciais para os deslocamentos axiais, transversais,
rotacdes e deslizamento. Este método apresenta as mesmas limitagdes citadas para o

método analitico para andlise de viga de EB descrito no item 3.2.1 deste capitulo.

3.3.1 — Formulacio analitica considerando a teoria de viga de Timoshenko

A interagdo parcial na interface de contato entre os diferentes membros provoca um
deslocamento relativo horizontal (deslizamento) nesta interface. A figura 3.4 mostra esse

deslizamento para um segmento de viga de Timoshenko. O valor do deslizamento é dado
pela equagdo 3.45, em que s, € o deslizamento, ug, ulo, 2,5 2,5 C, h, 6 e 6, sdo como

mostrados na figura 3.4.

s, (x) = ud (x) —u (x)+ (2, — )8, (x) — (z, — )6, (x) (3.45)

No desenvolvimento desta formulacdo analitica as rotacdes e deslocamentos

verticais serdo considerados iguais para os membros acima e abaixo da interface de
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contato, ou seja, € considerada interacdo total na direcdo transversal. Neste caso, a
curvatura serd a mesma para os elementos acima e abaixo da interface de deslizamento

implicando em rotacdo da se¢ao plana iguais para os dois elementos, portanto,

s, (x) = u3 (x)—u (x) + hO(x). (3.46)

]+ [k, l ;
: .
L ocof----v_

z

Figura 3.4 — Deslizamento na teoria de viga de Timoshenko

Para a teoria de viga de Timoshenko as equacdes dos deslocamentos axiais e

verticais para os diferentes membros (& = 1,2 ) sdo dadas por
Uy (%, ) = Ul (1) = (2= 2,)8(x) e (3.47)
w(x,y) = w(x). (3.48)

Na equagdo 3.47, z, representa as posi¢des dos eixos de referéncia para cada

membro da viga composta, como mostra a figura 3.4. As equacdes das deformacdes axiais

e transversais para teoria de viga de Timoshenko sdo, respectivamente,

E,(x,y) =1, ()= (2-2,)8'(x) e (3.49)

7(x) =w'(x) = 0(x). (3.50)

Admitindo comportamento eldstico, a tensdo normal e de cisalhamento na secdo

transversal de coordenada x sdo dadas por:

o, =E,,e¢ (3.51)

r,=G,y, (3.52)
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sendo E e G os mdédulos de deformacgdo axial e transversal do material, respectivamente.
Aplicando um campo de deformacgdo virtual compativel a um elemento de viga analisado

tem-se, pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,

2 L L
> [[[0.de, +7,8nav +]S,8dx=[ qdvdx. (3.53)
a=1 vy 0 0

Na defini¢do da equacdo 3.53 é admitido carregamento externo apenas na dire¢ao
transversal ao eixo da viga e F é a forca de cisalhamento na interface de contato entre os
diferentes membros. Substituindo os variacionais das deformagdes e deslizamento na

equacgdo 3.53, tem-se

2.

2
a=1

f I} lo, @~z - 2,)80") +7 (Sw'—0) liAdx + fs,, (84 — 8u’ + hdO)dx = Tq&vdx .
0 0 0

A

o

Como os esfor¢cos de momento, normal e cisalhamento na secdo transversal podem ser

obtidos pelas expressoes, M , = ”aw(z —2z,)dA, N, = jjaadA eQ,= ”fadA, tem-se
Ay Ay Aa

a=1

2 L L L
D[ (N, 80 ~M ,56+Q, (Sw'=06))dx + [ S, (6t} — ) +hdO)dx = [ qwex. (3.54)
0 0 0

Integrando por partes algumas das integrais da expressao 3.54, tem-se

{—T(Na'&gdx+ (v, 8 ) —j-Ma'é‘de+ (M ,56)" —T(Qa'ﬁwdx+ (0, 6w)" —.L[Qa&%x +
0 0

0 0

2.

2
a=1

+ js,,éugdx— ijéhlodx+ fhs,,a‘edx = qudx _
0 0 0

0

Para o caso particular de viga composta bi apoiada, as suas extremidades sdo livres de

esfor¢co de momento e normal e o deslocamento transversal € nulo, portanto,
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> L L L L L
- .[Na'&gdx+jMa'§0dx—.[Qa'&vdx—.[Qa549dx}+ S, ouldx —
a=l] o 0 0 0

1 0

L L L
— |18, dx +[ hS, 86dx = [ gSwdx (3.55)
0 0 0

A equacdo 3.55 pode ser reescrita na forma

2 2
{—Nl'—Sb =N,+S, =) (M,'+Q,)+hS, —ZQa'—q}é‘udx=0. (3.56)
a=1 a=1

© Ly 1~

Como visto nas equagdes 3.47 e 3.48, o deslocamento de um ponto qualquer no volume
que define a viga composta pode ser obtido a partir do vetor u = [u1 u, 6 w]T. A

equacdo 3.56 € satisfeita para qualquer campo de deslocamento virtual (du) compativel

com a viga analisada se:

2

> (M,'+Q,)—hS, =0, (3.57)
a=1

N1'+Sb :0, (358)
~N,+S, =0 e (3.59)
2

>.0,'+q=0. (3.60)
a=1

Assumindo uma relagdo linear entre a for¢a de cisalhamento por unidade de

comprimento (fluxo cisalhante, §,) e o deslizamento na interface de contato entre os

diferentes membros, tem-se
S, =Egs,. (3.61)

Na equagdo 3.61, E; ¢ uma constante que caracteriza a rigidez da conexdo longitudinal

na interface de contato entre os diferentes membros. Substituindo a equacdo 3.51 na
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equacdo do momento atuante na secdo transversal e sabendo que “ (z—1z,)dA =0 quando
Aa

o eixo de referéncia passa pelo centréide da secdo, tem-se

M,=-E0[[(z=2,)dA=-E,I,0" (3.62)
Aa

Substituindo a equacdo 3.52 na equacdo do cortante atuante na sec¢do transversal, chega-se:

0, = w-0)[[G,dA =(w-6)G,A,. (3.63)

Definido EI, = E I, + E,I, e GA, =G,A, +G,A,, e substituindo as expressdes 3.46, 3.61,

3.62 e 3.63 em 3.57, chega-se a primeira equacao de equilibrio do problema

2
EI, Zx‘g ~GA, % +(Kh* +GA))O + Kh(u, —u,)=0. (3.64)

Substituindo a equagdo 3.51 na equagdo do esforco normal atuante na secdo transversal, e

novamente tendo ” (z—1z,)dA =0 (eixo de referéncia passando pelo centréide da se¢do),
Aa

tem-se

—Eu°'jjdA—EAu°'. (3.65)

a”ava

Substituindo as expressdes 3.61 e 3.65 em 3.58 e¢ 3.59 e definindo EA =EA e

EA, = E,A,, chega-se as demais equacdes de equilibrio do problema

2.0
a’u1

EA S-SRt Eg [l —ul +16)=0 ¢ (3.66)

2.0
d u,

EA, - Ey 0] (l —u® +16)=0. (3.67)
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Substituindo a equacdo 3.63 em 3.60, obtém-se

9 _d’w _ q
dx dx* GA,

(3.68)

Integrando as equacdes 3.64, 3.66 a 3.68 e usando as condicdes de contorno do problema
analisado definem-se as equacdes para o deslocamento transversal, os deslocamentos

axiais, rotacdes e o deslizamento.

3.3.2 - Formulac¢do numérica do elemento de viga de Timoshenko

A figura 3.5 ilustra uma secdo plana em um elemento de viga de Timoshenko antes
e ap6s a deformagdo. Dessa figura determina-se as expressdes 3.69 e 3.70 para os
deslocamentos axiais e transversais, respectivamente, de um elemento unidimensional de

viga com eixo de referéncia sobre a linha tracejada da figura 3.5.

Figura 3.5 — Deformada de um segmentzo de viga de Timoshenko
u(x,y) =u"(x) = 26(x) (3.69)
w(x, y) = w’ (x) (3.70)

Nas equagdes 3.69 e 3.70 o sobrescrito 0 indica um eixo de referéncia adotado e

serd omitido nas equacdes seguintes para facilitar a notagdo. Considerando
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u(x,y)=u,(x,y) e w(x,y)=u,(x,y) e aplicando a expressio E; =ug j das deformacoes

de Green Lagrange as equagdes de deslocamento, tem-se

E, =ulx,y),=u'(x)—z60'(x) e (3.71)

e —g = u(x,y) , +wx,y), _ —-0(x)+w'(x) .

3.72
Xz x 2 2 ( )

As tensOes axiais e transversais estdo relacionadas as respectivas deformacdes de

acordo com
o =FEc et=Gy. (3.73)

Na expressao 3.73, E é o mdédulo de deformagdo axial do material, G o médulo de

deformacdo por cisalhamento e y = 2¢& . Para uma analise ndo linear fisica € utilizado um

método numérico que toma aproximagdes lineares sendo, neste caso, E o mddulo de
deformacdo axial tangente obtido da curva tensdo-deformagdo do material. Para
deformacdo transversal é considerada uma relacdo linear entre tensdo e deformacdo de
cisalhamento.

Aplicando um campo de deformacdo virtual compativel a um elemento deformdvel

tem-se, pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,
W, = [[[o,0,av , (3.74)
\%4

onde o, sdo as componentes de tensdes de Kirchhoff,€, sdo as componentes de

deformacdo de Green-Lagrange,  é o operador variacional e V € o volume do sélido
indeformado. Para o caso de problemas de viga de Timoshenko as tensdes a serem
consideradas s@o as tensdes axiais e as tensoes de cisalhamento, desprezando-se as demais

tensoes, logo

W, =[[[(0,,8, + 0,68, +0,88,)av = [[[ (0,5, +7p)av . (3.75)
\%4 \%4

44



Aplicando o operador variacional nas equagdes das deformacdes (3.71 e 3.72),

chega-se as expressoes:

Se. = ou'—z00" ¢ (3.76)

Sy =—86+6w'. 3.77)

Substituindo na expressdo 3.75 as expressdes 3.76 e 3.77 e observando que os
deslocamentos u e € destas expressoes variam apenas ao longo do eixo do elemento, tem-

N

oW,

int

[| [o.dadu-[ o, 2dAs6+] fdA(&v‘—ﬁ&)}dx. (3.78)
L[ A A A

Definindo as variaveis, N = I odA, M = I o.zdA e Q= I A, para o esforco
A A A

axial, momento fletor e cortante, respectivamente, atuantes na sec¢do transversal do

elemento de viga, a expressao 3.78 pode ser escrita na forma mais concisa dada por

W, = [[Ni'—M50+Q(6w'—58)dx . (3.79)

L

Na aproximacdo de elementos finitos baseado em uma formulacdo em
deslocamentos, as equagdes dos deslocamentos sdo aproximadas por fung¢des de forma
associadas aos deslocamentos nodais (q). Essas funcdes sdo representadas nas expressoes

3.80 a 3.82 pelos vetores coluna ®,, & e ®,, que tem como elementos polindmios

u?
interpoladores com grau que depende do nimero de pontos interpolados, ou seja, o0 niimero
de elementos do respectivo vetor coluna. No item 3.5 deste capitulo esses vetores sdo

definidos para os diferentes esquemas de interpolacao admitidos.

u=|®,” 0, 0, ]q (3.80)
w=lo,” @ 0, ]q (3.81)
o=lo,” 0" @, |q (3.82)
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~ _ u u w w 4 o I
Na expressoes 3.80 a 3.82, q= [ql SO/ B N M N qw] onde
nu, nv e n@ representam o nimero de graus de liberdade do elemento nas dire¢des dos
deslocamentos axiais, transversais e rotagoes. 0, 0, e 0, sdo vetores coluna nulos com

nimero de elementos dados por nu, nv e n@, respectivamente. Sendo os deslocamentos

func¢des dos deslocamentos nodais, os seus variacionais sao dados por

it = 5q( j (3.83)
dq

~ &lr( ) (3.84)
dq

50 = &f(aé’} (3.85)
aq

Substituindo as expressdes 3.83 a 3.85 em 3.79 chega-se a expressdo 3.86 para o

trabalho virtual de um elemento de viga de Timoshenko.

(3.86)

' ow' 060
oq 9Jq

dqj{N——M +0(E--0) |d
dq

O trabalho virtual externo é obtido por W, , = &'f,, onde f,, é o vetor de forcas

ext ?

externas nodais. Da condi¢do de oW, = oW, , tem-se
s [| N2 9% Q(a_w_a_e) dv=8'f,, (3.87)
L 94 dq

A expressdo 3.87 deve ser valida para qualquer campo de deformacdo virtual

compativel, portanto, ela pode ser escrita na forma f_ -f, =0, onde f., é o vetor de

for¢as internas dado pela expressao

=I{N——M% Q(a_w_a_e)} (3.88)
L Jq Jq
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Substituindo na expressao 3.88 as derivadas das equagdes dos deslocamentos

(equacdo 3.69 e 3.70) em relacd@o aos deslocamentos nodais, tem-se

ND,'
0%,
—(M®,'+0d,)

dx.

£ = .[
L

(3.89)

Usando o fator 5/6 para correcdo aproximada da forca cortante atuante na secao transversal

da viga, tem-se

ND,’
[i so0.
L= (Md,+20d,)

f,

nt

dx.

(3.90)

De forma andloga ao item 3.2.2 deste capitulo para o elemento de viga de EB, as

derivadas das funcdes de forma e a integral da expressao 3.90 devem ser transformadas

para um sistema de referéncia local do elemento. Outras observagdes, como a forma de

avaliag@o das integrais e o método de avaliacdo do problema f, -f,, =0 possivelmente

ndo linear, também podem ser vistas no item 3.2.2 deste capitulo.

A matriz de rigidez tangente utilizada no processo de solu¢do do problema nao

linear € obtida derivando o vetor de forcas internas da expressdo 3.90 em relacdo aos

deslocamentos nodais, ou seja

[\'—.
|

£

dx. (3.91)

Na expressdao 3.91 a derivada do esfor¢o axial atuante na se¢do em relacdo aos

deslocamentos nodais € dada por

oN
—=4d| |o,dA |/dq
dq U j

(3.92)
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Jo, - )
onde —* ¢€ dada pela inclinacdo da tangente a curva tensdo-deformacdo e serd denotada

X

por E, . Ja a derivada da deformacdo axial em relagdo aos deslocamentos nodais € dada

por:
aaeng_u_zg_e: 0, ! (3.93)
a da A g

Substituindo a expressdo 3.93 em 3.92 e lembrando que os vetores coluna que representam

as fungdes de forma variam apenas ao logo do eixo longitudinal do elemento, tem-se

®,'[E.dA
A
IN _ 0 , (3.94)

a w
T |-, [E zaa
A

De forma andloga a descrita para o esforco axial, pode-se determinar as derivadas

dos outros esforcos atuantes na se¢do em relacdo aos deslocamentos nodais (expressoes

3.95 e 3.96), ou seja:

OM
9P _ @, [GdA | e (3.95)
oq v
~®,[G,dA
A
®,'[E,ydA
A
M _ 0, . (3.96)
dq

~®,'[E,z%dA
A

As expressdes dos esforcos atuantes na secdo transversal N, M e Q, bem como, das

rigidezes, jGTdA, I E.dA, I E.zdA e IETzsz, sdo obtidas da mesma forma que os
A A A A
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esforcos atuantes e rigidezes para o elemento de viga de EB descrito no item 3.2.2 deste

capitulo.

3.3.3 — Formulacao do elemento de interface para viga de Timoshenko

O elemento de interface atua em conjunto com dois elementos de viga de
Timoshenko, simulando, através do seu deslocamento relativo horizontal e vertical, um
deslizamento e separacdo entre os elementos associados a ele. A maioria dos trabalhos
encontrados na literatura (Salari e Spacone 2001, Ayoub e Filippou 2002, Ayoub 2001,
Dall’ Asta e Zona 2002, 2004a, 2004b e 2004c, Faella et al. 2002, Ranzi et al. 2004) simula
o problema de vigas com conexdo deformdvel desconsiderando a possibilidade de
separacdo vertical, ou seja, interacdo parcial apenas na direcdo longitudinal. A
desconsideracdo dessa separacdo vertical usando a formulagdo do elemento de interface
apresentada neste trabalho pode ser obtida considerando uma rigidez da conexao muito
grande na dire¢ao do deslocamento relativo vertical.

A figura 3.6 mostra os deslocamentos relativos horizontal e vertical no elemento de
interface que estdo associados aos movimentos relativos entre as faces superior e inferior
do elemento, os quais representam os deslocamentos nos eixos dos elementos de viga de

Timoshenko a ele combinado.

5'; . i e e e e R e i e -+
—+ s | .
T > -- =
B B
klﬂ S S k=0

-+
Figura 3.6 — Deslocamento relativo horizontal e vertical

Sendo a =1,2 o indice que representa os elementos de viga de Timoshenko acima

e abaixo da interface de contato, as equagdes dos deslocamentos axiais e transversais

desses elementos podem ser escritas como

, (X, y) =uy(x)—26,(x) e (3.97)
w, (x,¥) = wh (x). (3.98)
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Nas equagdes 3.97 e 3.98, o sobrescrito 0 indica um eixo de referéncia adotado e
serd omitido nas equacdes seguintes para facilitar a notacdo. O deslocamento relativo
horizontal (deslizamento) € dado pela diferenga entre os deslocamentos axiais dos

elementos acima e abaixo da interface, ou seja,
§,(x) =u,(x)—u,(x)+(z, —¢)8,(x) —(z, — )b, (x) . (3.99)

Na expressao 3.99, z;, z; € ¢ sdo como mostrados na figura 3.7. J4 o deslocamento relativo
vertical (separacdo vertical) € dado pela diferenga entre os deslocamentos transversais dos

elementos acima e abaixo da interface, ou seja,

s, (x)=w,(x)—w,(x). (3.100)

r—— - X

o elemanto

Figura 3.7 — Deslizamento na interface de contato entre os materiais

Considerando uma relagdo linear entre as forgcas por unidade de comprimento na

direcdo horizontal (S,) e vertical (N,) em relacdo a seus respectivos deslocamentos
relativos s, e s, e, sendo Es, e EN, , respectivamente, as rigidezes de deformacgdo do

elemento de interface na dire¢ao do deslocamento relativo horizontal e vertical, entdo
S,=Egs, e N =Eys,. (3.101)

No caso de problemas ndo lineares, as rigidezes que aparecem na expressao 3.101
serdo dadas pela inclinacdo da tangente a curva S, = f(s,) e N, = f(s,) .

Aplicando um campo de deformacdo virtual compativel a um elemento deformdvel

tem-se, pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,

W, = [[5,8 + N, Jdx. (3.102)

L
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Aplicando o operador variacional nas equacdes dos deslocamentos relativos

horizontal e vertical (expressdes 3.99 e 3.100) do elemento de interface, tem-se
o5, =0u, —ou, +(z, — )08, —(z, — )0, e (3.103)
o5, =ow, —ow,. (3.104)

Substituindo na expressao 3.102 as expressdes anteriores, chega-se a expressao

MW, = [[8, (6, = 8t, + (2, ~ )86, — (2, ~)38,)+ N, (&, — &, )lx. (3.105)

inl
L

Na aproximacdo de elementos finitos baseado em deslocamentos, as equacgdes dos
deslocamentos sao aproximadas por fun¢des de forma, representada nas expressoes 3.106 a

3.111 pelos vetores coluna @ , ® e P,, associadas aos deslocamentos nodais (q), isto €
u =@ 0" 0,7 0" 0" 0, |q (3.106)
"0, 0,/ ]q (3.107)
w=0" @ 07 07 0" 0,/]q (3.108)
e 0] (3.109)
"0, 0,/ ]q (3.110)
6, =0 07 o7 0" 0 &, |q G.111)

Nas expressoes 3.106 a 3.111, qz[qlf‘1 " q' 9 q q,fz]T onde i =

l,..onu, j = 1,..,nv e k = 1,...,n60 representam os graus de liberdade do elemento nas

direcdes dos deslocamentos axiais, transversais e rotagdes. 0, 0, e 0, sdo vetores coluna
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nulos com nimero de elementos dados por nu, nv e n@, respectivamente. Sendo os

deslocamentos fun¢des dos deslocamentos nodais entdo as suas variagdes sao dadas por

o, = &T(au”’j, (3.112)
dq

Sw, :&T(a&]e (3.113)
oq

00, = &T(%J. (3.114)
Jq

Nas expressoes 3.112 a 3.114 o indice a € igual a 1 ou 2. Substituindo estas
expressoes em 3.105 chega-se a expressdo 3.115 para o trabalho virtual devido as forcas

internas de um elemento de interface associado a dois elementos de viga de Timoshenko.

ou, Ju 00 20 ow, ow
W, =&" {S (—2——1+(c—z)—1+(z —c)—2]+N( 2——1]}& (3.115)
! "l dq Iq “oq 7 dq "\ 9q 9q

O trabalho virtual devido as forgas externas é obtido por W, = &q'f

ext?

onde f, ¢
o vetor de forcas externas nodais. Geralmente as forcas externas sdo transmitidas para os
elementos de interface através dos elementos de viga a ele associado. Da condicdo de

oW, =W,

int ext

tem-se

Ju, Ju 06 00 ow, ow
o {S (—2——1+(c—z ) —+(z —c)—2j+N (—2——1de=&ffm. (3.116)
! "l oq oq “oq " Toq) ‘log oq

A expressdo anterior deve ser valida para qualquer campo de deformacgdo virtual
compativel, portanto, ela pode ser escrita na forma f_ -f, =0, onde f., é o vetor de

forgas internas dado pela expressao

ou, Odu 00, 00 ow, ow
f =||S | =2_—"L — 7 )—L —0)—% |+ N, | 2L . 3.117
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Substituindo na expressdao 3.117 as derivadas das equagdes dos deslocamentos,

expressoes 3.106 a 3.111, em relacdo aos deslocamentos nodais , chega-se a expressao

_Sb(pu
_th>w
¢ :J- (c—2z)8,P, - (3.118)
. S, @,

N,®,
(2, —0)§, P,

De forma andloga a utilizada no elemento de viga de EB implementado no item
3.2.2, a integral da expressdo 3.118 pode ser transformada da varidvel global x para a
varidvel local & usando a expressdo 3.38.

Se a relagcdo forca por unidade de comprimento versus deslocamento relativo da
conexdo deformdvel usada na determinacdo dos esforcos atuantes na interface (ver item

3.4) ndo for linear, entdo o problema f, -f,, =0 € ndo linear, e se faz necessdria a

utilizacdo de um método numérico para resolver o problema. Mesmo sendo essa relacdo
linear, a matriz de rigidez tangente do elemento de interface pode ser necessaria, uma vez
que o elemento de interface sempre trabalha associado a elementos de viga que podem
representar materiais com relacao tensdo-deformacao nao linear.

A matriz de rigidez tangente utilizada no processo de solucdo do problema ndo
linear é obtida derivando o vetor de for¢as internas da expressdo 3.118 em relacdo aos

deslocamentos nodais, ou seja,

as,
- | ==
L,(aqj
aN, Y
-d b
,v[aqj

as, Y
(C - Zl)q)g(gj

oN,
@ b
W(aqj

as, )
(Z2 - C)q)e(a—qj

dx. (3.119)

B
VR
| &
2 L‘n
N

-
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Na expressdo 3.119 a derivada da for¢a horizontal por unidade de comprimento
(fluxo de cisalhamento) atuante na interface de contato entre os diferentes membros em

relac@o aos deslocamentos nodais é dada por

as, dlEgs) o 95

g 3.120
oq oq % 9q ( )

N . .
onde Eg =a—” ¢ a rigidez da conexdo deformdvel dada pela inclinacdo da tangente a
S

curva que relaciona a forca horizontal por unidade de comprimento e o deslizamento. J4 a
derivada do deslocamento relativo horizontal (deslizamento) em relagdao aos deslocamentos

nodais é dada por

-,
0W
ds, Odu, Ou, 90, 0, |(z,—0)P,
o 7 T —0)—2 (7 — )L = . 3.121
34 aq+(z2 c) 3 (z,—0) 3 o ( )
0W
(c—z2,)P,

Substituindo a expressao anterior em 3.120, tem-se

_¢u
0W
E&_ES(%‘@¢6 (3.122)
dq ' D,
0W
(c—z,)®,

De forma andloga pode-se obter a derivada do esforco vertical por unidade de

comprimento atuante na interface de contato em relacdo aos deslocamentos nodais, ou seja:
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OM

_
o) 0
Nb:EN ¢ (3.123)
oq 10,

¢W

06

N,

0
Na expressao 3.123, Eg = 5
s

¢ a rigidez da conexdo deformdvel na direcao

v

vertical, que no caso de problemas que desconsideram a possibilidade de separacdo vertical
deve ser considerada como um valor muito grande (penalidade). Em caso contrério, essa
rigidez € dada pela inclinacdo da tangente a curva que relaciona a forca vertical por

unidade de comprimento e deslocamento relativo vertical na conexao.

3.4 - ANALISE DOS ESFORCOS E RIGIDEZES GENERALIZADAS EM SECOES
MISTAS

Os esforgos resistentes em uma secdo transversal qualquer de viga pode ser obtida
de forma analitica ou por métodos aproximados. O método aproximado mais utilizado na
literatura € o método das fibras, ou faixas, onde a se¢do analisada € discretizada em um
numero finito de faixas, e para cada faixa é determinado uma deformacao, usando para isto
a equacdo da deformada da se¢do. Conhecida a relagdo tensdo-deformagdo do material,
determina-se uma forca axial atuante nestas faixas que serdo utilizadas na integracdo dos
esforgos resistentes. J4 o método analitico utiliza integracdo analitica para a obten¢ao dos
esfor¢os resistentes na se¢do. Sendo a secdo representada por um poligono fechado, é
usado o teorema de Green para transformar a integral de drea em uma integral de contorno,
e entdo de forma analitica obter os esfor¢os resistentes a partir da equacao da configuracio
deformada da secao.

O objetivo destes métodos de avaliacdo é determinar, para uma dada condicdo de
deformacdo da secdo, ndo apenas os seus esfor¢os resistentes, mas também suas rigidezes
generalizadas, ou seja, as derivadas destes esfor¢os em relagdo as varidveis de deformacao,
necessarias nas formulagdes por elementos finitos.

Uma revisdo bibliografica de trabalhos sobre o assunto, bem como um

detalhamento do processo utilizado neste trabalho, podem ser encontrados em Caldas
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(2004), Muniz (2005) e Silva (2006). Neste item ¢é apresentada uma idéia geral do método

utilizado neste trabalho.

3.4.1 — Geometria da secio transversal

A metodologia utilizada para o cdlculo dos esfor¢cos resistentes permite a cada
secdo individual dividir-se em um nimero qualquer de materiais distintos, barras de
refor¢o e aberturas. Cada material é definido por uma poligonal fechada e as barras de
refor¢o sdo definidas pontualmente. As coordenadas dos vértices das poligonais devem ser
referenciadas em um sistema de coordenadas xy qualquer. A figura 3.8 ilustra um exemplo
ficticio de secdo mista. Pode-se observar através da figura que a ordem de seqii€éncia dos
vértices na definicdo da poligonal do material € anti-horéria. Essa ordem influencia no
calculo dos esfor¢os, uma vez que pelo teorema de Green a integral em um poligono
fechado percorrido em sentido anti-hordrio fornece um valor positivo, j& no sentido

horério, este valor serd negativo.

F
'y 16
r”f\\ mmm  concreto
T N
. a7 o 1 ~azio
17 ri‘la < barras de ago
o 21 o Sequéncia de vértices que definern a poligonal do concreta
12 0 &t ¥ 1-2-3-14-13-12-11-10-9-3-7-6-5-4-3-2-15-16-17-15-22-21-20-12-18-17
3 s x
o 100 7 15  oSequéncia de wértices que definern a poligonal do ago
3-4-5-5-7-8-9-10-11-12-15-14
15 1285 4
1 14 3 Barras de ago sfo defirddas pontualrmente
@
\\ d Vazios sén defiridos irplicitarasnte

Figura 3.8 — Definicdo da se¢ao mista

3.4.2 — Materiais

Os materiais sdo definidos através de suas relacdes tensdo-deformacgdo. A figura 3.9
apresenta um modelo tedrico de uma curva tensdo-deformacao que pode ser utilizada no
método implementado. A curva pode ser dividida em um ndmero qualquer de faixas,

representada na figura pelos F;. Cada faixa tera definidos os coeficientes que representam a
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curva polinomial a ser considerada, bem como suas deformacgdes limites a esquerda e a

direita, representadas na figura 3.9 pelos L;.

fensdo . polindmdos de até grau 3

) /___) |
|
L *';'2 Ly % %

=T

! Fi ! % L, Ls Lﬁdeformapc’io

Figura 3.9 — Relacdo tensdo deformacdo ilustrativa de um material

Para o caso da conexdo deformdvel representada pelo elemento de interface
implementado no item 3.3.3, a relacdo for¢ca por unidade de comprimento versus
deslocamento relativo horizontal ou vertical na interface pode ser fornecida de forma
andloga a descrita acima.

Uma variacdo possivel para a representacdo da curva forca por unidade de
comprimento versus deslocamento relativo horizontal ou vertical na interface € a
consideragdo de uma funcdo qualquer continua e diferencidvel, uma vez que ndo ha
necessidade de integracdo desta relacao ao longo de uma drea, ela somente € avaliada em

pontos de integracdo discretos ao longo do comprimento do elemento.

3.4.3 — Obtencao dos esforcos atuantes na secao mista

Os esforcos seccionais atuantes sdo obtidos por integracao das tensdes definidas
para valores das varidveis de deformacdo e da drea de armadura individual Ay;. Para uma
secdo transversal generalizada considerada no modelo implementado, as equacdes dos

esfor¢os atuantes dadas no item 3.2.2 e 3.3.2 sdo reescritas da forma:

N=Uc7di=J.'[Gdi+”0'XdA+iAsi0'ﬁ, (3.124)
A A, A i=l

H—/L/_J

concreto ago armaduras

0= Iz‘dA:HTdA+HTdA+iAﬁq e (3.125)
A A, A, i=l

M

concreto ago armaduras
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M=o ydA= jjaxydA+jjaxydA+iAsiaxiyi . (3.126)
A A, A, =l

—_

armaduras

_ Y———

concreto ago

A obtencdo das rigidezes generalizadas que aparecem no item 3.2.2 e 3.3.2 sdo
feitas de forma andloga aos esforcos atuantes substituindo a curva tensdo-deformacao pela
sua derivada. A obtencdo da forca por unidade de comprimento atuante na conexao
deformavel (S, e Np) e de sua derivada (E; e E, ) € feita de forma direta usando a relagéo
for¢a por unidade de comprimento versus deslocamento relativo (horizontal ou vertical) na

conexao deformdvel. Ou seja, uma vez determinado o deslocamento relativo na interface, a

respectiva forca por unidade de comprimento ou sua derivada € calculada diretamente.

3.5 — UTILIZACAO DE DIFERENTES ESQUEMAS DE INTERPOLACAO E
TRAVAMENTO POR CISALHAMENTO

A formulagdo usada na implementacdo dos elementos de interface e viga de
Timoshenko considera as fungdes de forma, representadas pelos vetores coluna @, @, e
®,, independentes em relacdo aos deslocamentos axiais, transversais e rotacdes,

oferecendo assim a possibilidade de diversas combinacdes de polindmios interpoladores. A
tabela 3.1 abaixo relaciona os diferentes elementos implementados neste capitulo, com os
respectivos graus dos polindmios usados na interpolacdo dos graus de liberdade. A figura

3.10 ilustra estes elementos.

Tabela 3.1 — Esquemas de interpolacio

Elemento u w 0
ITL linear linear linear
ITLQ linear quadratica linear
ITQ quadratica quadratica quadratica

Para ilustrar os vetores coluna das fun¢des de forma usadas na implementag¢do dos
elementos do item 3.3.2 e 3.3.3 deste capitulo, a expressao a seguir fornece esses vetores
para o elemento ITLQ ilustrado na figura 3.10, considerando o sistema de referencia local

mostrado na figura 3.3.
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3(1-9)

o, =, ={%(l+§) 1-& (3.127)
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Figura 3.10 — Diferentes esquemas de interpolagcao

Problemas numéricos podem ocorrer em modelagem de sistemas estruturais quando
dois ou mais campos de deslocamento sd@o acoplados e a solu¢do € definida em um espago
finito, como é caso de analises numéricas utilizando o método dos elementos finitos
(Reddy, 2004). Esses problemas numéricos sdo conhecidos na literatura como locking
(travamento) e segundo Ranzi e Zona (2007), nas andlises de vigas de Timoshenko com
dois membros com conexdo deformédvel podem ser de trés tipos: devido a excentricidade
do eixo de referéncia em relacdo ao centréide da secdo; devido a rigidez da secdo em
relacdo a deformacao por cisalhamento (shear locking); e devido a rigidez da conexdo na
interface de contato entre os diferentes membros (slip locking).

Como verificado nos trabalhos de Reddy (1997), Yunhua (1998), Ranzi e Zona
(2007), entre outros, esses problemas de travamento podem ser evitados com uma
apropriada escolha para os polindmios interpoladores dos graus de liberdade do elemento
de viga de Timoshenko. Uma possibilidade também &, na determinacdo da matriz de
rigidez e do vetor de forgas interna do elemento de viga de Timoshenko, o uso de uma
integracdo reduzida na avaliacdo das equacdes dos deslocamentos que possuem
incompatibilidade nos polindmios interpoladores.

A simulacdo numérica de vigas, placas e cascas considerando o efeito da
deformacdo por cisalhamento através de elementos isoparamétricos causa, em casos
particulares, um travamento por cisalhamento (shear locking) devido a ndo
compatibilidade dos polindmios interpoladores na aproximagdo por elementos finitos. Tal
travamento é definido por valores esptrios da deformagdo por cisalhamento quando a
relacdo h/L (altura da sec@o versus vao da viga) € muito pequena. Nesses casos a
deformacdo por cisalhamento deveria tornar-se desprezivel em relacio a rotagdo da secdo

plana, o que leva, para o caso limite, a expressdo da deformacdo por cisalhamento se
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anular, o que ndo acontece para esses elementos devido a ndo compatibilidade dos

polindmios.

Uma forma de evitar esse problema em elementos isoparamétricos € impor a este

um campo de deformagdo por cisalhamento obtido a partir de interpolagdo de pontos que

ndo apresentem problemas de travamento, conhecida na literatura por deformagdo por

cisalhamento assumida. Tais pontos podem ser obtidos comparando a deformagdo por

cisalhamento desses elementos com a de um elemento com compatibilidade nos

polindmios interpoladores.

A equacdo da deformacdo por cisalhamento ao longo do elemento isoparamétrico

linear da figura 3.11(a) é

2 2
Y& =D N'q'->Nq],
i=1 i=1

g7 o 4y g7 gy 6 .Gy
& g
Gy G 5
’Ib ’IL{ ’11{ ’11{ == ’Ib
(a) )]

Figura 3.11 — elemento de viga linear (a) e linear-quadrético (b)
onde ® =&, = B(l—f) %(1+ gf)} e x(&) = §§+&2x2. Logo,

W_ w 1
y&H=L"1 _~

gL o
57 2(1 &q, 2(1+(§)qz-

(3.128)

(3.129)

Para determinar os pontos sem travamento considere o elemento da figura 3.11(b)

com interpolagdo quadritica para translacdo e linear para rotacdo. A equagcdo da

deformacao por cisalhamento ao longo do elemento é dada por

1O =S N -3 N
onde @, :[%(f((f—l) %§(§+1) 1—{2]Logo,

1 1 1 1 1
7(§)=Z[((§—5)qf”—2(5613W+(§+5)q§}—5(l—§)qf’—5(1+(§)q§-

(3.130)

(3.131)
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Igualando os dois campos de deformagdo, expressao 3.129 e 3.131, tem-se

(a9 +4qy —2q;)5 =0. (3.132)

Se a variagdo do deslocamento transversal ao longo do elemento for constante
(g, =¢q, =q5 ) ou linear (g; =(q," +¢q,)/2) entdo q," +¢q, —2q; =0, e para qualquer
ponto avaliado no elemento a expressdo 3.132 é sempre verdadeira. Ou seja, as duas
formulacdes geram resultados idénticos, portanto, se uma € compativel a outra também
serd. Caso o deslocamento vertical ndo seja constante e nem linear entdo & =0 € a Unica
solucdo da equagdo 3.132, sendo assim apenas o ponto médio do elemento ndo sofrerd
problema de travamento, o que gera um campo de deformacdo por cisalhamento assumida

constante ao longo do elemento, ou seja,

2 " " 2 wo_ W 4 + 4
i=1 i=1

Escrevendo a expressao 3.133 na sua forma matricial, tem-se
&=, B B, k. (3.134)
T 1 T 1 [ u u w w 1 9 ]T
onde B, :Z[_l 1]. B, =§[—1 ~lea=lg ¢ 4" @ o 4.

Para o caso do elemento isoparamétrico quadratico da figura 3.12(a), a equagdo da

deformacao por cisalhamento é dada por

y§)=2 N'q' -2 Niq], (3.135)
1 , 1 L X +x
emque ®, =P, =[—§(§—1) 1-¢ —§(§+1)} e x(&) =—=&+—1—2 . Logo,
2 2 2 2
g 1w oy o
7€) = (6= Dai' =2643 +(E+ a3 =2 Nog! - (3.136)
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Para determinar os pontos sem travamento considere o elemento da figura 3.12(b)
com interpolacdo cubica para translacio e quadrdtica para rotagdo. A equacdo da

deformacao por cisalhamento ao longo do elemento é dada por
4 3

1= N'q' -3 Niq] . (3.137)
i=1 i=1

onde @, =[£(1-&L+8) (1+25)1-£%) 1EA+EHE+E) $EE* -D]. Logo,

Y& =G+E=387)q" +(2-26-657)q) + (G +E+EMqs -

3
-(-8£%)q; =) N/ . (3.138)
i=1
w w w w w w w
&' ] ) g1 444 p92 d'3
QT 2@- 3‘{; ) QT 7 T .:;T 7 'C_; f
Ci'f Q’g g3 & 4 93
Lz L L4 |, L L
/]L-' /]L-' 41; * 41,» 4 * 41.»

(2) (b)

Figura 3.12 — elemento de viga quadratico (a) e quadratico-cuibico (b)

Igualando os dois campos de deformagdo, expressao 3.136 e 3.138, tem-se
(¢ +2q; —+qy —$¢)1-35%)=0. (3.139)

Se a variacdo do deslocamento transversal ao longo do elemento for constante,
. 2. L w w 1 w 8 w __ ~ z
linear ou quadrética verifica-se que ¢, +2q, —3q; —5q, =0, e a expressdo 3.139 €
atendida para qualquer ponto avaliado no elemento. Sendo assim as duas formulagdes
geram resultados idénticos, logo se uma é compativel a outra também serd. Caso o

deslocamento vertical ndo seja constante, linear € nem quadratico, entdo & = i% sdo as

solucdes da equacdo 3.139. Portanto, os pontos & = -5 e &= % ndo sofrem problema de

travamento, o que gera um campo de deformacdo por cisalhamento assumida linear ao

longo do elemento,

Y& =2 N7, (3.140)
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onde N* :[%(a—f) %(a+§)} sdo as funcdes de interpolacdo lineares em relagdo
a a

aos pontos sem travamento, € ¥, sdo as deformagdes nestes pontos, ou seja,

=2 N E=—a)g - YN (G =-a)] e (3.141)

=2 NN E=a)g -3 N € =a) . (3.142)

Fazendo a = %, e substituindo as expressoes 3.141 e 3.142 em 3.140 chega-se a

expressao 3.143 para a deformacdo por cisalhamento assumida no elemento isoparamétrico

quadratico.
y& =" B Bk (3.143)
Na equacio anterior, B " =%[2§—1 —4¢ 26+1]e B, =é[3§—1 —4 -3&-1]e

u u u w w w T
a=l¢' ¢ @ @ @ @ ¢« & .
3.6 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Os elementos desenvolvidos neste trabalho foram  implementados
computacionalmente usando como base o programa FEMOOP, Finite Element Method
Object Oriented Program (Guimaraes, 1992). Esse programa originou-se de trabalhos
desenvolvidos no inicio da década de 90 na Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro (PUC-Rio) sob orientacio do professor Luiz Fernando Martha. Vérios
pesquisadores brasileiros tém utilizado, com sucesso, esse programa em trabalhos
desenvolvidos na area de andlise numérica de estruturas, como Parente Jr. (2000), Sousa Jr.
(2000), Caldas (2004), Muniz (2005) e Silva (2006).

Os codigos do programa FEMOOP utilizam a linguagem de programacdo C++
sendo estruturados dentro da 16gica de uma programacao orientada a objetos. Este modelo
de programagdo permite a implementacdo de novos elementos através da criacdo de novas

classes, sem a necessidade do conhecimento da estrutura global do programa, e podendo
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compartilhar com os outros elementos ja implementados todas as classes disponiveis nos
codigos existentes, como, por exemplo, a parte de resolucdo do sistema ndo linear de
equacoes.

A possibilidade de tratar modelos de elementos finitos com diferentes dimensdes de
uma forma genérica € citada por Martha e Parente Jr. (2002) como uma das caracteristicas
mais importante do programa FEMOOP. Isto € feito através das classes de modelo de
andlise e forma definidas no FEMOOP por cAnModel e cShape, respectivamente. Essas
classes sdo responsdveis por representar a parte do problema referente a equacdo
diferencial que governa o comportamento do elemento, bem como a geometria e critérios
de interpolacdo das varidveis. Na arquitetura do programa FEMOOP existem classes que
trabalham a nivel local e global. Por exemplo, a classe cCtrl trabalha a nivel global, sendo
seus algoritmos responsaveis pelo controle da andlise do problema, dizendo, por exemplo,
se serd feita uma andlise ndo linear, usando o método de Newton Rapshon com controle de
deslocamento (cPathDCM) ou com controle de carga (cPathNR), ou se serd feita uma
andlise linear (cCtriLinStat). Exemplos de arquivos neutros (Neutral File) de entrada e
saida de dados do programa podem ser encontrados em www.tecgraf.puc-rio.br/neutralfile.

Os elementos desenvolvidos neste trabalho foram implementados no FEMOOP
através da criacao de duas novas classes. A primeira delas € usada para definir o vetor de
forcas internas e a matriz de rigidez tangente do elemento, sendo vinculada a classe mae de
todos os elementos, definida no FEMOOP como cElement. Da condi¢do de heranga entre
as classes esta nova classe implementada herda da mae as suas fungdes, como, por
exemplo, a funcdo que obtém os deslocamentos nodais do elemento fazendo a ligagcdo entre
o indice local do grau de liberdade do elemento com o respectivo indice global (fungdo
GetDisplacement no FEMOOP). A segunda € usada para definir o tipo de elemento usado,
a quantidade e quais dos seis graus de liberdade por né pré-definidos pelo FEMOOP serao

usados na analise.

3.7 - EXEMPLOS NUMERICOS

Os trés elementos de interface e seus respectivos elementos de vigas de
Timoshenko implementados neste capitulo, mais dois elementos obtidos usando a técnica
de deformacgdo por cisalhamento assumida descrita no item 3.5 deste capitulo, e os dois
elementos de interface e seus respectivos elementos de viga de EB implementados em

Silva (2006), s@o usados nas andlises numéricas dos exemplos avaliados neste item.
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O primeiro exemplo compara os resultados numéricos obtidos pelos elementos
implementados neste capitulo com resultados analiticos considerando a teoria de viga de
EB (Girhammar e Gopu, 1993) e utilizando uma andlise bidimensional considerando
estado plano de tensdes (Xu e Wu, 2007).

O segundo exemplo avalia os elementos implementados sob condi¢des favordveis a
provocar efeito de travamento tanto em relacdo ao deslizamento quanto em relagdo ao
cisalhamento.

O terceiro exemplo tem como objetivo verificar a potencialidade dos elementos
implementados neste trabalho em simular tanto os deslocamentos relativos longitudinais
(deslizamento) quanto os deslocamentos relativos verticais (separacao vertical) na interface

de contato.
3.7.1 - Exemplo 1

A viga mista simplesmente apoiada e uniformemente carregada da figura 3.13 €
avaliada nesse exemplo de forma numérica e analitica utilizando as formulac¢des
desenvolvidas neste capitulo. Sua secdo transversal tem forma de T, sendo composta por
uma mesa de concreto ligada por meio de conectores mecanicos a uma alma de madeira.
Como as respostas numéricas obtidas pelos elementos implementados sao avaliadas usando
solugdes analiticas, uma andlise linear foi considerada.

O médulo de deformagdo axial e o coeficiente de Poisson dos materiais concreto e

madeira sdo, respectivamente, £ =12000MPa, v.=0.2, E , =8000MPa ¢ v ,=03. A
conexdo deformavel tem uma rigidez longitudinal dada por Eg =50MPa, permitindo

assim um deslizamento na interface de contato. Na andlise analitica € desprezada a

possibilidade de separacdo vertical na interface, sendo considerada dessa forma uma

rigidez muito grande na diregdo vertical (Eg = 10° MPa ) para a anélise numérica.

1 EN/m : 0.30 , )
N S Y O P joos
concreto
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n
"
4
b
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Figura 3.13 — Viga mista concreto-madeira bi-apoiada (dimensdes em m)
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Os resultados numéricos foram obtidos para diferentes valores da relagdo
comprimento do vao versus altura da secdo (L/h). Para o médulo de deformagdo por

E
2(1+v)

cisalhamento foi usado a relacio G = , sendo necessaria no caso dos elementos

baseados na teoria de viga de Timoshenko. Na andlise numérica considerando os
elementos implementados neste trabalho e em Silva (2006) foi utilizada uma malha de
discretizagdo com quatro elementos de mesmo tamanho. As tabelas 3.2 a 3.5 apresentam os
resultados numéricos e analiticos para o deslocamento transversal mdximo da viga mista da

figura 3.13.

Tabela 3.2 — Deslocamento vertical no meio do vao para solu¢des analiticas (mm)

L/h 20 10 5 4
2D-exata 7.6204 0.7315 0.0700 0.0318
EB-exata 7.5599 0.7172 0.0665 0.0296

Na Tabela 3.2, 2D-exata é a solu¢do analitica obtida por Xu e Wu (2007)
considerando uma andlise bidimensional com um modelo de tensdes planas e
aproximacodes por série de Fourier para satisfazer a equagdo diferencial do problema e suas
condicdes de contorno. J4 EB-exata representa uma solu¢do analitica obtida por
Girhammar e Gopu (1993) usando a teoria de vigas de Euler-Bernoulli.

A Tabela 3.3 apresenta os resultados numéricos para o deslocamento no meio do
vao da viga mista obtidos pelos elementos IELC e IEQC desenvolvidos por Silva (2006).
Esses elementos sdo baseados na teoria de viga de EB e utilizam polindmios cuibicos para
interpolacdo dos deslocamentos transversais e rotagdes, e lineares (para o elemento IELC)
ou quadriticos (para o elemento IEQC) para interpolacdo dos deslocamentos axiais.
Observa-se da tabela que os dois elementos fornecem resultados bastante proximos entre si
e em relacdo a solugdo analitica da tabela 3.2 considerando a teoria de viga de EB. Como
serd visto no exemplo seguinte o elemento IEQC torna-se interessante em relagdo ao
elemento IELC quando h4 uma possibilidade de um travamento por deslizamento, ou seja,

arigidez longitudinal da conexdo for muito grande.

Tabela 3.3 — Deslocamento vertical no meio do vao para teoria de EB (mm)

L/h 20 10 5 4
IELC 7.3952 0.7114 0.0665 0.0295
IEQC 7.5590 0.7169 0.0665 0.0296
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A tabela 3.4 apresenta os resultados numéricos para o deslocamento no meio do vao
da viga mista da figura 3.12 obtidos usando os elementos implementados neste capitulo.

Comparando os resultados numéricos da tabela 3.4 com a solucdo analitica da
tabela 3.2 observa-se que o elemento ITL apresenta valores muito discrepantes. J4 o
elemento ITL* apresenta valores numéricos razoaveis. O elemento ITL* se diferencia do
elemento ITL apenas na interpolacido das deformacdes por cisalhamento, pois no elemento
ITL* € usada a técnica de deformacdo por cisalhamento assumida. Pode-se concluir que o
elemento ITL sofre travamento por cisalhamento.

A tabela 3.5 apresenta os erros relativos para os dois melhores elementos

considerando a teoria de viga de EB e de Timoshenko. O erro relativo 77 da tabela 3.5 é

obtido da comparag@o da solugao numérica (w,, ) com a solug@o analitica (w,,,,, ) de Xu e

exata

Wu (2007), ou seja,

Tabela 3.4 — Deslocamento vertical no meio do vao para teoria de Timoshenko (mm)

L/h 20 10 5 4

ITL 0.3078 0.0725 0.0157 0.0092
ITL* 7.2959 0.6982 0.0651 0.0291
ITLQ 7.2960 0.6986 0.0651 0.0291
ITQ 7.4564 0.7083 0.0666 0.0299
ITQ* 7.5804 0.7223 0.0678 0.0304

* indica que foi empregada a técnica de deformagdo por cortante imposta

Wef - Wexata
n=——100%. (3.144)
w

exata

Como esperado, a solucio exata de EB converge para solugdo analitica de Xu e Wu
para valores crescentes de L/h. Ou seja, o erro relativo varia de aproximadamente 7%
quando L/h = 4 para 0.8% quando L/h = 20. Outra constatacdo € o aumento da diferenca na
qualidade da resposta usando as diferentes teorias com a diminui¢do da relagdo L/h, ou
seja, a diferenca entre o erro relativo das duas teorias varia de aproximadamente 0.3%

quando L/h = 20 para 2.5% quando L/h = 4.

Tabela 3.5 — Erro 77 (%) para os melhores elementos da teoria de EB e Timoshenko

L/h 20 10 5 4
IEQC -0.806 -1.996 -5.000 -6.918
ITQ* -0.525 -1.258 -3.143 -4.403
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3.7.2 — Exemplo 2

Problemas de vigas formadas por dois membros com conexdo deformavel
submetida a uma andlise de viga de Timoshenko estdo sujeita a diferentes tipos de locking
(travamento). Estes travamentos sdo devidos a incompatibilidade dos polindmios
interpoladores dos deslocamentos que geram, em situacdes particulares, erros numéricos na
avaliacdo da deformacdo axial (travamento devido a excentricidade), na deformacao
transversal (travamento por cisalhamento), e no deslocamento relativo longitudinal na
interface entre os diferentes membros (travamento por deslizamento).

Para avaliar o comportamento dos diferentes elementos implementados neste
trabalho em relagdo ao efeito de travamento por deslizamento e cisalhamento, a viga mista
biapoiada, com carga concentrada no meio do vao e 20m de comprimento (Figura 3.14),

foi avaliada numericamente com esses elementos para um valor muito grande do médulo

de deformacio por cisalhamento (G =10"kPa), para os elementos baseados na teoria de
viga de Timoshenko. Embora fisicamente impossivel, uma vez que o moddulo de
deformacdo por cisalhamento estd associado ao mddulo de deformacdo axial (E), esse
artificio pode ser usado para simular uma alta relacio L/h da viga que resultaria em

aw _
dx

6 provocando um possivel travamento por cisalhamento.

A resposta analitica para o problema da figura 3.14 considerando a teoria de viga de
EB pode ser obtida usando as equacdes diferenciais definidas no item 3.2.1 deste trabalho
ou da equacdo diferencial de Newmark (Newmark e al, 1951). Devido a alta rigidez da
deformacdo por cisalhamento adotada, a solucdo analitica para a teoria de viga de

Timoshenko converge para a obtida pela teoria de EB.

= 20m

T T — -
1 = 1 a5

Figura 3.14 - Viga mista aco-concreto e se¢do transversal (cotas em cm)
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A equacio diferencial de Newmark é dada por:

gtiye——d g M (3.145)

- (EI)free (EI)full

x

onde ¥ =-w'" € a curvatura da viga mista em uma sec¢do analisada, e o parametro alL

define o nivel da interagdo parcial longitudinal, sendo

5 K(EI) 4y

e e (3.146)
(EA)'(EI),

Devido a simetria do problema da viga mista da figura 3.14 a equacgao diferencial
3.145 pode ser aplicada a metade da viga, tomando g = 0 e condi¢des de contorno devido a
um apoio simples e um engaste com translagcdo vertical livre.

Na expressao 3.146, K ¢ a rigidez longitudinal da conexdo deformdvel (na

formulagdo numérica do item 3.3.3 K ¢ representado por E ) e (EI),, ¢ a rigidez da

secdo mista considerando interacdo total na interface dada por
(ED) ;= (ED),, + h* (EA)", (3.147)

onde & € a distincia entre os centrdides e (EI),, € a soma das rigidezes a flexdo das

secdes inferior e superior

(EI),-W =EIl +E]I,,e (3.148)
; EAE A
(EA)" = —1+ 1722 (3.149)
E A +EA,

Nas expressoes 3.148 e 3.149, E, I e A, sdo, respectivamente, os modulos de deformacao
axial, momento de inércia em reacdo ao centréide da secdo e drea das se¢des acima e

abaixo da interface de contato.
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O exemplo foi verificado para os parametros de rigidez longitudinal aL =1 e
al =100, e uma malha formada por quatro elementos iguais. A secdo transversal da viga
mista € composta por uma viga de concreto de secdo retangular e um perfil de aco de secao
I. Os médulos de deformagdo axial dos materiais aco e concreto sdo, respectivamente,

E_=210000MPa ¢ E.=32400MPa.

A rigidez da conexdo pode ser obtida através do pardmetro alL dado e as
propriedades fisicas e geométricas das secOes acima e abaixo da interface de contato
definidas nas expressdes 3.146 a 3.149. O objetivo da avaliagdo da viga mista para uma
alta rigidez longitudinal da conexao (aL =100) é simular um problema de interacdo
longitudinal onde o deslizamento na interface de contato entre os diferentes membros é
muito pequeno, o que pode provocar em determinados elementos um erro na sua avaliagio
numérica (travamento por deslizamento).

Na anélise analitica é desprezada a possibilidade de separacao vertical na interface,
sendo assim, é considerada na andlise numérica uma rigidez muito grande na dire¢do
vertical (E, =10"MPa).

Os graficos da figura 3.15 mostram os resultados numéricos para a variagdo do
deslizamento, deslocamento vertical e curvatura, ao longo do eixo da viga bi-apoiada
obtidos para os diferentes elementos implementados e para uma rigidez longitudinal da
conexao baixa (aL =1). Os valores numéricos sdo normalizados em relagdo aos valores

maximos obtidos pela solucdo analitica mostrada na tabela 3.6.
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Figura 3.15 — Variacao do deslizamento (a), deslocamento vertical (b) e curvatura (c) ao
longo do vao da viga mista (aL =1)
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Os resultados da figura 3.15 mostram uma boa aproximacdo para os diferentes
elementos implementados, exceto em relagdo ao elemento ITL. Sendo o elemento ITL
praticamente igual ao elemento ITL* diferenciando apenas na interpolacdo das
deformacdes por cisalhamento, onde no elemento ITL* € usada a técnica de deformagao
assumida descrita no item 3.5 deste capitulo, verifica-se devido aos resultados discrepantes
para o elemento ITL e razodveis para o elemento ITL* que o elemento ITL sofre o
problema de travamento por cisalhamento. Pode-se verificar nos graficos da figura 3.15
uma melhor aproximacao para os elementos com polindmios interpoladores de maior grau,
o que era esperado.

Observa-se na figura 3.15 que apesar do elemento ITQ apresentar respostas
razodaveis, quando comparadas ao caso de rigidez elevada (figura 3.16), o elemento ITQ*
apresenta respostas melhores. Como os dois elementos t€m as mesmas fungdes
interpoladoras, exceto para a deformacao por cisalhamento que no caso do elemento ITQ*
€ usada a técnica de deformacao por cisalhamento assumida, essa melhor resposta pode ser

atribuida a um leve travamento por cisalhamento no elemento ITQ.

Tabela 3.6 — Valores maximos para solugdo analitica da viga mista da figura 3.14

aL =1 aL =100
Deslizamento méaximo (s, ) (mm) 1.6617 0.0015
flecha maxima (w,__ ) (mm) 25.00 9.707
Curvatura maxima ( ¢, ) (mm™) 0.7511 0.2798

Os graficos da figura 3.16 mostram os resultados numéricos para a variacdo ao
longo do vao da viga mista do deslizamento, deslocamento vertical e curvatura, obtidos
para os diferentes elementos implementados para uma rigidez longitudinal da conexdo alta
(aL=100). Assim como nos graficos da figura 3.15, os valores numéricos sao

normalizados em relac@o aos valores maximos obtidos pela solucdo analitica mostrado na

tabela 3.6.
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Devido aos polindmios interpoladores dos deslocamentos adotados para o elemento
IELC (ver exemplo anterior) verifica-se uma incompatibilidade nos diferentes termos da
equagao do deslizamento (equacdo 3.1), o que ndo € verificado para o elemento IEQC.
Essa incompatibilidade se deve a combinagdo de termos dados por polindmios de
diferentes graus. Nesses casos problemas com alta rigidez da conexdo geram erros
numéricos ja que os diferentes termos da equagdo do deslizamento ndo se anulam devido a
esta incompatibilidade. Esse travamento por deslizamento € verificado na figura 3.16(a)
para o elemento IELC, enquanto que o elemento IEQC apresenta resultados muito
proximos dos esperados.

O elemento ITQ ndo possui incompatibilidade dos polindmios em relagdo ao
deslizamento, no entanto a incompatibilidade dos polindmios em relacdo ao cisalhamento
daw
dx

provoca pequenas diferencas em e 6, ndo suficientes para provocarem valores

espurios quando atuam sozinhas, como é verificado nos grificos da figura 3.15, mas
associado a uma alta rigidez da conexdo geram resultado discrepantes daqueles esperados
para o deslizamento na interface. Tal problema pode ser evitado usando a técnica de
deformacdo assumida descrita no item 3.5 deste capitulo, como é observado através dos
resultados obtido pelo elemento ITQ*.

A tabela 3.7 mostra os valores maximos para o deslizamento, deslocamento vertical
e curvatura da viga mista da figura 3.14 obtidos através de uma andlise numérica usando os

diferentes elementos implementados neste trabalho.

Tabela 3.7 — Valores maximos para solu¢do numérica da viga mista da figura 3.14

ol =1 oL =100

Spee (MM) W (mm) g (m') s (mm) w, (mm) g, (m")

max max max max

ITL  2904x10° 4.347x107° -4.347x107"" 5.715x107° 4.348x107° -4.347x107"°

ITL* 1.6695 23.492 -5.6457 0.001266 9.0993 -0.20699
ITLQ 1.6695 23.492 -5.6457 0.001266 9.0993 -0.20699

ITQ 1.6698 23.494 -5.6463 0.007037 9.1499 -0.20815
ITQ* 1.6617 25.001 -7.5576 0.001397 9.7063 -0.27675
IELC 1.6614 24.999 -7.5569 0.002103 9.1285 -0.21254
IEQC 1.6617 25.001 -7.5576 0.001397 9.7063 -0.27675
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3.7.3 — Exemplo 3

A viga mista da figura 3.17 foi avaliada por Ranzi et al. (2006) com o objetivo de
analisar seu comportamento para diferentes valores da rigidez normal na interface de
contato entre os dois membros, ou seja, 0s casos em que a separacao vertical ndo é
desprezada. O mesmo serd feito neste exemplo usando os elementos de interface
implementados, verificando sua potencialidade em simular tanto os deslizamentos
longitudinais quanto a separagdo vertical na interface de contato.

A viga estd sujeita a uma carga concentrada, no meio do vdao de 10m de
comprimento, aplicada na sec¢do abaixo da interface entre a laje de concreto e o perfil de
aco. Este caso pode ser verificado na prética de estruturas mistas quando se tem uma viga
apoiada na parte inferior de outra. A secdo transversal é formada por uma laje de concreto
de sec¢do retangular (2300x200(mm)) e um perfil de agco com dimensdes da mesa superior,
inferior e alma dadas por, respectivamente, 300x20(mm), 1550% 15(mm) e 450x30(mm).

E adotado um médulo de deformagio axial de 210000MPa para o aco e 32400MPa para o

concreto.
secdo transversal (cotas em mm)
¥ 2300 4.,
L g0, | 120 g z0000mpa
15 1550 Ec = 3240001FPa
5 Sm J, 147KN w77 —e—=2
430

Figura 3.17 — Viga mista e secao transversal

A relacdo forca horizontal por unidade de comprimento versus deslocamento
relativo horizontal para a conexdo deformével da viga mista é definida de acordo com o
item 3.4.2 deste capitulo, sendo permitido uma funcao diferencidvel qualquer definida em
faixas de deslizamento, com continuidade na transi¢do entre as faixas. Da mesma forma
pode-se definir a relacdo forga vertical por unidade de comprimento versus deslocamento
relativo vertical. Uma relacdo bi-linear, como mostra a figura 3.18, para a rigidez normal
no vinculo de interface entre os dois membros da viga mista foi adotada no trabalho de
Ranzi et al. (2006). Com o objetivo de validar os elementos de interface implementado em

Silva (2006) e neste capitulo usando os resultados obtidos por Ranzi et al. (2006), essa
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mesma relagdo bi-linear é adotada para simular o comportamento deformdvel na direcdo

vertical.

Na figura 3.18, s, indica o deslocamento relativo vertical do elemento de interface,
sendo que s, positivo indica uma separagdo entre os materiais € s, negativo indica um
contato (uma possivel penetracdo) entre os materiais. N, representa a forca normal na
interface por unidade de comprimento. A rigidez normal na conexdo (E) ) € dividida na

figura 3.18 em uma rigidez K; quando hd uma separacao vertical entre os materiais, € uma
rigidez K, quando h4 uma possibilidade de penetracdo entre os materiais.

O problema de contato serd considerado de forma simplificada, evitando a
penetracdo entre os materiais através de uma rigidez normal K, numericamente muito alta
(penalidade). J4 para a rigidez normal K, foram feitas diversas andlises, adotando valores

proporcionais a rigidez longitudinal Es,,’ ou seja, K, :Es,,’ K, =5Esh, K, =10Esh,

K, =100E, e K, =1000E,, .

7

.

L

1
Figura 3.18 — Modelo constitutivo bi-linear para a conexao normal na interface

O exemplo da figura 3.17 foi analisado considerando para a rigidez longitudinal os

pardmetros aL =1 e aL=10. O valor numérico da rigidez longitudinal E; para esses

dois pardmetros de rigidez podem ser obtidos das expressdes 3.146 a 3.149 definidas no
segundo exemplo deste capitulo, considerando as propriedades geométricas da secdo
transversal e as propriedades fisicas dos materiais.

Os graficos da figura 3.19 mostram os resultados obtidos para os deslocamentos
verticais, deslizamento e curvatura para os dois casos de rigidez longitudinal.

Nesses gréficos estdo apresentados resultados obtidos pelo autor, usando os
elementos de interface baseado na teoria de viga de EB e de Timoshenko, e por Ranzi et al.

(2006), que usa um elemento finito de viga de EB com 14 graus de liberdade, sendo
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adotados polindmios cubico (deslocamento transversal) e quadratico (deslocamento axial)
para as funcdes de forma do elemento.

Neste exemplo foi usado o elemento IEQC (Silva, 2006) com interpolacio
quadratica para os deslocamentos axiais e cubica para os deslocamentos transversais e
rotacdes, o elemento ITQ, com interpolacdo quadritica para os deslocamentos axiais,
transversais e rotagdes, e o elemento ITLQ, com interpolacdo linear para os deslocamentos
axiais e rotagdes e quadratica para os deslocamentos transversais.

Na andlise numérica usando os elementos implementados neste trabalho e em Silva
(2006) foi utilizada uma malha de 32 elementos e o método de Newton-Raphson para
solucdo do problema nao linear. A nido linearidade do problema se deve a relacdo bi-linear
adotada para a rigidez vertical da conexao, como mostrada na figura 3.18. Ja a solucdo
numérica obtida por Ranzi et al. (2006) utiliza uma técnica iterativa que parte de uma
malha de elementos finitos inicial e verifica, através de uma andlise linear, os pontos onde
hd uma inversdo dos deslocamentos relativos verticais. Esses pontos sdo inseridos na
malha de elementos finitos atribuindo aos novos elementos uma rigidez vertical compativel
com os deslocamentos relativos obtidos na iteragdo anterior. Esse processo € repetido até
que a norma euclidiana dos ajustes entre os nds inseridos seja menor que uma tolerancia
estipulada.

Nos gréficos da figura 3.19 o eixo horizontal representa a relagdo entre a rigidez

vertical (K) e a rigidez longitudinal (Ej ). O eixo vertical representa uma diferenga entre o

deslocamento vertical no meio do vao do elemento de topo (secdo de concreto) (w) com o

mesmo valor obtido considerando uma interagdo total na dire¢do vertical da conexdo (w, )

(figura 3.19(a) e 3.19(b)). Para a figura 3.19(c) e 3.19(d), o eixo vertical representa a

diferenca entre a curvatura no meio do vao do elemento de topo (¥ ) com o mesmo valor
obtido considerando uma interag¢do total na dire¢do vertical da conexdo (¥, ). Ja para a
figura 3.19(e) e 3.19(f), o eixo vertical representa o deslizamento (s, ) na extremidade do
vao adimensionalizado em relacdo ao deslocamento vertical do meio do vao (w,) do

elemento de topo, obtido considerando uma interacao total na direcdo vertical da conexao.
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Figura 3.19 — Variacao do deslocamento vertical (a), curvatura (b) e deslizamento (c) na
viga mista em relacao a rigidez vertical na conexao.

Observa-se dos gréficos da figura 3.19 que a diferenca entre o deslocamento

transversal considerando uma possibilidade de separacdo vertical na interface de contato e

desconsiderando esta possibilidade, é da ordem de 3,5% para o caso de rigidez vertical

igual a rigidez longitudinal. Esse valor é maior ainda para o caso de avaliagdo da curvatura,
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Figura 3.20 — Variacdo da curvatura (a e b) e separacao vertical (c e d) ao longo da viga

mista (aL =1)

chegando a um valor aproximado de 19%. Esse valor significativo para a curvatura, que

estd diretamente relacionado ao momento resistente da se¢cdo, motiva uma investigacao do

nivel de rigidez vertical garantida pelos conectores mecanicos mais utilizados na pratica da

construgao civil.

Do gréfico da figura 3.19(e) e 3.19(f) verifica-se que o deslocamento relativo

horizontal (deslizamento) ndo sofre influéncia do nivel de rigidez da conexdo vertical,

verificado no gréfico através de suas curvas constantes.

Pode ser observado dos graficos da figura 3.19 que os resultados numéricos obtidos

pelo elemento de interface implementado em Silva (2006) sdo praticamente coincidentes

com os resultados numéricos obtidos pela formulacao desenvolvida por Ranzi et al. (2006).

Ja os elementos implementados neste capitulo sdo baseados na teoria de viga de
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Timoshenko e por isso ndo sdo comparados com os anteriores, que sdo baseados na teoria
de viga de EB. No entanto, observa-se que os resultados entre os dois diferentes elementos
de interface implementados neste trabalho sdo muito préximos entre si, € semelhante aos
obtidos considerando a andlise de viga de EB.

Os gréficos da figura 3.20 e 3.21 mostram as variacdes ao longo da viga mista da
curvatura e da separacdo vertical para os dois casos de rigidez longitudinal da conexao
deformavel avaliada, aL =1 (figura 3.20) e aL =10 (figura 3.21), e dois diferentes niveis
da rigidez vertical da conexao dada como uma propor¢ao da rigidez longitudinal.

Nestes graficos estdo apresentados resultados obtidos pelo autor, usando os
elementos de interface baseado na teoria de viga de EB e de Timoshenko, e por Ranzi et al.
(2006). Os mesmos elementos descritos anteriormente sao analisados nestes graficos.

Nos graficos da figura 3.20 e 3.21, o eixo horizontal representa uma variacdo ao

longo do eixo da viga mista. No eixo vertical, ¥ representa a curvatura do elemento de
topo, ¥, representa a curvatura do meio do vao do elemento de topo obtida considerando
interacdo total na conexdo vertical da interface de contato, s, representa a separagdo
vertical na interface de contato, e w, o deslocamento vertical do meio do vao do elemento

de topo obtido considerando interagdo total na conexao vertical da interface de contato.

Os gréficos da figura 3.20(a), 3.20(c), 3.21(a) e 3.21(c) mostram, mais uma vez,
que os resultados numéricos obtidos pelo elemento de interface implementado em Silva
(2006) sao praticamente coincidentes com os resultados numéricos obtidos pela
formulacio desenvolvida por Ranzi et al. (2006). Ja os graficos da figura 3.20(b), 3.20(d),
3.21(b) e 3.21(d) sdo respectivamente equivalentes aos gréaficos da figura 3.20(a), 3.20(c),
3.21(a) e 3.21(c), considerando na andlise numérica a teoria de viga de Timoshenko.
Observa-se que os resultados entre os dois diferentes elementos de interface
implementados neste capitulo sdo muito proximos entre si, € semelhante aos obtidos
considerando a andlise de viga de EB.

Devido a carga concentrada no meio do vao do elemento abaixo da interface de
contato (sec¢do de aco), acontece uma separacao vertical entre os membros, tendo seu valor
maximo no meio do vao e diminuindo ao aproximar-se das extremidades, onde o problema
passa a ser de contato. Esse comportamento é bem simulado pelos elementos
implementados em Silva (2006), Ranzi et al. (2006) e os elementos implementados neste
capitulo, como pode ser observado nos graficos da figura 3.20(c), 3.20(d), 3.21(c) e

3.21(d). Observa-se também que a distribui¢do da separagdo vertical ao longo do vao da
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viga mista € tdo mais concentrada no meio do vdo quanto maior for a rigidez vertical na

7z

conexdo, o que ¢é esperado.

O ponto de transi¢do entre separacdo vertical e contato

coincide com o ponto de mudanca de curvatura provocando pequenos momentos negativos

proximos aos apoios da viga mista como pode ser observado no grafico da figura 3.21(a).
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Figura 3.21 — Variacao da curvatura (a e b) e separacao vertical(c e d) ao longo da viga

mista (aL =10)

3.8 - RESUMO E CONCLUSOES

Neste capitulo foi proposta uma familia de elementos de interface que, associados

aos respectivos elementos de viga, simulam o comportamento de vigas formadas por dois

membros com conexdo deformdvel, considerando a deformacgdo por cisalhamento e uma

possivel separacdo vertical na interface de contato entre os dois membros. Os elementos
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implementados neste trabalho sdo testados e comparados com solucdes analiticas
considerando a teoria de viga de Euler-Bernoulli (EB) e, de forma mais precisa, por uma
andlise bi-dimensional considerando estado plano de tensdes (Girhammar e Gopu, 1993,
Xu e Wu, 2007).

A maioria dos trabalhos encontrados sobre vigas mistas com interacdo parcial
utiliza a teoria de viga de EB na formulacdo dos elementos finitos. No entanto, para
problemas com uma baixa relacdo vao da viga versus altura da sec@o, ou com esforgcos de
cisalhamento predominantes, as consideragdes da teoria de viga de EB podem causar erros
significativos. Nesses casos a teoria de viga de Timoshenko produz resultados mais
proximos da realidade como foi verificado no primeiro exemplo deste capitulo.

Problemas de travamento por cisalhamento ou deslizamento sdo comuns em anélise
numérica de vigas formadas por dois membros com conexdao deformdvel. Tais erros
numéricos podem acontecer devido a uma rigidez elevada na conexado longitudinal, devido
a uma deformacgdo por cisalhamento muito pequena, ou uma combinacdo destes. Os
diferentes elementos implementados neste capitulo foram avaliados em condigdes
propicias ao surgimento desses problemas numéricos.

O problema da andlise numérica usando a teoria de viga de Timoshenko estd na
definicdo das fung¢des interpoladoras dos deslocamentos do elemento. Para casos onde a
deformacgdo por cisalhamento ndo € significativa, ou seja, a rotagdo da se¢do é muito
proxima da derivada do deslocamento transversal, uma nao compatibilidade dos
polindmios interpoladores destes deslocamentos pode causar erros grandes na andlise
numérica, como foi verificado para o elemento isoparamétrico linear de Timoshenko
(ITL). A técnica de deformagdo por cisalhamento assumida mostrou-se eficiente na
eliminacdo de problemas de travamento por cisalhamento em elementos isoparamétricos.

Pode-se concluir que o elemento isoparamétrico quadratico com deformacgao por
cisalhamento assumida (ITQ*) fornece as melhores andlises numéricas considerando
possiveis travamentos em relacdo ao cisalhamento ou deslizamento. O elemento
isoparamétrico quadratico (ITQ) ndo apresenta problema de travamento por cisalhamento
significativo em situacdes de baixa rigidez da conexdo da interface. No entanto, resultados
discrepantes daqueles esperados para o deslizamento na interface sdo observados quando
esse efeito estd associado a uma alta rigidez da conexao.

Os elementos de interface implementados foram utilizados na simulagdo numérica
de uma viga mista simplesmente apoiada com carga concentrada aplicada no meio do vao e

no elemento abaixo da interface de conexdo, com o objetivo de verificar a capacidade
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destes elementos em simular, além do deslocamento relativo horizontal, um deslocamento
relativo vertical. Esse tipo de problema pode ser encontrado na prética da construgdo civil
em vigas mistas de ago-concreto que suportam vigas secunddrias ligadas a se¢do de aco.
Diferentes combinagdes de rigidez foram consideradas para conexao deformdvel. Uma lei
constitutiva baseada em uma curva bi-linear foi utilizada para representar a relacio forca
vertical por unidade de comprimento versus deslocamento relativo vertical, sendo
considerada uma rigidez muito grande quando o deslocamento relativo vertical for
negativo (tentativa de penetrac@o entre os materiais).

Os resultados mostram uma boa capacidade dos elementos de interface avaliados
em representar a variacdo, ao longo da viga mista, da curvatura e da separagdo vertical na
conexdo. Valores maximos para o deslocamento transversal, deslizamento longitudinal na
conexdo e curvatura, foram avaliados para diferentes valores da rigidez vertical na
conexdo. Desta avaliagdo observou-se que o deslizamento longitudinal ndo sofre influéncia
da rigidez vertical da conexdo, ja o deslocamento vertical e a curvatura no elemento de
topo sofrem esta influéncia, sendo mais significativa neste dltimo. Por esta razdo, mais
trabalhos experimentais e numéricos sao necessarios na avaliacido dos efeitos da interacdo
parcial transversal na distribuicdo dos esforcos internos em sistemas estruturais mistos,
principalmente em sistema estruturais complexos com tipologias diversas.

Os elementos foram implementados considerando a ndo linearidade fisica. A
extensdo das formulacdes para uma andlise ndo linear geométrica pode ser feita sem

grandes alteracoes.
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CAPITULO 4

VIGAS MISTAS COM MULTIPLAS CAMADAS

Neste capitulo é apresentada uma extensdo da equagdo diferencial de Newmark
para simular problemas particulares de vigas mistas com um nimero qualquer de interfaces
de deslizamento. Também € verificada a capacidade do elemento de interface em avaliar
numericamente problemas de vigas mistas com multiplas camadas. Nos exemplos serdao
comparadas solugcdes analiticas de problemas de vigas mistas considerando mais de um
plano de deslizamento com solu¢des numéricas usando os elementos de interface

implementados neste trabalho.
4.1 - INTRODUCAO

O problema de elementos mistos com multiplas camadas, ou seja, mais de um
plano de deslizamento longitudinal, € relevante em engenharia. Por exemplo, na prética da
construcdo civil, elementos estruturais envolvendo mais de um plano de deslizamento
longitudinal podem ser encontrados em vigas de madeira formadas por chapas pregadas ou
coladas, vigas mistas formadas por uma laje de concreto, um perfil metdlico do tipo I e
uma chapa de aco ligada a mesa inferior do perfil 1, e vigas sanduiches formadas por uma
secdo de concreto entre duas chapas de aco. No entanto, o problema mais comum
encontrado no dia a dia de um engenheiro civil é o caso de uma laje de concreto ligada por
meio de conectores a uma viga de ago, ou seja, duas camadas e um plano de deslizamento.
Assim a maioria das pesquisas sobre o assunto refere-se ao problema de vigas com

interagdo parcial longitudinal e um plano de deslizamento.
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Uma revisdo bibliografica de trabalhos relevantes sobre vigas mistas com interacao
parcial considerando multiplas camadas foi feita no item 2.3 do capitulo 2. Dentre esses
trabalhos pode-se destacar o trabalho de Goodman e Popov (1968), onde foi usado o
modelo de Newmark modificado para analisar problemas de vigas simplesmente apoiadas
formada por trés chapas de madeira conectadas (dois planos de deslizamento) por meio
mecanico com secdes transversais retangulares e iguais. Outro trabalho considerando
solucdo analitica para vigas com multiplas camadas foi desenvolvido por Ranzi (2008),
que propde um modelo linear genérico usando a teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Em sua
formulacao forte, o autor define um conjunto de equacdes diferenciais que governam o
problema envolvendo condicdes de contorno, deslocamentos longitudinais e transversais e
suas respectivas derivadas.

Em relacdo a andlise numérica, Heinisuo (1988) propds uma formulacdo de
elemento finito para trés e cinco membros conectados com algumas limitagdes na forma e
propriedades da secdo transversal. Baseado na teoria de viga de Euler-Bernoulli, Ranzi
(2008) desenvolveu uma formulacdo de elementos finitos considerando diferentes
esquemas de interpolagdo e um nimero qualquer de camadas para a se¢ao. Problemas de
travamento devido a curvatura foram investigados verificando que hd uma necessidade de
interpolacdo quadrdtica para os deslocamentos axiais, considerando uma interpolagdo
cubica para os deslocamentos transversais, para evitar o efeito de travamento devido a
curvatura.

Este capitulo consiste no desenvolvimento de uma extensdo da equacao diferencial
de Newmark (Newmark et al., 1951), que simula o problema de vigas mistas com dois
membros ligados por uma conexao deformavel longitudinal, para simular o problema de
vigas mistas particulares com um numero qualquer de interfaces de deslizamento
longitudinal (multiplas camadas). A verificacao da capacidade do elemento de interface
implementado em Silva (2006) e no capitulo 3 deste trabalho em simular o problema de
viga mista com multiplas camadas € avaliada comparando as solugdes numéricas, obtidas
por estes elementos, com as respectivas solucdes analiticas, obtidas usando a formulagao
desenvolvida.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. No item 4.2 € apresentada uma
deducdo para a extensdo da equacao diferencial de Newmark para andlise de vigas mistas
com n interface de deslizamentos longitudinais. Nos itens seguintes, ¢ demonstrada a
técnica de solugdo das equagdes dos deslizamentos para uma viga simplesmente apoiada e

uniformemente carregada paran = 1, n =2 e n = 3 planos de deslizamento. No item 4.6,
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sdo apresentadas comparagdes entre as solugdes exatas e numéricas para os exemplos

analisados. E, por dltimo, no item 4.7, é apresentado um resumo e conclusdes deste

capitulo.

4.2 - EQUACAO DIFERENCIAL DE NEWMARK PARA n INTERFACES DE
DESLIZAMENTO

Ranzi (2008), usando o Principio dos Trabalhos Virtuais, desenvolveu uma
formulacdo analitica para vigas mistas com n camadas chegando a equagdes diferenciais
em termos dos deslocamentos axiais, transversais e dos deslizamentos. Essa formulagdo é
resumidamente apresentada a seguir com simplificagdes em termos de carregamento
externo e considerando n interfaces.

A figura 4.1 mostra um elemento de viga deformado com n+1 membros conectados
e n interfaces de deslizamento. Na formulacdo do problema considera-se que sec¢des planas
e ortogonais a linha neutra antes da deformacdo permanecem planas e ortogonais apds a
deformacdo (teoria de viga de Euler-Bernoulli). E desconsiderada a possibilidade de
separacdo vertical, o que resulta em deslocamentos transversais e suas derivadas iguais
para todas as secdes. De acordo com estas consideragcdes, a equacdo para o deslizamento

em uma interface de indice i qualquer é

s;(X)=u), —u +hw'. (4.1)
= z -
;311- r 1 Zz B+l
I
I
T +——— 2
b | ]
f -
w
; y
¥ ' #+l

Figura 4.1 — Elemento de viga mista com multiplas camadas deformado
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Na Equacgdo anterior, i varia de 1 até n, onde n € o numero de interfaces de

deslizamento, e h, =z, —z,, onde z, € a posicdo do eixo de referéncia da secdo i em

i+l
relagcdo ao eixo x qualquer, como mostrado na figura 4.1. J& u,-o € o deslocamento axial do
ponto de intersecdo entre a se¢ao plana ortogonal i € o seu eixo de referéncia, e w' € a
rotagdo da secdo. O sobrescrito 0 indica um eixo de referéncia adotado para os diferentes
membros da secdo composta e serd omitido nas equagdes seguintes para facilitar a notacao.

Para a teoria de viga de EB as equacdes dos deslocamentos axiais e verticais para

os diferentes membros (i =1,...,n+1) sdo dadas por
u,(x,y)=u;,(x)—(z—z,)w'(x) e 4.2)
w(x,y) =w(x). 4.3)

Derivando a equacdo 4.2 em relagdo a x obtém-se a expressdo para a deformacgdo

axial nas diferentes camadas, ou seja,
€6 y)=u;(x,y) , =u;' (X) = (2= z)w"(x). (4.4)

Aplicando-se um campo de deformagdo virtual compativel a um elemento de viga

analisado tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais, a expressao

iﬂ 0i5€idV+anSb,~5sidx=jqﬁvdx. (4.5)
=l 0 0

i=l vy

Na definicdo da equacdo 4.5 é admitido carregamento externo apenas na dire¢io
transversal ao eixo da viga e §,, € a taxa de variacdo da forca de cisalhamento na interface

de indice i de contato entre os diferentes membros.

n+l
Definindo EI, = inl . € integrando por partes a expressdo 4.5, chega-se as n
i=1

equacgdes diferenciais em termos dos deslocamentos axiais, transversais e deslizamentos

dadas abaixo.
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4 n 2
El, ‘2—W - ZESbih{du:l S, A Wj =q. (4.6)

d’u,
EA, b; +Esb,.( —u, +h d—wj—ESb,._l[ui —u,_ +h_, d—wjzo 4.7)

Nas expressoes 4.6 ¢ 4.7 EA, =E A, e Eg, ¢ uma constante que caracteriza a

rigidez da conexdo longitudinal na interface de contato entre os membros i e i+1, com i
variando de 1 até n.

As equagoes diferenciais dadas pelas expressoes 4.6 e 4.7 sdo definidas em fungio
dos diferentes deslocamentos u; € v, o que dificulta a sua solu¢cdo analitica. Baseado na
formulagdo da equacdo diferencial para vigas formadas por dois membros (uma interface
de deslizamento), foi desenvolvida neste trabalho uma formulacdo que condensa as
equagdes diferenciais em fungdo apenas dos deslizamentos.

A figura 4.2 mostra o diagrama de forcas atuantes em um elemento de viga de
comprimento infinitesimal com n interfaces de deslizamento. As expressoes 4.8 e 4.10
abaixo sdo, respectivamente, as equagdes de equilibrio de momento da primeira e dltima
secdo da figura 4.2, e a expressdo 4.9 representa as equacdes de equilibrio de momento

para as demais secoes.

ARy

¥ ¥ o+dy
M |'F ,c'ﬁ"_'ﬂ"'x l % M +db
-— S I| —_—
NN T W N oan
oAt gl
M. x'h'_ w M+l
-— | --l | —
N, \Lj T W/ N +dW
j—
¥ Fo+di
M . [\ | M
,— S | .I —_—
i) u.i__ }l /N +dN
Vs 4_" Vo, +dl,
(' l‘.,M +.-.1‘M
1 __d_', /" N +dN

Figura 4.2 — For¢as em um elemento 1nf1n1tes1mal de viga mista com multiplas camadas
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am (4.8)
L=V -l
dx
dM . 4.9
==V, -7k _Tthib -
dx
dM 4.10
- = n+l _Tnh;-%—l ( )
dx
Somando membro a membro as equacdes 4.8 a 4.10, tem-se:
n+l dM n+l (411)

_ b t
—L=>V - ZT(h +h').
=1 i=1
Nas expressoes 4.8 a 4.11, hl." e h/ sdo, respectivamente, as distincias entre o €ixo
de referéncia da secdo i e as fibras mais abaixo e mais acima da secdo. Portanto,

h, =h’ +h,,, onde h, écomo definido na expressdo 4.1, logo:
n+l dM n+l n 412
M, Sy S @12

n+l

Como ZK ¢ igual ao cortante atuante na secdo x analisada (V(x)) e M, =EI y, onde

i=1

X =-—w'', portanto,

am; _ g1 % d;(
dx dx’
n+l 413
2L dZ—V(x) z . 19

Da derivada da expressdo 4.1 em relagdo a x, chega-se a expressao

ds, (4.14)
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Na expressdo anterior, £ € a deformacdo axial no eixo de referéncia da secdo i.

Considerando uma relacao linear entre tensao e deformacao, tem-se:

N. (4.15)

Admitindo uma relacdo linear entre a forgca cortante longitudinal por unidade de

comprimento, representada por 7, na figura 4.2, e o deslizamento (s,;) na interface de
contato entre as secoes i € i+1, ou seja, no plano de deslizamento i, e sendo E 5 @ rigidez

longitudinal da conexao na interface i, entdo

As expressoes 4.16 e 4.18 a seguir representam as equacdes de equilibrio de forcas
horizontais da primeira e ultima se¢do da figura 4.2, e a expressdo 4.17 representa as

demais equacdes de equilibrio de forcas horizontais.

4.16
dN, =-tdx — d;vl =-Eg,s, (1.16)
x
dN,
dN, =—(7,-7_)dx — d_xl =—Eg s, +Eg; 5, (4.17)
dN 4.18
dN, =tdx — d”“ =E,s, (4.18)
x

n+l
Substituindo 7, por Eg s, em 4.13 e definindo (EI), =ZE,.I,., chega-se a

i=1

expressao

V(x)- z Es,,isihi
i=1

ax_ ‘ . (4.19)
dx (ED),
Derivando a expressao 4.14 em relagdo a x e usando a expressao 4.15, tem-se:
2
dszl.:_ 1 dN,.+ 1 dN,.H_hid_;( (4.20)
dx (EA), dx (EA),, dx dx
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Na expressdo anterior, (EA), = E;A,. Substituindo as expressoes 4.16 a 4.19 em

4.20, chega-se as seguintes equagdes diferenciais,

-V(x)+ > E; .sh
dzs1 _ Eg s, _Es,,zsz —Eg s, x) ; S @21
dx*  (EA), (EA), : (EI), ’
-V(x)+ ) E; s.h.
dzsi Es,,isi _Es,,i—lsi—l Es,,i+1si+1 _Es,,isi h = ,2_1: 5251
= - ; 4.22)
dx (EA), (EA),,, (EI),
—V(x)+ D Eg s ;h,
2 E. s —FE. s E — " ou
d Sn _ S5, n Syn—1* n-1 + Synn j=1 (423)

= h
dx’ (EA), (EA),, (ED),

n+l

Note que na expressao 4.22, i varia de 2 até n-1. Escrevendo as expressoes 4.21 a

4.23 na sua forma matricial, tem-se:

V(x) h (4.24)
(ED),

s"'+Ds = —

Em que, s, s e h sdo, respectivamente, vetores de ordem n cujos termos sdo dados por

d’s, ) ) )

—-, s, € h,,e D=D +D, € uma matriz quadrada de ordem n, sendo D, uma matriz
X

tri-diagonal dada por

_ ES,,l Es,,z
(EA),, (EA),
Es,,l _ Es,,z Es,,3
D, =| (EA); (EA),; (EA); , (4.25)
ES,,i—l _ ES,,i ESbi+l
(EA);  (EA)i  (EA)y,
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1 1 1
e = + ,
(EA),, (EA),  (EA),

ond e D, uma matriz cheia com termos dados por

D hithSbf
25 (EI)O

A expressao 4.24 define um sistema de equacdes diferenciais ordindrias de segunda
ordem em relag¢do ao deslizamento que modelam o problema de vigas mistas com intera¢ao
parcial longitudinal e um nimero qualquer de planos de deslizamentos, considerando a
teoria de viga de EB. Demonstra-se agora que esse mesmo sistema de equagdes
diferenciais representa o problema considerando a teoria de viga de Timoshenko.

A equagdo do deslizamento em uma interface qualquer de uma viga mista com

multiplas camadas considerando a teoria de viga de Timoshenko é dada por
s; () =u, (x)—u,(xX)+(y,,, —h)0.,(x)—(y, —h)8.(x). (4.26)

A deformacgdo por cisalhamento na secdo transversal retangular de drea A em uma viga

com modulo de deformacao transversal G e sujeita a um esfor¢o cortante V, é dada por:

6V (4.27)

Na equacdo anterior € considerada a aproximacdo de deformacao por cisalhamento
constante na se¢do. Considerando que o cortante atuante (V) na sec¢do transversal mista é
dividido entre as camadas de acordo com a sua rigidez em relacdo a deformagdo por

cisalhamento, pode-se escrever,

_ GA, v (4.28)
" (GA),

em que G, e A, sdo, respectivamente, 0 médulo de deformagdo por cisalhamento e area

n+l
da camada i e (GA), = ZGl.Ai . Assim a deformagdo por cisalhamento em uma camada
i=1

qualquer de indice i é:
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V. 6V (4.29)
G.A  5(GA),

, =5
"5

A equagdo anterior mostra que ¥ € a mesma para as diferentes camadas da secdo
mista. Da relagdo y, =—6. +w', verifica-se que, se ¥ e w' s30 as mesmas para as

diferentes camadas, entdo € também serd, logo 6, =6,

=6.Como h =y, —y;, onde
y; € a posi¢do do eixo de referéncia da se¢do i em relacdo ao eixo x qualquer (ver figura

4.1), entdo a equagdo 4.26 para o deslizamento torna-se

s;(x)=u,, —u +h6 (4.30)

i+1

Considerando y =—6" e substituindo w' por @ na formulagdo anterior chega-se a

mesma expressao 4.24 para o sistema de equacoes diferenciais ordinaria de segunda ordem
em relacdo ao deslizamento considerando a teoria de viga de Timoshenko. Neste caso as
teorias de viga de EB e de Timoshenko apresentam as mesmas equacdes para o
deslizamento, porém as equacdes para deslocamento transversal serao diferentes.
Determinada a expressdo para o deslizamento para as diferentes camadas obtida da
solucdo do sistema de equacOes diferenciais dada pela expressio 4.24 e conhecida a
expressao para o cortante ao longo da viga mista, o deslocamento v para a uma viga de EB

ARl

pode ser obtido integrando duas vezes a expressio ¥ =-w'', onde } €& obtida da

expressao 4.19. As condi¢des de contorno do problema devem ser usadas para encontrar as
constantes de integracao.
Para a teoria de viga de Timoshenko os deslocamentos podem ser obtidos através

da expressao para a deformacao por cisalhamento ao longo da viga mista dada por
y=—0+w. (4.31)

Conhecida a expressdo para o esfor¢o cortante ao longo da viga mista (V(x)) obtém-se ¥
da expressdo 4.29. Como 6 pode ser obtido integrando uma vez a expressdo jy =-6',
onde y ¢é determinada de forma andloga ao caso de teoria de viga de EB, a expressdo para

o deslocamento transversal da viga mista considerando a teoria de viga de Timoshenko
pode ser determinada integrando a equacdo 4.31. As condi¢des de contorno do problema

devem ser usadas para encontrar as constantes de integracao.
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A principal vantagem dessa formulacdo em comparacio com a formulacdo
apresentada por Ranzi (2008), descrita de forma simplificada no inicio deste item, € a
obtencdo de um sistema de equagdes diferenciais dependente apenas dos deslizamentos nas
interfaces entre os diferentes membros (expressdo 4.24). Na formulagdo mais geral
apresentada por Ranzi (2008), o sistema de equacdes diferenciais é dependente dos
diferentes deslocamentos u; € w (expressdao 4.6 e 4.7). Uma desvantagem da formulacao
apresentada neste trabalho € a necessidade de determinacdo da expressdo para o
deslizamento mesmo que se queira apenas a expressao para o deslocamento transversal, ou

curvatura ao longo da viga de multiplas camadas.

4.3 - SOLUCAO ANALITICA PARA UM PLANO DE DESLIZAMENTO (n = 1)

A solucdo analitica em termos da variacdo do deslizamento ao longo de uma viga
mista bi-apoiada uniformemente carregada com duas camadas ligadas por uma conexdo
deformdvel pode ser obtida usando a formulag¢do definida no item anterior considerando
n =1, ou seja, viga mista com apenas uma interface de deslizamento.

Tomando n = 1 na expressao 4.24, tem-se:

2
s”—( Ly L, n jEShs=—V(x)h. (4.32)
(EA), (EA), (EI), (ED),
A expressdao do cortante para uma viga bi-apoiada de vao L e uniformemente
carregada com carga g € dada por V(x)=g¢g(L/2—x), substituindo na expressdo 4.32 e

(EA),(EA),
(EA), +(EA),

s"—( L~ jESs:— gh [é—xj. (4.33)
EA" (ED, ) ™ (ED,\2

Definindo (EI)" =(EI), +h’(EA)", &’ =# e substituindo na expressio 4.33,
(EA) (EI),

definindo (EA)" = chega-se a expressao:

chega-se a equacgdo diferencial ordindria de segunda ordem para o deslizamento ao longo

da viga mista dada por
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s —as =— (;j]]h) (%—xj (4.34)

A solucdo da equacao diferencial dada pela expressao 4.34 ¢:

s(x)=Ce™ +Cre™ +2q—h[x—£j . (4.35)
o (ED, " 2

A expressdo 4.35 descreve a equacdo do deslizamento ao longo da interface de
contato entre as duas secdes da viga mista. As constantes C; e C, podem ser obtidas, para o
caso particular da viga simplesmente apoiada, através das condi¢des de contorno de
derivada do deslizamento nula nas extremidades. Essa mesma expressdao foi obtida por
Sousa Jr. e Silva (2007) através da equacdo diferencial de Newmark (Newmark et al.,

1951) em sua forma tradicional.
4.4 - SOLUCAO ANALITICA PARA DOIS PLANOS DE DESLIZAMENTO (n = 2)

A solucdo analitica em termos da variacdo do deslizamento ao longo de uma viga
mista bi-apoiada uniformemente carregada com trés membros ligados por duas conexdes
longitudinalmente deformdveis pode ser obtida usando a formulacdo definida no item 4.2
deste capitulo considerando n=2, ou seja, viga mista com duas interfaces de
deslizamento.

Tomando n = 2 na expressao 4.24, tem-se:

h
s,"+D,s, +D,,s, =— EIl V(x)
( h)o (4.36)
s,"+D, s, + D5, =— (E12)0 V(x)

A equacao diferencial de quarta ordem dada pela expressdo 4.37 é obtida isolando
s, na primeira equacdo do sistema da expressdo 4.36 e substituindo s, e s," na segunda

equacao do sistema.

as," +bs,"+cs, = dV (x)+eV" (x) (4.37)
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1 D D D..D
Na expressao 4.37, a=———, b :_(_11+ij’ ¢c=D, —=2271
D D
12 12 12

D, h _ h, h,

= ce=—m—mm.
D,(ED), (EI), D,,(EI),

Determinada s, através da equacdo diferencial 4.37, s, pode ser determinada
através de uma das equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem do sistema de
equagoes diferenciais dado pela expressao 4.36.

Para encontrar a solu¢do da equacdo diferencial homogénea de quarta ordem
referente a equacio diferencial da expressio 4.37 faz-se s!' =™, portanto s'''= 2’e™ e

(iv)
st = pret

| , substituindo na homogénea da equacao 4.37, tem-se

(@l + b +ch)e™ =0. (4.38)

A expressdo 4.38 s6 tem solucdo se alA' +bA> +cA =0, fazendo w=A> esta

—b++b* —4dac —b—+\b* —4ac

expressdo terd solu¢do quando W=, = 5 ou W=, = 5 ,
a a

portanto, se A= i\/a. . Dependendo dos valores de a, b e ¢, a solu¢do da homogénea da

equagdo 4.37 pode assumir combinacdes das funcdes e, x"e™, cos(Ax) e sen(Ax).
Como a intencdo deste trabalho € obter a solu¢do exata de um dado problema para poder
posteriormente comparar com a solugdo numérica obtida através do elemento de interface,

pode-se escolher as varidveis do problema de forma a se obter @, > 0 e, portanto
st =Ce™ +Cre™ +Cie™ +CLe™. (4.39)

4.4.1 - Viga bi-apoiada uniformemente carregada

Para o problema de viga bi-apoiada de vao L e uniformemente carregada com carga

g a expressdo para o cortante € linear dada pela equacdo V(x)=¢g(L/2-x), portanto

V'"(x) =0 e a expressdo para s, € dada por

as," +bs,"+cs, = dg(L12-x). (4.40)
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Uma solug@o particular da equacdo diferencial 4.40 é da forma s/ =Ax+B.

Portanto, s/''=0 e s{’(m =0, substituindo na equagdo 4.36, tem-se A = —ﬂ e B= %
c c
Logo, a solu¢do da equacao diferencial 4.38 é dada por:
4 (4.41)

Derivando s, duas vezes e substituindo na primeira equacdo do sistema de

equacgdes diferenciais dada pela expressdo 4.36 determina-se a expressao para s, dada por

4 4.42
S, =2a'[Cieﬁ"x+Cx+D, (4.42)
i=1
th thL
-————D A D, B+
PE (D, " "D,
em que, @, = —— L C= e D=- )
D12 D12 DlZ

As constantes C; podem ser determinadas através das condi¢cdes de contorno de
curvatura nula e forcas normais ausentes nas extremidades da viga bi-apoiada, que
resultam em derivada do deslizamento nula (s;’(x) = 0) em x = 0 e x = L. A imposi¢ao
destas duas condi¢des de contorno para as duas equacdes do deslizamento define um

sistema de quatro equagdes e quatro incégnitas dado pela expressao 4.43.

A Z A Ao |[C¢)] [-4

ok a4, 2% oy G, _ )7 C (4.43)
ﬂlellL ZzelzL 236/13L 2;4614[1 C3 —A :

Resolvendo o sistema 4.43 determinam-se as constantes C; das equacdes para oS
deslizamentos dadas pelas expressdes 4.41 e 4.42. Substituindo essas expressdes ha
equacdo da derivada da curvatura ao longo da viga mista dada pela expressao 4.19 para n =

2, tem-se

dy 4 i (4.44)
= = Ce"" +Ex+F,
%o e

i=1
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Esblh1 +Esb2h205; E5b1h1A+ESb2h2C+q 2E5b1hlB+2ESb2h2D—qL
onde S, = JE = e F=
(ED), (ED), 2(El),

Os deslocamentos considerando andlise de viga de EB podem ser obtidos

substituindo y =-w'" na equagdo da curvatura ao longo da viga mista, obtida da

integracdo da equacgdo 4.44, e integrando a equacdo resultante duas vezes. As constantes de
integracdo sdo obtidas usando as condi¢des de contorno de deslocamento e curvatura nulos
nas extremidades da viga bi-apoiada. A expressdo a seguir mostra o deslocamento da viga
mista bi-apoiada uniformemente carregada com dois planos de deslizamentos considerando

a teoria de viga de EB, ou seja,

C ﬂ.x 4 3 C 2
w(x) = Z’B - +b;; +Fg + 52X +C.x+C,. (4.45)
AL
Na equagdo 4.45, C —_i& C __Z“:ﬁiciez _EC FI’ GsL .
R purgl Ce i1 /11-2 48 8 2
4
ﬁici
C7:_Z ﬂ,3
i=1 i

A equacgdo dos deslocamentos considerando andlise de viga de Timoshenko pode

ser obtida integrando duas vezes a equacdo determinada pela substitui¢do de

6 V'(x) . (4.46)
T5Gh, " 2

na equacdo da curvatura ao longo da viga mista, obtida da integracdo da equacdo 4.44. A
equacdo 4.46 € obtida usando as relacdes definidas nas equagdes 4.29 e 4.31 e lembrando
que na formulagdo do problema considerando teoria de viga de Timoshenko tem-se
X =—0'. As constantes de integracdo sdo obtidas usando as condi¢des de contorno citadas
anteriormente. A expressdo a seguir fornece o deslocamento transversal da viga mista bi-
apoiada uniformemente carregada com dois planos de deslizamentos considerando a teoria

de viga de Timoshenko, ou seja,

,b’Ce“ Xt Fx’ 6g \x° 3qL
w(x : + + + Cs+——|—+|Ce—— x+C,. 4.47
(= Z 24 6 > 5GA) 2 ° 5GA ! (4:47)

l
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4.4.2 — Viga bi-apoiada com carga concentrada no meio do vao

Para o problema de viga bi-apoiada de vdao L carregada com uma carga P

concentrada no meio do vao, a expressao para o cortante ¢ dada pela equagdo V(x)=P/2,

portanto V''(x) =0 e a expressdo para s, € dada por

as," +bs,"+cs, =dP/2. (4.48)

Para evitar a descontinuidade do cortante ao longo da viga utiliza-se da simetria do

z

problema e apenas metade da viga € analisada. Uma solugdo particular da equacdo

. . , " (i) .o
diferencial 4.48 é da forma s = A. Portanto, s/'"'=0 e s/ =0, substituindo na

equacgdo 4.48, tem-se A = C;—P Logo, a solu¢do da equacao diferencial 4.48 é dada por
c

4 4.49
8 =ZCieﬂ"x+A. (449)

i=1

Derivando s, duas vezes e substituindo na primeira equacdo do sistema de

equacgdes diferenciais dada pela expressdo 4.36 determina-se a expressao para s, dada por

4 4.50
§, =2a'iCieﬂ"x+B. (4.50)

i=1

/1.2 +D D. A
Onde, @, =—~——1L p=—-—U"_ dpP .
D,, D, 2D, (EI),

As constantes C; podem ser determinadas através das condicdes de contorno de
curvatura nula e forgas normais ausentes no apoio simples, que resulta em derivada do
deslizamento nula (s;’(0) = 0), e na condi¢do de deslizamento nulo no apoio de engaste
com translacdo livre (s;(L/2) = 0). A imposicao destas duas condi¢des de contorno para as
duas equagdes do deslizamento define um sistema de quatro equacgdes e quatro incognitas

dado pela expressao:
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A A, A, 4, (e (o
oA a, A, a A, a, A, ||C, 0
phLI2 phL2 oAl pHL2 C, = Al 4.51)
a’leﬂ“m azeAQL/z a,3ezguz 0{4e14“2 c, _B

Resolvendo o sistema 4.51 determinam-se as constantes C; das equacdes para 0s
deslizamentos. Substituindo essas expressdes na equagdo da derivada da curvatura ao

longo da viga mista dada pela expressdo 4.19 para n = 2, tem-se:

(4.52)

/’lx
dx ;'B’C’

Egh+Esohs0;  Eg A+ EghB=P/2
€ = .
(ED), (ED),

em que S =

Os deslocamentos considerando andlise de viga de EB podem ser obtidos

substituindo ¥ =—w'' na equacdo da curvatura ao longo da viga, obtida da integracdo da

equacdo 4.52, e integrando a equacdo resultante duas vezes. As constantes de integracao
sao obtidas usando as condicdes de deslocamento e curvatura nulos no apoio simples e da
derivada do deslocamento transversal nula no apoio de engaste com translacdo vertical
livre. A expressdo a seguir fornece o deslocamento da viga mista bi-apoiada com carga
concentrada no meio do vao com dois planos de deslizamentos considerando a teoria de
viga de EB, ou seja,
A Dy C.x>
+
6

w(x) = zﬁ Cie” +Cx+C,. (4.53)

4 4 ALI2 2
Cet
Na equagio 4.53, C; =—» 'BT, f==D A ,ez _Dé‘ E:ﬁlcz .
=1

fl i=1 i
A equacgdo dos deslocamentos considerando andlise de viga de Timoshenko pode

ser obtida integrando a equagao

R ¢ _
w'(x) = 5(GA), V(x)-0(x). (4.54)
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As constantes de integracdo sdo obtidas usando as condicdes de contorno citadas
anteriormente. A expressao a seguir fornece o deslocamento transversal da viga mista bi-
apoiada com carga concentrada no meio do vao com dois planos de deslizamentos

considerando a teoria de viga de Timoshenko, ou seja,

4 C Aix 3 2
=Y PCET Do o 3P e 4.55)
= 6 2 5(GA),

4.5 - SOLUCAO PARA TRES OU MAIS PLANOS DE DESLIZAMENTO (n = 3)

A solugdo analitica do sistema de equacdes diferenciais dada pela expressao 4.24
torna-se bastante complexa quando se tem um nimero de planos de deslizamento maior ou
igual a trés. De uma maneira geral nestes casos o sistema de equagdes diferenciais pode ser
resolvido através de um procedimento numérico. No entanto, se a matriz D da expressdo
4.24 puder ser diagonalizada, ou seja, existe um espago vetorial onde a representacdo da
matriz D seja diagonal, o sistema de n equagdes diferenciais e n incégnitas, dadas pelas
derivadas dos deslizamentos, pode ser desacoplado em n equagdes diferenciais, cada uma
dependente apenas de uma incédgnita do deslizamento, definidas neste novo espaco
vetorial.

Substituindo na expressao 4.24 o caso particular de n = 3, tem-se

5" D, D, Dyl|s, V() h,
$;," |+ Dy Dy, Dyl s, :_(EI) h, |. (4.56)
553" Dy, D;, Dsy | sy ’ h,

Para o caso de rigidez longitudinal da conex@o igual para os trés planos de
deslizamento (E,, = Eg , = E5 ; = E ) a matriz D da expressdo 4.56 torna-se simétrica e,
portanto, pode-se determinar uma matriz D formada por autovetores unitdrios LI
(linearmente independentes) de D, para a qual demonstra-se que D éainversade D e que

—_T__— ® ® . .
D DD=D , onde D ¢é uma matriz diagonal com seus termos dados pelos autovalores A
da matriz D. Nao ha necessidade de que D seja simétrica para que seja diagonalizavel, no

entanto, a simetria garante que seus autovalores sejam reais.
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Determinados os autovalores e autovetores de D a mudanca de varidvel dada por

s =Ds, logo s''= Ds'", transforma a equacgdo 4.56 na forma

V(x) h 4.57)
(ED),

Ds'+DDs = —

Pré multiplicando ambos os lados da igualdade da equacdo 4.57 por D , tem-se

ﬁTﬁé”+ﬁTDﬁ§ =_ V(®) ﬁTh, ou seja,

0

V(x) = (4.58)

$'+D's = — D h
(EI),

Na expressdo 4.58 a matriz D° é diagonal com seus termos ndo nulos dados pelos
autovalores de D, logo a expressdao 4.58 pode ser dividida em trés equacdes cada uma

dependente de apenas uma das trés expressoes para o deslizamento ao longo da viga mista,

como é dada pela expressio 4.59, onde h, = Bjih i

g VO (4.59)

i i (EI)O i
4.5.1 - Viga bi-apoiada uniformemente carregada

Para o problema de viga bi-apoiada de vao L e uniformemente carregada com carga
g a expressao para o esforco cortante é linear e dada pela equacdo V(x)=¢g(L/2—-x).
Substituindo na equagdo 4.59 e resolvendo a equacdo diferencial ordindria de segunda

ordem, tem-se

. h' h'L

5, =Cpe™ +Cpe™ -2y Th= (4.60)
A (EID), 2A4.(EIl),

onde «, =,—A, . As constantes da equagdo 4.60 podem ser obtidas da condig¢do de

derivada do deslizamento nula nas extremidades da viga, logo
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h* _ oL h* 2oL _ oL
Coi = = 1 ez rleCy= - ‘ ZeL : (4.61)
Ao (EN,\1-e™" Aa (ED,\ 1-e“*

Ja a expressdo para o deslizamento nas trés interfaces de contato da viga mista,
solucdo do sistema de equacdes diferenciais da expressdo 4.56, podem ser obtidas

desfazendo a mudancga de varidvel através da expressao 4.62.

- - 4.62
s, = DU Sj ( )

4.5.2 — Viga bi-apoiada com carga concentrada no meio do vao

Para o problema de viga bi-apoiada de vao L com carga concentrada P no meio do

vao a expressao para o cortante € dada por

IA

IN
~ |~

IR
v~ O
AN IA

(4.63)
V(x)= {_ﬁ } .

Substituindo a expressdo 4.63 em 4.59 e resolvendo a equacgdo diferencial ordindria de

segunda ordem considerando a simetria do problema em relacdo ao meio do vao, tem-se

_ Ph (4.64)
s;(x)=Cpe” +C e +————,

2A.(ED),
onde a,=,-4 e 0<x<%. As constantes da equacdo 4.64 podem ser obtidas da

condicdo de derivada do deslizamento nula na extremidade da viga e de deslizamento nulo

no meio do vao, logo

*

Ph.
CO[ = Cl[ == : o.L 1 a.L * (465)
A (ED, e +e ?

Da condicdo de simetria do problema, tem-se s,(x) =—s,(L—x) para £ <x<L.J4

a expressdo para o deslizamento nas trés interfaces de contato da viga mista, solu¢do do
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sistema de equacOes diferenciais da expressdo 4.56, podem ser obtidas desfazendo a

mudancga de varidvel através da expressao 4.62.

4.6 — ANALISE NUMERICA

O problema de viga formada por um nimero qualquer de membros ligados entre si
por uma conexdo deformdvel pode ser simulado numericamente por elementos de vigas
que avaliam o comportamento das secdes dos diferentes membros da viga mista e por
elementos de mola, ou elementos de interface de espessura nula ou finita, que simulam o
comportamento da conexdo deformavel.

Elementos com molas conectadas em seus nés tem sido freqiientemente empregado
em problemas de engenharia estrutural, como pode ser visto em Gattesco (1999), Ranzi et
al. (2006) e Gara et al. (2006). O elemento de interface desenvolvido por Goodman et al.
(1968), conhecido como GTB (Goodman, Taylor e Brekke), foi o primeiro elemento de
interface capaz de simular deslocamento relativo entre dois elementos finitos adjacentes
através de interpolagdes independentes em seus lados opostos. Esse elemento e outros nele
baseados sdo usados em conjunto com elementos bidimensionais ou tridimensionais.

Os elementos de interface desenvolvido em Silva (2006) e no item 3.4 do capitulo 3
deste trabalho, e que sdo utilizados neste capitulo para simular o comportamento das vdarias
conexdes deformdveis, foram baseados no elemento GTB de espessura nula com a
particularidade de serem associados a elementos unidimensionais. Seus deslocamentos
relativos entre as faces superior e inferior do elemento sdo relacionadas de forma
consistente com os deslocamentos dos elementos de viga a ele combinados.

A figura 4.3 ilustra a forma que os elementos de interface e os elementos de vigas
sdo associados para simular o problema de viga mista com multiplas camadas. Para se ter
um elemento de interface que simule a conexdo deformével genérica de indice i, basta
trocar os indices 1 e 2, que representam as secdes acima e abaixo da interface de contato do
elemento de interface desenvolvido no item 3.4 do capitulo 3 deste trabalho, pelos indices
genéricos i e i+1 que irdo representar as secOes acima e abaixo da interface genérica i.
Portanto, a mesma formulag¢do usada para o elemento de interface que simula a conexdao
deformdvel de vigas mistas com duas camadas pode ser utilizada para problemas de vigas
mistas com multiplas camadas.

Devido a maior parte dos problemas praticos de engenharia envolvendo elementos

estruturais formados por diferentes membros com conexao deformével possuirem apenas
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uma interface de deslizamento, existem poucos trabalhos na literatura sobre o assunto.
Uma formulagdo analitica e também numérica para o problema de vigas formadas por um
nimero qualquer de membros ligados entre si com conexao deformével € implementada no
trabalho de Ranzi (2008). Na formulagao numérica, o autor considera um elemento de viga
de EB com um nimero de graus de liberdade que varia de acordo com o nimero de
conexoes do problema. Este elemento de viga simula tanto o comportamento dos diferentes
membros quanto a conexdo deformavel.

A formulagdo numérica descrita em Ranzi (2008) tem como vantagem, em relacao
a implementada neste trabalho, a necessidade de um menor nimero de graus de liberdade
para avaliar numericamente o problema. No entanto, é necessdria a implementacdo de
elementos de viga especificos para cada viga de acordo com a quantidade de conexdes
deformdveis do problema, o que ndo € necessdrio com a formulacdo desenvolvida neste

trabalho. Outra vantagem da formulag@o descrita neste trabalho € a possibilidade de avaliar

a separacao vertical nas interfaces de contatos entre os diferentes membros da viga.

4.7 - EXEMPLOS

Neste item sdao definidas solugdes exatas para alguns problemas de vigas mistas
com multiplas camadas, usando o sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem
obtido no item 4.2 deste capitulo, e comparando-as com as respectivas solu¢des numéricas

obtidas através de uma analise de elementos finitos.

. .
. — 7
[ #— elemento deviga 7-1 [ —
S LW
1 o 1
| I
N i - o
+ elemento de interface 7-1 + h=0
- . s .}
| I
"“— f 3 I - I\. E ]
_ ----1 _
¢ - 7
| #—  elemento de viga 7 ' amme
. =
;"f_ I Vl II/.— I
N e vy "
L elemento de intetface 1 1 h TEI

1 I/l 1
——  clemento de viga 1+1 [ —

i
Figura 4.3 — Esquema de conexao entre os elementos de interface e de viga

FLF )
-
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Na andlise numérica sdo usados para simular a viga mista com multiplas camadas
os elementos de interface apresentados no item 3.4 do capitulo 3 deste trabalho e em Silva
(2006), em conjunto com os respectivos elementos de viga de Timoshenko e de Euler-
Bernoulli, também apresentados no item 3.2 do capitulo 3 deste trabalho e em Silva

(2006).
4.7.1 — Viga bi-apoiada com dois planos de deslizamento

A viga mista simplesmente apoiada com carga q = 10kN/m uniformemente
distribuida ao longo de seu vao, mostrada na figura 4.4, tem secd@o transversal composta
por uma secao retangular de concreto ligada na base e topo por duas chapas de ago.

Os modulos de deformacdo longitudinal dos materiais aco e concreto sao

E, =200000MPa e E, =34500MPa, respectivamente. E considerado o coeficiente de

Poisson de 0.3 para o aco e 0.2 para o concreto, necessdrios na obtencdo do médulo de
deformacdo transversal para andlise do problema considerando a teoria de viga de
Timoshenko. Para a rigidez longitudinal da conexao deformavel das chapas de base e topo

sd0 admitidos os valores de E , =5000KPa e E; , =40000KPa, respectivamente.

As solucdes exatas, obtidas através do item 4.4 deste capitulo, para as equagdes do
deslizamento para os dois planos de contato entre concreto e aco e do deslocamento

transversal sdo dadas pelas expressoes:

s, =7.717x107 " —1.466 X107 —9.162x10* ""**** +1.832%x1077 >

—7.329x10x +1.466x1072 , (4.66)

5, =1.691x107 e —1.956 X107 e ™ —6.300x 107" *"*** +1.362x107° 7%

—9.162x10* x +1.832x107 e (4.67)
;—II:I—-“}_2
10 KM /m L L]
IIJ I T 11 1111111111111
20
7 i 7 i rl.)
400 .]—[. .]—[.
e }_2

Figura 4.4 — Viga mista bi-apoiada (cotas em cm)
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w(x) =0.0015¢"°"* +0.0171e ™ +0.1979¢"°"*** +0.4280e """ +3.47x107 x*

—2.776x107* x> =1.511x1072x% +6.265x10 2 x — 6.444x107" . (4.68)

Nas expressOes anteriores, as varidveis cinematicas estdo expressas em metros (m).
O subscrito 1 indica a interface entre a se¢do de concreto e a chapa de aco da base, jd o
subscrito 2 indica a interface entre a se¢do de concreto e a chapa de aco do topo.

Os gréficos das figuras 4.5 e 4.6 abaixo comparam a solugdo exata do problema da
figura 4.4 com a solucdo numérica usando uma malha de 4 elementos de interface para
cada plano de deslizamento, num total de 8, e 4 elementos de viga para cada secdo, num
total de 12. Na analise numérica foi utilizado o elemento de interface IQC e seu respectivo
elemento de viga de EB. Esses elementos sdo baseados na teoria de viga de EB e utilizam
interpolacdo quadrética para os deslocamentos axiais e cubica para os deslocamentos
transversais e rotacdes. Observa-se dos graficos da figura 4.5 e 4.6 que as solugdes

numéricas sao praticamente coincidentes com as solu¢des analiticas.

15
—— 5
1 Fa *: = 1 _
i T +|5'2
= B L “
g B = - &1 (exata)
05 —t— —
=t w0 Salexata)
a
&
t 0o ns 1.0 15 20 5"»@.5 30 35 410
= i
05 . -
L A B _ g
A
-1 -
-1.5

wAD (1)
Figura 4.5 — Deslizamento nos planos de topo (2) e base (1) ao longo da viga mista

Os valores exatos para os deslizamentos s, e s, nas extremidades da viga e o

deslocamento vertical maximo w,_ _ considerando a teoria de viga de EB sdo mostrados na

X
tabela 4.1, onde sdo comparados com seus respectivos valores numéricos para trés
diferentes malhas, sendo os numeros 4, 8 € 20 indicando o numero de elementos de

interface usados na discretizacdo de cada interface de deslizamento.
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Figura 4.6 — Deslocamento transversal ao longo da viga mista
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=

Na tabela 4.1 o elemento de interface ILC é baseado na andlise de viga de EB
considerando interpolacdo linear para deslocamentos axiais e cubica para deslocamentos
transversais e rotagdes. Observa-se desta tabela que os valores numéricos para o
deslizamento e deslocamento vertical mdximos convergem para os respectivos valores

analiticos com o refinamento da discretizacao da viga mista.

Tabela 4.1 — Deslizamento e deslocamento vertical considerando andlise de viga de EB

ILC(mm) 1QC(mm)
malha 4 8 20 4 8 20 Exata(mm)
S5y 1.00078 1.00178 1.00201 1.00195 1.002 1.00206  1.00212

Sy 0.77493  0.7774 0.77851 0.77825 0.77828 0.77859 0.77895
Winax 10.8558 10.8731 10.8783 10.8771 10.8784 10.8792 10.8796

A tabela 4.2 é andloga a tabela 4.1 utilizando na andlise numérica a teoria de viga

de Timoshenko, sendo usado o elemento de interface ITQ com seu respectivo elemento de

viga de Timoshenko.

Tabela 4.2 — Deslizamento e deslocamento vertical considerando andlise de viga de

Timoshenko
ITQ(mm)
malha 4 8 20 Exata(mm)
8 1.01050 1.00439 1.00285 1.00212
o) 0.79159 0.78086 0.77888 0.77895
Winax 10.68341 10.92509  10.95521  10.95645
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4.7.2 — Viga bi-apoiada com trés planos de deslizamento

A viga mista simplesmente apoiada com carga ¢ = 10kN/m uniformemente
distribuida ao longo de seu vao, mostrada na figura 4.7, tem secd@o transversal composta
por quatro secOes retangulares de um mesmo material de mdédulo de elasticidade
E =50000MPa . As secdes estio ligadas entre si através de uma conexdo com moédulo de

rigidez igual a E;, =E,=Eg,=5000kPa, onde os indices numéricos 1, 2 e 3

representam os planos de deslizamento da viga mista crescendo de baixo para cima.

e 101 —=
10 KM im 10
NN EN
3
&
400
4

Figura 4.7 — Viga mista bi-apoiada (cotas em cm)

O gréfico da figura 4.8 abaixo compara a solu¢do exata do problema da figura 4.7,
obtida pelas expressdes dadas no item 4.5 deste capitulo, com a solu¢do numérica usando
uma malha de 4 elementos de interface para cada plano de deslizamento, num total de 12, e

4 elementos de viga para cada sec¢do, num total de 16.

37
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Fr 05 1 3 3.4 4
=
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Figura 4.8 — Deslizamento nos planos 1, 2 e 3 ao longo da viga mista
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Para o caso do problema particular de viga mista simplesmente apoiada e

uniformemente carregada da figura 4.7 os autovalores e a matriz D, definidos no item 4.5
deste capitulo para a determinacao da solucao exata para os deslizamentos ao longo da viga

mista da figura 4.7, sdo dados por:

A, =-2,9172765341556¢-002,
A, ==5,3506001154035¢-002, (4.69)
A, =—1,14449209694885¢-001 e

-057211521246130  0.67938443007799  0.45947903041857
D = -0.48225995415477 -0.73179899822817 0.48155535827562 (4.70)
0.66340750695858  0.053916809622406 0.74631324356576

As solugdes numéricas mostradas no grafico da figura 4.8 foram obtidas usando o
elemento de interface IQC e seu respectivo elemento de viga de EB. Mais detalhes deste
elemento podem ser encontrados no exemplo anterior. O grafico da figura 4.8 mostra que
os resultados numéricos sdo praticamente coincidentes com os resultados analiticos.

A tabela 4.3 mostra os valores maximos para os deslizamentos nas trés interfaces de
contato entre as se¢oes retangulares da viga mista da figura 4.7 e o deslocamento vertical
maximo nesta viga. Na tabela sdo apresentados valores numéricos obtidos usando o
elemento 1QC e os respectivos valores exatos, obtidos através da solucdo analitica para trés
interfaces de deslizamentos descritas no item 4.5 deste capitulo. Os nimeros 4, 8 e 20 que
aparecem na tabela 4.3 fazem referéncia ao nimero de elementos de interface utilizados na
discretizacdo de cada interface de deslizamento da viga mista da figura 4.7. Observa-se
desta tabela uma convergéncia da andlise numérica para a solu¢do analitica com o aumento
da discretizagdo, apesar dos resultados obtidos ja serem muito bons para quatro elementos

de interface.

Tabela 4.3 — Deslizamento e deslocamento vertical maximos para o elemento 1QC
malha 4 8 20 exata

S 1.49318 1.49295 1.49300 1.49301
2 2.14353 2.14324 2.14332 2.14333
53 2.70925 2.70898 2.70895 2.70896
Wma  38.28213  38.27964  38.27956  38.27935
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A tabela 4.4 € andloga a tabela 4.3 sendo os valores numéricos apresentados nesta
tabela obtidos usando o elemento de interface ITQ implementado no item 3.4 do capitulo 3
deste trabalho, considerando na formulagao a teoria de viga de Timoshenko. Semelhante ao
obtido para andlise considerando a teoria de viga de EB, observa-se da tabela 4.4 uma

convergéncia da andlise numérica para a solucao analitica com uma maior discretizacao.

Tabela 4.4 — Deslizamento e deslocamento vertical maximos para o elemento ITQ

malha 4 8 20 exata
S 1.53667 1.50061 1.49545 1.49301
) 2.19790 2.14870 2.14478 2.14333
83 2.77424 2.71173 2.70868 2.70896
Vimax 37.3637 38.0456 38.30932  38.32049

4.7.3 — Travamento por deslizamento em vigas em multiplas camadas com interacio

parcial longitudinal

Desde os primeiros trabalhos sobre andlise numérica de vigas mistas com interacao
parcial longitudinal foi verificada a presencga de resultados numéricos espurios na avaliacdo
do deslizamento para casos particulares de interpolacdo dos deslocamentos do elemento e
rigidez da conexao deforméavel.

Os trabalhos publicados sobre o assunto sugerem, baseados em andlises numéricas
e analiticas, que a interpolacdo dos deslocamentos axiais seja feita por polindmios no
minimo quadréticos para evitar estes erros numéricos. Os trabalhos desenvolvidos por
Sousa Jr. e Silva (2007) e Silva e Sousa Jr. (2008) mostram que o elemento de interface
também sofre o problema de travamento quando ndo ha um cuidado referente a escolha do
tipo de polindmios usados na interpolacdo dos deslocamentos.

Ranzi (2008) estudou o efeito de travamento por deslizamento em vigas mistas
simplesmente apoiadas com trés camadas. Em seu estudo o autor utilizou dois niveis de
rigidez para cada uma das duas conexdes deformdveis, resultando em quatro tipos
diferentes de andlise. Os resultados deste trabalho mostram que o travamento por
deslizamento em pelo menos umas das conexdes causa erros numéricos significativos na
avaliacdo da curvatura ao longo da viga mista. Desta forma é esperado que o elemento ILC

(Silva, 2006) apresente problema na representacdo da curvatura ao longo da viga mista
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quando pelo menos uma das conexdes do problema de viga mista com multiplas camadas
apresentar rigidez elevada.

Este exemplo pretende verificar os elementos de interface implementados em Silva
(2006) em relacdo ao travamento por deslizamento para casos de vigas mistas com
multiplas camadas. Para isto € analisado numericamente uma viga mista simplesmente
apoiada e uniformemente carregada com secdo transversal definida por uma laje de
concreto retangular (2000.x 180 mm) um perfil de aco de se¢do I, com mesas iguais de
250x16mm e alma de 660x 10mm, e uma placa de aco de secdo retangular (250 16mm)
soldada na mesa inferior.

O médulo de elasticidade adotado para o aco € de 210000 MPa, ja para o concreto
foi empregado as propriedades eldsticas dadas pelo cédigo CEB-FIP (1993) para um

concreto com resisténcia caracteristica ( f, ) de 32 MPa avaliada aos 28 dias de cura. De

acordo com este c6digo o mddulo de elasticidade do concreto para uma anélise linear é

E,_=0.85E,, sendo

ci®

E,=E(f.+AF) f.]",

em que E, =215x10*MPa, f, =10MPa e Af =8MPa.

A rigidez da conexdo em vigas mista com interagdo parcial € geralmente
representada na literatura pelo parametro L, que no caso de uma viga mista com trés
camadas € dado pela expressdao 4.71. Neste exemplo € adotado o parametro de rigidez
o, L, entre o concreto e o perfil de ago, igual a 1, e «,L, entre a chapa de ago e a mesa

inferior do perfil de aco, igual a 50. Esta mesma configuracdo de rigidez foi usada no

trabalho de Ranzi (2008).

1 1 h’
aL=_|E, + + i L. (4.71)
"\E.A E_A, EI+EI,,

i+17 N+l i

O grafico da figura 4.9 mostra a variagdo do deslizamento na interface entre a
chapa de aco e a mesa inferior do perfil de aco, ou seja, aL =50. Observa-se do grafico
que o elemento de interface ILC apresenta travamento por deslizamento verificado pelo

comportamento oscilatério da curva do deslizamento para este elemento, o que nao é
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verificado para o elemento de interface IQC. Na analise numérica foi utilizada uma malha
com 4 elementos de interface para cada plano de deslizamento, num total de 8, e 4
elementos de viga para cada camada da sec¢do, num total de 12. Uma resposta proxima da
exata foi obtida usando o elemento IQC para uma malha de elementos finitos muito
refinada. Neste caso mesmo o elemento ILC apresentaria uma solucdo proxima da exata ja

que o problema de travamento s6 é observado em malhas pouco refinadas.

0.0a3
——[2C

—s— malha refinada

—_—
0.0m

A . %L
E\.au / o

-0.003

Figura 4.9 — Variacdo do deslizamento ao longo da viga mista

deslizarmenta {tm)
——
_'_'_'_,_,_,—'—

-0.002

O grafico da figura 4.10 mostra a variagdo da curvatura ao longo da viga mista. O

eixo vertical deste grafico representa a curvatura ( ¥ ) da viga mista adimensionalizada pelo
valor maximo da curvatura obtida para a malha refinada (%,,). O eixo horizontal

representa a relacdo entre a coordenada ao longo do eixo da viga (x) e o comprimento do
vao (L). Ambos elementos ILC e IQC tem interpolagdo cubica para os deslocamentos
transversais o que resulta em uma aproximacgdo linear para a curvatura ao longo da viga
mista, como pode ser observado no grafico. No entanto, observa-se que a resposta
numérica para o elemento de interface IQC é bem melhor que a resposta do elemento de
interface ILC, ou seja, o travamento por deslizamento do elemento ILC verificado no

grafico da figura 4.9 influencia na resposta da sua curvatura.
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Figura 4.10 — Variacao da curvatura ao longo da viga mista

4.7.4 — Influéncia da rigidez da ligacao da placa de reforco na carga ultima

Os exemplos anteriores buscavam a validagdo dos elementos de interface na
simulacdo do problema de viga mista com multiplas camadas, comparando os resultados
numéricos com solucdes analiticas. J& que as expressOes analiticas para vigas com
multiplas camadas fazem referéncia a problemas lineares as andlises numéricas até este
momento foram deste tipo.

Com objetivo de mostrar a capacidade dos elementos implementados de simular
problemas de vigas com multiplas camadas considerando andlise ndo linear fisica, serd
avaliada a carga dltima para a viga mista continua da figura 4.11.

A secdo transversal da viga mista da figura 4.11 € composta por uma laje de
concreto ligada por conectores a um perfil de aco de secdo I com uma chapa de aco de
refor¢co soldada em sua mesa inferior. As dimensdes do problema sdo dadas na figura 4.11.

As propriedades fisicas para o aco utilizado no perfil e nas barras de reforco sdo dadas na

. 2300 .
' 400 !
— | []zs0
r“rw. T """ r:
NN RN NN RN I NN o
‘.ﬁ' 25
(2xj§5cm2 1600
an N e
30000 i 30000 i 1
25_1_ _w.u.r.r s | ___-1-:?.5 ==

1 r—s00—
Figura 4.11 — Viga mista continua (cotas em mm)
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tabela 4.5 sendo adotado o valor de 200000MPa para o seu mdédulo de elasticidade
longitudinal. Para o concreto a relagdo constitutiva foi retirada do modelo do c6digo CEB-
FIP (1993) com tensdao de pico dada por f. = 33MPa. O modelo para a rigidez ao
deslizamento da conexao deformavel entre a laje de concreto e o perfil de aco € dado pela

expressao 4.72 (Ollgaard et al, 1971).
F=F (-5 (4.72)

Na expressao 4.72, Fyax € a for¢a por unidade de comprimento maxima resistida
pelos conectores sendo adotado o valor de 1240kN/m, s € o deslizamento na interface e &

e B sdo pardmetros de ajuste da curva, sendo considerado na andlise os valores de

a=0558 e B =1mm~'. E considerado um deslizamento tltimo (sy) para a conexao

deformavel de 6 mm.

Tabela 4.5 — Propriedades do aco

Ao [ (MPa) f,(MPa) e, .,
perfil 275 360 0.04 0.11
reforco 430 473 0.02 0.10

A figura 4.12 mostra as curvas para as relagdes constitutivas dos materiais concreto
(a), aco (b) e para a conexao (c). Para a utilizagao do método de determinag@o dos esforcos
internos atuantes na secao transversal, descrito no capitulo 3, essas curvas foram divididas
em faixas de deformacdo e aproximadas nestas faixas por polindmios de até terceiro grau.
Essa aproximacdo foi utilizada para o concreto e aco. No caso da conexao deformavel, o
método utilizado permite a avaliacdo da for¢a de cisalhamento na conexao por unidade de

comprimento e de sua derivada usando a expressao 4.72, que € diretamente derivavel.

Ter b L B
fa ________________‘:__: Fmﬂx _______ :
Jef= i A | r |
| /! | i / |
| | [ i i i
! i i i L& | L 6
0.002 0.o039 £ =
@ SR Fu ©

Figura 4.12 — Leis constitutivas para o concreto (a), aco (b) e conexao (c)
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Na analise numérica da viga mista continua da figura 4.11 foi utilizada uma malha
de 16 elementos de interface para cada plano de deslizamento, num total de 32, e 16
elementos de viga para cada camada, num total de 48. O elemento 10DOF foi
implementado por Dall’Asta e Zona (2002) e € aplicdvel a viga mista com apenas um
plano de deslizamento, sendo assim, na sua andlise foi considerado o perfil de aco e a
chapa de reforco como peca unica. Os resultados numéricos referentes a IQC-1, IQC-2,
IQC-3, IQC-4 e IQC-5 foram obtidos usando o elemento de interface IQC associado a seu
respectivo elemento de viga para diferentes niveis de rigidez na conexao entre a chapa de
reforco e o perfil de aco. Tanto o elemento 10DOF de Dall’Asta e Zona (2002) quanto o
elemento IQC tem interpolacdo cubica para os deslocamentos transversais e rotagdes e
interpolacdo quadrética para os deslocamentos axiais.

Com o objetivo de verificar a influéncia do grau de rigidez da conexdo entre a
chapa de reforco e o perfil de aco na avaliacdo da carga dltima da viga mista da figura
4.11, foram considerados diferentes valores para a rigidez nesta conexdo, dados por

= 100000000kPa, Eg = 200000kPa, Eg = 60000kPa, E; = 10000kPa e

Shl

= 100kPa .

Sp5
Do grafico da figura 4.13 observa-se que o resultado para o elemento 10DOF ¢
praticamente coincidente com o resultado referente ao elemento IQC-1, o que era esperado
J4 que neste caso a rigidez da conexdo entre o perfil e a chapa de refor¢co € muito grande
fazendo com que os dois funcionem com se fosse uma se¢@o tnica, como foi considerado
pelo elemento 10DOF. Do gréfico percebe-se que até certo grau de interagdo entre o perfil

de aco e a chapa de refor¢o ndo ha uma diminuicdo considerdvel na sua carga dltima. No

250
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Figura 4.13 — Curva carga-deslocamento da viga mista continua

116



entanto, a rigidez da secdo diminui provocando um aumento da deformacdo para um
mesmo nivel de carregamento. Portanto, para valores préticos de rigidez da conexdo
deformdvel a influéncia desta na andlise de vigas mistas com multiplas camadas se da
predominantemente a nivel linear, ou seja, no estado limite de utilizacdo. A influéncia da
rigidez da conexao entre o perfil de aco e a chapa de refor¢o no estado limite dltimo para o
exemplo avaliado s6 acontece quando este € bastante reduzido, como mostra as respostas

numéricas obtidas para os elementos de interface IQC-4 e IQC-5.

4.8 - RESUMO E CONCLUSAO

Neste capitulo foi apresentada uma andlise numérica e analitica de vigas mistas
com multiplas camadas considerando conexao deformavel na direcao longitudinal entre as
camadas. Situagdes envolvendo elementos estruturais mistos com mais de um plano de
deslizamento sdo relevantes em problemas de engenharia, apesar de ndo serem muito
freqiientes. Devido a isso, a maioria das pesquisas estd voltada para o caso mais comum de
elementos estruturais com apenas um plano de deslizamento, tendo poucos trabalhos
considerando o caso geral de multiplas camadas.

Com respeito a solucao analitica, € desenvolvida neste capitulo uma expressdo para
as equacodes diferenciais que governam o problema considerando os deslizamentos entre as
vdarias camadas como as tnicas incégnitas. O sistema de equagdes diferenciais obtido desta
forma € mais simples que o mesmo baseado nos deslocamentos transversais e axiais, €
fornece a solucdo exata de problemas estaticamente determinados de forma mais facil. Sdo
apresentadas neste capitulo solucdes numéricas para casos de vigas mistas simplesmente
apoiada e uniformemente carregada considerando um, dois e trés planos de deslizamentos.
Na formulac@o analitica foram consideradas as teorias de viga de Euler-Bernoulli e de
Timoshenko, verificando que, para o deslizamento entre as diferentes camadas, as duas
teorias levam ao mesmo resultado em vigas isostéticas.

Elementos de interface combinados com seus respectivos elementos de vigas foram
empregados na simulagdo numérica de problemas de vigas mistas com multiplas camadas e
conexio deformavel na direcio longitudinal entre elas. E mostrado através de resultados
numéricos que esta estratégia € eficaz, robusta e uma opg¢do real para andlise de vigas
mistas com multiplas camadas.

Como era esperado e ja bem definido em andlise numéricas de vigas mistas com

interagdo parcial longitudinal com apenas um plano de deslizamento, o problema numérico
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de travamento por deslizamento é verificado na simulacdo numérica de vigas mistas com
multiplas camadas para casos particulares de interpolacdo dos deslocamentos do elemento
e rigidez elevada da conexao. Foi observado com exemplos numéricos que a representacao
da curvatura ao longo da viga mista € alterada quando pelo menos uma das conexdes entre
as diferentes camadas da viga apresenta uma rigidez elevada, ou seja, quando esta sofre

travamento por deslizamento.
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CAPITULO S

PLACAS DE CONCRETO ENRIJECIDAS COM
VIGAS DE ACO COM CONEXAO
DEFORMAVEL

Neste capitulo o problema de laje de concreto ligada a vigas de aco longitudinais,
transversais, ou outras direcdoes quaisquer, com conexdo deformédvel € avaliado
numericamente. Para isso sdo implementados elementos finitos capazes de simular o
comportamento de placas de concreto ligadas a vigas de aco através de uma conexao
deformdvel na direcio do eixo da viga. Como uma aplicacdo desses elementos serd
verificada a influéncia da interacdo parcial na determinacdo da largura efetiva de vigas

mistas de ago-concreto.
5.1 - INTRODUCAO

O caso mais comum de elemento estrutural misto na construgdo civil € representado
por placas de concreto ligadas a vigas de aco por meio de conectores mecanicos. Esse tipo
de solucdo € frequente em pisos de edificios de multiplos andares em estrutura de aco, em
pontes mistas, entre outras obras civis. A simulac¢io deste problema através de uma andlise
de viga exige a determinacdo de uma largura efetiva para a laje de concreto, o que pode
gerar erros significativos. Fatores como este, bem como, o efeito da variacdo da tensdo
normal ao longo da largura da laje de concreto em vigas mistas isoladas na determinagao
de seus esforcos (conhecido na literatura como efeito de shear lag), motivam a simulacio

do problema através de elementos de placas e vigas.
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A presenga do concreto em projetos de edificios de multiplos andares em estrutura
de aco € garantida no preenchimento das lajes de piso. Devido ao considerdvel ganho de
resisténcia quando ha ligacdo mecanica entre a laje de concreto e a viga de aco na qual ela
se apodia, esta técnica vem se tornando comum neste tipo de construgdo civil. A associa¢io
que surge nestes casos praticos de placa de concreto ligada a um perfil de aco com conexao
deformdvel serd neste trabalho denominada placa enrijecida com conex@o deformével.

Para a avaliacio numérica deste problema serdo descritos neste capitulo um
elemento capaz de simular problemas nao lineares em placas de concreto, um elemento de
barra considerando os mesmos graus de liberdade do elemento de placa, e um elemento de
interface que faz a ligacdo entre estes dois elementos e simula o comportamento da
conexao deformével na direcdo longitudinal.

Na formulacdo do elemento de placa € considerado o efeito de membrana (ndo
linearidade geométrica), devido a sua influéncia significativa na andlise da resisténcia
ultima de placas de concreto, como mostrado por Huang ef al. (2003b). O elemento
implementado foi baseado no elemento de placa de nove ndés com ndo linearidade
geométrica (Bathe, 1996)

A ndo linearidade fisica em andlise numérica de placa de concreto é geralmente
baseada em trés modelos. Uma descri¢cdo destes modelos foi feita no item 2.5 do capitulo 2
onde também ¢ feita uma revisdo bibliografica de trabalhos mais relevantes sobre o
assunto. Por exemplo, o trabalho desenvolvido por Scanlon e Murray (1982) que utilizam o
modelo de rigidez efetiva para avaliar a ndo linearidade fisica em placas de concreto. Os
autores estendem o conceito de rigidez a flexdo de vigas com a consideracio de um
momento de inércia efetivo para o caso da teoria de placas. O modelo apresentado pelos
autores apresenta a desvantagem de que a fissuracdo do concreto ndo pode ser considerada
de forma progressiva ao longo da secdo transversal da placa de concreto (Jiang e Mirza,
1997).

Ja o trabalho de Jiang e Mirza (1997) utiliza a aproximagdo do modelo de
elementos finitos discretos para andlise ndo linear fisica do concreto armado. Neste modelo
o concreto e as barras de aco de reforco sao modelados separadamente por dois tipos
diferentes de elementos, necessitando dessa forma de um grande nimero de graus de
liberdade, o que pode se tornar bastante caro em termo de tempo de anélise computacional
(Phuvoravan e Sotelino, 2005). O trabalho de Huang et al. (1999) considera um modelo de
fissuracdo distribuida que € avaliado tomando uma discretizacdo da secdo transversal do

elemento de placa em varias camadas para representacdo do concreto e armaduras de aco.
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Geralmente as vigas mistas de pisos de edificios sao simplificacdes do problema de
placas de concreto ligadas a uma viga de aco com conexdo deformdvel na direcdo
longitudinal, podendo levar a uma superestimagao ou subestimagao do elemento estrutural
avaliado. Mesmo em caso de vigas isoladas a deformacdo por cisalhamento na laje de
concreto promove uma variacao da tensio axial ao longo de sua largura efeito chamado na
literatura de shear lag, que pode causar erros significativos na andlise do problema
considerando a placa de concreto como um elemento de viga. Para tentar evitar isto é
utilizado em normas o conceito de largura efetiva, que consiste em determinar uma largura
de contribui¢do da laje de concreto que permite que a andlise como viga fornecga resultados
proximos dos esperados, ou pelo menos a favor da seguranca.

Como uma aplicagdo dos elementos implementados neste trabalho € verificada a
influéncia da interacdo parcial na determinacdo da largura efetiva de vigas mistas. Varios
trabalhos publicados sobre a avaliacdo da largura efetiva em vigas mistas mostram que esta
€ dependente de varios pardmetros, como, por exemplo, o tipo e o nivel de carregamento
atuantes. Uma revisdo bibliografica de trabalhos sobre o assunto foi feita no item 2.6 do
capitulo 2. Dentre estes trabalhos destaca-se o de Ansourian (1975), que foi o primeiro a
chegar ao valor de um quarto do vao da viga para a largura efetiva, usada em varias normas
(Eurocode 4, 2001, AISC-LRFD, 2005, NBR 8800, 2008). O autor verificou que para este
valor da largura efetiva as tensdes na laje de concreto se aproximam dos valores reais, ja
para a viga de ago isto acontece quando a largura efetiva € tomada igual a largura da laje de
concreto.

Amadio e Fragiacomo (2002) conduziram uma série de estudos paramétricos em
vigas mistas biapoiadas e em balan¢co usando o programa ABAQUS®. Os autores
analisaram o problema considerando andlise eldstica e também nao linear, e diferentes
niveis de deformabilidade da conexdo. Os resultados para comportamento eldstico
mostram que a deformabilidade da conexd@o € um pardmetro muito importante na
determinac¢do da largura efetiva para andlise de tensoes.

O objetivo deste capitulo consiste na implementacdo de elementos finitos capazes
de simular o comportamento de placas de concreto ligadas a vigas de aco através de uma
conexdo deformdvel na direcdo do eixo da viga. Como uma aplicagdo destes elementos
serd verificada a influéncia da interacdo parcial na determinacao da largura efetiva de vigas
mistas de ago-concreto.

O capitulo encontra-se organizado da seguinte forma. Nos itens 5.2, 5.3 e 5.4 sao

apresentadas as formulacdes para os elementos de placa, viga e o elemento de interface que
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faz a ligacdo entre os dois anteriores. No item 5.5 sdo apresentados os exemplos
numéricos. Estes exemplos estdo divididos na parte de validacio dos elementos
implementados e na aplicacdo da verificacdo da influéncia da rigidez da conexao
deformdvel na determinacao da largura efetiva. Por dltimo, no item 5.6 é apresentado um

resumo e conclusio do capitulo.

5.2 - FORMULACAO DO ELEMENTO DE PLACA

O elemento de placa implementado neste trabalho € o elemento com nove nds
descrito por Bathe (1996). A ndo linearidade fisica € verificada dividindo a se¢do em vérias
camadas e considerando que em cada camada as propriedades do material possam ser
diferentes. As principais consideragdes para este tipo de andlise sdo descritas a seguir
(Huang et al., 2003a).

(a)As diferentes camadas do elemento de placa sdo consideradas de concreto ou ago de
refor¢o, ndo sendo permitido qualquer deslizamento entre elas;
(b) As propriedades mecanicas do material de cada camada podem ser inicialmente
diferentes e as suas relacdes tensdo-deformacgdo sdao independentes para cada camada;
(c) As barras de aramdura em qualquer direcdo sdo transformadas em uma camada
equivalente de aco com rigidez somente na direcio da barra. E assumido um vinculo
perfeito entre as camadas de aco que representam as barras de reforco e as camadas de
concreto;

(d) As camadas de concreto sao consideradas em um estado plano de tensdo, e o concreto €
considerado ortotrépico apds fissuragdo ou esmagamento.

Diferente do elemento de placa tradicional, o elemento de placa implementado
neste trabalho considera, além do deslocamento vertical na direcdo de z e rotacdes em
torno dos eixos x e y, translagcdes nas direcdes dos eixos x € y como mostra a figura 5.1. As
translagdes seriam necessdrias mesmo para uma andlise linear, uma vez que ao conecté-lo a
um elemento de viga a posi¢ao da linha neutra nao é mais conhecida.

Na defini¢do das equacdes dos deslocamentos para o elemento de placa da figura
5.1 s@o consideradas as hipdteses cinemdticas da teoria de placa de Reissner-Mindlin, que
diz que se¢des inicialmente planas e ortogonais a configuracdo indeformada permanecem

planas apds deformacdes, porém nao mais ortogonais. Portanto,

u(x,y,z)zuo(x, y)+z6(x,y), 5.1
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Figura 5.1 — Graus de liberdade do elemento de placa e tensdes em um elemento
infinitesimal

V(x’y’Z) ZVO(x’)’)—w)(x,)’) €

(5.2)

w(x,y,z) = w (x, y). (5.3)

Nas equacdes 5.1 a 5.3 o sobrescrito 0 indica deslocamento em um plano de

referéncia adotado. Este indice serd omitido nas equagdes a seguir para facilitar a notacao.
Considerando u, = u(x,y,z), u, =v(x,y,z) € u; =w(x,y,z) naexpressdo da deformagdo

de Green-Lagrange (&; =5 (u, ; +u,; +u, u, ), tem-se

gx = %(u,x + u,x + u,xu,x + v,xv,x + W,xw,x ) >

)

—1
=3 (v!y +v,tuu +vov o+ w’yw!y) ,

— 1
£, = E(ny v, fuu, vy o+ wyxwyy) ,

)
Il

. +w,+u u_+vyv +ww.)e

0 =

Xz

—1
£,.=73 (v,z tw, tuu_ +v,v. + w,yw,z) .

Das hipéteses cinematicas dadas pelas expressdes 5.1 a 5.3, e as hipotese de Von Karman,
que implica que as derivadas de u e v em relagdo a x, y e z sdo pequenas, podendo assim
desprezar os termos quadraticos referentes a estas derivadas que aparecem nas expressoes

da deformacdo de Green-Lagrange acima, e desprezando a variacdo de w com z obtém-se

as equagdes das deformacdes dadas por:

£, u,+z0, %(w’x)2
— 2
€, Vi Z¢.y %(W,y)
e=e +e, onde e=1€, ¢+ e =qu, +v +200, -9 )ree, =7 ww, (5.4)
£, w,+6 0
£, w,—@ 0
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Sendo E o médulo de deformacdo axial e v o coeficiente de Poisson a relacio

tensdo-deformacdo é dada por

s = De, (5.5)
o, [A+2u A 0 0 O]
o, A+2u 0 0 O
D 0
em que S=47,, D= P 23 | _ © 0 0l 2= VE2 .
0,; D, . 1-v
T, Sim. u 0
z.)’z L ’Ll_
e E
2(0+v)

A expressdo 5.5 é baseada em uma relacdo linear entre tensdo e deformacdo, no
caso de uma andlise ndo linear esta relagdo sera avaliada de forma incremental. Aplicando
um campo de deformacdo virtual compativel ao elemento de placa deformavel da figura

5.1 tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais,

o, = [[[&sav. 56

Na expressdo 5.6, d é o operador variacional e V é o volume do elemento de placa
indeformada (formulagdo lagrangiana total).
A matriz B que define as relacdes deslocamento-deformacdo € obtida a seguir. A

parcela do vetor deformacao linear da equacdo 5.4 pode ser escrita como

e,=Bu, (5.7)

onde u=[07q, ®'q, @'q, ®'q, P'q, I 4., a.. q,, € g, sdo vetores

colunas dos deslocamentos nodais do elemento de placa da figura 5.1 nas direcdes dos

graus de liberdade u, v, w, 8 e 0y, e @ ¢ o vetor coluna com as funcdes de forma que

interpolam os deslocamentos nodais, sendo, para o elemento de placa da figura 5.1, dadas

por polindmios quadraticos.
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® 0 0 0 0 q,
0O & 0 0 0 q,
Definindo ¥={0 0 & 0 O|eq=|q, |,tem-se:
0O 0 0 & O qy,
0 0 0 0 O] Ao,
u=%¥q. (5.8)

Com a definicdo de u e as equacdes que relacionam as deformagdes aos deslocamentos,

obtém-se a expressao

B B (5.9
Bl:|: m < b:|,
0 B,
d/ox 0 0 0 d/dx
dlox 0 1
emque B, =| 0 d/dy|,B,={0 —-d/dy 0 |eB, = /3 Lol
3/dy 9/dx 0 —d/ox 3/dy Y

No caso de um variacional da parcela da deformacao linear, tem-se:

&, =B,du. (5.10)

A parcela do vetor deformacgdo nao-linear da equagdo 5.4 pode ser escrita como:

e, =B,u. (5.11)
0
N W 3/ox 0 0
Definindo A=| 0 w, |, G= e B, =AG, e como
- d/dy 0 0
W’y W,X
s’ w0
Tw ) b==] 0 w, { } (5.12)
' Tllw
wow, w, w, [~
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Bu} _
u, ou seja,
0

o
= . (5.13)

No caso de um variacional da parcela da deformac¢do ndo-linear, tem-se:

w,x&/v,x
W’y&/‘/"y
o, =yow w +w ow . Como
0
0
ow
W oW, w, 0 S
W oW, = 0 w, &4}’ , logo (5.14)
W W +w oW, W, ow, o
[0 AG|xu
0 B,
oe, = 0 = ou. (5.15)
0 0 0

Portanto, definindko B=B,+B, ¢ B =B, +2B,, tem-se e=Bu ¢ d=B'du.

Substituindo u pela expressao 5.8, chega-se a:

Se=BP'&. (5.16)

O trabalho virtual externo é obtido por W, =d&q'f,,, onde, f,, é o vetor de

forcas externas nodais. O elemento pode estar submetido a diferentes tipos de
carregamento, estes por sua vez sio distribuidos para os ndés do elemento por meio de
integracdo ao longo da area do elemento, como pode ser visto em Bathe (1996).

Substituindo a expressdo 5.16 na expressdo 5.6 do trabalho virtual interno, e da condi¢ao

de W, =W

int ext ?

tem-se:
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a{(” ‘PB*Tst—fszo. (5.17)

A expressdo anterior, deve ser satisfeita para qualquer variacdo dos deslocamentos

nodais compativel, ou seja, f, -f, . =0. Substituindo B", definida anteriormente, no vetor

> Tint

de forcas internas f. que aparece na expressao 5.16, tem-se:

int

B, 0 _ B, 0
fim=fﬂ‘PLBbT+BuT BT}SdV—IH‘PLBbHBuT BT}  (dzdA. (5.18)

s A h K

Na expressao anterior, a integral ao longo do volume indeformado do elemento de placa
foi dividida na integral ao logo de sua espessura e drea. Sabendo que os termos das
matrizes que aparecem na expressao 5.18 sdo constantes ao longo da espessura do

elemento de placa, e definindo

./[ o dz '/[ZO'de J-szdz
N= .}[O'ydz , M= !:zaydz e Q=k }T» e (5.19)
jfxydz IZT Wz "
h h
obtém-se
_ B,'N
f, = J:;[‘P{B,,TM+BMTN+BSTQ}(JA' (5.20)

Na expressdo 5.19, k € um fator de correcdo devido a aproximacgdo de que segdes
planas permanecem planas apds deformacdes, ou seja, tensdo de cisalhamento constante na
secdo. O valor de k depende da forma da secdo transversal sendo comumente utilizado o

valor de 5/6 para placas.
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Para a solu¢do do problema nio linear f, -f,, =0 serd determinada uma matriz de

rigidez que relaciona a variacdo dos deslocamentos nodais com uma variacdo da forca

interna, ou seja, a matriz de rigidez tangente do elemento de placa (K), portanto,
df, =Kdq. (5.21)

Na definicao da expressdo 5.21 é considerado que o vetor de for¢as externas nao varia com

os deslocamentos nodais. Da expressdo 5.17, tem-se

df,, = [[[waB" sav + [[[¥B" dsav . (5.22)
\4 \4
Da equacdo 5.5, tem-se ds = Dde, como de =B"du e du=%¥"dq, logo
HI‘I‘B*Tdst = [m\PB*TDB*lPTdvjdq. (5.23)
\4 \4

Da expressdo de B*, definida anteriormente, obtém-se

G.X
T 0 0 0 .
dB" s= - S = r .(.€Mque s =40,
dB 0 dB s
T,
A expressao anterior pode ser escrita na forma

0 0 0
B[~ lo ¢THG du, (5.24)

como é mostrado em Zienkiewicz e Taylor (1991). Na expressdo 5.23, G é como definido

anteriormente ¢ H € uma matriz simétrica com elementos dados pelas tensdes presentes no

vetor s*, ou seja,

o T,
H:{ ! X}} (5.25)
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Portanto, J-JJ-‘PdB*Tst =(J;”‘PB GT(I){G}TTdVqu e

. 0 0
df.. :(j J WB" DBWdV + | JI‘PL} GTHG}‘PTdVqu (5.26)

Comparando as expressoes 5.21 e 5.26, tem-se:

K= IJI\PB*TDB*TTdV +w‘PB GT‘;{G}‘PTW . (5.27)

Usando as relagdes de B” e D definidas anteriormente na expressido 5.27 para a matriz de

rigidez tangente do elemento, chega-se a expressao:

d D 0B, zB,+B
K =|[[[w ?m . OT ’ o SR TR T gy
v |B,+B, B |0 D |0 B

s

0 0
+|||¥ wdv. 5.28
0¥y rwo, 529
A expressao anterior pode ser escrita na forma

Km Kmb +Ku
K= ; , , (5.29)
K, +K K, +K, +K,

emque K, = [[¥B,” [D d:B,¥'dA, K, = [[¥B," [D,dB,¥"dA,
A h A h
K, = Hw(Bijzznpdsz +ijDsdzstlpTdA,Kmu = [[wB," [D,dB, ¥ dA,
A h h A h
K, = ”‘P[BhTJ'szdzBu +B,'[D,d:B, +BuszDpdzB,,ijTdA e
A h h h

K, = [[¥G" [HiG¥dA.
A h
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As integrais ao longo da espessura da placa que aparecem nas expressoes de N, M ,

QK, .K, K, , K, . K, eK_devem ser divididas em somas de integrais ao longo

mu
da espessura de cada camada, uma vez que as propriedades dos materiais podem ser

diferentes em cada camada.

Al

0.337, | -£ ---o--2

Er 0.22 £y  pu
Figura 5.2 — Curva tensdo-deformacao do concreto na tracao

O problema ndo linear fisico e geométrico € resolvido usando um método
incremental e iterativo, sendo utilizado o método de Newton-Raphson com controle de
carga (ou deslocamento) para o processo iterativo. Na andlise € usada a aproximacgao do
lagrangiano total, no qual as tensdes e as deformacgdes sdo referenciadas em todo passo e
iteracdo a configuracdo geométrica original.

Para a avaliacdo do problema ndo linear fisico € adotada para o concreto na tracdo a
curva tensdo-deformacdo da figura 5.2 sugerida por Rots et al. (1984) e usada também por
Huang et al. (2003b) na avaliacdo de seus exemplos, que servem neste trabalho como

validacdo para o elemento de placa implementado. Neste trabalho foi adotado £, =10¢, e
para a resisténcia a tracdo do concreto foi usada a relacdo f, = 0.3321\/TC fornecida pela

American Society of Civil Engineers - ASCE (1982), onde f. € a resisténcia a compressao

do concreto em MPa.

J4 para o concreto na compressio € adotada a curva tensdo-deformacio
especificada no Eurocode 4 (2001) mostrada na figura 5.3 e com expressdo analitica dada
pela equagdo 5.30. A figura 5.4 mostra a curva tensdo-deformacgdo para o aco de reforco

como especificada no Eurocode 4 (2001).
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3
o ffc/ v se O<e<eg,
£ EIE,)
e P (5.30)
f,——— se €>¢,
gcr - gL'M

o.(&)=

No processo incremental usado para definir a curva carga-deslocamento do
problema analisado a ndo linearidade fisica é considerada a cada passo atribuindo a cada
camada do elemento uma rigidez obtida a partir da curva tensdo-deformagao do material e

das deformagdes principais no ponto de Gauss da integracao numérica do elemento.

& 3

[T 2]
Figura 5.3 — Curva tensdo-deformacao do concreto na compressao

Em cada ponto de Gauss e para cada camada do elemento de placa as deformagdes
nas dire¢des dos eixos ortogonais x e y sdo obtidas. Considerando as camadas em estado
plano de tensdes sdo determinadas as direcdes principais indicadas neste capitulo pelos

subscritos 1 e 2, onde a dire¢do 1 indica a direcdo de maior deformacao principal.

£, (%)

4 2 12 16 20
Figura 5.4 — Curva tensdo-deformacao do aco na compressao/tracao
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Para a verificag@o de falha do concreto é adotado neste trabalho um critério baseado
na maxima deformacdo especifica descrito no pardgrafo seguinte. Um critério de falha
mais elaborado pode ser encontrado em Kupfer e Gerstle (1973) que estudaram o
comportamento do concreto sobre tensao biaxial e propuseram uma superficie de falha que
¢ adotada pelo cédigo CEB-FIP (1993). No trabalho de Huang et al. (2003a) os autores
utilizam uma superficie de falha para o concreto proposta por Barzegar e Jamshidi (1987) a
qual foi baseada no trabalho de Kupfer e Gerstle (1973). A utilizagdo de um critério mais
simples € justificada devido a baixa resisténcia do concreto a tracdo fazendo com que ele
falhe na regido de tracdo das superficies de falha, a qual é bastante proxima para os
diferentes critérios de falha.

De forma simplificada a regido de falha do concreto foi assumida como sendo a
regido fora do retangulo definido pelos vértices opostos (&€

£,) e (g,.€,),onde €, ¢

cr? tr?

£, sdo definidos nas figuras 5.2 e 5.3. Se as deformagdes principais (&,,&,) se

tr
encontrarem fora da regido de falha entdo o concreto é considerado isotropico e linear, € o
moédulo de deformacgdo axial do concreto é obtido da curva da figura 5.3 fazendo

Jdo

c

E = 5 (¢, =0). Caso contrdrio, o concreto € considerado ortotrépico com a relacio
£

c
c

tensdo-deformacio desacoplada nas direcdes 1 e 2 (dire¢des principais). Ou seja, a matriz

constitutiva do material torna-se

E, 0 0 0 O]
E, 0 0 0
D 12 O2><3
D,=| " = 1(G,+G,) 0 0], (5.31)
0 D
2x3 s12 .
Sim. G 0
L G,
d d
onde E, :i(ec =¢g), E, = o (€.=¢,), G, = B G, = By A matriz de
0€ 0€ 2(1+v) 2(1+v)

c c
rigidez na direcdo dos eixos ortogonais x e y pode ser obtida a partir de D,, , como descrito

a seguir. As tensdes e deformagdes principais podem ser relacionadas com as tensodes e

deformacdes em relagdo aos eixos x e y quaisquer da forma
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R 0 R, 0
S1 :{ 4 :|Sxy ee, :{ € R }exy, onde (5.32)

cos” ¢ sen’¢  sen(29)
R_(¢)=| sen’y cos’¢p  —sen(29) |, (5.33)
— 1 sen(29) 1sen(2¢)  cos(29)

cos’ ¢ sen’¢  Lsen(29)
R,(p)=| sen’9  cos’¢p —Lsen(29)|e (5.34)
—sen(2¢) sen(2¢)  cos(29)

cos @ senq . (5.35)

R, (9)=
‘ —seng cos¢@
Nas expressoes 5.33 a 5.35 o angulo ¢ é o angulo de rotagdo dos eixos principais
em relacdo ao eixo x e y. Substituindo as expressdes anteriores na relacdo tensdo

deformacdo nas diregdes principais, s,, =D ,e,,, tem-se

R, 0 R, 0 .
S,y :{ 0 RST}DI{ 0 R }exy, ou seja, (5.36)
D = RS 0 D R, 0 (5.37)
xy 0 RXT 12 0 RS . .

O problema ndo linear geométrico € resolvido através do método iterativo de
Newton-Raphson com controle de carga (ou deslocamento) sendo a ndo linearidade fisica

considerada através do procedimento incremental. Nestes casos o tamanho do passo
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influencia consideravelmente na solu¢do do problema. A técnica descrita no pardgrafo
seguinte diminui significantemente esta influéncia na solu¢do numérica do problema.

A figura 5.5 abaixo ilustra o procedimento incremental adotado para definir a
rigidez em cada ponto de Gauss analisado para cada camada do elemento de placa em cada
passo de carga (ou deslocamento). A figura mostra que a aproximacao de f(u+du) € bem
melhor usando a tangente média do inicio do passo e o final dele do que usando a tangente
inicial. Este procedimento diminui o acumulo de erro que acontece passo a passo no
método incremental (figura 5.6), tendo como desvantagem a necessidade de avaliar o
mesmo passo duas vezes, uma para a matriz de rigidez tangente inicial e outra para a

matriz de rigidez tangente média.

Fah o s+ etd)
2

F(w) + duf'(u) /

(1) + duf Gt
F)

u i+
Figura 5.5 — Ilustracdo de um passo do processo incremental

A figura 5.6 mostra o procedimento da tangente média descrito no pardgrafo
anterior para a fungio quadratica f(x)=—x>+4x. O método incremental da aproximagio
da tangente € definido através da forma de recorréncia dada por y,,, =y, + f'(x, )dx com
X, =x, +dx.Ja o método incremental da tangente média € definido através da forma de
recorréncia dada por y,,, =y, +0.5[f'(x,)+ f'(x,,,)]ldx com x,,, =Xx, +dx. Para ambos

os métodos o trecho da curva exata de [0,2] foi dividido em 20 passos incrementais com

dx=0.1.
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F Lot
;_F,::-F”‘_FFH
2
* _,-'U
.-'D"
A
e
T
B
4 — exata
A -
) x  método tangente
A o i
o o tangente média
.
[
-
.lh"
2'-} X

Figura 5.6 — Ilustracdo do avanco do método incremental

5.3 - FORMULACAO DO ELEMENTO DE VIGA

O elemento de viga implementado neste capitulo tem graus de liberdade
compativeis com aqueles definidos para o elemento de placa do item anterior, como €

mostrado na figura 5.7 abaixo.

)
g.
1 x 2 3 ! ¢
/I ° ¥ 4
Y Z g: g
I

Figura 5.7 — Graus de liberdade do elemento de viga e tensdes em um elemento
infinitesimal

As equacdes de deslocamento para o elemento de viga da figura 5.7 sdo dadas pelas
expressoes 5.38 a 5.40 abaixo. Na defini¢do destas equagdes sdo consideradas as hipdteses
cinematicas da teoria de viga de Timoshenko e a aproximacdo de que um esforco de tor¢ao
nao provoca deslocamentos fora do plano de tor¢ao, ou seja, que ndo haja empenamento da
secdo transversal, a qual € vdlida para eixos de secdo transversal circular ou eixos tubulares
de paredes delgadas. Portanto, para secdes transversais quaisquer esta andlise € sugerida
para problemas onde os esfor¢os de torcao sdo pequenos em comparagcdao com os esforcos
de flexdo e cisalhamento, o que geralmente acontece em pisos de edificios de multiplos

andares.
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u(x, y,z) =u"(x) +26(x) (5.38)

v(x,y,2) =" (x) - z0(x) (5.39)

w(x, y,2) = w’ (x) + y§(x) (5.40)

Nas equagdes acima o sobrescrito 0 indica deslocamento em um eixo de referéncia
adotado. Este indice serd omitido nas equagdes a seguir para facilitar a notacdo. Das
equacgdes de deslocamento e da expressao de deformacdo de Green-Lagrange, obtém-se as

equagdes das deformacdes dadas por

£ =u,+20, +iw?, (5.41)
E.=0+w, +yp e (5.42)
£, =V, —20,. (5.43)

Sendo E o moddulo de deformacdo axial e G o mdédulo de deformagdo por

cisalhamento, as relagdes tensao deformacdo para o caso linear elédstico sao dadas por

o, .=Ee_, (5.44)
r, =Ge, e (5.45)
Z.xz = ngz : (546)

Aplicando um campo de deformagdo virtual compativel a um elemento deformével

tem-se, pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,

W, = [[[o,0e,av (5.47)
Vv

onde o, sdo as componentes de tensdes de Kirchhoff,e; sdo as componentes de

deformacdo de Green-Lagrange, d é o operador variacional e V € o volume do sélido

indeformado. Para o caso de problemas de viga da figura 5.7, tem-se
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W, =[lo.de, +7 8¢ +7,0 )av . (5.48)
v
A variagdo das deformacdes que aparece nas expressoes 5.41 a 5.43 sdo dados por
O, =0u, +200, +w ow,, (5.49)
Ot =00+0w, +yop, e (5.50)
O, =0, —z00,. (5.51)

Substituindo na expressao 5.48 do trabalho virtual devido as forcas interna do
elemento de viga da figura 5.7 as expressdes 5.49 a 5.51, e observando que os

deslocamentos u, v, w, ¢ e 6 destas expressdes variam apenas ao longo do eixo do

elemento, tem-se

MW, = [1[o.dA@i, +w 6w )+ |7, dAS + (7 dA(w, +58) +
L A A A

+[0,2dA88,, + [ (z ..y~ 7, 2)dASP  Jdx. (5.52)
A A

Definindo as varidveis, N, = [0,dA, N, = [z, dA, N_ =z dA, M = [0 zdA
A A A A
e T = J' (r,.y—7,2)dA, para os esforcos atuantes na se¢do transversal do elemento de
A

viga, a expressao 5.52 pode ser escrita da forma mais conveniente dada por

W, =[N (B, +w Sv )+ N 6 +N (3w, +60)+M 50, +T.50,)dx. (5.53)
L

Para o elemento em questao foram adotadas fungdes de forma dadas por polindmios

quadréticos representado nas expressoes 5.54 a 5.58 pelo vetor coluna ®.

u=[®" 0" 0" 0" 0’ (5.54)
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v=[0" @ 0" 0" 0’ (5.55)

w=[0" 0" @ 0" 0" (5.56)
o=[0" 0" 0" & o'k (5.57)
o=[0" 0" o 0o @' (5.58)

Nas expressoes 5.54 a 5.58, q = [qi” 9 q' q' qf ]T com i variando de 1 até 9

representando os graus de liberdade do elemento nas direcoes dos deslocamentos de
translagdes e rotagdes, € 0, € um vetor coluna nulo com nove elementos. Outras
configuragdes de interpolacdo podem ser adotas para o elemento sem maiores dificuldades.

Sendo as expressdes para os deslocamentos funcdes dos deslocamentos nodais

entdo as suas variagdes sao dadas por

5.59
&/l = &IT(S_(L;}’ ( )
5.60
o= &IT(g_:l]’ ( )
5.61
&’V = &1T 3_::]7 ( )
(36 (5.62)

o9 =& aq)‘) e
(90, (5.63)

00 = & aq‘ )

Substituindo as expressdes 5.59 a 5.63 em 5.53 chega-se a expressdo 5.64 para o

trabalho virtual das forgas internas para o elemento de viga da figura 5.6.
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0 0 0 0
o = i (B, 2 e (20,
L

“+w, o +—
dq " dq " dq dq dq
90, 99,
+M ——+T —=]dx. (5.64)
oq oq

O trabalho virtual externo é obtido por oW, =d&q'f,,, onde f,, é o vetor de forgas

ext ?

externas nodais. Da condi¢dao de oW, = oW, , tem-se

int ext

é‘qTJ'[N{au’* +w aw)‘j+N it +Nx{aw"‘ +86’j+

) dq " Jq ¥ dq dq dq
00 )
+M —=+T, ¢’X]dx=&17fex,. (5.65)
oq q

A expressdo 5.65 deve ser vadlida para qualquer campo de deformacdo virtual

compativel, portanto, ela pode ser escrita na forma f_ -f, =0, onde f., é o vetor de

forgas internas dado pela expressao

(aux awxj v, (aw)C aej
fim:.[[Nx —+w, — |+ N —+N_| —+— |+
1\ 9q aq dq dq  dq
6, _ 99,
+M —+T —=]dx. (5.66)
oq aq

Substituindo na expressdo 5.66 as derivadas das equacdes dos deslocamentos,
expressoes 5.54 a 5.58, em relacdo aos deslocamentos nodais, e considerando o fator de

reducdo para corrigir as tensdes de cisalhamento, tem-se

N)C@,X

ny¢,x

foo = [{3N. D, +N.® w, tdx. (5.67)
t TX¢,X

M® +iN_ P

Devido a ndo-linearidade geométrica assumida no problema e uma possivel ndo

linearidade fisica, verificada através da relacao tensao-deformacdo ndo linear dos materiais
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envolvidos, o problema f_ -f =0 ¢é ndo linear. Portanto, faz-se necessdrio a
determina¢ao da matriz de rigidez tangente, obtida derivando o vetor de forgas internas em

relacdo aos deslocamentos nodais:

T T
aNx] . Nxcp,x(aw’XJ . (5.68)

A
Il
o~ —
o
/kﬂ\
b5
N——
<
+
e
“
=
“
Q)
=

L ’

Na expressdo 5.68 a derivada do esfor¢o axial atuante na se¢do em relacdo aos

deslocamentos nodais € dada por

d| |o.dA
oN u J_jaax JA = 00, d€, A (5.69)

oq oq ° 0q | 0€, dq

ile o
~ ¢ dada pela inclinacdo da tangente a curva tensdo-deformacao e serd denotada

onde

X

por E, . Ja a derivada da deformacdo axial em relagdo aos deslocamentos nodais € dada

por
¢,x
0
de, du, 00, ow
L=tz tw, —=3w D . (5.70)
oq dq oq Jaq '0 ’
P,

140



Substituindo a expressdao 5.70 em 5.69 e lembrando que os vetores coluna que

representam as func¢des de forma variam apenas ao logo do eixo longitudinal do elemento,

tem-se
@ [E,dA
A
0
N, _Jw.@ [Edal (5.71)
oq A
0
@ [E,zdA
A

De forma andloga a descrita para o esforco axial, pode-se determinar as derivadas

dos outros esfor¢os atuantes na secao em relagao aos deslocamentos nodais, logo

@, [E zdA 0
A
0 @ [GdA
oN A
M, v, [Erzaal s _ 0 , (5.72)
oq A oq
0 ~® [ GzdA
@ [Ez’dA 0
A
0 0
~® [ GzdA 0
A
oT. @ [Gyda v, | ®.[Gd
- 7 e o 4 . (5.73)
T e, [G(y*+2%)aa 1 |@, [Gyda
A
A
®] G ®[GdA
A A
As expressdes dos esforgos atuantes na se¢éo transversal, N, N, N _, M e T,

bem como, das rigidezes I EdA , jEsz, I Ez*dA, deA, I GzdA, szsz, I GydA e
A A A A A A A

.[ Gy’dA, sdo obtidas de forma analitica transformando a integral de drea em uma integral
A

de linha ao longo do contorno da secdo transversal que tem forma geral dada por um
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poligono fechado qualquer. O método utilizado neste trabalho para o cdlculo destes
esforcos e rigidezes é descrito de forma simplificada no item 3.3 do capitulo 3 deste
trabalho. Uma descri¢do detalhada deste método pode ser encontrada em Caldas (2004) e
Silva (2006).

A rigidez a tor¢@o de elementos de barra no caso geral é muito dependente da secdo
transversal e do material. A formulacdo apresentada considera a rigidez a torcdo
proporcional ao momento polar da secdo, o que sé vale para se¢des circulares. Adaptagcdes
devem ser feitas, por exemplo, quando a barra representa vigas de secao I. Em secoes de
concreto deveria haver redugdo de rigidez devido a fissuracdo. Como a formulagdo tem
como objetivo a simulacdo de estruturas onde a torcdo ndo € preponderante, estas
alteracdes nao foram consideradas.

Em problemas de vigas a tensdo normal € maxima nas bordas superior e inferior da
secdo transversal, onde a tensdo de cisalhamento € nula, ou seja, na regido de tensdo
normal médxima tem-se um estado uniaxial de tensdes e a andlise ndo linear fisica é feita
diretamente da relacdo tensdo-deformagdo do material obtida para um estado axial de
tensdes. J4 para a tens@o de cisalhamento € considerada neste trabalho uma relagdo linear

entre a tensdo e deformacdo, ou seja, andlise linear.

5.4 - FORMULACAO DO ELEMENTO DE INTERFACE

O elemento de interface implementado neste capitulo simula o comportamento da
conexdo deformdvel de placas enrijecidas com vigas e faz a ligacio entre os elementos de
placa e viga definidos nos itens 5.2 e 5.3. Portanto, como mostrado na figura 5.8 seus graus
de liberdade sao compativeis com estes elementos.

A equacdo do deslocamento relativo longitudinal (direcao x) do elemento de

interface da figura 5.8 é
5;(xX)=u,(x,y,z=c—z,)—u(x,y,z2=c-2,), (5.75)

onde u,(x, y,z)zug(x)+z0a(x) € a equacdo do deslocamento na direcdo x para os

elementos acima (& =1) e abaixo (a = 2) da interface de contato. Portanto,

s, (x) = ud (x) —u (x) = (z, =), (x) — (c — 7,)6,(x) . (5.76)
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Ja para a equacao do deslocamento relativo transversal (direcdo y), tem-se
5, (xX)=v,(x,y,z2=¢c—2,)—v,(x,y,2=¢c—2), (5.77)

em que v, (x,y,2)=vo(x)—z4,(x) é a equacio do deslocamento na direcdo y para os

elementos acima e abaixo da interface de contato. Portanto,

4 5 &

471

g; ,

q; >4
1 x 2 3 g: p w
I

Figura 5.8 — Graus de liberdade do elemento de interface

5,(X) =3 (1) = v, (D) + (2, = )P, () + (¢ — 7)), (%) (5.78)

Por tdltimo, a equagdo do deslocamento relativo vertical (direcdo z), €

s, (xX)=w,(x,y,2)—w,(x,y,2), (5.79)

em que w,(x,y,z)=wo(x)+ y@,(x) é a equagio do deslocamento na dire¢do z para os

elementos acima e abaixo da interface de contato. Portanto,

5, (X) = wl (x) = w! (x) + y(8, (x) — ¢, (%)) . (5.80)

As figuras 5.9 a 5.11 ilustram os deslocamentos relativos nas diregdes de x, y € z
dados pelas expressoes 5.75 a 5.80, onde ¢, z, € z, sdo como mostrados na figura 5.9, e o

sobrescrito 0 indica deslocamento em um plano ou um eixo de referéncia adotado. Este

indice serd omitido nas equacdes a seguir para facilitar a notacao.
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Figura 5.9 — Deslizamento longitudinal (s, )

Considerando uma relacdo linear entre as forgcas por unidade de comprimento na

direcio de u (S,), v (V,) e w (N,), em relacdo a seus respectivos deslocamentos relativos
e, sendo Es,,’ Ev, e E N, o respectivamente, as rigidezes de deformagdo do elemento de

interface na dire¢ao dos deslocamentos u, v e w, entao

S,=Egs,V,=E,s,e N, =Es,. (5.81)

Figura 5.10 — Deslizamento transversal (s, )

No caso de problemas ndo lineares as rigidezes que aparecem na expressao 5.81
serdo dadas pela inclinagdo da tangente a curva que define a lei constitutiva da conexao
deformdavel, e o problema € resolvido usando um método numérico que utiliza
aproximacoes lineares.

Aplicando um campo de deformacao virtual compativel a um elemento de interface

da figura 5.8 deformavel tem-se, pelo Principio dos Trabalhos Virtuais,
Wy, = [ (8,85, + N, &, +V,&,)dQ. (5.82)
Q
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Figura 5.11 — Separacio vertical (s, )

Como s, e s, variam somente ao longo do eixo do elemento de interface, tem-se

W, = [ (8,8, +V, &, )dx+[ { | Nbdsvdyjdx. (5.83)
L L

by

Na expressdo 5.83, by € a largura na dire¢do y da se¢do de contato entre os materiais, como

mostrado na figura 5.9. A variag@o dos deslocamentos relativos do elemento de interface é

dada por

o5, =0u, —ou, —(z, — )08, —(c—z,)00,, (5.84)
05, =0V, =W, + (2, —c)0P, + (c —7,)09, e (5.85)
O, = ow, — ow, + y(6¢, — 89,) - (5.86)

Substituindo na expressdo 5.83 as expressoes 5.84 a 5.86, tem-se

5Wim :I(Sb(&"z _&41)+Vb(&’2 _5V1)+N2(5VV2 _§W1)+[(C_Z1)Vb _sz]5¢1 +

+(z, —)S,06, +[(z, —c)V, + N216p, + (c — 2,)S,08,)dx, (5.87)

em que N, :ijdy e N; :ijydy.
b b

Na aproximacdo de elementos finitos baseado em deslocamentos, as equacgdes dos
deslocamentos sdo aproximadas por fungdes de formas associadas aos deslocamentos
nodais (q). Para o elemento em questdo foram adotadas func¢des de forma dadas por

polindmios quadraticos representadas nas expressoes 5.88 a 5.92 pelo vetor coluna P.

u, =®'q,, (5.88)
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v, =®'q, (5.89)
w, =®'q,, (5.90)
¢, =®'q, (5.91)
6,=®q, (5.92)

Na expressoes 5.88 a 5.92, o indice o faz referéncia as secdes acima e abaixo da

interface e, de acordo com a figura 5.8, tem-se

qu,=[q1“ g q'], qu2=[q2‘ g q'], qvl=[q1" e ¢, qv2=[qi qs qz]T,
a,=ley @ @ a, =l @@ @l a,=le¢ ¢ @ a, =l @& .
a, =la’ ¢ ¢/ ea,=lg? ¢ f.

O vetor dos deslocamentos nodais é dado por

T T T T

[ T T T T T T]T
q = qul qvl qwl q¢1 qHI quz qu qwz q¢z qHZ :

Sendo os deslocamentos fungdes dos deslocamentos nodais entdo suas variacdes sao dadas

por
5.93
%Z&f[aua) (5.93)
dq
5.94
%:&f[avaj’ (5.94)
aq
5.95
S, :&T(awa], (5.95)
Jq
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_ &IT(B%J . (5.96)
aq

5, :&T(a&} (5.97)
Jq

Substituindo as expressdes 5.93 a 5.97 em 5.87 chega-se a expressdao 5.98 para o
trabalho virtual de um elemento de interface associado a um elemento de placa e outro de

viga.

Ju, du, av, Odv,

0 ow
Mo =& [5G =SV (G2 S N 9

——)+[(c )V, N]

99,

+(Z1_C)Sbaa_f;l+[(Z2 o)V, +N ] +(c—2z, (5.98)

O trabalho virtual externo é obtido por W, , = &'f,, onde f,, é o vetor de forcas

ext?
externa nodais. Geralmente as forcas externas sdo transmitidas para os elementos de

interface através dos elementos de placa e viga a ele associado. Da condicdo de

Mm &/Vext ’ tem-se
&’ [, a&_%) %—ai) b(aw2—awl)+[(c 2V, - N2
" oq q

+(Z1—c)S,,%—zl+[(z2 o)V, +N;] (f:+(c—zz) ,,ae =5q'f,,. (5.99)

A expressdo 5.99 deve ser vadlida para qualquer campo de deformacado virtual

compativel, portanto, ela pode ser escrita na forma f_ -f, =0, onde f., é o vetor de

forgas internas dado pela expressao

J'( b(aﬁ_% b(aﬁ_avl)_u\];(%_%)_,_[(c 2V, =N ]8¢1
L dq Jq Jq aq
+(z,—0)S, _801 +[(z, =)V, +N 11— ¢2 +(c—2z,)S, 802 (5.100)
dJq aq oq
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Substituindo na expressdo 5.100 as derivadas das equacdes dos deslocamentos,

expressoes 5.88 a 5.92, em relagdo aos deslocamentos nodais q, tem-se

-S,®
-V,
~N,®
[(c~2)V, -N,1®
.[ (z, =0)S, P
] S, ®
V,®
N,®
[(z, —c)V, + N, 1®
(c—2z,)S,P

dx (5.101)

int

Como o elemento de interface implementado trabalha em conjunto com os
elementos nao lineares de placa e viga implementados nos itens 5.2 e 5.3, entdo é
necessario a determinacdo da matriz de rigidez tangente, derivando o vetor forca interna

em relacdo aos deslocamentos nodais, ou seja,
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dx (5.102)

Na expressdao 5.102 a derivada do esfor¢co de cisalhamento por unidade de
comprimento atuante na interface de contato entre os materiais em relacdo aos

deslocamentos nodais € dada por

o\E
05, _OlEys,) g % (5.103)
dq dq ’ dq

oS . . o1 .
onde Eg = a—b ¢ a rigidez da conexdo deformdvel na dire¢do longitudinal. J4 a derivada
S

do deslocamento relativo na direcdo de u (deslizamento longitudinal) em relacdo aos

deslocamentos nodais € dada por

ds, _du, ow . 06, 06 _
aq— 3¢ oq (z,=0) 3q (c—z) 3q =
:[_cpT 0 0" 0" (z;—c)®" @ 0" 0" 0 (c—zz)CIDT]T. (5.104)
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Substituindo a expressao 5.104 em 5.103, tem-se

~®E,
0
0
0

95, _ )&%k, | (5.105)
o] CIDESb
0
0
0

(c—z,)PE

De forma andloga pode-se obter a derivada dos demais esforcos atuantes em relagio

aos deslocamentos nodais, ou seja,

0 0
0 0 0
- ®E, - CDJ E, dy - CIDJ E, ydy
0 b b
WV, _ 0 , N, _ 0 . N, _ 0 . (5.106)
oq 0 oq 0 Jaq 0
PE, 0 0
0 & j E, dy & j E, ydy
b b
(ZZ_ i))cpEv” q’! E,, ydy <I>£ E, y'dy
0 0

Nas expressdes acima, Eg , E, e E, sdo as inclina¢des das tangentes as curvas

forca por unidade de comprimento versus deslizamento nas direcdes de x, y e z,

respectivamente.
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5.5 - EXEMPLOS

Os elementos de placa, viga e interface implementados neste capitulo serdo
validados comparando os seus resultados com resultados numéricos e experimentais
obtidos por outros autores. Além destes exemplos de validacdo é apresentado neste item
um exemplo de aplicac@o destes elementos, no qual serd avaliada a influéncia da rigidez da

conexao deformédvel na determinagdo da largura efetiva em vigas mistas.
5.5.1 — Lajes de Concreto simplesmente apoiadas

Para validar a capacidade do elemento de placa implementado de simular o
comportamento de placas de concreto sob andlise ndo linear fisica e geométrica, dois
exemplos de placas simplesmente apoiadas em suas bordas com relacdo largura versus
comprimento igual a 1.0 e 1.5 foram analisadas. Estes mesmos exemplos foram
submetidos a uma série de testes publicados por Ghoneim e MacGregor (1994a, 1994b),
onde os autores combinaram cargas aplicadas no plano e lateralmente, ou seja,
carregamento uniformemente distribuido aplicado perpendicularmente a placa. Anélises
numéricas sobre estes exemplos foram feitas nos trabalhos de Huang er al. (2003b),
utilizando o programa VULCAN (Bailey, 1995, Bailey et al., 1996, Najjar e Burgess,
1996, Huang et al., 1999), e Caldas (2009).

As armaduras superiores e inferiores das barras de refor¢o sdo compostas de 260
mm?*/m de drea nas direcdes ortogonais x e y. A posicdo destas barras ao longo da
espessura da placa, bem como as outras dimensdes dos dois exemplos sdo mostradas na
figura 5.12. As curvas tensdo-deformacao para o concreto e o ago de reforco sdo mostradas
nas figuras 5.2 e 5.3 definidas no item 5.2 deste capitulo.

4 Y +, &Y Sl

1829
1829

r
L 4

¥Y_

L 02 397 |68, Camadas T o IR- 9 |67.8
e I 27 |68, de ago h"“*':‘""'f" 2t {349 |67.8
core a-a o corte a-a o
(4) (k)
Figura 5.12 — Detalhes das lajes analisadas (Huang, 2003b)(cotas em mm)
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A resisténcia ao escoamento do aco € o seu mdédulo de deformacgdo axial foram
considerados iguais a 450MPa e 205000 MPa, respectivamente. A resisténcia a
compressdao do concreto foi tomada igual a 18,7 MPa e 25,2 MPa para os exemplos (a) e
(b), respectivamente. Foi considerado um coeficiente de Poisson de 0,2 para o concreto. Os
elementos que discretizam a laje foram subdivididos em 20 camadas.

Os resultados numéricos obtidos pelos diferentes autores e os experimentais sao
mostrados nas figuras 5.13 e 5.14 abaixo. Como pode ser observado nas figuras o elemento
implementado neste trabalho fornece resultados satisfatérios para andlise linear e ndo
linear quando comparados com resultados experimentais € numéricos da literatura.

Os resultados referentes a placa quadrada (figura 5.12-b) sdo mostrados na figura
5.13, j& os resultados mostrados na figura 5.14 referem-se a placa retangular (figura 5.12-
a). Na legenda das figuras a expressdo linear (abreviada por 1) e ndo-linear (abreviada por
nl) refere-se a consideracdo da ndo-linearidade geométrica, Caldas e Huang referem-se aos
resultados numéricos obtidos por estes autores (Huang, 2003b e Caldas, 2008), e Teste
refere-se aos resultados experimentais (Ghoneim e MacGregor, 1994a, 1994b). O efeito de

membrana pode ser observado nas figuras através das diferencas nas curvas referentes a

(€N

andlise linear e ndo-linear. Ao comparar estas curvas com a curva experimental obtida
evidenciada a necessidade da consideracdo do efeito de membrana na avaliacdo da carga

ultima de placas de concreto reforcadas sujeitas a carregamento lateral.

100

"‘“ﬂ 20
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E Huang |
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E —— Prezente trabalha nl
a 20 —— Prezente trabalho |
Huang nl
D T T T T T T T
H 20 40 &0 a0 100 120 140

deslocamento verfical mdximo fmm)
Figura 5.13 — Placa quadrada simplesmente apoiada
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Figura 5.14 — Placa retangular simplesmente apoiada

5.5.2 — Laje mista aco-concreto

Para validar a acdo conjunta dos elementos de placa, viga e interface
implementados neste trabalho foi analisado um exemplo com configuracdo bastante
comum na pratica da constru¢do civil. Este exemplo consiste de uma laje de concreto
ligada por meio de conectores a trés vigas de aco longitudinais e duas transversais com
apoios nas interse¢des destas vigas, como mostra a figura 5.15. Este mesmo exemplo foi
analisado experimentalmente e numericamente por Nie et al. (2008) e seus resultados sdo
usados neste trabalho como dados comparativos.

A estrutura da figura 5.15 foi levada a ruptura através de trés macacos hidraulicos
em série apoiados sobre as trés vigas longitudinais com um incremento de carga de 2 kN.
Durante o teste os autores (Nie et al., 2008) monitoraram deslocamento, deformacio e
deslizamento. No entanto, devido a alta rigidez da conex@o e o fato desta nao provocar
efeitos significativos no estado limite tltimo da estrutura, o deslizamento nao foi avaliado.

A curva tensdo deformacdo adotada para o perfil de aco e as barras de reforco é

representada na figura 5.16. Para o perfil de ago foram adotados f, =295MPae f, =448
MPa. Para as barras de refor¢o foram adotados f, =380 MPa e f, =478 MPa. E para

u

ambos foram adotados E, = 206000 MPa e E, = 2000 MPa. Para o concreto foi considerada
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Figura 5.15 — Laje mista aco-concreto (unidades em mm) Nie et al. (2008)

a curva tensdo deformacgdo definida no item 6.2 deste capitulo adotando &, =0.002,

resisténcia a compressdo de 30.3 MPa e coeficiente de Poisson de 0.17.

0,2%
Figura 5.16 — Curva tensao-deformacao para o aco

Para a rigidez da conexdo ao longo do eixo da viga foi considerada a curva
S, =S, (1—e )% (Aribert, 1992), onde S, é a forca cortante por unidade de
comprimento € s, € o deslizamento longitudinal. §,, € a resisténcia ultima do conector por
unidade de comprimento, que pode ser obtida por teste ou através de expressdes definidas
em normas, que associa essa resisténcia ultima a resisténcia de corte do conector e a

resisténcia de esmagamento do concreto que envolve o conector. C, e C, sdo parametros

que definem a forma da curva. Para este exemplo Aribert (1992) recomenda C, = 0.7mm™"

e C,=0.56.
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Nas direcOes transversal e vertical ao eixo da viga sdo consideradas curvas lineares
com rigidez muito grande, sendo, portanto, desconsiderada a possibilidade de separacio
vertical na interface e de deslizamento na direc¢do transversal ao eixo da viga. Outros dados
como dimensdes, quantidade de barras de reforco e de conectores podem ser vistos na
figura 5.15.

A Figura 5.17 mostra o resultado numérico (Nie) e experimental (Teste) obtidos em
Nie et al. (2008), e o resultado numérico obtido no presente trabalho. Na andlise numérica
de Nie et al. (2008) foi usado o programa ANSYS com a placa de concreto discretizada
por elementos cubicos, o perfil de aco por elementos de casca e a conexao foi simulada por
elementos de mola. Pode-se concluir através do grafico da figura 5.17 que os elementos
implementados neste capitulo produzem resultados satisfatérios para o problema de placas
de concreto enrijecidas por vigas longitudinais e transversais de aco com conexao
deformdvel. A diferenca entre os tipos de elementos usados para discretizar o problema da
figura 5.15 € o principal motivo para a pequena diferenca entre os resultados numéricos

deste trabalho e de Nie et al. (2008).
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Figura 5.17 — Curva carga-deslocamento no meio do vao

5.5.3 — Vigas mistas aco-concreto

Neste exemplo vigas mistas aco-concreto com conexdo deformdvel serdo tratadas

como placas de concreto enrijecidas longitudinalmente por vigas de aco. Uma avaliacdo da

influéncia do grau de rigidez da conexdo na determinacao da largura efetiva serd analisada.
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5.5.3.1 — Andlise linear

A viga mista da figura 5.18 foi analisada usando os elementos implementados neste
trabalho para diferentes niveis de rigidez da conexdo da interface, tendo o objetivo de
verificar a influéncia desta na determinacdo da largura efetiva, em uma anélise linear.

Foram utilizados trés niveis de rigidez ao longo do eixo da viga, E; =0.01MPa (RB),
E; =80MPa(RM) e Eg =60000MPa(RA). Nas dire¢des transversal e vertical ao eixo

da viga € considerada rigidez muito grande, sendo, portanto, desconsiderada a
possibilidade de separagdo vertical na interface e de deslizamento na dire¢do transversal ao

eixo da viga.
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Figura 5.18 — Viga mista e secdo transversal (cotas em cm)

No exemplo, a viga mista tem secdo transversal composta por uma mesa de
concreto ligada por conectores a um perfil de aco de secdo I. Na andlise numérica é

adotado para o concreto um modulo de deformagdo axial E_ =32400MPa e coeficiente de

2z

Poisson v, =0.2, ja para o aco € considerado E  =200000MPa e v, =0.30. Para o
moédulo de deformagdo por cisalhamento foi usada a relagdo G = ———.
2(1+v)

Na formulacdo do problema numérico a mesa de concreto foi discretizada em
elementos de placa, o perfil de aco em elementos de viga, e o elemento de interface faz a
ligacdo entre estes dois elementos e simula o comportamento da conexao deforméavel.

A figura 5.19(a) mostra os graficos da variacdo da tensdo normal ao longo da
largura da laje de concreto. Nestes graficos a tensdo normal foi obtida no meio do vao da
viga e na fibra mais acima da laje de concreto. J4 na figura 5.19(b) as tensdes foram
normalizadas em relagdo a tensdo de pico na linha central do perfil de aco. Da equagdo 2.1
para a largura efetiva (item 2.5 do capitulo 2) observa-se que quanto menor for a variacao

da tensdo normal ao longo da largura da laje de concreto (efeito descrito na literatura como
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shear lag) maior serd a largura efetiva. Portanto, pelo grafico da figura 5.19(b) pode-se
concluir que a largura efetiva diminui com o aumento da rigidez na conexao.

A tabela 5.1 mostra a largura efetiva da viga mista biapoiada da figura 5.18 sujeita
a um carregamento uniformemente distribuido e com trés niveis de rigidez da conexao,
rigidez alta (RA), rigidez média (RM) e rigidez baixa (RB). A largura efetiva é
determinada segundo a equacdo 2.1 (item 2.5 do capitulo 2) adotando uma variacdo da

tensdao normal no meio do vao da viga e na fibra mais comprimida da laje de concreto.
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Figura 5.19 — Variacdo da tensdo normal ao longo da largura da laje de concreto

Como pode ser observado da tabela 5.1 a largura efetiva sofre influéncia da rigidez
da conexao da interface, sendo esta menor quanto maior for a rigidez na conexao. Como a
andlise € linear, o carregamento uniformemente distribuido pode ser definido para cada

nivel de rigidez de forma que a tens@do médxima seja igual para as trés andlises, o que ndo

bl2
mudaria o resultado da tabela 5.1, ja que, I o.dy e o, (y=0) alterariam na mesma

-b/2
propor¢ao.
Tabela 5.1 — largura efetiva
bl2 1 bl2
rigidez o . dy (kN/m) o, (y=0)(kPa) b, =——— [0.dy(m)

¢ —1;[2 ! o.(y=0) —1;[2
RA -29223.2 -11559.7 2.53
RM -37947.2 -13838.2 2.74
RB -44067.5 -15460.4 2.85
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A largura efetiva tem como objetivo simplificar a andlise estrutural de placas
conectadas a vigas, permitindo substituir o elemento de placa por um elemento de viga.
Com a simplificacdo pretende-se obter a tensdo e flecha méxima no elemento estrutural
simplificado, maiores ou iguais aquelas calculadas rigorosamente, de forma que o
procedimento da largura efetiva esteja sempre a favor da seguranca.

Como a tensdo normal na laje de concreto varia ao longo de sua largura na anélise
de placa, ndo seria satisfatoria a comparacao da tensdo méaxima obtida na anélise de placa
com a tens@o maxima obtida na andlise de viga, que € constante ao longo da largura da
secdo. Entdo serd adotada para o critério de tensdo mdaxima, como na equacdo 2.1 da
largura efetiva, uma forca méxima por unidade de largura na se¢do de concreto na fibra

mais comprimida maior ou igual a mesma forga obtida pela andlise de placa, ou seja,

bl2
onnb> [o.dy, (5.107)

-b/2

onde o, . ¢ atensdo normal mdxima na se¢do de concreto na andlise simplificada. o, e b

sdo0 a tensdo normal e a largura da secdo de concreto na anélise de placa mais viga. Sendo
assim, para avaliar a largura efetiva que satisfaz estas condi¢cdes para o exemplo analisado
com rigidez média (RM) foram obtidas as curvas da figura 5.20. Tais curvas foram
definidas simulando o problema da viga mista da figura 5.18 por dois elementos de viga e
um elemento de interface ligando estes dois elementos, ou seja, o comportamento
estrutural da mesa de concreto passa a ser simulado por um elemento de viga. Para obter as

curvas da figura 5.20 a viga mista foi resolvida para vdrios valores da largura b, da mesa

de concreto, como mostrado na tabela 5.2.

Com as curvas da figura 5.20 e os valores da tensdo e da flecha méxima obtidas a
partir da andlise de placa, pode-se determinar qual a largura efetiva da viga mista que
atende aos critérios de tensdo maxima e flecha maxima, descritos anteriormente. A tabela
5.3 mostra os valores da largura da laje de concreto da viga mista que satisfazem estes

critérios. Estes valores foram obtidos da tabela 5.2 através de interpolacdo linear.
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Figura 5.20 — Tensdo e flecha da viga mista para diferentes valores de b,
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Tabela 5.2 — Flecha e tensdo na andlise simplificada

b, (M)  Flecha maxima (m) @max (KP2)
0.1 0.071745 -57433.3
0.3 0.038746 -34605.7
0.5 0.03274 -27946.8
0.7 0.029296 -24213.9
0.9 0.026935 -21632.6
1.1 0.025285 -19666.3
1.3 0.023889 -18086.1
1.5 0.022628 -16772.8
1.7 0.021479 -15656.2
1.9 0.020427 -14690.6
2.1 0.019457 -13844.8
2.3 0.018562 -13096.2
2.5 0.017731 -12428
2.7 0.016959 -11827.2
2.9 0.016239 -11283.6
3.1 0.015568 -10789.2
3.3 0.01494 -10337.4
3.5 0.014351 -9922.64
3.7 0.013799 -9540.54
3.9 0.013281 -9187.27
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Da tabela 5.3 pode-se verificar que a defini¢do do valor da largura efetiva depende
de qual critério que se deseja satisfazer. Para o problema especifico analisado, o critério de
tensdo maxima € menos rigoroso que o critério de flecha maxima, ou seja, com uma
largura efetiva da laje de concreto de 2,35 m a flecha méaxima avaliada na andlise
simplificada € igual a flecha na andlise de placa mais viga, e a forca mdxima na laje de
concreto na fibra mais comprimida avaliada na anélise simplificada € maior que a esperada
na andlise de placa mais viga, portanto, a favor da seguranca. A tabela mostra também que
a equacgdo 2.1 (item 2.5 do capitulo 2) para a largura efetiva fornece valores conservadores

para o problema analisado em relacdo ao critério de tensdo méaxima.

Tabela 5.3 — Largura efetiva através da comparacao entre analise de placa mais viga e
andlise de viga mais viga.

Critério Andlise de placa mais viga b, (m)
1 bl2
Tensdo maxima . [o.dy=-105409 (kPa) 321
-b/2
Flecha maxima (m) 0.016 2.35
Ambos 2.35

5.5.3.2 — andlise nao linear

Uma viga mista simplesmente apoiada de vao 3,8 m com secdo transversal dada
pela figura 5.21 foi levada ao colapso por meio de duas cargas concentradas igualmente
espacadas de 0,5m do meio do vao. Todos os procedimentos experimentais podem ser
vistos em Amadio ef al. (2004). A conexdo entre a laje de concreto e o perfil de aco
modelo italiano HEB 180 foi feita por meio de 56 conectores do tipo pino com cabecga
dispostos em pares e igualmente espacados a partir de 10 cm das extremidades da viga

mista. Esta configuracdo da conexdo confere a viga mista uma condi¢ao de interagao total.
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Figura 5.21 — Secdo transversal da viga mista (cotas em mm) (Amadio et al., 2004)
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As propriedades mecanica dos materiais foram obtidas por meio de ensaios
(Amadio et al., 2004). A figura 5.22 mostra as curvas médias da tensdo-deformacgdo das
barras de reforco e do perfil de aco. A figura 5.23 mostra o resultado do ensaio forca
cortante versus deslizamento para um conector segundo o procedimento descrito no
Eurocode 4 (2001). Na mesma figura € mostrada uma aproximacao bi-linear para a curva
experimental utilizada na andlise numérica deste trabalho. A resisténcia a tracdo e
compressdao, € o0 médulo de deformacdo longitudinal do concreto sdo, respectivamente,

f, =3.32MPa, f. =34.5MPae E, = 36744 MPa.
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Figura 5.22 — Curva tensdo-deformacao do ago para as barras de refor¢o (a) e perfil (b)

A figura 5.24 compara o resultado numérico obtido neste trabalho com o resultado
experimental obtido por Amadio et al. (2004). Na analise numérica foi usado o elemento
de placa para simular o comportamento da mesa de concreto, o elemento de viga para o
perfil de aco e o elemento de interface para a conexdo deformavel. Devido a simetria do
problema apenas metade da viga foi discretizada em elementos finitos, sendo utilizada uma
malha de 6 elementos de placa e 3 elementos de viga e interface. Como pode ser observado
na figura 5.24 a formulacdo implementada neste trabalho fornece um bom resultado para o
problema.

O efeito de shear lag, variacdo da tensdo normal ao longo da largura da laje de
concreto, foi avaliado para a viga mista analisada em diferentes niveis de carregamento,
como € mostrado na figura 5.25. Como citado por Amadio et al. (2004), Castro et al.
(2007), e Nie et al. (2008), entre outros trabalhos, a largura efetiva se aproxima da largura
da laje de concreto quando a viga mista se aproxima do colapso, isto pode ser visto na

figura 5.25 com a diminui¢ao do efeito shear lag a medida que a relacao P/Py,,x aumenta.
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Figura 5.23 — Forca cortante versus deslizamento para um conector

O numero de conectores utilizados na conexdo da laje de concreto ao perfil de aco
da viga mista analisada confere praticamente uma interac@o total na se¢ao mista. Com o
objetivo de avaliar a influéncia do grau de rigidez da conexdo na avaliacdo da largura
efetiva foi analisada numericamente a mesma viga admitindo uma configuragdo da
conexdo que lhe confere uma interacao parcial. Para isto a rigidez da conexdo foi dividida
pela metade, ou seja, em vez de 56 conectores distribuidos em pares sdao considerados 28
conectores distribuidos em apenas uma linha. O resultado da variacdo do efeito de shear
lag para esta nova configuracdo da conexao € mostrado na figura 5.26. As tensdes normais
nos graficos das figuras 5.25 a 5.27 foram obtidas na fibra mais comprimida da secdo de
concreto da viga mista, e foram normalizadas em relacdo a tensdo normal no meio da

largura da laje de concreto.
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Figura 5.24 — Curva carga-deslocamento no meio do vao
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Figura 5 25— Tensao normal na la]e de concreto (interagao total)

A figura 5.27(a) compara, para o nivel de carregamento P/Pmax = 0.35, os
resultados obtidos considerando interagdo total (56 conectores) e interacdo parcial (26
conectores). O mesmo acontece na figura 5.27(b) para o nivel de carregamento P/Pmax =
0.87. Observa-se nestas figuras que a reducao da rigidez diminui o efeito shear lag na laje
de concreto, ou seja, a largura efetiva € maior. A tabela 5.4 mostra essa largura efetiva
obtida usando a equagdo 2.1 definida no item 2.5 do capitulo 2 deste trabalho. Devido
provavelmente a uma relagdo vao versus largura da laje de concreto grande observa-se uma
pequena variagcdo da tensdo normal ao longo da largura da laje de concreto, o que resulta
em uma largura efetiva proxima da largura da laje de concreto, como pode ser visto na
tabela 5.4. Observa-se também nesta tabela que a largura efetiva aumenta com o aumento

da relagdo P/Pmax e com a diminui¢do da rigidez da conexao.
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Figura 5. 26 Tensao normal na laje de concreto (interagdo parcial)

Tabela 5.4 — largura efetiva
b/2

Nivel de
A = 0) (kP
Interagio carregamento _ bj/ ;; dy kN/m) o, (y=0)(kPa) b, (m)
Total P/Pmax = 0.35 2179022 2122495 1.46
P/Pmax = 0.87 252989.9 234786.8 1.52
Parcia] __P/Pmax =035 -15766.1 2105633 1.49
P/Pmax = 0.87 “54479.8 235468.5 1.54
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Figura 5.27 — Comparacao do efeito shear lag na interacdo total e parcial para o nivel de
carregamento P/Pmax = 0.35 (a) e P/Pmax = 0.87 (b)

5.6 - RESUMO E CONCLUSAO

Neste capitulo é apresentada uma formulacdo para simulagdo de problemas de
placas de concreto enrijecidas por meio de vigas de aco considerando uma conexao
deformdvel. Este tipo de problema € bastante comum na prética de construcdes de edificios
de andares multiplos em ago. Em geral, estas estruturas sdo analisadas de forma mais
simples como viga mista com interacao parcial, o que pode causar uma superestimacao ou
subestimacdo dos esfor¢os ou deslocamentos do elemento estrutural avaliado.

Na simulacdo numérica a laje de concreto € representada por um elemento de placa
considerando uma andlise nao linear geométrica e fisica. Alguns trabalhos referentes a
andlise de placas de concreto mostram, mesmo para carregamentos normais ao plano da
placa, que a ndo linearidade geométrica € importante na determinacao da carga ultima.

A ndo linearidade fisica € tratada dividindo o elemento de placa de concreto em
camadas, consideradas em um estado plano de tensOes. A rigidez de cada camada é
avaliada de acordo com uma andlise das deformacdes principais em cada ponto de
integracdo numérica na camada avaliada. No processo incremental € avaliado a cada
instante se as tensdes principais em um ponto de integracao numérica na camada avaliada
estd dentro ou fora de uma superficie de falha. Considera-se o concreto linear isotrépico
caso nao tenha atingido a superficie de falha, ou ortotrépico com relacdes tensdo-
deformacado desacopladas nas dire¢des principais, caso contrario.

As vigas de aco que apdiam e enrijecem a laje de concreto em problemas de
engenharia, como, por exemplo, em pisos de edificios em ago, sdo simuladas neste capitulo

por elementos unidimensionais de viga considerando os mesmos graus de liberdade do
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elemento de placa. A utilizacdo de elementos unidimensionais se torna interessante em
relacdo a elementos bi ou tridimensionais no caso de uma avaliacdo numérica da estrutura
como um todo, ou seja, de problemas grandes onde o tempo de andlise computacional é
relevante. Por exemplo, a andlise numérica de um edificio de andares multiplos em acgo
considerando todos os pilares, vigas e lajes de forma integrada.

A conexdo deformdvel entre a laje de concreto e as vigas de aco obtidas na pratica
da construcao civil com a utilizacdo de processos mecanicos na uniao destes dois materiais,
¢ simulada neste capitulo por elementos de interface de espessura nula e graus de liberdade
equivalentes aos elementos a ele combinado.

Como uma aplicacdo da formulagdo introduzida neste capitulo, é verificada a
influéncia da interacdo parcial na determinacdo da largura efetiva em vigas mistas.
Trabalhos publicados sobre o assunto mostram que a largura efetiva em vigas mistas
depende de varios parametros, como, por exemplo, o tipo de carregamento, 0 comprimento
do vado, o nivel do carregamento, entre outros. Os resultados obtidos neste capitulo
mostram que o grau de rigidez da conexdo também influi na determinacdo da largura
efetiva, sendo esta cada vez maior quanto menor for o grau de rigidez da conexao
deformdvel. No entanto, esta influéncia serd mais significativa quanto menor for a relacio
vao da viga versus largura da laje de concreto, ou seja, problemas onde o efeito de shear
lag é significativo.

Os resultados verificados nos exemplos numéricos avaliados mostram que os
elementos de placa, viga e interface desenvolvidos neste capitulo fornecem uma ferramenta
simples e robusta na simulacdo de lajes de concreto enrijecidas por vigas de aco com

conexdo deformavel.
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo é apresentada uma sintese do trabalho, conclusdes gerais e sugestdes

para trabalhos futuros.
6.1 - SINTESE DO TRABALHO

Este trabalho se inicia apresentando uma descricdo dos objetivos e fatores
motivadores que levaram o autor a pesquisar sobre o tema: andlise numérica de elementos
estruturais com conexdo deformavel, também chamada de interagdo parcial.

No capitulo seguinte sao apresentadas definicdes, conceitos e trabalhos relevantes
sobre andlises numéricas, experimentais e analiticas de elementos estruturais com conexao
deformavel. Dentre os elementos estruturais mais comuns em engenharia civil envolvendo
combinagdes de membros com conexdo deformdvel, a viga mista é a que tem maior
destaque na literatura, podendo-se encontrar varios trabalhos publicados sobre o assunto.
Ja o problema de lajes de concreto ligadas com conexao deformével a vigas de ago ainda é
pouco tratado no meio cientifico. Apresentou-se assim uma revisdo de trabalhos voltados
para andlise ndo linear de placas de concreto e largura efetiva em vigas mistas, resultado da
simplificacdo do problema de placa conectada a viga.

No capitulo 3 sdo apresentadas as formulagdes dos elementos de viga de Euler-
Bernoulli e Timoshenko e os elementos de interface referentes aos dois tipos de andlise de
viga. O problema numérico de viga mista com conexdo deformdvel é simulado neste
capitulo por elementos unidimensionais de viga, que representam as secdes acima e abaixo

da interface de contato entre os membros, e elementos unidimensionais de interface, que
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representa a conexdo deformavel entre os diferentes membros e faz a ligacao entre estes.
Na implementagdo destes elementos sdo utilizadas as teorias de viga de Euler-Bernoulli e
Timoshenko.

Ainda no capitulo 3 é descrito o método utilizado para determinagdo dos esforcos
atuantes na secdo transversal da viga mista e a forma com que o problema foi
implementado computacionalmente. A validacdo e robustez dos elementos implementados
neste capitulo sao verificadas por meio de exemplos numéricos comparando seus
resultados com resultados numéricos e experimentais obtidos na literatura. A capacidade
do elemento de interface implementado em simular tanto a intera¢do parcial longitudinal
quanto a transversal é mostrada neste capitulo através de um exemplo numérico que avalia
a influéncia do grau de rigidez da conexao transversal na determinacdo dos esfor¢os
atuantes na viga mista.

O problema de viga mista tratado no capitulo 3 refere-se ao caso de vigas formadas
por dois membros (ou camadas) ligados por uma conexdo deformdvel, que € o caso mais
comum na construcdo civil. No entanto, em algumas situacdes a viga mista pode ser
formada por trés ou mais membros (ou camadas) ligados por conexdes deforméaveis. Este
problema geralmente € descrito na literatura como vigas mistas com multiplas camadas.

No capitulo 4 é apresentada uma extensdo da equacdo diferencial de Newmark, de
forma com que ela possa simular problemas de vigas mistas estaticamente determinadas
com um ndmero qualquer de interfaces de deslizamento. A capacidade dos elementos de
viga e interface implementados no capitulo 3 em simular numericamente problemas de
vigas mistas com multiplas camadas € avaliada no capitulo 4 através de exemplos, onde
sdao comparadas solugdes analiticas de problemas de vigas mistas considerando mais de um
plano de deslizamento com as respectivas solucdes numéricas.

Em muitos problemas praticos na construcao civil, a viga mista € uma simplificacdo
do problema de placa de concreto ligada a uma viga de aco. Mesmo em caso de vigas
isoladas a deformacgdo por cisalhamento na laje de concreto promove uma variagdo da
tensdo axial ao longo da largura da laje de concreto (shear lag), que € tdo mais
significativa quanto maior for a largura da laje de concreto.

No capitulo 5, o problema de laje de concreto ligada a vigas de acos longitudinais,
transversais, ou outras dire¢des quaisquer, com conexao deformdvel na dire¢do do eixo da
viga, € avaliado numericamente. Para isso sdo desenvolvidos neste capitulo elementos de
placa, que simulam o comportamento da laje de concreto, elementos de viga com graus de

liberdade compativeis com o elemento de placa, que simulam o comportamento da viga de

167



aco, e elementos de interface com graus de liberdade compativeis com os elementos de
placa e viga, que simulam a conexdo deformével entre a placa e viga.

A validacdo dos elementos implementados no capitulo 5 é feita por meio de
exemplos numéricos, comparando seus resultados com resultados numéricos e
experimentais obtidos na literatura. Como uma aplicacdo destes elementos € verificada a
influéncia da interagdo parcial na determinacdo da largura efetiva de vigas mistas de ago-

concreto.

6.2 - CONCLUSOES

Este trabalho propde a implementacdo de elementos finitos para andlise numérica
linear e ndo-linear de elementos estruturais formados por membros ligados por meio de
conexodes deformdveis. Dentre os diferentes tipos de elementos estruturais com conexao
deformdvel encontrados na préitica da constru¢do civil foram tratados neste trabalho
principalmente as vigas mistas e as placas enrijecidas com vigas. A parte referente as vigas
mistas dd continuidade ao trabalho de mestrado do autor, incluindo consideragdes
adicionais como a andlise de viga de Timoshenko, interac@o parcial transversal e multiplas
camadas. O problema de placas enrijecidas com vigas surgiu da necessidade de
representacdo de forma continua de pisos de edificios em aco e da consideracdo do efeito
shear lag que acontece na laje de concreto neste tipo de estrutura.

Os modelos numéricos desenvolvidos neste trabalho mostraram-se adequados para
modelagem dos problemas propostos descritos no pardgrafo anterior, sendo as validacdes e
robustez destes elementos verificadas com base na comparagao dos resultados obtidos com
resultados analiticos, numéricos e experimentais encontrados na literatura. Dessa forma, o
objetivo deste trabalho foi alcancado e outros trabalhos poderdo ser realizados com as
ferramentas desenvolvidas. Sendo assim, considera-se que este trabalho representa uma
contribuicdo relevante para as pesquisas na drea de andlise numérica de elementos

estruturais com interacao parcial.

6.3 - TRABALHOS FUTUROS

Na formulagao do elemento de viga com graus de liberdade compativeis com os do
elemento de placa implementado, foi considerado, de forma aproximada, que um esforco

de tor¢cdo ndo provoca deslocamentos fora do plano de torcdo, ou seja, foi desconsiderado o
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empenamento da secdo transversal que acontece na maioria dos eixos, excetos os de se¢ao
transversal circular e os eixos tubulares de paredes delgadas. Sendo assim, sugere-se como
trabalho futuro a consideracdo desses deslocamentos fora do plano na definicdo das
hipéteses cinematicas do elemento de viga e a verificagdo da influéncia desses na andlise
de pisos de edificios de multiplos andares, onde os esforcos de tor¢ao sdo relativamente
pequenos em comparagdo com os esforcos de flexao.

Outra sugestdo de trabalho € a implementacdo de um elemento de interface
bidimensional que simularia uma conexao deformdvel entre dois elementos de placa e faria
a ligacdo entre estes elementos. Com isso, problemas de chapas coladas com um ndmero
qualquer de camadas poderia ser simulada numericamente através do elemento de placa e o
elemento de interface bidimensional.

Em pisos de edificios em aco, quando se tem grandes vaos, as lajes de concreto siao
apoiadas em vigas principais e secunddrias, o que aumenta a rigidez do elemento misto
formado, diminuindo as tensdes e deslocamentos maximos e 0os modos naturais de vibragao
do elemento misto. Sugere-se como trabalho futuro uma anélise dindmica do problema de
placa enrijecida com vigas, verificando a influéncia do grau de rigidez da conexdo entre a
placa e a viga na determinacdio dos modos naturais de vibragdo destes elementos
estruturais.

Em relacdo a andlise numérica de vigas mistas com conexdo deformdvel, um
modelo alternativo ao modelo de elementos finitos baseados em deslocamentos utilizado
na implementacdo deste trabalho € o modelo baseado no método das forcas, que foi
utilizado por diversos autores nos ultimos anos (Salari e Spacone, 2001, Dall’ Asta e Zona,
2004).

Outra sugestao para complementar a andlise numérica de vigas mistas com conexao
deformavel é a consideracdo dos efeitos de ligacdes semi-rigidas, que sdo freqiientes nos
casos praticos. Essa ligacdo semi-rigida pode ser considerada através de um elemento
finito de comprimento nulo que simplesmente transmite os esfor¢os axiais e transversais
entre os elementos de viga unidos por ele, e no caso dos esforcos de flexdo funcione como
uma mola que absorve certa quantidade de energia proporcional a diferenca de rotacdo
entre os elementos de viga a ele adjacentes.

A plataforma implementada pode ser estendida para a andlise numérica de pisos
mistos sob acdo do fogo, permitindo a avaliagdo mais precisa do comportamento de

membrana verificado em pavimentos submetidos a incéndio.
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O programa FEMOOP, Finite Element Method Object Oriented Program,
(Guimardes, 1992) utilizado na implementacdo computacional dos elementos
desenvolvidos neste trabalho tem como entrada de dados um arquivo de texto com as
informacdes necessdrias para avaliacdo numérica desejada, o que sugere o
desenvolvimento de uma interface grafica de pré e pds-processamento, que facilite a

constru¢do deste arquivo de entrada pelo analista e possa acelerar o processo de anélise.
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