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A aplicação da teoria de confiabilidade no cálculo de estruturas envolve a avaliação da 

probabilidade de violação de determinado estado limite. O presente trabalho busca calcular o 

nível de segurança de estruturas projetadas com a consideração dos efeitos da não linearidade 

geométrica e da flexibilidade das ligações, ao ser fixado o estado limite de serviço com base 

em deslocamento. Tradicionalmente, as normas têm adotado coeficientes parciais de segurança 

para lidar com a presença de incertezas. Entretanto, o uso desses coeficientes não permite o 

conhecimento das reais chances de ocorrência de uma falha. Do ponto de vista prático e 

científico é necessária uma abordagem mais consistente, fundamentada na teoria de 

confiabilidade, para uma melhor quantificação da segurança estrutural. Esse trabalho é o início 

da busca para a determinação do nível de segurança de estruturas projetadas com base em 

análise avançada, utilizando a teoria de confiabilidade estrutural. Para alcançar os objetivos 

criou-se um programa computacional denominado Módulo de Confiabilidade Estrutural 

(MCE). O MCE utiliza o método First-Order Reliability Method (FORM) para a realização da 

análise de confiabilidade. Para realização de análise estrutural avançada de estruturas de aço ou 

mista adotou-se o programa Computational System for Advanced Structural Analysis (CS-

ASA), (Silva, 2009b). A criação do MCE foi realizada visando obter um programa com 

funcionamento acoplado ao CS-ASA. O processo de validação do MCE envolveu a comparação 

entre resultados obtidos utilizando-se o programa criado e os gerados por outros autores. Os 

resultados obtidos para as estruturas analisadas indicam a eficácia da implementação realizada. 

Esses resultados sugerem baixa influência da não linearidade geométrica e considerável 

influência da semirrigidez das ligações para a confiabilidade de estruturas, tendo em vista o 

estado limite de serviço estabelecido em função de deslocamento. 
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The application of reliability theory for structures calculation involves the assessment of 

probability of violation for determined limit state. This study aims to calculate the security level 

of structures designed considering effects of geometric nonlinearity and flexibility of 

connections with the establishment of service limit state based on displacement. Traditionally, 

the standards have adopted partial safety factors to deal with the presence of uncertainties. 

However, the use of these coefficients does not allow to know real chances of a failure. From a 

practical and scientific point of view a more consistent approach is required, based on reliability 

theory, to improve the quantification of structural safety. This work is the beginning of search 

for determining the security level for structures designed with advanced analysis and structural 

reliability concepts. In order to achieve the goals was created a computer program called 

Structural Reliability Module (MCE). The MCE uses the First-Order Reliability Method 

(FORM) for performing reliability analysis. To perform advanced structural analysis of steel or 

mixed structures was adopted the program Computational System for Advanced Structural 

Analysis (CS-ASA), (Silva, 2009b). The creation of MCE was done to obtain a program 

operation coupled to the CS-ASA. The MCE validation process involved the comparison of 

results obtained by the program created and those produced by other authors. Results obtained 

for the analyzed structures indicate effectiveness of the implementation performed. These 

results suggest low influence of geometric nonlinearity and considerable influence of semi-rigid 

connections for the reliability of structures, in view of serviceability limit state established 

according to displacement. 

 

Key words: Reliability (Engineering), Steel Connections, Structural Frames. 



vii  

LISTA DE TABELAS  

 

 

5.1 Propriedades estatísticas das variáveis aleatórias.................................................. 85 

5.2 Resultados da análise de confiabilidade................................................................. 85 

5.3 Propriedades estatísticas das variáveis aleatórias.................................................. 87 

5.4 Resultados da análise de confiabilidade................................................................. 87 

5.5 Propriedades estatísticas das variáveis aleatórias.................................................. 89 

5.6 Resultados da análise de confiabilidade, com base em análise estática linear........ 89 

5.7 Resultados da análise de confiabilidade, com base em análise estática não linear 

geométrica............................................................................................................. 89 

5.8 Propriedades das ligações semirrígidas................................................................. 90 

5.9 Resultados da análise de confiabilidade, com base em análise estática não linear 

geométrica e ligação semirrígida (curva 1)............................................................ 91 

5.10 Resultados da análise de confiabilidade, com base em análise estática não linear 

geométrica e ligação semirrígida (curva 2)............................................................ 91 

5.11 Resultados da análise de confiabilidade, com base em análise estática não linear 

geométrica e ligação semirrígida (curva 3)............................................................ 91 

5.12 Valores de ɓ segundo Haldar e Mahadevan (2000b) e determinados no pressente 

trabalho, utilizando ligação rígida e semirrígida entre viga e coluna...................... 91 

5.13 Propriedades estatísticas das variáveis aleatórias.................................................. 93 

5.14 Resultados da análise de confiabilidade para deslocamento lateral do nó 3 

(estado limite de serviço)....................................................................................... 94 

5.15 Resultados da análise de confiabilidade para deslocamento vertical do nó 4 

(estado limite de serviço)....................................................................................... 94 

5.16 Valores de ɓ segundo Haldar e Mahadevan (2000b) e determinados no pressente 

trabalho.................................................................................................................. 95 

5.17 Propriedades estatísticas das variáveis aleatórias.................................................. 96 

5.18 Resultados da análise de confiabilidade para deslocamento lateral do nó 1 

obtidos por análise linear e não linear geométrica (estado limite de serviço)......... 96 

5.19 Valores de ɓ segundo Haldar e Mahadevan (2000b) e determinados no pressente 

trabalho.................................................................................................................. 97 



viii  

A-A.1 Expressões para a PDF, CDF, média e desvio padrão de distribuições de 

probabilidade contínuas utilizadas em engenharia estrutural................................. 107 

A-C.1 Características das variáveis aleatórias.................................................................. 112 

A-C.2 Resultados da análise de confiabilidade de sistemas.............................................. 112 

A-C.3 Continuação dos resultados da análise de confiabilidade de sistemas.................... 112 

A-C.4 Características das variáveis aleatórias.................................................................. 114 

A-C.5 Resultados da análise de confiabilidade de sistemas.............................................. 114 

A-C.6 Continuação dos resultados da análise de confiabilidade de sistemas.................... 115 



ix 

LISTA DE FIGURAS  

 

 

2.1 Funções densidade de probabilidade fR(r) e fS(s) (adaptado de Ang e Tang, 1984). 17 

2.2 (a) efeito da posição relativa entre fR(r) e fS(s) em Pf  e (b) efeito da dispersão em 

fR(r) e fS(s) em Pf  (adaptado de Ang e Tang, 1984)................................................ 18 

2.3 Região de falha, superfície de falha e região de segurança no espaço das 

variáveis reduzidas (adaptado de Ang e Tang, 1984)............................................. 20 

2.4 Distância da origem à superfície de falha no espaço das variáveis reduzidas 

(adaptado de Ang e Tang, 1984)............................................................................ 22 

2.5 Representação do método FORM indicando o índice de confiabilidade ɓ, ponto 

de projeto V* e função de falha g(V) no espaço das variáveis reduzidas 

(adaptado de Sagrilo, 2004)................................................................................... 25 

2.6 Representação gráfica de sistema em série (adaptado de Sagrilo, 1994)............... 31 

2.7 Representação gráfica de sistema em paralelo (adaptado de Sagrilo, 1994).......... 33 

2.8 Pórtico (a), mecanismos de formação de rótulas plásticas (b), (c) e (d) e 

representação por um modelo em série e paralelo (e) (adaptado de Li e Li, 

2007)...................................................................................................................... 34 

3.1 Solução incremental iterativa, Silva (2009b)......................................................... 39 

3.2 Caminhos de equilíbrio e pontos de bifurcação e limite......................................... 41 

3.3 Representação gráfica dos efeitos P-ȹ e P-ŭ devidos ao deslocamento lateral da 

estrutura e curvatura dos membros (Silva, 2009b)................................................. 44 

3.4 Referencial lagrangiano total (Silveira e Galvão, 2011)........................................ 45 

3.5 Referencial lagrangiano atualizado (Silveira e Galvão, 2011)............................... 46 

3.6 Representação da decomposição corrotacional (adaptado de Silva, 2011)............ 47 

3.7 Seção transversal antes e após a deformação (Galvão, 2000)................................. 48 

3.8 Elemento de pórtico (Galvão, 2000)...................................................................... 52 

3.9 Curvas momento rotação para diferentes tipos de ligações (adaptado de Chan e 

Chui, 2000)............................................................................................................ 59 

3.10 Configurações indeformada (a) e deformada (b) do elemento finito de pórtico 

composto por molas fictícias (Silva, 2009b).......................................................... 62 

3.11 Esforços e rotações nodais no elemento híbrido de pórtico plano (adaptado de 

Pinheiro, 2003)...................................................................................................... 65 



x 

3.12 Deslocamentos nodais do elemento híbrido na configuração deformada (Silva, 

2009b).................................................................................................................... 65 

4.1 Tipos de análises e efeitos considerados no programa CS-ASA desenvolvido por 

Silva, (2009b)........................................................................................................ 74 

4.2 Sequ°ncia de opera»es para integra«o da biblioteca IMSLÊ (Visual 

Numerics®, 2006) ao projeto criado no ambiente Microsoft Visual Studio 2010 

(Microsoft Corporation, 2010)............................................................................... 76 

4.3 Arquivos da entrada de dados e da saída de resultados: CS-ASA (Silva, 2009b) 

(linha contínua), módulo de confiabilidade estrutural (linha tracejada)................. 77 

4.4 Exemplo de parte inicial do arquivo de entrada 1 do CS-ASA (Silva, 2009b), 

com alteração para realização de análise de confiabilidade estrutural.................... 77 

4.5 Exemplo do arquivo de entrada 2 do CS-ASA (Silva, 2009b): solução linear (a), 

e solução não linear (b).......................................................................................... 79 

4.6 Nova funcionalidade do programa CS-ASA (Silva, 2009b): análise de 

confiabilidade (tracejado)...................................................................................... 81 

4.7 Fluxograma do MCE............................................................................................. 82 

5.1 Pórtico plano com três barras (análise linear): geometria, carregamento e 

discretização.......................................................................................................... 84 

5.2 Pórtico plano com quatro barras (análise linear): geometria, carregamento e 

discretização.......................................................................................................... 86 

5.3 Pórtico plano com três barras e ligações semirrígidas: geometria, carregamento 

e discretização....................................................................................................... 88 

5.4 Curvas momento-rotação das ligações semirrígidas.............................................. 90 

5.5 Pórtico plano com sete barras: geometria, carregamento e 

discretização.......................................................................................................... 93 

5.6 Pórtico plano com onze barras: geometria, carregamento e 

discretização.......................................................................................................... 96 

A-C.1 Viga biapoiada: geometria e carregamento............................................................ 111 

A-C.2 Pórtico plano: geometria, carregamento e discretização........................................ 113 

A-C.3 Modos de falha (a), (b) e (c) do pórtico plano, relacionados, de forma respectiva, 

às funções de falha G1(U), G2(U) e G3(U)............................................................ 114 

 

  



xi 

SUMÁRIO  

 

 

1 INTRODUÇÃO .......................................................................................................... 1 

1.1 Considerações iniciais................................................................................... 1 

1.2 Justificativas e objetivos............................................................................... 2 

1.3 Organização do trabalho.............................................................................. 3 

 

2 CONFIABILIDADE ESTRUTURAL ..................................................................... 4 

2.1 Níveis dos métodos de projeto...................................................................... 4 

2.2 Tipos de variáveis.......................................................................................... 5 

2.2.1 Variável aleatória discreta.................................................................. 5 

2.2.2 Variável aleatória contínua................................................................. 6 

2.3 Valores característicos de uma variável aleatória...................................... 7 

2.4 Distribuições de probabilidade contínuas................................................... 9 

2.5 Variáveis aleatórias conjuntas..................................................................... 9 

2.5.1 Funções de variáveis aleatórias........................................................... 11 

2.6 Valores característicos de variáveis aleatórias conjuntas......................... 11 

2.6.1 Média e variância de uma função geral.............................................. 13 

2.6.2 Média e variância de um produto de variáveis aleatórias lognormais 14 

2.7 Distribuição normal equivalente.................................................................. 14 

2.8 Estado limite.................................................................................................. 15 

2.9 Probabilidade de falha.................................................................................. 16 

2.10 Índice de confiabilidade.............................................................................. 18 

2.11 Função de desempenho............................................................................... 20 

2.12 First -order second-moment (FOSM)......................................................... 21 

2.13 Advanced FOSM (AFOSM)....................................................................... 21 

2.14 First -order reliability method (FORM) .................................................... 23 

2.15 Second-order reliability method (SORM) ................................................. 25 

2.16 Método de simulação Monte Carlo............................................................ 26 

2.17 Medidas de sensibilidade............................................................................ 28 

2.18 Confiabilidade de sistemas......................................................................... 29 

2.18.1 Sistema em série............................................................................... 30 



xii  

2.18.2 Sistema em paralelo.......................................................................... 32 

2.18.3 Sistema em série e paralelo............................................................... 33 

 

3 ANÁLISE  ESTÁTICA CONSIDERANDO A NÃO LINEARIDADE 

GEOMÉTRICA E A FLEXIBILIDADE DA LIGAÇÃO ......................................... 35 

3.1 Aspectos gerais e introdutórios.................................................................... 35 

3.2 Aspectos importantes para uma análise não linear de estruturas............ 36 

3.3 Estratégias de incremento de carga e de iteração...................................... 38 

3.4 Não linearidade geométrica.......................................................................... 44 

3.4.1 Relações deformação-deslocamento................................................... 47 

3.4.2 Funcional de energia .......................................................................... 49 

3.4.3 Formulação do elemento finito........................................................... 52 

3.5 Flexibilidade da ligação................................................................................ 56 

 

4 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL ........................................................... 69 

4.1 Módulo de confiabilidade estrutural............................................................ 69 

4.2 Integração do módulo de confiabilidade estrutural ao programa  

CS-ASA (Silva, 2009b)......................................................................................... 74 

 

5 EXEMPLOS ............................................................................................................... 83 

5.1 Exemplo 1 - Pórtico plano com três barras................................................. 84 

5.2 Exemplo 2 - Pórtico plano com quatro barras........................................... 86 

5.3 Exemplo 3 - Pórtico plano com três barras e ligações semirrígidas......... 88 

5.4 Exemplo 4 - Pórtico plano com sete barras................................................. 92 

5.5 Exemplo 5 - Pórtico plano com onze barras............................................... 95 

 

6 CONCLUSÕES E SUGESTÕES............................................................................. 98 

 

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS ........................................................................ 101 

 

APÊNDICE A - DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADE .................................... 107 

APÊNDICE B - ALGORITMO PARA ANÁLISE DE CONFIABILIDADE 

PELO MÉTODO FORM ............................................................................................. 109 



xiii  

APÊNDICE C - APLICAÇÕES ENVOLVENDO ANÁLISE DE 

CONFIABILIDADE DE SISTEMAS ......................................................................... 111 

APÊNDICE D - EXEMPLO DO ARQUI VO DE ENTRADA 1 ............................... 116 

APÊNDICE E - EXEMPLO DO ARQUIVO DE ENTRADA 2 (Solução não 

linear)............................................................................................................................ 117 

APÊNDICE F - EXEMPLO DE ARQUIVO DE ENTRADA 4 (DADOS PARA 

ATENDER AO MÓDULO DE CONFIABILIDADE) .............................................. 118 

APÊNDICE G - EXEMPLO DE ARQUIVO DE SAÍDA DE RESULTADOS 

PROVENIENTES DA ANÁLISE DE CONFIABILIDADE .................................... 119 



CAPÍTULO 1 

 

 

INTRODUÇÃO  

 

 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS  

 

 

Em um projeto estrutural procura-se a solução mais econômica e segura possível. Isso 

significa que a estrutura deve apresentar-se resistente, estável, durável e econômica. Por outro 

lado, sabe-se que o risco é inerente às estruturas pois as incertezas estão sempre presentes nas 

variáveis envolvidas (geometria, ações, propriedades dos materiais) e até mesmo nas 

simplificações de hipóteses adotadas para o modelo estrutural. Sendo assim, só é possível 

assegurar um desempenho em termos probabilísticos, ou seja, pela probabilidade de falha. 

Tradicionalmente busca-se obter a confiabilidade de sistemas estruturais através da 

utilização de coeficientes de segurança e da adoção de suposições conservadoras nos métodos 

de cálculo. A fim de evoluir nesse processo emprega-se a Teoria da Confiabilidade Estrutural 

com o objetivo de melhor avaliar e obter a segurança estrutural. Um aspecto importante dessa 

teoria é a consideração dos parâmetros de projeto como variáveis aleatórias com distribuições 

de probabilidade adequadas. 

A confiabilidade estrutural está relacionada mais precisamente com a variabilidade das 

variáveis envolvidas no comportamento da estrutura. Essa variabilidade apresenta-se nos 

sistemas estruturais sob a forma de incertezas. De forma a contribuir para o entendimento dos 

tipos de incertezas, apresenta-se a seguir uma classificação conforme Melchers (1999): 

a) incertezas fenomenológicas: associadas à ocorrência de eventos imprevisíveis, 

devido ao desconhecimento de qualquer aspecto de um possível comportamento 

estrutural sob condições de serviço ou condições extremas; 

b) incertezas de avaliação: associadas à definição e à quantificação do desempenho 

do sistema estrutural, bem como à caracterização dos estados limites; 

c) incertezas do modelo: associadas às simplificações e às hipóteses adotadas na 

modelagem do sistema estrutural, ao emprego de novos materiais, ao uso de 

técnicas construtivas. Esse tipo de incerteza é devido, em geral, à falta de 

conhecimento, mas pode ser reduzida com pesquisa ou aumento da informação 

disponível; 

d) incertezas estatísticas: associadas à extrapolação dos parâmetros estatísticos 

extraídos de populações finitas; 

e) incertezas devidas a fatores humanos: associadas aos erros humanos ou à 

intervenção humana no comportamento do sistema estrutural; 
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f) incertezas físicas: associadas à aleatoriedade inerente às variáveis de projeto. 

Podem ser reduzidas com aumento dos dados disponíveis, ou em alguns casos, 

com o controle de qualidade. 

 

A confiabilidade pode ser prevista com base nos modelos mecânicos que governam a 

falha e na descrição estatística das variáveis de resistência e de solicitação. O enfoque 

probabilístico adotado para a análise de confiabilidade de estruturas se deve ao fato de que 

importantes parâmetros envolvidos são de natureza aleatória. Um exemplo seria a ação do vento 

sobre uma estrutura. Adicionalmente, entende-se que devido à necessidade de se avaliar a 

aleatoriedade relacionada, por exemplo, à tensão de escoamento do aço, ao módulo de 

elasticidade, às tensões residuais, às imperfeições geométricas e às solicitações diversas, é que 

se parte para a realização de uma análise de confiabilidade. 

Entende-se que o uso da teoria da confiabilidade deve ser ampliado para possibilitar uma 

melhor avaliação da probabilidade de falha e consequente obtenção de estruturas mais seguras. 

 

 

1.2 JUSTIFICATIVAS E OBJETIVOS  

 

 

Verifica-se atualmente o desenvolvimento da indústria da construção civil com a 

aplicação de materiais mais resistentes e de novas técnicas construtivas. Paralelamente a esse 

desenvolvimento ocorre a demanda crescente por estruturas mais econômicas, o que implica na 

adoção de coeficientes parciais de segurança que atendam ao mínimo admitido em normas. Para 

atender a essas exigências, torna-se cada vez mais necessária a utilização de ferramentas de 

análise que considerem o comportamento não linear da estrutura e dos materiais, uma vez que 

a busca por economia implica no emprego de elementos mais esbeltos e também na 

consideração da resistência limite do material, o que aumenta a probabilidade da manifestação 

de efeitos não lineares. Diante dessa realidade existe o questionamento natural do atendimento 

à segurança estrutural por parte dessas estruturas. Nesse contexto é que se justifica a inserção 

da avaliação de confiabilidade estrutural de estruturas projetadas com a consideração, em certo 

nível, de comportamentos não lineares, denominada também de análise avançada. 

A pesquisa em questão está vinculada ao estudo e implementação computacional conjunta 

de teorias existentes relacionadas à confiabilidade estrutural e também relacionadas à análise 

avançada de estruturas. A realização dessa pesquisa é um primeiro passo do grupo na busca da 

avaliação da segurança estrutural de pórticos metálicos projetados com análise avançada. 
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Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um programa computacional 

para a análise de confiabilidade estrutural. Esse programa será composto por módulos 

interligados que realizarão a análise de confiabilidade e a análise estrutural de pórticos planos 

metálicos. A análise de confiabilidade será realizada com base no método FORM. Já para a 

análise estrutural de pórticos planos será utilizado o programa CS-ASA (Silva, 2009b), 

desenvolvido por pesquisadores da UFOP, o qual possui recursos para considerar o 

comportamento semirrígido das ligações, a não linearidade física e também geométrica na 

análise da estrutura. Para o presente trabalho, os comportamentos não linear geométrico da 

estrutura e semirrígido das ligações serão levados em conta, de forma conjunta, na análise de 

confiabilidade. 

 

 

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO  

 

 

O presente texto foi dividido em uma parte introdutória, Capítulo 1, que busca 

apresentar algumas considerações iniciais e aspectos gerais sobre o tema proposto para a tese, 

posteriormente tem-se uma justificativa para a escolha do tema em questão e os objetivos que 

se pretende alcançar. O Capítulo 2 foi elaborado buscando-se apresentar a teoria de 

Confiabilidade Estrutural relacionada aos objetivos. No Capítulo 3 estão descritos os aspectos 

relativos à teoria de Análise Avançada pertinentes ao presente trabalho. Compondo o Capítulo 

4 tem-se a primeira parte tratando especificamente do módulo criado, e a segunda parte que 

explica como foi realizado o acoplamento entre o Módulo de Confiabilidade Estrutural (MCE) 

e o Programa de Análise Estrutural CS-ASA (Silva, 2009b) O Capítulo 4 também aborda 

aspectos de utilização do MCE. No Capítulo 5 apresentam-se exemplos de análise de 

confiabilidade estrutural assim como as interpretações e comparações dos resultados. No 

Capítulo 6 são apresentadas as conclusões e sugestões referentes ao presente trabalho. 

 



CAPÍTULO 2  

 

 

CONFIABILIDADE ESTRUTURAL  

 

 

O presente capítulo abordará aspectos teóricos envolvendo a confiabilidade estrutural, 

assim como resultados de implementações computacionais relacionadas com esse assunto. 

Buscou-se com essa abordagem criar a base para a implementação computacional de um 

método de análise de confiabilidade estrutural acoplado a um programa de análise estrutural. 

 

 

2.1 NÍVEIS DOS MÉTODOS DE PROJETO 

 

 

Os métodos de confiabilidade estrutural são divididos em níveis, de acordo com o 

volume de informação disponível sobre o problema estrutural. Assim sendo, os métodos que 

utilizam o formato de tensões admissíveis são chamados de Métodos de Nível 0, pois utilizam 

um fator de segurança para as tensões elásticas. Os métodos semi-probabilísticos empregam 

um valor característico para cada variável incerta, como o Método dos Estados Limites, e são 

nomeados Métodos de Nível I. Nos Métodos de Nível II utilizam-se dois valores (usualmente 

média e variância) para cada variável incerta com o objetivo de obter um índice de 

confiabilidade. Os Métodos de Nível III utilizam a função densidade de probabilidade das 

variáveis incertas para a determinação da probabilidade de falha da estrutura (usada como 

medida de sua confiabilidade). Por fim, os Métodos de Nível IV combinam a confiabilidade de 

estruturas com a otimização de estruturas, atendendo, portanto, não somente a critérios de 

segurança, mas também de economia. 

Para as futuras análises previstas no presente trabalho será utilizado um método que se 

enquadra na denominação Método de Nível III. Essa escolha se justifica, pois ao utilizar funções 

densidade de probabilidade tem-se melhor representação do comportamento aleatório de 

determinada variável, o que contribuirá para uma melhor previsão do comportamento da 

estrutura. 
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2.2 TIPOS DE VARIÁVEIS 

 

 

Em termos de probabilidade existem dois tipos de eventos ou experimentos: 

determinísticos e não determinísticos. Quando existe uma previsão dos resultados é 

caracterizado o primeiro tipo de experimento. De outra forma, quando os resultados não são 

previsíveis, tem-se um evento não determinístico ou aleatório. Esse último tipo de evento 

somente pode ser previsto em termos de uma probabilidade de ocorrência. Associado a esses 

tipos de eventos, determinísticos ou não, tem-se respectivamente as variáveis determinísticas e 

as variáveis randômicas ou aleatórias. Com relação às variáveis aleatórias existe a subdivisão 

em discretas e contínuas. Quando a variável pode assumir valores aleatórios dentro de um 

conjunto enumerável é dita discreta, mas se a variável pode assumir qualquer valor dentro de 

um conjunto não enumerável, é dita contínua. 

 

 

2.2.1 VARIÁVEL ALEATÓRIA DISCRETA  

 

 

A probabilidade de uma variável aleatória discreta X assumir um valor específico Xi 

pode ser determinada com base na função massa de probabilidade fX(Xi), como explicitado a 

seguir: 

 

)()( iXi XfXXP ==  (2.1) 

 

A função massa de probabilidade deve satisfazer aos axiomas da probabilidade 

caracterizados por: 

 

1)(0 ¢¢ iX Xf  (2.2a) 

ä
=

=
N

i

iX Xf
1

1)(
 

(2.2b) 
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A função de probabilidade acumulada ou Cumulative Density Function (CDF) de uma 

variável aleatória discreta é definida a seguir. Utiliza-se a CDF para determinar a probabilidade 

da variável aleatória X assumir um valor menor ou igual a Xi, ou seja: 

 

ä
=

=¢=
i

j

jXiiX XfXXPXF
1

)()()(  (2.3) 

 

 

2.2.2 VARIÁVEL ALEATÓRIA CONTÍNUA  

 

 

Se existe a necessidade de definir a probabilidade de uma variável aleatória X contínua 

assumir um valor dentro de certo intervalo, é necessário conhecer a função densidade de 

probabilidade fX(X) ou Probability Density Function (PDF) dessa variável, isto é: 

 

2

1

1 2( ) ( )

X

X

X

P X X X f X dX¢ ¢ =ñ  (2.4) 

 

Para que a função fX(X) seja considerada uma PDF, é necessário o atendimento das 

equações: 

 

1

0

0 1( ) ( )

X

X

X

P X X X f X dX¢ ¢ =ñ
 

(2.5a) 

( ) ( ) 1XP X f X dX

¤

-¤

-¤¢ ¢¤ = =ñ  (2.5b) 

( ) 0,  para  qualquer  Xf X X²

 

(2.5c) 

 

A CDF de uma variável aleatória contínua é definida conforme: 

 



7 

( ) ( )
0

0 0 ( )

X

X XF X P X X f X dX
-¤

= ¢ =ñ  (2.6) 

 

A CDF de uma variável aleatória contínua é uma função não decrescente em que 

P(XÒX1) Ò P(XÒX2) sendo X1 Ò X2. Outro aspecto intrínseco a uma CDF é que FX(-Ð) = 0 e 

FX(+Ð) = 1. 

Cabe também ressaltar que uma função PDF pode ser obtida a partir da derivada 

primeira de sua CDF: fx(X)=dFX(X) / dX. 

 

 

2.3 VALORES CARACTERÍSTICOS DE UMA VARI ÁVEL ALEATÓRIA  

 

 

A utili zação de valores característicos como média, valor quadrado médio, variância, 

desvio padrão, coeficiente de variação e coeficiente de assimetria é necessária para a descrição 

de uma população ou amostra. A determinação desses valores característicos ocorre a partir do 

emprego do conceito de expectância ou esperança. 

A expectância da função g(X) da variável aleatória X é caracterizada matematicamente 

conforme apresentado a seguir: 

 

( ) ( ) ( )XE g X g X f X dX

¤

-¤

=ñ  (2.7) 

 

em que fX(X) é a PDF da variável aleatória X. 

 

A determinação da média (ɛ), primeiro momento em relação à origem, ocorre por meio 

da Equação (2.7) com g(X) = X. Assim, tem-se a expressão para o cálculo da média de uma 

população (ɛX) de uma variável aleatória X que é dado por: 

 

( )X XE X Xf X dX

¤

-¤

m = =ñ  (2.8) 
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O valor quadrado médio, segundo momento em relação à origem, também é obtido a 

partir da Equação (2.7) porém agora com g(X) = X2. A expressão para o cálculo do valor 

quadrado médio está descrita abaixo: 

 

2 2 ( )XE X X f X dX

¤

-¤

=ñ  (2.9) 

 

A variância de uma população (var ou ů2), segundo momento em relação à média, está 

definida matematicamente a seguir: 

 

( ) ( )
2 22 ( )X X XE X X f X dX

¤

-¤

s = -m = -mñ  (2.10) 

 

O desvio padrão para uma variável aleatória é obtido com o cálculo da raiz quadrada da 

variância. Assim como a média, o desvio padrão também possui a mesma unidade da variável 

aleatória em questão, isto é: 

 

2

Xs = s (2.11) 

 

O coeficiente de variação (ŭ) é também um valor característico de uma variável aleatória 

definido pela razão entre o desvio padrão e a média, resultando portanto, numa grandeza 

adimensional, ou seja: 

 

X
X

X

s
d =

m
 (2.12) 

 

Finalizando, tem-se a expressão para o cálculo do coeficiente de assimetria ɚX de uma 

população, que é a medida do terceiro momento em relação à média obtida por: 
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( ) ( )
3 3

( )X X X XE X X f X dX

¤

-¤

l = -m = -mñ  (2.13) 

 

Assim, uma distribui«o sim®trica tem ɚ = 0. Para ɚ ι 0 tem-se uma distribuição com 

cauda maior a direita da m®dia e para ɚ  ̓0 uma distribuição com cauda maior a esquerda da 

média. 

 

 

2.4 DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADE CONTÍNU AS 

 

 

No Apêndice A são apresentadas as expressões das distribuições comumente utilizadas 

em confiabilidade estrutural como, por exemplo, normal, lognormal e extremo tipo 1.Nesse 

apêndice são fornecidas as funções PDF com suas respectivas CDF, média, desvio padrão e 

também parâmetros específicos. 

 

 

2.5 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS CONJUNTAS  

 

 

Frequentemente existe a presença de duas ou mais variáveis aleatórias na solução de 

problemas de engenharia. Em geral são encontrados dois tipos de situações: ocorrência conjunta 

de variáveis aleatórias que podem ser correlacionadas ou não, e ocorrência de variáveis 

aleatórias para as quais se conhece a relação com outras variáveis aleatórias básicas. 

De forma semelhante ao tratamento dado a uma única variável aleatória, a função 

densidade de probabilidade conjunta de duas variáveis aleatórias X e Y é definida conforme: 

 

( ) ( )dxdyyxfdyyYydxxXxP yx ,   , ,=+<<+<<  (2.14) 

 

A função densidade de probabilidade acumulada é definida da seguinte forma: 
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( ) ( )ññ
¤- ¤-

=¢¢=

a b

yxyx dxdyyxfbYaXPyxF ,   ,),( ,,
 (2.15) 

 

Para que a função fx,y(x,y) conjunta seja considerada uma PDF é necessário que: 

 

( ) yxyxf yx  e qualquer p/     0,, ²

 

(2.16a) 

( ) 1,, =ññ
¤

¤-

¤

¤-

dxdyyxf yx
 (2.16b) 

( ) ( )ññ=¢¢¢¢

b

a

d

c

yx dxdyyxfdYbXaP ,c   , ,

 

(2.16c) 

 

Se existir a necessidade de determinar a PDF conjunta das variáveis aleatórias X e Y a 

partir da CDF conjunta utiliza-se a derivada parcial como indicado na equação abaixo: 

 

( )
( )

yx

yxF
yxf

yx

yx
µµ

µ
=

,
,

,

2

,
 (2.17) 

 

De outra forma, é possível obter a PDF conjunta das variáveis X e Y a partir das funções 

fx(x) e fy(y) quando X e Y são estatisticamente independentes, ou seja: 

 

( ), , ( ) ( )x y x yf x y f x f y=  (2.18) 

 

Caso seja de interesse determinar as distribuições marginais fx(x) e fy(y) de cada uma das 

variáveis aleatórias X e Y conhecendo-se fx,y(x,y), emprega-se as equações: 

 

( )ñ
+¤

¤-

= dyyxfxf yxx ,)( ,
 (2.19a) 
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( )ñ
+¤

¤-

= dxyxfyf yxy ,)( ,

 

(2.19b) 

 

 

2.5.1 FUNÇÕES DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS  

 

 

Frequentemente ocorrem problemas de engenharia em que uma variável dependente é 

função de uma ou mais variáveis aleatórias independentes. Suponha uma variável aleatória X. 

Se Z é definida como uma variável dependente em termos de uma função Z = g(X), então Z 

também é uma variável aleatória. Se a variável X é definida por uma PDF fX(x) contínua e a 

função g(X) também é contínua então Z = g(x) é uma variável aleatória com uma PDF fZ(z), que 

pode ser determinada perante certas condições. Uma situação usual em que Z = g(x) é uma 

combinação linear de constantes reais ai e variáveis aleatórias Xi normais estatisticamente 

independentes: 

 

( )1 2 0

1

, ,...,
n

n i i

i

Z g X X X a a X
=

= = +ä  (2.20) 

 

 

2.6 VALORES CARACTERÍSTI COS DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 

CONJUNTAS 

 

 

A covariância entre duas variáveis aleatórias X e Y é definida também com base em 

expectância, isto é: 

 

( ) ( )( )cov , X YX Y E X Y E XY E X E Y= -m -m = -  (2.21) 

 

As expectâncias EàXYð, EàXð e EàYð são obtidas por meio das seguintes equações: 
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( ),XYE XY XY f x y dxdy

¤ ¤

-¤-¤

=ñ ñ  (2.22a) 

()X XE X X f x dx

¤

-¤

= =mñ
 

(2.22b) 

()Y YE Y Y f y dy

¤

-¤

= =mñ
 

(2.22c) 

 

Quando as variáveis X e Y são estatisticamente independentes EàXYð=EàXðEàYð = mxmy, 

logo tem-se cov(X,Y) = 0. 

O coeficiente de correlação ɟXY é definido como a covariância normalizada perante os 

desvios padrão das variáveis X e Y, isto é: 

 

( )cov ,
XY

X Y

X Y
r =

s s
 (2.23) 

 

Se o coeficiente de correlação é zero significa que não existe uma relação linear entre X 

e Y. No entanto isso não é uma garantia da inexistência de outro tipo de relação entre essas 

variáveis. O valor de ɟXY varia entre -1 e 1. O sinal positivo ou negativo de ɟXY reflete na 

inclinação da reta interpolada a partir de valores de X e Y. 

A média e a variância são determinadas para o caso da Equação (2.20) em que a função 

Z=g(X1, X2,...,Xn) é uma combinação linear, através das expressões: 

 

0

1

n

Z i Xi

i

a a
=

m = + mä  (2.24) 

 

( )2

1 1

cov ,
n n

Z i j i j

i j

a a X X
= =

s =ää
 

(2.25) 
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A variância também pode ser obtida a partir dos coeficientes de correlação e desvios 

padrão, conforme indicado: 

 

2

,

1 1

n n

Z i j Xi Xj Xi Xj

i j

a a
= =

s = r s sää
 

(2.26) 

Se as variáveis aleatórias forem estatisticamente não correlacionadas a variância será 

obtida utilizando-se a equação abaixo: 

 

2 2 2

1

n

Z i Xi

i

a
=

s = sä
 

(2.27) 

 

 

2.6.1 MÉDIA E VARIÂNCIA DE UMA FUNÇÃO GERAL  

 

 

Para a função Z = g(X1, X2,...,Xn), em que g(Xi) é uma função qualquer das variáveis 

aleatórias Xi, uma aproximação da média e da variância de Z podem ser obtidas através da 

linearização de g(X1, X2,...Xn) em torno das médias das variáveis aleatórias utilizando-se série 

de Taylor. Nesse caso, Z assume a forma: 

 

( ) ( )
( )

1 2

1 2

1

, ,...,
, ,...,

n

Xi

n
n

X X X i xi

i i

g X X X
Z g x

X= m

å õµ
= m m m + -mæ ö

µç ÷
ä

 

(2.28) 

 

já as aproximações de ɛz e ůz
2 são definidas, respectivamente, pelas seguintes equações: 

 

( )
1 2
, ,...,

nZ X X XE Z gm = º m m m

 

(2.29) 
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()
( )

2

1 22 2

1

, ,...,

Xi

n
n

Z Xi

i i

g X X X
Var z

X= m

å õµ
æ ös = º s
æ öµ
ç ÷

ä
 

(2.30) 

 

 

2.6.2 MÉDIA E VARIÂNCIA DE UM PRODUTO DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 

LOGNORMAIS  

 

 

Seja o produto Z=X1X2,...,Xn, em que Xi são variáveis lognormal estatisticamente 

independentes. Para esse produto tem-se ln(Z) definido conforme indicado: 

() ( )ä
=

==
n

i

in XXXXZ
1

21 ln,...,,lnln

 

(2.31) 

 

Se Xi é lognormal, então lnXi é normal, e portanto a média e a variância podem ser 

determinadas conforme exposto a seguir: 

 

1 2ln ln ln ln...
nZ X X Xm =m +m + +m

 

(2.32) 

 

1 2

2 2 2 2

ln ln ln ln...
nZ X X Xs =s +s + +s

 

(2.33) 

 

 

2.7 DISTRIBUIÇÃO NORMAL EQUIVALENTE  

 

 

Em algumas situações é necessário obter uma distribuição normal equivalente num 

ponto x*  para uma variável aleatória X, cuja distribuição de probabilidade não é normal. Para 

isso igualam-se as PDFs e CDFs da distribuição normal e da distribuição da variável X no ponto 

x* . Esse procedimento é indicado abaixo: 
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( )
*

*
N

X
XN

X

x
F x

å õ-m
F =æ ö

sç ÷  

(2.34) 

 

( )
*1

*
N

X
XN N

X X

x
f x

å õ-m
j =æ ö

s sç ÷  

(2.35) 

 

Na Equação (2.34) o termo ū( ) representa a CDF da distribuição normal padrão e, na 

Equação (2.35), o termo ű( ) representa a PDF da distribuição normal padrão. 

Resolvendo o sistema de equações formado por (2.34) e (2.35) chega-se no desvio 

padrão e na média da distribuição normal equivalente, ou seja: 

 

( ){ }
( )

1 *

*

XN

X

X

F x

f x

-è øj Fê ú
s =

 
(2.36) 

 

( )1* *N N

X X Xx F x-è øm = -s Fê ú
 

(2.37) 

 

Nas equações anteriores o termo ū-1[ ]  representa a inversa da CDF da distribuição 

normal padrão. 

 

 

2.8 ESTADO LIMITE  

 

 

O estado limite é a situação crítica em que a estrutura torna-se não segura. De outra 

forma, pode-se dizer que a estrutura, ou parte dela, não satisfaz a uma condição específica do 

projeto estrutural. Existem dois tipos de estado limite: ruptura e serviço. 

O estado limite de ruptura, ou último, para a estrutura ou para os membros da estrutura 

inclui: 

a) perda de equilíbrio global ou local quando avaliada como corpo rígido; 
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b) superação do limite de resistência do material devido à ação de cargas estáticas ou 

dinâmicas; 

c) formação de mecanismo em parte da estrutura ou para toda a estrutura; 

d) perda de estabilidade global ou local devido à ocorrência de flambagem. 

O estado limite de serviço para a estrutura ou para os membros da estrutura inclui: 

a) deformação estrutural que afete a utilização normal da estrutura; 

b) fissuração que afete a utilização normal da estrutura e sua durabilidade; 

c) vibração estrutural excessiva afetando a utilização. 

Outras situações também podem ocorrer e afetar a utilização da estrutura. Normalmente, 

tendo em vista as definições relacionadas ao estado limite, entende-se que a estrutura será 

considerada confiável somente quando atender às seguintes condições: 

a) capacidade de resistir a todos os tipos de carregamento na fase de construção e 

utilização; 

b) manter desempenho em condições normais de uso; 

c) durabilidade; 

d) manter integridade estrutural durante e após terremotos, quando aplicável, e 

incêndios. 

Portanto, para que determinada estrutura seja caracterizada como confiável ou não é 

necessário que a mesma atenda a diferentes estados limites. Adicionalmente e principalmente 

para o caso da presente tese é necessário levar em conta a variabilidade das variáveis que afetam 

o atendimento do estado limite. Normalmente a confiabilidade é avaliada quanto ao 

atendimento de um estado limite de deslocamento em serviço e quanto ao atendimento a um 

estado limite último de resistência. 

 

 

2.9 PROBABILIDADE DE FALHA E CONFIABILIDADE ESTRUTURAL  

 

 

Para Li e Li (2007), a confiabilidade estrutural é a medida probabilística da integridade 

estrutural e da viabilidade de utilização. Segundo esses autores, também pode ser definida como 

a probabilidade da estrutura satisfazer a requisitos de desempenho definidos para determinado 

tempo e perante condições específicas. O termo tempo na afirmação anterior diz respeito ao 
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período, normalmente em anos, em que a estrutura será considerada confiável; desde que as 

condições para as quais a estrutura foi projetada não se alterem. 

Se a resistência estrutural (R) e o efeito do carregamento (S) são variáveis aleatórias, 

uma estrutura absolutamente confiável, em que a probabilidade de falha (Pf) é igual a zero ou a 

confiabilidade (C) é igual a um, não existe. Do ponto de vista da probabilidade, o objetivo do 

projeto estrutural é tornar C suficientemente grande ou tornar Pf suficientemente pequeno. 

Na teoria clássica da confiabilidade, as ações estruturais S e a resistência R são 

modeladas por variáveis aleatórias. O objetivo da análise de confiabilidade é assegurar o evento 

(R > S) durante toda vida útil da estrutura. Essa garantia é possível somente em termos de 

probabilidade: P(R > S). 

Na representação mais simples, a falha ocorre se R for menor do que S. A probabilidade 

de falha Pf será portanto: P(R < S). A partir da Pf define-se confiabilidade C: C = 1-Pf. 

Para as funções de R e S conhecidas, contínuas e estatisticamente independentes, a Pf 

pode ser calculada utilizando-se a equação a seguir: 

 

( ) ( ) ( )f R SP P R S F s f s ds

¤

-¤

= < =ñ  (2.38) 

 

com FR(s) sendo a CDF de R e fS(s) a PDF de S. 

A equação anterior é a integração em relação a s, e pode ser explicada com base na 

Figura 2.1 como segue: se S = s, a probabilidade condicional de falha seria FR(s); mas desde 

que S = s (ou mais precisamente s < S < s + ds ) esteja associada com a probabilidade fS(s)ds , 

a integração sobre todos os valores de S resulta na Equação (2.38). 

 

 

Figura 2.1 - Funções densidade de probabilidade fR (r) e fS(s) (adaptado de Ang e Tang, 1984) 

 

Com relação à sobreposição, observa-se que essa região depende das posições relativas 

de fR(r) e fS(s), como pode ser visto na Figura 2.2a. Quando as duas curvas ficam mais afastadas 
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a Pf diminui, e quando as duas curvas ficam mais próximas a Pf aumenta. Outro aspecto diz 

respeito ao fato da região de sobreposição depender do grau de dispersão de fR(r) e fS(s), como 

mostra a Figura 2.2b. Mantidos os valores das médias e aumentando-se a dispersão de fR(r) ou 

de fS(s), ou de ambas, observa-se que a região de sobreposição aumenta. 

As relações entre as cargas e as resistências são muito importantes. A probabilidade de 

falha como consequência das cargas excederem as resistências pode ser modelada por meio da 

teoria da probabilidade, pois as cargas e as resistências apresentam variabilidade podendo, 

portanto, serem modeladas por funções densidade de probabilidade (Lafraia, 2001). 

O cálculo da confiabilidade ou da probabilidade de falha utilizando a Equação (2.38) 

requer que as funções densidade de probabilidade fR(r) e fS(s) sejam conhecidas. Na prática, 

essa informação nem sempre está disponível ou é difícil de ser obtida devido à insuficiência de 

dados ou devido à variação para diferentes ações estruturais e estados limites. Outra dificuldade 

seria manipular a integração numérica no contexto iterativo típico de um dimensionamento. No 

entanto, frequentemente as informações disponíveis são suficientes para estimar o primeiro e 

segundo momentos (média e variância) das variáveis aleatórias (Ang e Tang, 1984). Com base 

na média e variância das variáveis de projeto consideradas aleatórias, é possível obter uma 

estimativa da confiabilidade. 

 

 

        (a) (b) 

Figura 2.2 - (a) Efeito da posição relativa entre fR(r) e fS(s) em Pf  e (b) efeito da dispersão em fR(r) e fS(s) em Pf 

(adaptado de Ang e Tang, 1984) 

 

 

2.10 ÍNDICE DE CONFIABILIDADE  

 

 

Quando não existir informações sobre as distribuições de probabilidade a confiabilidade 

pode ser medida em função do primeiro e do segundo momento (média e variância, 

fR2(r) fR1(r) 

fS(s) 

fS(s) 

fR(r) 

Região de sobreposição 

Região de sobreposição 

Região de sobreposição 

Região de sobreposição 

µS µR2 µR1 µS µR r ou s r ou s 
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respectivamente) das variáveis de cálculo, obtendo-se o índice de confiabilidade (ɓ). Caso as 

formas apropriadas das distribuições sejam conhecidas, a probabilidade correspondente pode 

ser avaliada com base nas distribuições normais equivalentes (Ang e Tang, 1984). 

Retornando à função Z = R ī S e como R e S são variáveis aleatórias, Z é também uma 

variável aleatória. Se R e S são normais tem-se que: 

 

0
( 0) ( )Z

f

Z

P P Z
å õ-m

= ¢ =F =F -bæ ö
sç ÷

 (2.39) 

 

em que ɛZ = ɛR - ɛS, ůz = (ůR
2+ůS

2)1/2, F( ) é a CDF da distribuição normal padrão e ɓ é o índice 

de confiabilidade de Cornell, definido a seguir: 

 

2 2

R S
C

R S

m -m
b =

s +s
 

(2.40) 

 

O índice de confiabilidade foi introduzido na tentativa de se evitar as dificuldades 

conceituais e práticas (problemas na avaliação numérica da probabilidade de falha, falta de 

dados e erros de modelagem) com o uso da Equação (2.38). Em sua implementação inicial, o 

índice de confiabilidade ɓ foi avaliado simplesmente em função das médias e dos desvios-

padrão da resistência e das ações estruturais, como indicado na Equação (2.40). Posteriormente, 

ɓ passou a ser calculado utilizando-se uma aproximação de primeira ordem da média e da 

variância obtidas linearizando-se g(X1, X2,...,Xn) em torno das médias das variáveis aleatórias 

estatisticamente não correlacionadas e utilizando-se Série de Taylor. Esse procedimento 

recebeu a denominação First-Order Second-Moment (FOSM). Em seguida, esse método, 

aprimorado, passou a ser calculado num ponto (ponto de projeto) na superfície de falha no 

espaço das variáveis reduzidas (Equações 2.41, 2.42, 2.43, 2.44 e 2.45) e recebeu a 

denominação Advanced FOSM (AFOSM); com validade para funções de performance lineares 

e não linares. Mais tarde, as técnicas para incorporar informações sobre as distribuições de 

probabilidade foram desenvolvidas, conduzindo aos métodos analíticos de confiabilidade First-

Order Reliability Method (FORM) e Second-Order Reliability Method (SORM). Esses métodos 

serão abordados com maior detalhe na sequência do capítulo. 
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2.11 FUNÇÃO DE DESEMPENHO 

 

 

A função de desempenho pode ser expressa das seguintes formas: Z = R ī S ou Z = 

g(X1, X2,...,Xn). Nesse último caso X1, X2,...,Xn são n variáveis aleatórias básicas de R e S. A 

função g(Xi) descreve a relação entre R e S e as variáveis aleatórias básicas. A falha de uma 

estrutura ou elemento estrutural é caracterizada quando g(Xi) < 0, a sobrevivência ou segurança 

quando g(Xi) > 0, e o estado limite quando g(Xi)=0, que define a superfície de falha. Diante 

desses conceitos define-se também a Pf como P[g(Xi) Ò 0]. 

A Figura 2.3 ilustra geometricamente a equação do estado limite, g(X1, X2) = 0, que é 

uma superfície n-dimensional e pode ser chamada de ñsuperf²cie de falhaò. De um lado desta 

superfície está a região de segurança, g(X1, X2) > 0, enquanto do outro lado, a região de falha, 

g(X1, X2) < 0 (Ang e Tang, 1984). 

 

 

Figura 2.3 - Região de falha, superfície de falha e região de segurança no espaço das variáveis reduzidas 

(adaptado de Ang e Tang, 1984) 

 

Analisando a Figura 2.3, se a superfície de falha, g(X1, X2) = 0, se afasta (linha tracejada 

ñaò) ou se aproxima (linha tracejada ñbò) da origem, a região de segurança g(X1,X2) > 0 aumenta 

ou diminui, respectivamente. Portanto, a posição da superfície de falha em relação à origem das 

variáveis reduzidas determinará a segurança ou a confiabilidade do sistema. 
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2.12 FIRST-ORDER SECOND-MOMENT (FOSM)  

 

 

Considerando a função Z = R ī S ou Z = g(X1, X2,...,Xn) e as expressões (2.28), (2.29) e 

(2.30), define-se o índice de confiabilidade ɓ = ɛZ/ůZ e, portanto, o método FOSM para o 

cálculo da confiabilidade. 

Cabe ressaltar que a função g(Xi) é linearizada nos valores médios das variáveis 

aleatórias podendo ocorrer erros significativos caso essa função seja não linear. Outro problema 

é a possibilidade de ocorrer resultados diferentes com a utilização de formulações 

mecanicamente equivalentes do mesmo problema como Z = R / S. Outra fonte de erros é a 

desconsideração do tipo de distribuição das variáveis aleatórias envolvidas. Esperam-se bons 

resultados para esse método quando estão envolvidas variáveis aleatórias com distribuição 

normal e a função g(Xi) sendo linear. 

 

 

2.13 ADVANCED FOSM (AFOSM) 

 

 

Para a função de desempenho Z = R ī S, com R e S normais, é possível obter-se um 

valor para b introduzindo-se as seguintes variáveis reduzidas s e r: 

 

S

S

S
s

-m
=
s

 (2.41) 

R

R

R
r

-m
=
s

 

(2.42) 

 

A partir da função de desempenho Z = R ī S e utilizando as equações anteriores, obtém-

se a função de desempenho conforme: 

 

( ) ( )R R S SZ r s= s +m - s +m (2.43) 
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O estado limite Z = 0, em termos das variáveis reduzidas, resulta em: 

 

R SR

S S

s r
m -ms

= +
s s

 (2.44) 

 

que é uma linha reta como representado na Figura 2.4. A distância, indicada na Figura 2.4, da 

superfície de falha (linear) à origem, é uma medida de confiabilidade. Essa distância, também 

denominada ɓ, é determinada utilizando-se a equação a seguir: 

 

2 2

R S

R S

m -m
b=

s +s
 

(2.45) 

 

 

Figura 2.4 - Distância da origem à superfície de falha no espaço das variáveis reduzidas  

(adaptado de Ang e Tang, 1984) 

 

A posição da superfície de falha pode ser representada pela distância mínima da 

superfície g(Xi) = 0 até a origem das variáveis reduzidas (Ang e Tang, 1984). Segundo 

Shinozuka (1983), o ponto na superfície de falha com distância mínima até a origem é o ponto 

mais provável de falha. Essa distância mínima pode ser usada como uma medida de 

confiabilidade. 

Caso a função de desempenho seja não linear, utiliza-se também a Equação (2.45) para 

o cálculo do índice de confiabilidade b. Nesse caso b é obtido aproximando-se a superfície de 

falha por uma tangente a essa superfície no ponto de menor distância à origem (ponto de 
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projeto). Reforçando, quando a função de desempenho é do tipo Z = g(X1, X2,...,Xn), não linear, 

e com variáveis aleatórias básicas não correlacionadas o índice de confiabilidade também é 

definido como a menor distância da origem à superfície de falha nas coordenadas reduzidas. 

Nessa situação utiliza-se um algoritmo numérico para obter-se b. 

Tratando-se de distribuições não normais para as variáveis aleatórias básicas também é 

possível utilizar-se o método AFOSM, desde que seja determinada a cada iteração do algoritmo 

numérico uma distribuição normal equivalente naquele ponto. 

 

 

2.14 FIRST-ORDER RELIABILITY METHOD (FORM)  

 

 

O método FORM também calcula a confiabilidade com base na distância da função de 

falha linearizada até a origem do espaço reduzido das variáveis normais padrão estatisticamente 

independentes. De uma forma geral, o método FORM apresenta vantagens com relação a outros 

métodos, quando o objetivo é obter uma aproximação para a probabilidade de falha. Algumas 

vantagens são consideradas principais, pois têm definido o uso desse método analítico nas 

avaliações de confiabilidade: boa precisão, não apresenta dificuldades de programação e pouco 

tempo de processamento computacional. Na sequência do texto apresenta-se, de acordo com 

Sagrilo (2004), as etapas que compõem o método FORM. 

Uma das etapas desse método é a transformação das variáveis U, cujas distribuições são 

quaisquer, podendo ser dependentes entre si ou não, em variáveis V normais padrão 

estatisticamente independentes. Embora existam diferentes possibilidades para essa 

transformação utiliza-se normalmente a transformação de Nataf (Melchers, 1999) definida por: 

 

( )1-=G -V ů U m (2.46) 

 

em que m é o vetor com as médias das variáveis U, ů é uma matriz diagonal contendo os desvios 

padrões das variáveis U e ũ = L -1 com L  sendo a matriz triangular inferior obtida da 

decomposição de Choleski da matriz dos coeficientes de correlação de U. 

Nesse momento, a função de desempenho G(U) é escrita em função das variáveis no 

espaço V, portanto g(V). A superfície de falha definida por g(V) = 0 é aproximada por uma 
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superfície linear coincidente com a superfície g(V) no ponto em que se tem a menor distância 

até a origem do sistema reduzido. 

Caso existam variáveis Ui e Uj com distribuições de probabilidade qualquer, porém 

dependentes entre si segundo o coeficiente de correlação rij, determina-se o coeficiente de 

correlação equivalente rEij = Frij entre as distribuições normais equivalentes. O termo F assume 

valor dependente de rij  e dos coeficientes de variação das variáveis Ui e Uj. 

Outra etapa importante desse método é a busca ao ponto de menor distância até a origem 

do sistema reduzido, também denominado ponto de projeto e representado da seguinte forma: 

V* . Para obter o ponto V*  é necessário seguir o procedimento de otimização indicado a seguir: 

 

minimizar    ( ) 0g =V V  (2.47) 

 

O problema de otimização apresentado na Equação (2.47) pode ser resolvido por 

diferentes algoritmos. Utiliza-se comumente o algoritmo denominado HLRF, desenvolvido por 

Hasofer e Lind (1974) e aprimorado por Rackwitz e Fiessler (1978). O processo iterativo gerado 

por esse algoritmo caminha em busca do ponto V*  resolvendo a seguinte equação: 

 

( )
( ) ( ) ( )1

2

1 T
i i i i i

i

g g g

g
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é ùê úÐ
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V

 
(2.48) 

 

com Ðg(V i), V i e g(V i) obtidos utilizando-se: 

 

( ) ( ) ( )1
T

i ig G-Ð = ÐV J U  (2.49) 

( )i = -V J U m

 

(2.50) 

( ) ( )i ig G=V U

 

(2.51) 

 

Nas Equações (2.49) e (2.50), J é o jacobiano da transformação U a V, e m é a matriz 

coluna contendo as médias equivalentes das variáveis aleatórias envolvidas. 
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O algoritmo HLRF (Hasofer e Lind,1974; Rackwitz e Fiessler, 1978) converge para o 

ponto V* na superfície de falha. Ao ser obtido o ponto de projeto V* determina-se a menor 

distância, ɓ, calculando o módulo do vetor que interliga a origem do sistema reduzido ao ponto 

V* . Durante o processo iterativo checa-se a variação relativa do valor de ɓ e interrompe-se o 

processo quando essa variação é inferior a um valor aceitável (por exemplo, 1x10-4). De posse 

do índice de confiabilidade ɓ, a probabilidade de falha pode ser obtida utilizando-se a Equação 

(2.39). 

A Figura 2.5 fornece uma representação gráfica do método analítico FORM com 

indicação das principais variáveis calculadas na aplicação desse método. No Apêndice B 

apresenta-se o algoritmo utilizado para a aplicação do método FORM. 

 

 

Figura 2.5 - Representação do método FORM indicando o índice de confiabilidade b,  

ponto de projeto V*  e função de falha g(V) no espaço das variáveis reduzidas (adaptado de Sagrilo, 2004) 

 

 

2.15 SECOND-ORDER RELIABILITY METHOD (SORM)  

 

 

O método SORM segue a mesma ideia do método FORM, a menos da aproximação da 

superfície de falha no espaço das variáveis reduzidas. Essa aproximação é feita por uma 
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superfície quadrática no ponto de projeto. No caso do método FORM a aproximação é por uma 

superfície linear. 

Segundo Sagrilo (2004) o cálculo da probabilidade de falha pelo método SORM é 

normalmente realizado utilizando-se a equação proposta por Breitung (1984) apresentada a 

seguir: 

 

( ) ( )
1/21

1

1
n

f i

i

P

--

=

=F -b +bkÔ  (2.52) 

 

Na equação anterior o termo əi representa as curvaturas principais da superfície de falha 

no ponto de projeto e o termo n representa o número de variáveis aleatórias na análise. 

 

 

2.16 MÉTODO DE SIMULAÇÃO MONTE CARLO  

 

 

O método de simulação Monte Carlo utiliza amostragem artificial para a solução de 

experimentos aleatórios onde se tem conhecimento das distribuições de probabilidade das 

variáveis envolvidas. Dentre suas várias aplicações, tem sido adotado para determinar a 

confiabilidade de sistemas estruturais (Pulido et al., 1992). 

O método de simulação Monte Carlo evoluiu como uma técnica eficiente para 

engenheiros com conhecimentos básicos de probabilidade e estatística que buscavam avaliar a 

confiabilidade de sistemas complicados. Assim como o método FORM, a utilização dessa 

técnica de simulação é destinada ao cálculo da probabilidade de falha de sistemas com funções 

de estado limite explícitas ou implícitas com relação às variáveis aleatórias envolvidas no 

problema. Uma grande parte dos métodos existentes é destinada ao cálculo da Pf em casos que 

a função de estado limite é explícita com relação às variáveis aleatórias envolvidas no problema. 

A técnica de simulação Monte Carlo possui seis passos essenciais:  

a) definição do problema em termos de todas as variáveis aleatórias; 

b) estabelecimento das características de probabilidade de todas as variáveis aleatórias 

em termos das PDF com os correspondentes parâmetros; 

c) geração de valores dessas variáveis aleatórias; 

d) avaliação determinística do problema para cada conjunto de valores gerados; 
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e) obter informações de probabilidade após realizado um número N de avaliações 

determinísticas para cada conjunto de valores gerados; 

f) determinação da eficiência da simulação. 

Percebe-se nos passos descritos que a utilização desse método de simulação exige a 

geração de N amostras independentes para cada uma das variáveis aleatórias envolvidas no 

problema. Cada conjunto de amostras independentes representa uma realização do problema. 

Ao resolver deterministicamente o problema por N vezes produz-se N pontos de amostragem. 

Esses pontos podem ser utilizados para obter, por exemplo, a PDF e CDF conjuntas e também 

a Pf do problema. 

A probabilidade de falha pode ser determinada, utilizando o método Monte Carlo, com 

a aplicação da integral definida a seguir, com fX(X) sendo a função densidade de probabilidade 

conjunta, ou seja: 

 

ñññ
¢

= dXXfP X

Xg

f )(...
0)(

 (2.53) 

 

O valor de Pf também pode ser determinado por: 

 

N

XgqueemsimulaçõesdeN
Pf

0)(    º ¢
=  (2.54) 

 

A determinação da variância, para valores pequenos da probabilidade de falha, é obtida 

a partir da seguinte equação: 

 

(1 )
( )

f

f f

PPf
Var P P

N N

-
= º  (2.55) 

 

Para as estruturas usuais a probabilidade de falha Pf é pequena, geralmente da ordem de 

10-3 a 10-5, e, como a sua variância é expressa de forma inversamente proporcional ao número 

total de simulações, o valor de N deve ser elevado para que se possa obter aproximações 

aceitáveis de Pf. Se consideramos Pf = 10-5, significa que para 105 eventos tem-se 1 falha, e, 

portanto, 105 realizações ou ciclos de simulação seriam necessários para captar esse 
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comportamento. Haldar e Mahadevan (2000a) recomendam 109 ciclos de simulação para uma 

estimativa confiável. Para reduzir o número de ciclos de simulação trabalha-se com redução de 

variância (Subia, 1991; Oliveira, 1997; Freitas, 1998; Melchers, 1999). 

Em alguns casos é necessário determinar a probabilidade de falha de uma estrutura 

quando uma parte ou a totalidade das variáveis aleatórias envolvidas são correlacionadas. Nesse 

caso é necessário realizar a conversão para variáveis não correlacionadas e também modificar 

a função de desempenho para variáveis não correlacionadas. Der Kiureghian e Liu (1986) 

sugerem utilizar a relação empírica rEij = Frij apresentada no item 2.14. 

Ang e Tang (1984) sugerem a utilização do método FORM ou simulação Monte Carlo 

para a determinação de Pf. Para Nowak e Collins (2000), a técnica de simulação Monte Carlo 

para determinação de ɓ ou da probabilidade de falha é o caminho mais indicado quando se 

trabalha com funções de desempenho complicadas. 

 

 

2.17 MEDIDAS DE SENSIBILIDADE  

 

 

Em análises práticas de confiabilidade costuma-se determinar algumas medidas 

denominadas ñde sensibilidadeò que fornecem suporte para nortear a análise de confiabilidade. 

Dentre as medidas de sensibilidade existentes, citam-se: fator de importância, fator de omissão 

e fatores de sensibilidade paramétricos (Sagrilo, 2004). Essas medidas podem ser obtidas 

diretamente de valores já calculados ao longo da análise de confiabilidade pelo método FORM. 

Por ter maior emprego, apresentam-se na sequência as equações necessárias para a obtenção do 

fator de importância, ou seja: 

 

2

i iI =a (2.56) 
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Nas equações anteriores o termo Ŭi (índice de sensibilidade) é o cosseno diretor, com 

relação à variável Vi, do vetor normal à superfície de falha no ponto de projeto e no espaço das 
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variáveis reduzidas. O termo Ðg(V* )i na Equação (2.57) refere-se à componente do gradiente 

da função de falha no espaço das variáveis reduzidas avaliado no ponto de projeto V*.  

O fator de importância e o índice de sensibilidade indicam a importância relativa de 

cada variável aleatória no valor final da probabilidade de falha. Em situações que resultam em 

valores baixos (próximo de zero), a variável aleatória em questão pode ser considerada como 

determinística na análise de confiabilidade. Por outro lado valores próximos da unidade indicam 

grande importância da variável para a confiabilidade da estrutura analisada. 

 

 

2.18 CONFIABILIDADE DE SISTEMAS  

 

 

A confiabilidade estrutural inclui a confiabilidade de membros, ligações e do conjunto 

formado pela interligação entre membros por meio das ligações. A confiabilidade estrutural de 

determinado elemento estrutural (barra ou ligação) baseia-se no estado limite de ruptura do 

elemento. De outra forma, a confiabilidade do conjunto estrutural baseia-se no estado limite de 

ruptura desse conjunto ou sistema estrutural. Sagrilo (2004) enfatiza que componentes e 

sistemas na análise de confiabilidade estrutural tem uma conotação diferente da análise 

estrutural propriamente dita. Esse mesmo autor exemplifica o caso de uma única viga 

pertencente a uma determinada estrutura ser entendida como um sistema na análise de 

confiabilidade estrutural, pois essa viga pode falhar, por exemplo, devido à flexão, flambagem 

lateral, etc. Entretanto, na análise estrutural essa viga é um componente integrante da estrutura, 

que nesse caso é o sistema. Para Sagrilo (2004), a denominação componente deve ser 

empregada para identificar cada hiper-plano tangente aos pontos de mínimo sobre a superfície 

de falha do problema em questão. 

De acordo com as propriedades do material e características do carregamento aplicado, 

os elementos que compõem a estrutura podem ser divididos em frágeis ou dúcteis. Elementos 

estruturais frágeis ou dúcteis contribuirão de forma diferente para a confiabilidade do conjunto 

estrutural. Um elemento estrutural frágil perde sua função quando a ruptura ocorre. Um 

exemplo nesse sentido é a ruptura de uma coluna de concreto armado submetida a compressão. 

Um elemento estrutural dúctil mantém sua função ao longo do processo de carregamento. 

Exemplifica-se esse comportamento para um elemento estrutural metálico cujo aço de que é 
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composto apresenta um patamar de escoamento quando submetido a tração. Nesse caso o 

elemento estrutural manterá sua função mesmo diante da ocorrência do escoamento do aço. 

Sagrilo (2004) e Almeida (2008) afirmam que para o cálculo da Pf de sistemas deve-se 

determinar isoladamente a Pf de cada modo de falha utilizando-se o método FORM. 

Posteriormente avalia-se a probabilidade de toda a estrutura falhar levando em consideração a 

existência de todos os modos de falha. 

Tratando-se de sistemas estruturais, adotam-se normalmente três diferentes modelos de 

falha para avaliação da probabilidade de falha de um sistema estrutural: em série; paralelo; e 

em série e paralelo. Na sequência do texto esses modelos são abordados. 

 

 

2.18.1 SISTEMA EM SÉRIE 

 

 

Quando a ruptura de qualquer elemento estrutural resulta na ruptura do conjunto 

estrutural, representa-se essa estrutura por um modelo em série. Nesse caso não importa se a 

estrutura é composta por elementos estruturais dúcteis ou frágeis. De acordo com Li e Li (2007), 

as estruturas estaticamente determináveis podem ser representadas por um modelo em série. 

Matematicamente, a probabilidade de falha de um sistema em série é definida como a união 

dos modos de falha individuais, ou seja: 
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sendo que 

 

() ( )0i i iP P gè ø= ¢ =F -bê úV  (2.59) 
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e Pijk, na Equação (2.58), podendo ser desprezado. Os termos ɓi e ɓj são os índices de 

confiabilidade de cada um dos modos de falha e o termo ɟij refere-se à correlação entre os 

modos de falha dado por ɟij = Ŭi.Ŭj em que Ŭi e Ŭj são os vetores normais nos pontos de mínimo 

de cada um dos modos de falha. O termo ū( ) é a função cumulativa de probabilidades normal 

padrão. Já ū( , ,ɟ) é a função cumulativa bidimensional normal padrão que pode ser calculada 

conforme descrito a seguir: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, , , ,

ij

i j ij i j i j d

r

F -b -b r =F -b F -b + j -b -b r rñ  (2.61) 

 

com ű(Ā, Ā, ɟ) sendo a função densidade de probabilidade bidimensional padrão a ser calculada 

conforme: 
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è øå õb +b - ÖrÖb Öb
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æ öé ù-rç ÷ê új -b -b r =
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 (2.62) 

 

A Figura 2.6 representa essa união de forma gráfica, sendo que cada índice de 

confiabilidade ɓi é obtido de forma independente para cada modo de falha representado pela 

função de falha gi(V). 

 

 

Figura 2.6 - Representação gráfica de sistema em série (adaptado de Sagrilo, 1994) 
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No Apêndice C apresentam-se dois exemplos envolvendo análise de confiabilidade de 

sistemas em série. Essas aplicações foram realizadas com o objetivo de criar base para a 

continuação do desenvolvimento do presente trabalho. 

 

 

2.18.2 SISTEMA EM PARALELO  

 

 

Se após a ruptura de um elemento estrutural, ou mais de um elemento estrutural, a 

estrutura é capaz de manter sua função somente pela atuação dos membros íntegros ou com 

alguma contribuição dos membros que sofreram ruptura, essa estrutura pode ser representada 

por um modelo em paralelo. Estruturas redundantes podem ser representadas por um modelo 

em paralelo. A confiabilidade estrutural de uma estrutura representada por um modelo em 

paralelo é influenciada pelo tipo de ruptura, frágil ou dúctil, dos elementos que compõem a 

estrutura. Conforme afirma Li e Li (2007), embora não exista contribuição dos elementos 

frágeis após a ruptura dos mesmos, a sequência de ruptura dos elementos estruturais deve ser 

considerada ao avaliar-se a confiabilidade estrutural. Quanto à avaliação da confiabilidade 

estrutural envolvendo elementos dúcteis, somente importa o modo de ruptura global uma vez 

que os elementos dúcteis são capazes de manter sua função após a falha. Matematicamente, a 

probabilidade de falha de um sistema em paralelo é definida como a intersecção dos modos de 

falha individuais (Equação 2.63). De acordo com Sagrilo (2004), a avaliação da probabilidade 

de falha de um sistema em paralelo, utilizando o método FORM, é mais complicada e menos 

precisa se comparada a um sistema em série. Mas, para o caso de dois componentes (hiper-

plano tangente aos pontos de mínimo sobre a superfície de falha) a Pf pode ser calculada 

utilizando-se a Equação (2.64), em que ū( , ,ɟ) é a função cumulativa bidimensional normal 

padrão (Equação 2.61). A Figura 2.7 representa essa intersecção de forma gráfica sendo que 

cada índice de confiabilidade ɓi é obtido independentemente para cada modo de falha 

representado pela função de falha gi(V). 
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Figura 2.7 - Representação gráfica de sistema em paralelo (adaptado de Sagrilo, 1994) 
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( ), ,ij i j ijP =F -b -b r (2.64) 

 

 

2.18.3 SISTEMA EM SÉRIE E PARALELO 

 

 

Se o modo de ruptura final de uma estrutura redundante, que inclui elementos dúcteis, 

não é único, a estrutura pode ser representada por um modelo em série e paralelo. Para estruturas 

fracamente redundantes e que incluem elementos frágeis, esse modelo não deve ser aplicado, 

mas sim o modelo de ruptura em série. A Figura 2.8 indica um pórtico com cargas concentradas 

aplicadas nos nós de número 2 e 3, e também apresenta três modos de falha que podem ocorrer 

pela formação de rótulas plásticas em diferentes nós. Se existir a manifestação de um dos três 

modos de falha, a estrutura terá um colapso. Portanto, o pórtico da Figura 2.8a pode ser 

representado por um modelo em série (Figura 2.8e) incluindo três diferentes modelos em 

paralelo (Figuras 2.8b, c, d), os quais recebem a classificação paralelo pois necessitam da 
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formação de quatro ou três rótulas plásticas para a ocorrência do modo de falha. Sagrilo (2004) 

denomina os sistemas em série e paralelo como mistos. 

 

 

Figura 2.8 - Pórtico (a), mecanismos de formação de rótulas plásticas (b), (c) e (d)  

e representação por um modelo em série e paralelo (e) (adaptado de Li e Li, 2007) 

 



CAPÍTU LO 3 

 

 

ANÁLISE ESTÁTICA CONSIDERANDO A NÃO 

LINEARIDADE GEOMÉTRICA E A FLEXIBILIDADE  

DA LIGAÇÃO  

 

 

O presente capítulo abordar aspectos teóricos envolvendo formulações que consideram 

a não linearidade geométrica e a flexibilidade das ligações na análise estrutural de pórticos 

planos metálicos. Busca-se com essa abordagem criar entendimento para a realização de análise 

de confiabilidade estrutural com a inclusão dos efeitos resultantes da não linearidade geométrica 

e da flexibilidade das ligações. 

 

 

3.1. ASPECTOS GERAIS 

 

 

De uma forma geral, verifica-se atualmente que a realização de projetos de construções 

civis é baseada em análise elástica linear. Esse tipo de análise considera a geometria inicial ou 

indeformada da estrutura para a obtenção dos deslocamentos e esforços internos. Sabe-se, no 

entanto, que ao longo do processo de carregamento (ou solicitação) da estrutura ocorrem 

deslocamentos que alteram a geometria inicial da estrutura e contribuem de alguma forma para 

que determinado esforço ocorra em maior valor. Portanto, o comportamento real pode ocorrer 

de uma forma que não foi prevista. Reforçando as considerações feitas anteriores Silva (2009b) 

ressalta que quase todas as estruturas se comportam de forma não linear antes de atingirem seus 

limites de resistência. 

A análise avançada de estruturas é caracterizada quando efeitos não lineares são 

considerados na formulação do elemento estrutural. Dentre as fontes de não linearidade cita-se 

a não linearidade geométrica. Para essa fonte de não linearidade citada tem-se, por exemplo, a 

manifestação dos efeitos P-ȹ e P-ŭ que ocorrem, respectivamente, ao nível da estrutura e do 

elemento estrutural. Esses efeitos ocorrem quando são verificados deslocamentos laterais tanto 



36 

para a estrutura como para um determinado elemento de forma que sob a presença de uma força 

normal passam a atuar sob a estrutura ou elemento momentos fletores adicionais. Outro aspecto 

que gera comportamento não linear refere-se à flexibilidade da ligação entre elementos 

estruturais. Admite-se que determinada ligação comporta-se de maneira intermediária aos 

extremos normalmente considerados: rotulada ou engastada. Portanto ao ser realizada uma 

análise avançada busca-se incluir a atuação desses novos esforços oriundos da mudança da 

geometria da estrutura ou elemento e a flexibilidade das ligações por meio de relações 

momento-rotação. 

De acordo com Silva (2009b), o conhecimento do comportamento real de uma estrutura 

é essencial para a concepção de estruturas mais leves e esbeltas sem afetar o seu padrão de 

segurança e de qualidade, no entanto torna-se necessário utilizar teorias mais complexas, que 

incluem formulações não lineares, evitando simplificações no processo de análise/projeto. 

Nos itens que seguem esse capítulo serão apresentados aspectos teóricos relacionados à 

análise avançada de estruturas no que diz respeito à não linearidade geométrica e flexibilidade 

das ligações, de forma a estabelecer subsídios para análises previstas envolvendo confiabilidade 

estrutural. 

 

 

3.2 ASPECTOS IMPORTANTES PARA UMA ANÁLISE NÃO LINEAR 

DE ESTRUTURAS 

 

 

Dentre os métodos numéricos existentes na área de análise estrutural destaca-se o 

Método dos Elementos Finitos (MEF) por incorporar, por exemplo, características como 

eficiência, aplicabilidade, versatilidade e abrangência. Azevedo (2003) afirma que o nível de 

desenvolvimento desse método atingiu um ponto que permite sua utilização por parte da 

maioria dos projetistas de estruturas. Esse mesmo autor afirma ainda que o desenvolvimento do 

MEF é tão significativo que outros métodos deixaram de ser utilizados na prática. Nesse método 

divide-se uma estrutura com vários graus de liberdade em várias partes sendo que cada uma 

dessas partes possuirá um número adequado de graus de liberdade os quais conduzirão a um 

conjunto de equações. Esse particionamento do domínio do problema em subdomínios 

interligados, elementos finitos, com conectividade entre esses elementos estabelecida por meio 

de pontos nodais define os graus de liberdade que conduzirão às equações a serem resolvidas. 
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Quanto maior o número de elementos finitos gerados, o grau de exatidão da solução tende a 

aumentar. Mas, o que ocorre em termos práticos é o ajuste do número de elementos finitos que 

compõem a estrutura de forma que uma solução aceitável seja alcançada. 

Uma vez que o presente trabalho diz respeito a estruturas reticuladas planas, o elemento 

finito a ser adotado será o de pórtico com pontos nodais i e j, sendo que em cada ponto nodal 

serão considerados três graus de liberdade (dois deslocamentos e uma rotação). Considerações 

necessárias para o elemento de pórtico relativas à não linearidade geométrica e flexibilidade 

das ligações serão realizadas nos tópicos específicos a esses aspectos, na sequência desse 

capítulo. 

Normalmente, algumas hipóteses são adotadas na modelagem do elemento de pórtico 

para estruturas metálicas: os elementos são inicialmente retos e prismáticos com as seções 

transversais permanecendo planas após a deformação, os perfis são compactos, não se admite 

flambagem lateral ou torcional, as deformações no elemento são assumidas pequenas mas 

grandes rotações e deslocamentos de corpo rígido são permitidos, o encurtamento axial devido 

à curvatura oriunda de flexão do membro é desprezada. 

Tratando-se de análise não linear de estruturas é necessária a adoção de metodologias 

que envolvem processos incrementais e iterativos de forma que seja possível a atualização da 

geometria da estrutura como também a degradação da rigidez das ligações. Conforme 

apresentado em Silva (2009b), a partir da varia«o da energia potencial total Ʉ do sistema 

composta pela soma da energia interna de deformação elástica U e do potencial das cargas 

externas ɋ e também levando-se em conta a contribuição de cada elemento finito integrante da 

modelagem do sistema estrutural obtém-se a expressão geral: 

 

( )ɚt t t

r i

+DD = -K U F F  (3.1) 

 

A Equação (3.1) deve ser atendida durante o processo de iteração para que o equilíbrio 

do sistema estrutural seja estabelecido. Na Equação (3.1) tem-se: o termo K  que é a matriz de 

rigidez do sistema estrutural dependente dos deslocamentos nodais U e dos esforços internos 

axial e de flexão de cada elemento caracterizados como P, o termo Fi sendo o vetor das forças 

internas no passo de carga t, o termo Fr define a direção do carregamento externo atuante com 

a intensidade estabelecida pelo parâmetro de carga ɚ no passo de carga t+ȹt. Além dos efeitos 

da não linearidade geométrica que resultam numa matriz K  função de U e P, K=f(U,P), podem 

ser incluídos também os efeitos da flexibilidade das ligações. Esse efeito é caracterizado pelo 
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parâmetro Sc que representa os valores de rigidez da ligações semirrígidas. Com a inclusão dos 

efeitos citados anteriormente a matriz de rigidez K  passa a ser função dos parâmetros que 

representam esses efeitos conforme indicado a seguir: 

 

( )cf SPUK ,,=  (3.2) 

 

Cabe ressaltar que existem outras fontes de não linearidade, como inelasticidade do 

material, efeitos devidos a tensões residuais, imperfeições iniciais, formação de rótulas 

inelásticas devido a efeitos de flambagem, que ao serem consideradas passaram também a 

englobar os termos que compõem a Equação (3.2). 

 

 

3.3 ESTRATÉGIAS DE INCREMENTO DE CARGA E DE ITERAÇÃO  

 

 

A análise estrutural não linear demanda a solução de sistemas de equações comumente 

resolvidos de forma incremental e iterativa. Na Figura 3.1 tem-se uma representação 

esquemática de diferentes parâmetros que compõem a solução incremental iterativa, a qual será 

explicitada a seguir. A etapa incremental, também denominada solução predita, se inicia na 

sele«o de um incremento de carga ȹɚ0 a partir da última configuração de equilíbrio da estrutura 

com posterior determina«o do incremento de deslocamento ȹU0. Na outra etapa do processo 

de solu«o ® estabelecido um processo iterativo a partir da solu«o predita (ȹɚ0, ȹU0) de forma 

a obter solução que estabeleça o equilíbrio entre forças internas e externas conforme representa 

as seguintes expressões: 

 

( ) eci FSPUF @,,  (3.3a) 

( ), , ɚi c r@F U P S F

 

(3.3b) 
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Figura 3.1 - Solução incremental iterativa (Silva, 2009b) 

 

De forma a realizar explanação a respeito das fases incremental e predita de solução do 

problema de análise não linear de estruturas faz-se algumas considerações e explicações 

estabelecidas por Silva (2009b): 

a) são conhecidos o campo de deslocamento e estado de tensão da estrutura no passo de 

carga t, e deseja-se determinar a configuração de equilíbrio para o passo de carga 

t+ȹt; 

b) k é referido como um contador do número de iterações. Para k = 0, tem-se a solução 

incremental predita. Para k = 1, 2,... tem-se o ciclo iterativo de Newton-Raphson; 

c) ɚ e U definem o parâmetro de carga e deslocamentos nodais totais; 

d) ȹɚ e ȹU caracterizam os incrementos do parâmetro de carga e dos deslocamentos 

nodais, medidos a partir da última configuração de equilíbrio; 

e) ŭɚ e ŭU são as correções do parâmetro de carga e dos deslocamentos nodais obtidas 

durante o processo iterativo. 

O processo para a obtenção da solução incremental predita consiste inicialmente na 

determinação da matriz de rigidez tangente K  com base na última configuração de equilíbrio 

da estrutura. De posse dessa matriz determina-se o vetor de deslocamentos nodais tangenciais 

ŭUr por meio da equação: 

 

1ŭ r r

-=U K F  (3.4) 
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Para a continuidade desse processo ® necess§rio a defini«o de ȹɚ0. Para essa definição 

existem diferentes estrat®gias que possibilitam a defini«o autom§tica de ȹɚ0. Essas estratégias 

estabelecem em geral uma restrição ao problema por meio de uma equação. A dissertação 

desenvolvida por Rocha (2000) aborda essas estratégias de forma específica. Cita-se na 

sequência as estratégias descritas na dissertação de Rocha (2000). Estratégias baseadas na 

relação Id/Ip,a: que relaciona o número de iterações desejadas pelo usuário com o número 

necessário para convergência do passo de carga anterior, incremento direto do parâmetro de 

carga, incremento do comprimento de arco, incremento de uma componente de deslocamento 

selecionada e incremento do trabalho externo. Outras estratégias de incremento têm como base 

o parâmetro de rigidez generalizado do sistema (GSP). Deve-se atentar para o sinal do 

incremento de carga que pode ser positivo ou negativo. Em Silva (2009b) são apresentados três 

critérios para a escolha desse sinal. De posse de ȹɚ0 determina-se os deslocamentos nodais 

incrementais tangenciais ȹU0 com o escalonamento do vetor ŭUr conforme indicado na 

sequência: 

 

0 0ɚ ŭrD =DU U  (3.5) 

 

Conhecendo-se ȹɚ0 e ȹU0 atualiza-se os parâmetros de carga e deslocamento com base 

nas expressões: 

 

( ) 0ɚ ɚ ɚ
t t t+D

= +D (3.6a) 

( ) 0
UUU D+=D+ ttt

 

(3.6b) 

 

Uma vez definida a solução predita inicia-se o ciclo de iterações de Newton-Raphson. 

O método de Newton-Raphson é inserido na análise com o objetivo de obter a solução do 

sistema de equações não lineares de forma numérica. Existem dois esquemas para esse método: 

padr«o e modificado. No primeiro esquema o par©metro de carga ɚ ® mantido constante j§ no 

segundo ocorre a variação desse parâmetro de forma que seja possível a obtenção de toda a 

trajetória de equilíbrio ultrapassando os pontos limite e de bifurcação, possíveis de ocorrer 

simultaneamente, ou não, ao longo da trajetória. Os pontos limites são pontos de máximo ou 

mínimo (carga ou deslocamento) ao longo de um caminho não linear de equilíbrio. Os pontos 
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de bifurcação definem o momento da trajetória onde ocorre a interseção de dois ou mais 

caminhos de equilíbrio. No gráfico carga (ɚ)-deslocamento (u) da Figura 3.2 indica-se 

esquematicamente a ocorrência dos pontos de bifurcação e limite ao longo dos caminhos de 

equilíbrio. 

 

 

Figura 3.2 - Caminhos de equilíbrio e pontos de bifurcação e limite 

 

Utilizando a técnica que permite a varia«o de ɚ, a mudança nos deslocamentos nodais 

será determinada com base na seguinte equação de equilíbrio: 

 

( ) ( )( )1 1
ŭ ,ɚ ,  1

k kk k k
- -

=- ²k U g U  (3.7) 

 

sendo g( ) o vetor gradiente, função dos deslocamentos nodais totais da iteração anterior e do 

valor atual do parâmetro de carga a ser atualizado de acordo com a equação abaixo: 

 

( )1
ɚ ɚ ŭɚ

kk k-
= +  (3.8) 

 

com o termo ŭɚk dessa equação sendo a correção do parâmetro de carga. No decorrer do 

processo iterativo o vetor g( ) deve se anular caracterizando um novo ponto de equilíbrio da 

estrutura. 

Durante o ciclo iterativo utiliza-se, com base na equação (3.7), a equação de equilíbrio 

abaixo: 
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( ) ( )1 1
ŭ ŭɚ

k kk k

r

- -
=- +k U g F  (3.9) 

 

O termo ŭUk, referente ao vetor deslocamento nodal iterativo, pode ser decomposto em 

duas parcelas, ou seja: 

 

ŭ ŭ ŭɚ ŭk k k k

g r= +U U U  (3.10) 

 

com as equações para o cálculo dessas parcelas apresentadas a seguir: 

 

( ) ( )1 11ŭ
k kk

g

- --=-U k g  (3.11a) 

( )11ŭ
k

k

r r

-
-=-U k F

 

(3.11b) 

 

Para a Equação (3.11a), ŭUg é a correção ao aplicar o método de Newton-Raphson 

mantendo-se constante o parâmetro de carga. Para (3.11b) Fr é o vetor de forças de referência 

e ŭUr é igual ao vetor de deslocamentos tangenciais mantido inalterado no processo iterativo 

assim como a matriz de rigidez K . Por outro lado o termo ŭɚk na Equação (3.10) deve ser 

corrigido. Para isso existem diferentes estratégias de iteração como apresentado em Rocha 

(2000): iteração baseada na carga constante, iteração baseada no deslocamento constante, 

iteração baseada no trabalho externo constante, iteração baseada no comprimento de arco 

constante, iteração baseada na resposta ponderada constante, iteração baseada na norma mínima 

dos deslocamentos residuais, iteração baseada na norma mínima das forças desequilibradas, 

iteração baseada no resíduo ortogonal, iteração baseada no deslocamento generalizado. 

Após a determinação de ŭɚk e ŭUk de forma iterativa, ocorre a atualização das variáveis 

incrementais ȹɚk e ȹUk pelas seguintes expressões: 

 

( )1
ɚ ɚ ŭɚ

kk k-
D =D + (3.12a) 

( )1 ŭ ŭ ŭ
kk k k k

g r

-
D =D + +U U U Ul

 

(3.12b) 
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Obtidos ȹɚk e ȹUk determina-se o parâmetro de carga e os deslocamentos nodais totais, 

de forma respectiva, utilizando-se: 

 

( )ɚ ɚ ɚ
t t k t k+D

= +D (3.13a) 

( ) ktktt
UUU D+=D+

 

(3.13b) 

 

Com base no parâmetro de carga e nos deslocamentos nodais totais poderá ocorrer o 

início de novo ciclo incremental iterativo. 

Para a interrupção do processo iterativo é necessário o atendimento das seguintes 

equações: 

 

( )

( )

1

1 1
ɕ ɕ

ɚ

k

k

r

-

-
= ¢
D

g

F
 (3.14a) 

2

ŭ
ɕ ɕ

k

k
= ¢
D

U

U
 

(3.14b) 

 

A Equação (3.14a) é avaliada no início da iteração corrente com base em dados da 

iteração anterior, calculando a razão entre as normas Euclidianas do vetor das forças 

desequilibradas e do vetor de incremento de carregamento externo. A Equação (3.14b) é 

verificada ao final de cada iteração corrente, com o cálculo da razão entre as normas Euclidianas 

do vetor dos deslocamentos residuais iterativos e do vetor dos deslocamentos incrementais. O 

termo ɕ ® um fator de toler©ncia a ser estabelecido. 

Silva (2009a) afirma que além das clássicas formulações incrementais iterativas existem 

as formulações baseadas na aproximação assintótica clássica e assintótica modal. A formulação 

assintótica clássica resulta da aplicação direta da teoria clássica da estabilidade consistindo 

numa forma paramétrica das equações de equilíbrio escritas em termos de expansões de séries 

de potência. A análise assintótica modal consiste na solução do problema não linear geométrico 

por meio de combinações modais com um número reduzido de equações com relação ao método 

incremental clássico. 
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3.4 NÃO LINEARIDADE GEOMÉTRICA  

 

 

Ao explorar a não linearidade geométrica faz-se necessário apresentar os principais 

aspectos relacionados com a ocorrência de seus efeitos ao longo do processo de carregamento 

da estrutura: 

a) relação deformação-deslocamento não linear; 

b) grande deformação ou grandes deslocamentos e rotações com relação à configuração 

de referência; 

c) deslocamento lateral da estrutura e curvatura dos membros, representados na Figura 

3.3 (resultarão respectivamente nos efeitos de segunda ordem denominados P-ȹ e P-

ŭ); 

d) diminuição da rigidez estrutural e aumento da deformação; 

e) imperfeições geométricas iniciais tanto de caráter local com origem na fabricação, 

armazenamento e transporte do elemento estrutural como global com origem na 

montagem da estrutura. 

 

 

Figura 3.3 - Representação gráfica dos efeitos P-ȹ e P-ŭ devidos  

ao deslocamento lateral da estrutura e curvatura dos membros (Silva, 2009b) 

 

O conhecimento dos esforços adicionais oriundos das fontes de não linearidade citadas 

anteriormente é fundamental para a realização de análise mais realística do comportamento 

estrutural. De forma a viabilizar essa análise é necessário empregar formulações baseadas na 

teoria da elasticidade não linear e no Método dos Elementos Finitos. Os elementos normalmente 

utilizados ao aplicar esse método têm com base principal as teorias de barra de Euler-Bernoulli 

e Timoshenko. De acordo com Azevedo (2003) designa-se por Euler-Bernoulli a formulação 
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do elemento finito de viga em que se considera que as seções transversais se mantêm planas e 

perpendiculares ao eixo da barra após a deformação, não ocorrendo por outro lado a 

consideração da deformação devida ao esforço cortante. Também de acordo com Azevedo 

(2003), a formulação do elemento de viga de Timoshenko considera que as seções se mantêm 

planas, mas ocorre a suposição de que após a deformação as seções transversais não se mantêm 

perpendiculares ao eixo da viga. 

A adoção de referenciais específicos para levar em conta de forma apropriada a 

atualização da geometria da estrutura ocorre com a utilização de referenciais Lagrangianos total 

ou atualizado. Ao ser adotado o referencial Lagrangiano total (RLT) a configuração de 

referência corresponderá àquela da posição inicial da estrutura quando descarregada. No gráfico 

da Figura 3.4b indica-se a mudança de posição e deformação de um elemento reticulado 

referenciado ao sistema de eixos X e Y totais de forma que os parâmetros de deslocamento e 

força indicados no gráfico da Figura 3.4a são acumulados. Quanto ao referencial Lagrangiano 

atualizado (RLA) representado na Figura 3.5b observa-se que ao longo do processo de mudança 

de posição e deformação do elemento estrutural reticulado ocorre a definição de novos eixos 

coordenados de forma que a configuração de referência corresponde à última configuração de 

equilíbrio determinada. Já na figura 3.5a, representa-se os parâmetros de carga e deslocamento 

parciais para o referencial RLA. Bathe (1996) afirma que tanto o referencial Lagrangiano total 

como o atualizado incluem todos os efeitos não lineares devido a grandes deslocamentos. Com 

base em outros autores Silva (2009b) afirma que há uma tendência que os resultados obtidos 

em referencial Lagrangiano total se afastem do comportamento real à medida que a 

configuração deformada se distancia da original devido aos deslocamentos de corpo rígido e 

utilização de funções de interpolação simplificadas. 

 

 

 

(a) (b) 

Figura 3.4 - Referencial Lagrangiano total (Silveira e Galvão, 2011) 
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(a) (b) 

Figura 3.5 - Referencial lagrangiano atualizado (Silveira e Galvão, 2011) 

 

Utiliza-se também o referencial corrotacional na definição de formulações para análise 

não linear de estruturas. O trabalho desenvolvido por Silva (2011) adota a formulação 

corrotacional para a realização de análise não linear de pórticos planos. Conforme esse autor, a 

formulação corrotacional tem origem no teorema da decomposição polar, estabelecido na 

Mecânica dos Meios Contínuos, o qual estabelece que a deformação total de uma superfície 

contínua pode ser decomposta em movimento de corpo rígido e deformação relativa (ver Figura 

3.6). Felippa (2001) apud Silva (2011) afirma que a formulação Lagrangiana total ainda é a 

mais utilizada ao passo que o interesse pela formulação Lagrangiana atualizada vem decaindo 

e sua utilização substituída pela corrotacional. Complementando a afirmação anterior, Menin 

(2006) acrescenta que a formulação corrotacional é a mais recente em utilização na análise não 

linear geométrica de estruturas. Silva (2009a) salienta que o sistema de referência corrotacional 

possui a peculiaridade de poder ser utilizado em associação com os sistemas de referência: RLT 

e RLA. Esse autor afirma que depois de obtidos os deslocamentos no referencial corrotacional 

realiza-se a transformação para o sistema global da estrutura, que pode ser referido à 

configuração inicial indeformada (RLT) ou à última configuração calculada (RLA). 

Diferentes formulações para análise não linear geométrica de estruturas reticuladas são 

encontradas na literatura com variações no tipo de referencial adotado, embasamento nas teorias 

de viga de Euler-Bernoulli ou Timoshenko, consideração do tensor de Green-Lagrange 

completo ou simplificado e forma de cálculo do vetor de forças internas. Galvão (2000) 

implementou formulações propostas por Alves (1995), Yang e Kuo (1994), Torkamani et al. 

(1997) e Pacoste e Eriksson (1997). Em suas conclusões Galvão (2000) destaca a formulação 

linearizada-simplificada de Yang e Kuo (1994) pois apesar de ser baseada em equação de 
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equilíbrio linearizada e relações deformação-deslocamento simplificadas não apresentou 

problemas de convergência nos problemas por ele analisados. A forma incremental de obtenção 

do vetor de forças internas, também proposta por Yang e Kuo (1994), foi considerada por 

Galvão (2000) mais eficiente na obtenção de trajetórias de equilíbrio não lineares que 

apresentam trechos com mudanças bruscas de direção. O trabalho de Silva (2009b) apresenta 

três formulações (SOF-1, SOF-2, SOF-3) baseadas respectivamente nas propostas de Alves 

(1995), Yang e Kuo (1994) e Pacoste e Eriksson (1997). Segundo Silva (2009b) essas 

formulações resultaram em trajetórias de equilíbrio bastante semelhantes ao ser adotado um 

mesmo número de elementos finitos. 

 

 

Figura 3.6 - Representação da decomposição corrotacional (adaptado de Silva, 2011) 

 

 

3.4.1 RELAÇÕES DEFORMAÇÃO-DESLOCAMENTO  

 

 

As deformações axiais e cisalhantes incrementais são consideradas na forma completa 

do tensor de Green-Lagrange e expressas, de forma respectiva, por: 

 

2 2
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Ů
2
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d u d u d v

dx dx dx

è øD D Då õ å õ
D = + +é ùæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷é ùê ú

 (3.15) 

1 1
Ů

2 2
xy

d u d v d u d u d v d v

dy dx dy dx dy dx

è øå õ å õ å õD D D D D D
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(3.16) 
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Na Figura 3.7 tem-se a seção transversal antes e após a deformação com ȹȊ sendo o 

deslocamento axial de um ponto distante y da linha neutra da seção. 

 

 

Figura 3.7 - Seção transversal antes e após a deformação (Galvão, 2000) 

 

Com base na hipótese da seção transversal permanecer plana após a deformação como 

estabelecido na teoria de vigas de Euler-Bernoulli formula-se a seguinte equação: 

 

d v
u u y

dx

D
D =D -  (3.17) 

 

sendo ȹu devido aos esforços extencionais atuantes ao longo da seção transversal e constantes 

ao longo da mesma. Já o termo [y(dȹv/dx)] é devido aos esforços de flexão que variam 

linearmente com a distância à linha neutra. 

Ao substituir a Equação (3.17) nas Equações (3.15) e (3.16) obtém-se as seguintes 

deformações incrementais: 
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(3.19) 

com ȹŮxx composta por parcelas linear e não linear e ȹŮxy por parcelas não lineares. 
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Os esforços axial, cortante e momento fletor iniciais, resultantes da última configuração 

de equilíbrio t do processo de solução incremental utilizando RLA serão obtidos, nessa mesma 

sequência, com as integrações descritas a seguir: 

 

ůt t

xx

A

P dA=ñ  (3.20) 

Űt t

xy

A

Q dA=ñ  (3.21) 

ůt t

xx

A

M ydA=ñ  (3.22) 

 

Com base na hipótese das seções planas, obtém-se as tensões axiais incrementais 

empregando-se a lei constitutiva expressa abaixo: 

 

ů Ůxx xxED = D (3.23) 

 

em que o termo E refere-se ao módulo de elasticidade longitudinal do material. 

De outra forma as tensões cisalhantes incrementais são obtidas com base em condições 

de equilíbrio resultando em: 

 

2 3 2 3
2 2

3 3
Ű

2 4 2 4
xy

E h d v E h d u d v
y y

dx dx dx

å õ å õD D D
D = - + -æ ö æ ö
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 (3.24) 

com o termo h referindo à altura da seção transversal. 

 

 

3.4.2 FUNCIONAL DE ENERGIA  

 

 

O incremento do funcional de energia ȹɄ para a configuração (t + ȹt) é obtido a partir 

da soma das parcelas incrementais devidas à energia de deformação ȹU: 
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( ) 2ů Ů 2 Ű Ů Ů 2 Ű Ů
2

t t

xx xx xy xy xx xy xy

V V

E
U dV dV

å õ
D = D + D + D + D Dæ ö

ç ÷
ñ ñ  (3.25) 

 

e a energia potencial das forças externas ȹV: 

 

t

i i i i i i

S S S

V F u ds F u ds F u ds
è ø

D =- D =- D + D Dé ù
ê ú

ñ ñ ñ  (3.26) 

 

Yang e Kuo (1994) propuseram três formulações para elementos finitos não lineares: 

linearizada, linearizada com cálculo do vetor de forças internas através da matriz de rigidez 

externa, linearizada-simplificada com termos de ordem elevada. Para a primeira formulação 

citada, e devido ao fato de que as deformações incrementais são pequenas, os autores 

desprezaram as parcelas não lineares das deformações incrementais, resultando na seguinte 

parcela incremental da energia de deformação: 

 

( ) 2ů Ů 2 Ű Ů Ů
2

t t

xx xx xy xy xx

V V

E
U dV dV

å õ
D = D + D + Dæ ö

ç ÷
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Seguindo tem-se a igualdade: 

 

 
(3.28) 

 

Tendo em vista a igualdade definida na Equação (3.28) estabelece-se o funcional de 

energia para a configuração de equilíbrio (t+ȹt) como: 

 

 
(3.29) 

 

com Ul  gerando a parcela linear da matriz de rigidez e dado por: 


