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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo introduzir a formulagdo analitica para a geracéo recursiva
da matriz de funcdo de resposta complexa em freqiéncia no uso do Méodo da
Transformada Implicita de Fourier para o calculo da resposta dindmica de sistemas
estruturais. A geragdo recursiva da matriz de funcdo de resposta complexa em
freqiiéncia tende a reduzir o trabalho computacional na analise dindmica estrutural no
dominio da freqiéncia. Descreve-se 0 método de interpolacdo proposto por Clough e
Penzien (1993) para a geragdo da matriz de funcdo de resposta complexa em frequéncia
Discute-se ainda, um método de interpolacdo onde se utiliza os polinbmios de
Lagrange. Alguns exemplos numéricos séo feitos com o objetivo de comparar os

métodos de geracdo da matriz de funcdo de resposta complexa em frequéncia.



ABSTRACT

This work aims to introduce an analytical formulation for the recursive generation of
frequency complex response function matrix to use in the implicit Fourier transform
method to calculate the dynamic response of structural systems. Recursive generation of
complex response function matrix intends to reduce the computational effort in
structural dynamics analysis in the frequency domain. In the same context interpolation
method proposed by Clough and Penzien (1993) to generate complex response function
matrix is discussed. An alternative strategy using Lagrange polynomials as interpolation
function is verified. Numerical examples are given comparing computational efficiency

of the strategies to generate complex response function matrix.

Vi
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J = Numero de graus de liberdade do sistema estrutural;
[m] = Matrizdemassa;
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{i(t} = Vetor deaceleracio no dominio do tempo;
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Funcéo de resposta impul so unitério;

Impulso unitério;

Vetor com o primeiro elemento igual a 1 e os outros nulos;
Matriz espectral;

Vetor de cargas generaizadas;
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CAPITULO 1

CONSIDERACOES GERAIS

1.1 INTRODUCAO

A andlise dindmica linear e ndo linear tem-se desenvolvido crescentemente nas Ultimas
décadas. Este fato é provocado pela evolucéo tecnoldgica criada com o advento do
computador que, cada vez mais, se torna préprio para a andlise de sistemas complexos.
Ta desenvolvimento se deve, ainda, a necessidade da adocéo de modelos dindmicos
mais realisticos e sofisticados que podem resultar em maior economia e seguranca no
calculo de estruturas vitais ao desenvolvimento humano, tais como usinas nucleares,

barragens, avides, edificios altos, plataformas maritimas, entre outras.

A resposta dos sistemas estruturais submetidos a excitagbes dinamicas pode ser obtida
no dominio do tempo ou no dominio da freqiiéncia, sendo que o método a ser adotado
para a solucéo do problema depende das propriedades fisicas do sistema e da excitacéo

exercida sobre 0 mesmo.

Os métodos de andlise de sistemas dinamicos lineares baseados no dominio do tempo,
onde a resposta é obtida pela solucdo da integral de Duhamel, podem ser aplicados
utilizando-se coordenadas fisicas ou coordenadas modais. As solugdes em coordenadas
fisicas utilizam processos de integragdo passo-a-passo, porém, sua estabilidade e a
precisdo no processo de integracdo dependem do intervalo de tempo adotado (Bathe
1982). Com isso, pode ser exigido um esfor¢co computacional muito grande na solucéo
de sistemas onde se necessite de um intervalo de tempo muito pequeno na andise. Entre
esses metodos, pode-se citar 0 método de Newmark-3 (Newmark, 1959) e o método de

Wilson-6 (Wilson, 1973). Ja a solugdo em coordenadas modais utiliza o método de



superposicdo modal cléssico, onde as equagdes dindmicas sdo desacopladas pela
transformac&o modal. A resposta para cada equacéo de equilibrio dindmico desacoplada
€ entdo obtida independentemente, uma a uma, por integracdo direta realizada de forma

analitica, depois de utilizar um processo de linearizacéo da carga.

O método de superposicdo modal apresenta duas vantagens sobre os métodos de
integracdo passo-apasso. A primeira refereese a excelente interpretacdo do
comportamento fisico do sistema, através da andlise das fregiiéncias naturais de
vibragdo e dos modos normais de vibracdo, e a segunda vantagem relaciona-se a
economia de esforco computacional devido a possibilidade de truncamento modal. No
entanto, todos estes métodos ja foram largamente estudados no passado e atualmente se

encontram bem desenvolvidos em termos analiticos e computacionais.

Os métodos baseados no dominio da frequéncia utilizam como ferramenta matemética
as transformadas de Fourier, cuja estabilidade permite que se usem intervalos de tempo
maiores gue 0s geralmente utilizados nos processos de integragcéo no dominio do tempo.
Além disso, existem situagdes onde as caracteristicas fisicas do sistema, tais como a
rigidez e o amortecimento sd0 dependentes da frequéncia de excitagdo, o que torna a
andlise no dominio da freqiiéncia a tnica forma eficiente de solugdo. Considere como
exemplo os sistemas modelados com amortecimento histerético. Tais sistemas
apresentam sua equacdo de equilibrio dinamico em uma forma que ndo pode ser escrita
no dominio do tempo (Crandall, 1970), porque possui um termo que é funcdo da
fregiéncia. Outro exemplo, sd0 os sistemas que envolvem dominios infinitos, como
ocorre por exemplo em sistemas solo-estrutura onde 0 solo possui uma extensdo
infinita. A dissipacdo de energia em tal situaco ocorre predominantemente pela acdo
conjunta de mecanismos de amortecimento do tipo estrutura e geométrico e, dessa
forma, também s6 podem ser tratados adequadamente no dominio da freqléncia
(Hall,1982).

Os métodos de analise dindmica no dominio da fregiiéncia, em sua formulacdo classica,
empregam as transformadas discretas de Fourier (DFT) através do algoritmo FFT (Fast

Fourier Transform) para a obtencéo da resposta de sistemas fisicos reais. Apesar da



grande reducdo do consumo de esforco computacional fornecido pelo algoritmo FFT,
ele apresenta duas restricdes que se tornam desvantagens quando utilizado para o

calculo daresposta dindmica de um sistema estrutural de grande porte.

A primeira desvantagem se deve ao fato de se impor a0 nUmero N de frequéncias
discretas a condicéo de ser uma poténciade 2, ou sgja, N =2/, com j inteiro. Assim,
havendo necessidade de aumento da precisdo, dobra-se 0 nUmero de pontos necessarios
para a andise, isto ¢ N,=2"""=2N, o que acareta 0 aumento do esforgo

computacional.

O segundo problema refere-se ao fato de que, com uso da FFT, a resposta é calculada
necessariamente em N pontos, enquanto o comportamento do sistema geramente pode

ser descrito com um niimero bem menor deles.

Pesquisa recente desenvolvida por Venancio-Filho e A. M. Claret tem contribuido para
0 estabelecimento de uma formulac&o alternativa denominada M étodo da Transformada
de Fourier Implicita, na qual ndo existe a condi¢do acima sobre o nimero N de termos
no calculo das transformadas discretas de Fourier, e na qual a resposta pode ser
caculada em um ndmero arbitrario de pontos, desde que este nimero traduza
adeguadamente o comportamento do sistema. Outra grande vantagem desta formulacéo
€ que as transformadas discretas de Fourier, direta e inversa, sdo calculadas a0 mesmo
tempo, de formaimplicita, no procedimento que leva diretamente a resposta no dominio

do tempo.

Esse método, aplichvel a sistemas dindmicos fisicamente lineares e ndo-lineares,
dotados de amortecimento viscoso, histerético ou dependente da freguéncia, é
potencialmente econdémico quanto ao esfor¢o computacional quando comparado com o
método classico de andlise no dominio da freqléncia, para andlises ndo-lineares. No
entanto, a necessidade da extracdo modal e do calculo da funcéo de resposta complexa

em frequiéncia constituem passos ainda muito demorados.



Em trabalho recente, Clough e Penzien (1993) combinam o processo cléssico de solugdo
das equactes de equilibrio dindmico em coordenadas fisicas no dominio da freqéncia,
através do uso das transformadas discretas de Fourier, com o processo de interpolacéo
para a geracdo das funcdes de resposta complexa em fregiiéncia. Paralelamente, Claret
(2000) propds uma técnica de geracdo recursiva da funcdo de resposta complexa em

freqiéncia.

No presente trabalho utiliza-se 0 método da transformada implicita de Fourier, onde a
funcdo de resposta complexa em freqiiéncia é gerada recursivamente para a obtencéo da
resposta dinamica. Uma breve discusséo sobre a viabilidade em termos de eficiéncia
computacional, da andlise de sistemas dinamicos néo-lineares através do método ImFT,
levando-se em consideracéo a geracdo recursiva da fungéo de resposta complexa em

freqliéncia e amatriz inversa da matriz do tipo Toeplitz € apresentada.

Ainda, tomando como base a técnica de interpolagcdo proposta por Clough e Penzien,
desenvolve-se neste trabalho um método de interpolacdo para a determinacdo dos
termos da matriz de funcdo de resposta complexa em frequiéncia. Exemplos numéricos
sdo fornecidos parailustrar a precisdo do método proposto.

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo introduzir a geracéo recursiva da funcéo de resposta
complexa em frequéncia, Claret (2000), na formulacdo do méodo ImFT (Implicit
Transform Fourier) e discutir a viabilidade de sua aplicacdo a andise ndo-linear de

sistemas dinami cos.



1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A andlise dindmica no dominio da frequiéncia tornou-se realidade com o surgimento do
algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) devido a Cooley e Tukey (1965), que resultou
na computagdo répida das transformadas discretas de Fourier (DFT). Meek e Veletsos
(1974) propdem um método de se computar as DFT onde o nimero de termos utilizados
nas FFT é menor do que os normalmente necessarios. Hall (1982) propde uma
modificagdo no algoritmo FFT para o uso na dindmica estrutural, onde o nimero de
termos necessarios passa a ser igual a uma poténciainteira de 2 multiplicada por 2 ou 3,
ao invés de ser uma poténcia inteira de 2 como no agoritmo original. Humar e Hong
Xia (1993) e Hall e Beck (1993) analisaram um método onde a funcdo de resposta
complexa em frequéncia origina € substituida por uma funcdo mais suave, através do
aumento do amortecimento do sistema. Isto permite que se tome um periodo estendido

menor para o calculo das DFT, com consequiente economia computacional.

Venancio Filho e Claret (1991) apresentam a formulagdo matricial para a andlise
dindmica de sistemas lineares de um grau de liberdade no dominio da freqiiéncia, onde
as transformadas de Fourier, discreta e inversa, sdo realizadas implicitamente. Este
procedimento foi posteriormente estendido por Claret (1991), Venancio Filho (1994),
Venancio Filho e Claret (1996) para sistemas com multiplos graus de liberdade, tanto

lineares como ndo-lineares.

Em sistemas com varios graus de liberdade, quando o amortecimento for considerado
distribuido de forma semelhante a da massa e da rigidez, ele é dito ser proporcional.
Sistemas com amortecimento proporcional podem ter suas equagOes de movimento
desacopladas pela transformacdo modal, Caughey e O’ Kelly (1965). Com isso, a
resposta em coordenadas fisicas pode ser obtida pela superposicéo da resposta em
coordenadas modais, tanto no dominio do tempo como no da freqiéncia (Clough,
1996).



Para sistemas estruturais com caracteristicas mais complexas de amortecimento, as
equacbes de movimento ndo sdo desacopladas pela transformacdo modal e o
amortecimento € dito ndo-proporciona. Foss (1952) e Hurty e Rubinstein (1964)
sugerem a utilizagcdo de modos complexos para desacoplar as equagdes de movimento
de tais sistemas. Porém, o problema de autovalor, neste caso, € duas vezes maior gue o
tradicional, e os modos complexos dificultam a interpretacéo fisica do problema, Mau
(1988). Mesmo assim, esta solucéo foi empregada por Singh (1980), Veletsos e Ventura
(1976), Singh e Ghafory-Ashtiany (1986), Singh e Suarez, (1986) e Chen e Taylor
(1987), variando entre um e outro autor apenas 0 processo usado na extragdo dos modos
complexos e na superposi¢do para o calculo daresposta.

Uma forma de se obter uma solugdo aproximada de um sistema com amortecimento
ndo-proporcional, apresentada por Thomson et al (1974) e Warburton e Soni (1977), é
desprezar os termos de fora da diagonal da matriz de amortecimento, apés a

transformacéo modal.

Outro procedimento que vem sendo empregado paratratar sistemas com amortecimento
nao-proporcional, e que, na verdade, pode ser empregado para sistemas com todos o0s
tipos de ndo-linearidades € conhecido como método das pseudo-forgas. Por esse
processo, 0s termos ndo-lineares sdo transferidos para o lado direito das equacdes de
movimento modais e tratados como pseudo-forgas. O sistema resultante é resolvido por
um processo iterativo, no dominio do tempo como o fazem Claret e Venancio Filho,
(1991) e lbrahimbegovic e Wilson, (1989), ou por um processo misto dominio do
tempo-dominio da freqiiéncia, como proposto por Ling e Wu (1987) e Cameron e
Griffin (1989), e depois generalizado por Aprile et al (1994). Dentro desta linha ha
também os trabal hos de Kawamoto (1983) e Wolf e Darbre (1987).

Claret e Venancio-Filho (1991) fazem um amplo estudo desse método, fornecendo
inclusive sua condicdo de convergéncia e introduzindo os conceitos de indice de
acoplamento e de indice de convergéncia para caracterizar o grau de néo-
proporcionalidade do sistema. Chen e Taylor (1990), utilizam uma base de vetores de

Ritz para desacoplar as equacdes de movimento.



Claret (1991) estende a formulagdo matricial para sistemas ndo-lineares com véarios
graus de liberdade no que é seguido por Venancio-Filho (1994), Venancio-Filho e
Claret (1996), e Ferreira (1998).

Venancio-Filho e Claret (1995) apresentam um estudo sobre os métodos de solucéo de
sistemas acoplados no dominio da freguiéncia onde sdo apresentadas as formulagdes da
resposta classica em coordenadas nodais e da resposta utilizando o método das pseu-
forcas em coordenadas modais, a fim de descrever o esforco computaciona exigido em
cada método.

Ribeiro (1998) desenvolve o embasamento analitico e a compreenséo fisica da
formulacdo matricial, em relacdo ao estabelecido anteriormente. Demostra-se que a
matriz que opera sobre a excitacdo produzindo a resposta é uma matriz de Toeplitz e
que, pelo principio da causalidade, ela é triangular inferior, o que simplifica a

implementacdo, além de reduzir o trabalho computacional.

Clough e Penzien (1993) apresentam uma técnica de interpolagcdo para a obtencdo dos
termos da matriz de funcdo de resposta complexa em frequéncia onde, a partir da
deducdo de um polindmio interpolador, chega-se aos valores das fungdes de resposta
para cada freqUéncia discreta, determinando assim a matriz de funcédo de resposta em

freqiiéncia.

Mansur, Venancio-Filho e Claret (1996) aplicam o método de interpolacéo da funcdo de
resposta complexa em freqliéncia proposto por Clough a andlise de problemas solo-
estrutura submetidos a excitagdes sismicas, verificando a reducdo do trabalho

computacional e aboa convergéncia do processo.

Claret (2000), utilizando a formulacdo matricial para a andlise dinamica de sistemas
lineares, propde o desenvolvimento analitico da recursividade da funcéo de resposta

complexa em frequiéncia para 0 amortecimento Vviscoso.



1.4 REVISAO SUMARIA

O capitulo 2 apresenta um método de solucéo, proposto por Clough e Penzien (1993),
no dominio da freqiéncia e em coordenadas fisicas, do conjunto de equacdes de
equilibrio dindmico, geradas pela discretizac8o de sistemas estruturais com varios graus
de liberdade em elementos finitos. Por este método, a resposta € obtida através da
solugdo classica utilizando as transformadas discretas de Fourier com o uso da FFT
onde os termos da matriz de fungdo de resposta em fregquéncia sdo obtidos por um
processo de interpolacdo. Neste processo ndo se utiliza a extragdo modal, porém, deve-
se determinar o polindmio interpolador a ser usado para a determinacéo de todos os
termos da matriz de funcdo complexa em frequiéncia. Uma adaptacéo desse método é
apresentada em que as fungdes de resposta complexa em frequéncia sdo calculadas por
Interpolagéo em coordenadas modais.

O capitulo 3 descreve a formulagcdo matricial para a andlise dindmica de estruturas no
dominio da freqiiéncia para um grau de liberdade, o que, logo apos, € feito para varios
graus de liberdade. Desenvolve-se a formulac8o analitica para a geragdo recursiva dos

termos da matriz de funcéo de resposta complexa em frequiéncia.

O capitulo 4 apresenta uma maneira alternativa de se resolver a equacdo desenvolvida
pelo método IMFT, através da definicdo de uma matriz inversa da matriz de Toeplitz
utilizada na equacdo cléssica de ta método. Discute-se, de maneira resumida, a

aplicacdo detal equacdo a andlise ndo-linear no dominio dafrequéncia.

O capitulo 5 apresenta algumas formulagdes para a implementacdo computacional do
método IMFT e redliza-se um estudo sobre a viabilidade, em termos da eficiéncia
computacional, da geracdo recursiva dos termos da matriz de funcdo de resposta

complexa em freqliéncia comparada a geracéo de tais termos na forma convencional.



No capitulo 6 sdo apresentados exemplos numéricos comparando os resultados obtidos
com o uso da formulagdo matricial, utilizando a geragdo convencional e recursiva da

matriz de funcéo de resposta em freqliiéncia.

O capitulo 7 apresenta as conclusdes e sugestdes.



CAPITULO 2

TECNICA DE CLOUGH E PENZIEN (1993) PARA A
OBTENCAO DA FUNCAO DE RESPOSTA COMPLEXA
EM FREQUENCIA POR INTERPOLACAO

2.1INTRODUCAO

A andlise dinamica de estruturas com varios graus de liberdade envolve a solucéo do
sistema de equacbes de movimento resultantes de sua discretizacdo em elementos

finitos.

Este sistema de equacfes pode ser resolvido diretamente em coordenadas fisicas através
de métodos de integragdo passo-a-passo no dominio do tempo ou, com uso das
transformadas de Fourier, no dominio da freqiéncia. Alternativamente, tal sistema de
equacOes pode ser desacoplado, e as equactes podem ser integradas independentemente,
umaa uma, no dominio do tempo através do método de superposi¢do modal.

O método da superposicdo modal exige que a matriz de amortecimento do sistema sgja
ortogonal a base modal, isto é que as propriedades de amortecimento do sistema
estrutural possam ser postas sob a forma de uma matriz de amortecimento proporciona
0 que é vaido para estruturas comuns. Porém, em estruturas compostas, quando as
propriedades de amortecimento de seus elementos sdo muito diferentes, em natureza ou
magnitude, o amortecimento € nado-proporcional. Sistemas estruturais com
amortecimento nao-proporciona nd possuem modos normais de vibracdo e,

consequentemente, 0 método de superposi¢cdo modal ndo pode ser aplicado.



Considere-se o0 sistema de multiplos graus de liberdade com J coordenadas nodais. O
sistema possui amortecimento viscoso e histerético, sendo sua equagdo de equilibrio
dinamico dada por

[mi{u(t} +[cl{u(t} +i2D [k]{u(t} +[]{(t} = {3} (21

no dominio do tempo e por

[-a[m+ (@ld +[Kk] i +[K] ] v £ & (22)

no dominio da frequéncia. Nestas equagdes [m] e [k] S80, respectivamente, as matrizes
de massa e rigidez de ordem J, [c] € a matriz de amortecimento Vviscoso e [kD] éa
matriz de amortecimento histerético, ambas de ordem J. {u(t}, {v(t} e {v(t} sto,
respectivamente, os vetores de aceleragdo, velocidade e deslocamentos da massa, todos

de ordem J no dominio do tempo. {V} e {P} sdo, respectivamente, os vetores

transformadas dos deslocamentos e da carga, de ordem J, na fregiéncia . Da

equagdo (2.2), obtéem-se
¢ =[H(@){r}, (2.3)

onde
[H (@) =[- @[ + (ald +[] )i + (K]~ (24)
€ a matriz de funcdo de resposta complexa em frequéncia. Pode-se observar que

[H (i) ngo é funcio apenas de @e @?, mas também de [c] e [k], quando tais

matrizes séo dependentes da freguéncia.

Parauma carga arbitréria, {p(t} , tem-se no dominio da freqiiéncia a equagéo
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Vo) =[H(w){rim)} (2.5)

onde {P(iw} e {V(iw} sio, respectivamente, as transformadas de Fourier da carga e
dos deslocamentos nodais. A transformada discreta de Fourier de {p(t} ¢ {P(iw},

cujos elementos designados por P(wm) , S840 dados por

Atzl p |2r[(mn/ N) (26)

onde w,, (M=1,2,3,00N) e t, (h=1,2 3 N) sfo, respectivamente, as freqiiéncias
e 0s tempos discretos e N € 0 nimero de pontos na transformada discreta de Fourier.

Levando (2.6) em (2.5) obtém-se a transformada discreta do deslocamento nodal, v, ,

que é

AtZH Z p, (t,)e "z ™). (2.7)

A resposta no dominio do tempo para o i-ésimo grau de liberdade, \4(tn), é a

transformada inversa discreta de Fourier de V, (9,,) que é dada por

Aa)
(¢ V |2r[(mn/N)' 28
wlh)=7 2 Vi) (28)

Levando a equacdo (2.8) a expressdo de V( ) dada em (2.7), obtém-se a resposta no

dominio do tempo

V(t )_i§é2n(mn/N)§H (5 )Ei (t )e—i2n(m/N)% (2 9)
n/~— N U ij \"“m pj n ¥ .
=1 =1 =1
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O surgimento do agoritmo FFT teve um impacto positivo no campo da dindmica
estrutural, pois sendo um método de calculo €ficiente das transformadas de Fourier deu
a0 método de andlise dindmica no dominio da fregqiiéncia competitividade em relacéo
aos métodos de andlise no dominio do tempo. Porém, a equacéo (2.9) acima demonstra
que o esfor¢co computacional envolvido € ainda muito grande quando comparado aos
métodos de solucdo no dominio do tempo o que constitui um obstéculo ao uso prético

de analises no dominio da frequiéncia.

Este capitulo apresenta um método de solugdo para o sistema de equacdes dinamicas
acopladas, no dominio da frequiéncia, proposto por Clough e Penzien (1993). A resposta
do sistema é obtida pela solucéo cléssica através das transformadas discretas de Fourier
com o uso do algoritmo FFT, porém a funcdo de resposta complexa € gerada por um

processo de interpol agéo.

2.2 METODO PRATICO PARA A SOLUCAO DE EQUACOES DE
MOVIMENTO ACOPLADAS

As equagdes de movimento de um sistema com J graus de liberdade e dotado de

amortecimento viscoso, em coordenadas fisicas, sdo dadas por
[m] {ut} + [c]{u(e} + [k]{vt} = {3} (2.10)

onde [m] [c] e [k] S0, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento viscoso
e rigidez, de ordem J, {V(t}, {v(t} e {v({t}, sdo, respectivamente, os vetores de
aceleracéo, velocidade e deslocamento, de ordem J, e {p(t} ¢é o vetor de carga, de

ordem J.

No dominio dafregiiéncia, o conjunto de equagdes (2.10) pode ser escrito como
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[([K-@[m] )+i (@[] )] {v (i@} ={P(=) (241)

sendo @ uma fregiiéncia particular do espectro de N fregiiéncias e onde {V(iw} e
{P(w} sf0, respectivamente, as transformadas de Fourier dos vetores de

deslocamentos e cargas, ambos de ordem J. As equagles (2.11) podem ser escritas

como

[l(@){viw} ={rPi®}, (2.12)
onde

[ (@] = ([ -@[m] )+i(@]d]) (2.13)
é conhecida como a matriz de impedancia ou matriz de rigidez dinamica, e é quadrada,

de ordem J. A solucdo classica da equacéo (2.12) para o vetor de deslocamentos no

dominio da freqtiéncia é dada por
Viw} =[H(@){rim)}. (2.14)

onde [H (i w)] € amatriz de resposta complexa em frequéncia, de ordem J obtida para
cada frequéncia do espectro. Por outro lado, premultiplicando ambos os lados da
equagdo (2.12) pelo inverso da matriz de impedancia, o vetor de resposta {V (i} pode

ser obtido por

Vi) =[Ii@)]*{riw}, (2.15)

de onde se conclui que

[H(w)] =] ()" (2.16)
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sendo, obviamente,

[HG@)* [1(@) =[1]. (217)

Embora sgja possivel criar programas computacionais que realizem este tipo de solucéo
através da matriz inversa, pois o método computacional para a inversdo da matriz
complexa da equacdo (2.15) € o mesmo para uma matriz real, tal solucdo se torna
impraticavel. Por um lado, segundo Mansur et allii (1996), o esforco computacional

para ainversdo de umamatriz real de ordem N édaordem de N : operacdes enquanto

gue para uma matriz complexa o mesmo esforco € da ordem de (2N) ® . Por outro lado,
se usada diretamente, esta solucdo envolve J inversdes dos termos da matriz de
impedancia complexa de ordem J, para cada freqiéncia discreta pertencente ao

espectro de frequéncias, 0 que exige um enorme esforco computacional, dessa forma

inviabilizando este tipo de solugéo.

Umaforma aternativa de solucdo do sistema de equactes (2.12) € através do método de
Gauss. Tomando-se a matriz I (@):{V(ic}] utiliza-se de transformagdes lineares para
reduzir tal matriz aumentada a uma matriz triangular superior. O sistema triangular é,
entdo, resolvido por substituicOes retroativas. No entanto, segundo Burden e Faires
(1993), o esforco computacional necessario para a obtencdo da solugdo de um sistema
real, cuja ordem de uma matriz sgja N, é de (2N3)/ 3 operagdes aritméticas, fato que

inviabiliza o uso de tal método.

Clough e Penzien (1993) propde um método em que as funcbes de resposta complexa
em freqliéncia H; (i w) s80 obtidas para valores discretos de freqliéncias w no espectro
de Fourier. A partir da deducdo de um polindmio interpolador que € fungéo de quatro
incognitas, divide-se o espectro de freguéncias de Fourier em intervalos, e, cada
intervalo em trés subinterval os onde se determinam quatro equacdes para os valores de
inicio e fim de cada subintervalo. Entdo, resolvendo o sistema de quatro equagdes
complexas, determinam-se os valores das quatro incognitas e, assim, a partir destes
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valores conhecidos, usando o polinémio interpolador, calculam-se todos os outros
valores das fungdes de resposta complexa.

Uma vez que a matriz de funcéo de resposta complexa é obtida, as respostas do sistema
de eguacbes para multiplos conjuntos de cargas podem ser produzidas facilmente,
convertendo os vetores de cargas no dominio do tempo para 0 dominio da freqiiéncia
pela transformada de Fourier através do algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) e,
entdo, multiplicando os vetores resultantes em cada caso pela matriz de funcdo de
resposta complexa, gerando os deslocamentos no dominio da freqiiéncia. Encontrado os
vetores de transformada dos deslocamentos para cada conjunto de cargas, ele pode ser
convertido para o dominio do tempo através da transformada de Fourier inversa,

obtendo assim o conjunto de deslocamentos no dominio do tempo.

2.3 METODO DE INTERPOLACAO PARA A GERACAO DA
FUNCAO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUENCIA

A interpolacéo da funcdo de resposta complexa em frequiéncia em interval os idénticos,
A , sobre o espectro de frequéncias pode ser realizada utilizando uma funcéo de
interpolacéo que corresponda a forma de tais fungdes, desde que ambas as partes, rea e
imaginaria, sggam fungdes suaves de w. Para efeito de exposicdo, a funcdo de
interpolacdo sera obtida para um sistema com dois graus de liberdade com

amorteci mento histerético.

As equacbes de movimento em coordenadas nodais para o sistema de dois graus de
liberdade no dominio da frequiéncia séo dadas por

[([K]-@?[m] )+i2D[K] ] {v (@} = {P(w} . (2.18)

em que [m] e [k] S0, respectivamente, as matrizes de massa e rigidez de ordem 2, e 0

vetor {P(iw} ¢é a transformada de Fourier do vetor de carga {p(t}, de ordem 2.
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Utilizando o método da superposicdo modal para a solugdo do conjunto de equagdes
(2.18), efetua-se a seguinte transformacéo de coordenadas

{v(@} =[o]{v(@)} (2.19)

onde {Y(i@} é o vetor de coordenadas generalizadas e [®] uma matriz de ordem 2,

cujas colunas séo os modos normais de vibracdo {qo,} do sistema. Levando a equagéo

(2.19) em (2.18) e premutiplicando-se os dois lados da equagéo por [CD] ' , tem-se
(K, -@°M, +i2DK, )Y,(@) = {0} "{P(w) (2.20)

(K, -@°M, +i2DK, )Y, (i) = {0} "{P(o) (2.21)

que sdo as equacdes de movimento do sistema em coordenadas modais, no dominio da

freqiiéncia.

Deduz-se a expressdo somente para uma funcéo de resposta complexa em freqiiéncia,
por exemplo, H,,(i@), a qua é a funcdo de resposta entre a carga p,(t) e o

deslocamento v;(t). No dominio da freqiiéncia, {v(t} & dado em coordenadas modais

por
V(i) = gY(@)+ @Y, (@), (2.22)
V(@) = .Y, ([i@)+ @Y, ([®). (2.23)

Paragerar H,,(io), admite-se que {P(i@w} {1 ', entdo

{o} {Pl@} {a, o} o =g, (2.24)
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{o} {P(w} {a. o} 10 "=aq.. (2:25)

As equacdes (2.20) e (2.21) podem ser colocadas sob aforma

Y,(iw)= {q)i}z {P(i.w} . (2.26)
(K, - @M, +i2DK, )

Y,(i@)= {(D_Z}z {a[2) S 2.27)
(K, -@w"°M, +i2DK,)

A resposta classica para 0 conjunto de equactes (2.18) € daforma

{iw} =[H(io){rio}, (2.28)
e sendo acargadadapor {P(@} 1P * conclui-se que

V,([i@)=Hy,(®). (2.29)

Tomando o resultado de (2.24) e (2.25) em (2.26) e (2.27), substituindo em (2.22) e

considerando (2.28) obtém-se

2
Hy(i@w)=— A 4 _quz : . (2.30)
K,—w°M, +i12DK, K,-w"M, +i2DK,

Esta equacéo pode ser colocada na forma de uma frag&o Unica equivalente dada por

. A’ +B
H,,(iw) = ~Co"1D (2.31)
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naqual A é uma constante real para o sistema adotado e B, C e D sdo constantes
complexas. Repetindo o processo acima, 0 mesmo se encontra para cada uma das outras

fungdes de resposta complexa, H,,(i@), H,,(iw) e H,,(i@).

H,(iw) = H, (@) +iH,/(®) H, (@), 0u H,/(®)

Figura (2.1) - Interpolacéo das funcdes de resposta complexa em freqiiéncia.

Segundo Clough e Penzien (1993), a equagdo (2.31) pode ser utilizada como uma
funcdo de interpolacdo para a determinacdo de qualquer funcdo de resposta complexa
H; (i w) de um sistema de multiplos graus de liberdade. Para a aplicacéo de tal processo
de interpolagdo, deve-se, em primeiro lugar, dividir o espectro de frequiéncias total em

Ointervalos onde
N

0=—, 2.32
5 (2.32)

em que N é o numero total de freqiiéncias no espectro de frequiéncias de Fourier e & é
0 numero de frequiéncias que deve ser arbitrado em cada intervalo. Considerando cada
intervalo, este € subdividido em trés subintervalos onde se tomam quatro valores
consecutivos de  que correspondem aos valores iniciais e finais de cada subintervalo.

A partir destas consideragdes, tem-se aforma discreta de (2.31) que é

i )= Annwni-'-Brm _g g
Hij('w”‘)_wm“+c @2+D, En 2q§<m<§1+2q§ (233

mn=Tm
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em que @,, = MAd , onde Aw é o incremento de frequiéncia constante utilizado para a
geracdo do espectro de frequéncias através da Transformada Répida de Fourier. A.,,,
C... € D,, sdo todas tratadas como constantes complexas ainda que A, segjareal.

mn’

Estas quatro constantes complexas sdo avaliadas aplicando a equagéo (2.33) para cada

um dos quatro valores discretos e consecutivos de @,,. Como mostrado na Figura (2.1),

estesvaloressdo mAw , mA®w , mA®w e mAw , onde

(2.34)

=

N w

] m,= -
O

I\)II—‘

qd m=h+
5 0

I\)II—‘
I:H:D

,=the
0

l\)|00
I:ID:I

Nesta equacdo, g ou (5 / 3), representa o numero de freqUéncias pertencentes aos
subinterval os definidos pelas freqliéncias w,,. Cada um dos quatro valores de m dados

pela equacdo (2.34) sdo, entdo, introduzidos na equagdo (2.16) de forma a determinar os

respectivos valores de H, (i@,,). Aplicando a equagéo (2.33) para cada um dos valores
de H; (i wm) determinados, obtém-se quatro equacdes al gébricas complexas envolvendo

as incognitas A.,,, B,,,, C,, e D,,,. Apos resolver o sistema de equagdes, os valores

numéricos das incognitas sdo substituidos na equagdo (2.33), dessa forma, definindo a
equacdo do polindmio interpolador a ser usado para a determinagdo dos valores das
funcbes de resposta complexa em freguéncia correspondentes aos valores das
frequéncias, variando no intervalo (n -(3/2) q) <m< (n +(3/2) q). Este mesmo método
é, entdo, repetido para n=(3/2)q,(9/2)q,(15/2)q, (21/2)q, I até que o conjunto
maximo de frequiéncias seja abordado, de maneira a obter todos os valores das fungdes

de resposta complexa.

Ainda segundo Clough e Penzien (1993), o conjunto de valores mais favoraveis a serem
adotados para q ou (5 / 3), levando em consideracdo a precisdo e 0 esforco
computacional, exige uma consideravel experiéncia com o método. De qualquer forma,
se deve atentar para o fato de que o intervalo de freqiéncias, d , nunca deve incluir mais

de que duas frequéncias naturais devido a forma da funcéo de interpolacéo ser aquela
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deduzida para uma fungdo de resposta complexa tomando como hipdtese um sistema
com dois graus de liberdade para o qual somente dois picos podem ser representados.

E interessante observar que o método de interpolacdo descrito acima n&o precisa ser
empregado para a obtencdo de todos os valores de [H] . Tal método pode ser aplicado
apenas para a geragdo dos termos da matriz [H] correspondentes a primeira parte do

espectro de Fourier, sendo os outros valores obtidos pelo uso das propriedades dos

numeros complexos conjugados. A resposta no dominio da frequiéncia &, entdo, dada por
Vo) =[H([m){riw}. (2.35)

Clough afirma que a funcdo de interpolacdo, a qual foi deduzida tomando como
hipétese basica um sistema de dois graus de liberdade e uma carga dada por
{P@} {1) 7, pode ser usada para a obtengéio dos termos da matriz [H] para um

sistema com mulltiplos graus de liberdade®. No entanto, a determinacdo do polindmio
interpolador tomando como hipétese um sistema com trés graus de liberdade pode ser
realizada de forma analoga a descrita anteriormente para um sistema com dois graus de

liberdade. Atencéo especial deve ser dada a geragdo de H,,(iw) que, para o caso

descrito, deve admitir uma carga dada como
{P(@} {10p". (2.36)

Desta maneira, tem-se H,,(i@) dado por

- ¢ @ @
H,,(iw) = L+ 2 + 3 .37
K,-@°M, +i2DK, K, -@°M, +i2DK, = K,-@°M, +i2DK,

A equacdo (2.37) pode ser escrita em uma forma compacta dada por

! Vide Clough, R. W. e Penzien, J., 1993, Dynamics of structures. 2 ed., McGraw-Hill. pp-225.
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-\ WYe'+Aw’+o
Hu )_w6+ﬁw4+y52+6’

(2.38)
onde W € uma constante real para o sissemae A, o, B, y e 0 sdo constantes
complexas. Repetindo 0 processo anterior, encontra-se para cada uma das outras

funcOes de resposta complexa em frequéncia, H;; (i@), expressdes andlogas.

De maneira andloga a0 caso do sistema com dois graus de liberdade deve-se, em
primeiro lugar dividir o espectro de Fourier em [J intervalos. Posteriormente, cada
intervalo deve ser novamente dividido em cinco subintervalos onde se tomam seis
valores consecutivos de @ correspondentes aos valores de inicio e fim de cada

subintervalo. Determinam-se os valores de H; (i) para cada um dos seis valores
discretos. Aplicando a equagdo (2.38) para cada um dos vaores de H; (iwm)

determinados, obtém-se seis equacbes algébricas complexas envolvendo as incognitas
W, A,0, B,y ef.A solugdo de tal sistema complexo fornece todos os valores das
constantes possibilitando assim, a determinagdo do polinGmio interpolador a ser usado
para a obtencdo de todos os outros valores das funcbes de resposta complexa em

freqiiéncia.

Para sistemas com quatro e cinco graus de liberdade, pode-se deduzir expressdes para o
polindmio interpolador de maneira idéntica aos casos anteriores. Tais expressoes so

dadas, respectivamente por

Wt + A’ + 0w’ + A

= , 2.40
@® + Bw® +yw* +60w* +Q (2.40)

1

Wl + A’ + ow’ + Aw® + i

. 241
W™ + P’ + yw® +6w* + Qw’ +{ (2.41)

Hy =
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Conforme as equagdes anteriores observa-se que a equagao para a obtencdo do
polindmio interpolador pode ser generalizada. Para um sistema estrutural com J graus

de liberdade tem-se

W o™

Hy = ——,
1 wZJ +rlkw2k

k=0,1,2 00J -1. (2.42)

onde W, en, com k=0,1,2,[JJJ -1 sdo todas tratadas como constantes complexas
ainda que W, sgjareal. Como descrito anteriormente, encontram-se, para cada uma das

outras expressoes das fungdes de resposta complexa, expressdes andl ogas.

Para um sistema com J graus de liberdade deve-se determinar 2J constantes
complexas a fim de definir o polindbmio interpolador. Apos dividir o espectro de
freqiiéncias em a intervalos deve-se subdividir cada intervalo em 2J —1 subintervalos
de modo a definir um sistema com 2J equacfes lineares. O sistema de equacdes €,
entdo, resolvido determinando-se assim os valores de todas as constantes. Através dos
valores destas constantes, define-se o polindmio interpolador que deve ser usado a fim
de obter os valores das funcdes de resposta complexa em frequéncia.

24 METODO DE INTERPOLACAO PARA A GERACAO DA
FUNCAO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUENCIA PARA
SISTEMASDESACOPLADOS

O método de interpolagdo proposto por Clough e Penzien (1993) sugere o
desenvolvimento de um método semelhante aplicado a sistemas que, ap serem
desacoplados pela transformacdo modal, podem ter suas equagdes de movimento

resolvidas independentemente uma a uma.

Cada equacdo de equilibrio dindmico desacoplada pela transformacdo modal pode ser

resolvida por um método de andlise dindmica no dominio da freguéncia conhecido
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como Método da Transformada Implicita de Fourier. Por este método, para cada ponto
da estrutura a ser analisado gera-se um espectro de frequéncias de Fourier que serve
como base para a determinacdo dos termos da matriz de funcéo de resposta complexa
em frequéncia a qual possibilita a obtencéo do historico de deslocamentos paratal ponto
da estrutura analisado.

Tomando como base o conhecimento de um certo conjunto de valores (x,y,) de uma
determinada funcdo, podemos deduzir um polinémio interpolador, especifico para tal
funcéo nos pontos (X, Y;) através de um processo de geracdo do polindmio interpolador

conhecido como Método de Lagrange. Por este método, obtém-se um polinbmio
interpolador conhecido como polinémio interpolador de Lagrange através do qual
calcula-se os outros valores incluidos dentro do conjunto de pontos tomados para a

geracao de tal polinémio.

O espectro de Fourier, gerado para cada ponto da estrutura a ser analisado através do
Método ImFT, pode ser dividido em duas partes. A primeira parte corresponde aos

valores de freguéncias discretas anteriores a w, e a segunda parte, corresponde aos
valores das frequéncias discretas posteriores a w, . Em cada parte do espectro pode-se
definir, a partir de um conjunto de valores (w, H;; (@) ) , um polindmio interpolador de

L agrange que deve ser usado para o calculo de todos os outros valores de H; (@) .

Este processo de interpolacéo pode ser realizado apenas para a primeira parte do
espectro de Fourier. Os outros valores das fungbes de resposta complexa podem ser

obtidos utilizando a propriedade de nimeros complexos conjugados.
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CAPITULO 3

GERACAO RECURSIVA DA FUNCAO DE RESPOSTA
COMPLEXA EM FREQUENCIA PELO METODO DA
TRANSFORMADA IMPLICITA DE FOURIER

3.1INTRODUCAO

A formulagdo da andlise dindmica no dominio da freqiéncia com a Transformada
Implicita de Fourier foi apresentada por Claret (1991) e Venancio Filho e Claret,
(1992). Este método € aplicavel a sistemas dindmicos com amortecimento Viscoso,
histerético ou dependente da frequiéncia e apresenta reducéo do esforco computacional

guando comparado com 0 método classico de andlise que utiliza o algoritmo FFT.

Para a solucdo de problemas reais na engenharia, a analise dindmica no dominio da
freqliéncia, utilizando a formulagdo matricial, torna-se elegantemente simplificada. No
entanto, ainda existem dois problemas que afetam o0 desempenho numérico desta
formulacéo. O primeiro € a necessidade da extracdo moda e o segundo refere-se ao
processo de calculo dos valores discretos da funcdo de resposta complexa em
freqiéncia; estes problemas ainda exigem um consideravel esforco computacional,

principalmente na andlise ndo-linear.

Neste capitulo, apresenta-se um método analitico para a geracéo recursiva dos termos da
matriz de funcdo de resposta complexa em frequéncia, reduzindo dessa maneira o

trabalho computacional a ser consumido na analise da resposta dinémica.



3.2 FORMULACAO MATRICIAL PARA SISTEMAS COM UM
GRAU DE LIBERDADE

O sistema de um grau de liberdade mostrado na Figura (3.1) esta sujeito a uma
excitagdo dinamica p(t) aplicada a massa m, aqual vibra a partir de condi¢bes iniciais

nulas.

t
- j_ﬁ( )

m E—

k p(t)
OO

Figura (3.1) - Sistera massa-mola-amortecedor.

A equagdo de movimento é dada por

mu(t) + ov(t) + kvit) = p(t), (3.1)
onde m é amassa, ¢ é 0 amortecimento viscoso, k éarigidez e V(t), v(t) e v(t) séo,
respectivamente, a aceleracéo, velocidade e o deslocamento da massa. A resposta deste

sistema a excitacdo aplicada pode ser analisada no dominio da frequéncia através das

transformadas de Fourier dadas por

N-1
P(mA®) = AtZ p(nat)e 2 ™/N) - m=0,1, 00N -1, (3.2)

N-1
Aw )e|2r[(mn/N), n:O,:L D]]I'N _1, (33)

nAt ——ZP
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onde H(mA@) é dado por

_ 1
T - (mA)? +i(mA@)c+k

H(mAo) m=0,1 [N -1, (3.4)

com as cargas e a resposta em suas formas discretizadas p(nAt) e v(nAt).
Considerando o numero de termos de Fourier, N, par, as freqiéncias sdo computadas
de 1 a N, mas sdo equivalentes as mostradas na Tabela (3.1) 0 que se deve a
periodicidade implicita as transformadas de Fourier.

Termos de Fourier Frequéncia

m @, = MA@

0 0
1 A
2 20&

N/2 [(N/2)-1 2
(N/2)+1 (N/2)aw
(N/2)+2 ~[(N72)-1 A

N -2 —20G

N-1 -A®

Tabela(3.1) — Relagdo entre M e MAw para N par.

Osintervalos At e Aw sdo definidos como

T
A = E , (3.5

At = —,
N T

onde T, € conhecido como o periodo estendido, ou sgja, o periodo adotado para a carga.
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Do segundo teorema de Moivre, da teoria dos nimeros complexos (Wyle e Barret,
1995) tem-se

&= ei(sz)_ (3.6)

Assim, com a notac&o acimaa equacao, (3.2) tomaaforma
N-1
P(mA®) = AtZ)E‘mn p(nAt), m= 0,1, N -1. (3.7)

Tomando P(mA@) e p(nAt) como os vetores

{P(maw} ={ P[0], P[a@], P[2aa] , P (N -1)A®]} (3.8)
{p(nat} ={ plo], olad , § 281 , mmp[ (N -1)at]}, (39)

e £*™ como o termo genérico da matriz

a 1 1 0ood 1 0O

-1 -2 ~(n-1) I
i & &7 oooetig
1 E—z 5—4 000 E—Z(N—l)D

[E*] :[E‘m”] :% O 0O 000 O S, (3.10)

O 0O O ooo oo
U U
i U U 0oo U 0
E_ E—(N—l) E—Z(N—l) 000 E—(N—l)ZH

as N equacOes expressas por (3.7) podem ser colocadas sob a seguinte forma matricial

{B=nE{}p. (3.12)
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Tomando agora v(nAt) como o vetor

{vlnat} ={vo] aqd F2ai v (N -2)adl} (312)

e [H(mA®) dado em (3.4) como a matriz

HO) o 0 OO0 0 O
90 H@w) o 0©0oo 0
0O 0 H@EAw) 000 O O
_y _ O O
[HMmw) =g O O 0 OO0 0 5 (3.13)
00 O O 000 O O
O O
0 O O 0O 000 0 O
Ho 0 0 000 H[(N-1)a]H

as N equacdes expressas por (3.3) podem ser colocadas sob a seguinte forma matricial
i = 2[ElH{A, (319
2

sendo [E] amatriz

a 1 1 ooo 1 g

1 2 (N-1) O]
1 & g oooehg
il Ez 54 000 EZ(N—l)D

E=f"]=d o o0 ooo og (3.15)

1 O o ooo od
L] O
i O [l 0odo U o
E_ E(N—l) EZ(N—l) 000 E(N—l)ZH

Levando (3.11) em (3.14), tem-se
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4 =2 alellHl [E 18- (319

De (3.5) vem
Ao =L (3.17)
2mr N

que, quando levado em (3.16), produz

4 =~ [EH T8 @19

Esta é a expressdo que representa a formulagcdo matricial para a anaise dinamica de
sistemas de um grau de liberdade no dominio da frequéncia, da forma como foi
apresentada por Venancio Filho e Claret, (1991). Esta expressdo contém a transformada
de Fourier da carga, seu produto pela funcdo de resposta complexa em frequiéncia e a
transformada inversa de Fourier deste produto, gerando dessa forma a resposta no
dominio do tempo. Por este motivo, a equagdo foi denominada de ImFT (Implicit

Fourier Transform) ( Venancio Filho, 1994).

A equacdo (3.18) pode ser colocada sob uma forma ainda mais compacta (Venancio
Filho e Claret, 1996)

=8 (319)

onde

e =[EI[HIET. (3.20)
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A expressdo (3.19) representa uma forma compacta e simples para o clculo da
resposta.

O produto matricial em (3.20) envolve operacdes no dominio do tempo com operacoes
no dominio da fregiéncia, e por este motivo, deve ser resolvido de maneira que a
equacdo (3.19) obedeca ao principio da causalidade que vigora sobre todos os sistemas
fisicamente realizaveis. A equago (3.19) sera causal desde que v(t) em um instante t
dependa da histéria antecedente de excitagio p(r) para T <t (Crandall, 1969). Para
gue isto ocorra, a matriz [e] deve possuir, portanto, todos os seus termos acima da

diagonal principal nulos.

Ribeiro (1998) demonstra que a matriz [e] € do tipo Toeplitz, que € como sdo

conhecidas as matrizes, geramente cheias, com elementos constantes ao longo das

diagonais,

Oe, 0O 0 OO O 0O
O O
0 & e, O OO O OD
Oe, e, € 00O O oO
[e]:% 0 O 0000 DB, (3.21)
U g 0 0000 od
0 O
Euway O 000 O 0O
HeNl e(N—l)l 0 DD%l euH

fato que permitiu adém de aperfeicoar a programacdo do método ImFT, grande

economia de tempo computacional. Por (3.19) e (3.21), a resposta do sistema pode ser

cal culada por
v—ii p i =0,JIN -1 (3.22)
i N ]Z)Qj i ) : :
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De forma semelhante & equagéo (3.19), o histérico de velocidades pode ser obtido pela

expressao matricia

{4} = %[é]{li} , (3.23)

onde
[e] =[EIHIIET, (3.24)
sendo [H] umamatriz diagonal com o elemento genérico dado por

imA@
- (MA@)* +i(mAw)c+k

H (mAw) = m= 0, N -1. (3.25)

Desta maneira, 0 histérico de velocidades do sistema é calculado por expressdes

semel hantes as do célculo dos deslocamentos, a menos do fator (imA@).
Seja o0 sistema de um grau de liberdade mostrado na Figura (3.1) sujeito a uma excitagédo

dindmica p(t), aplicada a massa m, a qual possui condic¢les iniciais ndo nulas. As

condigdes iniciais s8o um deslocamento v, e umavelocidade V.

A resposta do sistema a um deslocamento v, € encontrada deslocando-se a origem dos
eixos para v, e aplicando (3.19) para uma forga de magnitude igual a — kv, . Por (3.19),

tem-se
fu = [l )+uld. (329)

onde {} éum vetor unitério.
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A expressao para a resposta devida a velocidade inicial v, pode ser encontrada do fato
de a resposta h(t) de um sistema submetido a um impulso unitério &(t) ser igual a
resposta do mesmo sistema a uma velocidade inicial igua a (1/ m), Meirovitch (1986).

Logo, aresposta aumavelocidadeinicial igual a v, = m\'/o(ll m) vale

v(t) = myh(t), (3.27)
sendo aforga, que produz aresposta dada por

p(t) = myea(t), (3.28)

onde 6(t) € a funcdo impulso unitério aplicada em t =0 e que, para ser utilizada na

equacao (3.19), deve ser posta sob aforma
1
olt} =—19;, 3.29
{olt} = A (3.29)

onde {8} & um vetor com o primeiro elemento igual a 1 e os demais nulos.

Portanto, por (3.19) com {g dado por (3.28) e com a modificagio dada em (3.29), a
respostaavelocidade inicial vale

(= A ETe e (3:30)

OAt 0O

A resposta total de um sistema submetido a uma carga {i} , deslocamento inicia v, e

velocidade inicial v, fica, portanto sob aforma

6 = 218 - e Bef @3

1
N
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A equacdo matricia para o célculo do histérico de velocidades semelhante a equagéo
(3.31) é

= LidHd -ofr - el 2
[¢] = [EI[HIIET, (3.33)

onde [H] édado por (3.25).

33 FORMULACAO MATRICIAL PARA SISTEMAS COM
MULTIPLOS GRAUSDE LIBERDADE

A andise de sistemas lineares com mdultiplos graus de liberdade, em coordenadas
fisicas, envolve a solugdo das equagdes de movimento produzidas pela discretizacdo de

tais sistemas por elementos finitos, dadas em (2.10) e aqui repetidas

[ml{u(t} +[cl{u(t} + [ {vt} = {3} (334)

Como exposto no capitulo 11, as equagdes (3.34) representam um sistema acoplado de
J equagdes com J incognitas. Este sistema pode ser resolvido utilizando o método de
superposi¢cao modal, em que, através de uma adequada transformacéo de coordenadas, o
sistema é desacoplado em J equagbes independentes que podem ser resolvidas

individual mente.

A transformacao de coordenadas realizada é daforma



vt} =[o]{v(t} . (3.35)

onde {Y(t} & o vetor de coordenadas generalizadas e [®] é uma matriz de ordem J

cujas colunas & os modos normais de vibraggo {¢g} do sistema.

A vibragdo livre ndo-amortecida do sistema é dada por

[m]{u(t} +[k]{vt} P . (3.36)
Podemos adotar {Y(t} como sendo daforma

Y(t)= Asen(wt -a), (3.37)

onde A é a amplitude e a ¢é a fase. Operando algebricamente sobre as expressoes
(3.36) a(3.37), chega-se ao problema de autovalor

[K{<} - [m{e} b, (3.39)

de cuja solucdo se obtém os modos, {qo,} , e as freguéncias naturais de vibragéo, w , com

i =212 007J.
Cada um dos modos de vibracdo {qo} constitui uma configuracéo de deslocamento do
sistema, com suas amplitudes podendo ser usadas como coordenadas generalizadas para

descrever os deslocamentos fisicos {v(t}. A matriz [d)] possui as seguintes

propriedades de ortogonalidade em relacdo as matrizes de massa e rigidez

[o] '[rlld {1, (3.39)

[©] ' [Hld 44, (3.40)
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onde [I] € a matriz identidade de ordem J e [/\] € a matriz diagonal formada pelas

freqiéncias naturais de vibracdo elevadas ao quadrado, conhecida como matriz

espectral.

Para que ocorra o desacoplamento total do sistema, também a matriz de amortecimento

deve ser ortogona a matriz modal [CD] . Admite-se, portanto, a seguinte relacéo

[o] [d[d ¢ . (341)

onde [C] € amatriz de amortecimento modal, diagonal, cujos elementos séo da forma
C =%w, (3.42)

sendo £, ataxa de amortecimento modal correspondente ao modo i e w , afrequéncia

natural de vibracdo associada a este modo. Conclui-se assim, que o amortecimento do
sistema é por conveniéncia determinado através da taxa de amortecimento de cada

modo e ndo pela avaliacdo direta dos coeficientes da matriz [c] . Estatécnica se justifica

pelo fato de que, na maioria das estruturas, os mecanismos de perda de energia por
dissipagdo ainda ndo sdo bem definidos, ao contrério das taxas de amortecimento que
podem ser determinadas experimental mente com preciséo.

Alternativamente, pode-se obter a matriz de amortecimento Viscoso, [c] por meio da

somaparcia dasérie
A=l )" 649

em que b é tomado em um intervalo qualquer do conjunto de nimeros inteiros.

Adotando a proporcionalidade a [m] e [k] , COMo proposto por Rayleigh (1945) e
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ampliado por Caughey e O’ Kéelly (1965), tomam-se valoresde b iguaisa O e 1 etem-
se a matriz de amortecimento expressa por uma combinagdo linear das matrizes de

massa e derigidez isto €
[c]=afn] +a[4 . (3.44)

Assim, 0 amortecimento pode ser considerado como distribuido proporciona mente por
toda a estrutura, de forma andloga a massa e a rigidez. Por esta razdo, este tipo de

amortecimento é conhecido como amortecimento proporcional.

De (3.41) e (3.44) tem-se

C ={a [da =af @ "Imi{at+d & "[{a}- (3.45)

Utilizando as propriedades de ortogonalidade (3.39), (3.40) e (3.41) tem-se

2w =a,taw’, (3.46)
logo
_ 3 ,an
=0 417 3.47
13 20 + > (3.47)

A partir, entdo, da estimativa de duas taxas de amortecimento & e ¢,, e de duas
freqléncias w,, e w,, calcula-se as constantes a, e a, e por (3.44), determina-se uma

expressao para a matriz de amortecimento [c] proporcional e ortogonal a matriz modal

[@].

Substituindo (3.35) em (3.34), pré-multiplicando os dois lados por [d)] " e considerando
as propriedades de ortogonalidade da matriz modal em relagdo as matrizes de massa,
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rigidez e amortecimento dadas por (3.39), (3.40) e (3.41), obtém-se as seguintes
equacOes em coordenadas modais

[I{v e} +[e){v @} + I {Y (@} ={r(3} (348)
onde {P,(t} éo vetor de cargas generalizadas, dado por

{r.(t} =[] {plt}. (349)
A equacdo (3.48) representaum sistemade J equacOes desacopladas daforma

V() + 28w (t)+ ()= Rt), =120, (3.50)

que podem ser resolvidas independentemente uma a uma. A resposta para uma

determinada coordenada moda J , através daformulagdo matricial dada por (3.19) é

{4, =<0, (35
once
[, =ldH ], (352
senclo
H(ma@) = [- (ma@) +imaac, +a7] (359
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W’ =N_. (3.54)

Depois de encontrada a resposta para cada coordenada modal, a resposta em cada modo

j em coordenadas fisicas € obtida pela superposi¢céo dos deslocamentos modais através

da equacéo (3.35), ou sgja, por
v, @O ={at M} { & {C0} + It o {1t} (3.55)

razéo pela qual atécnica aplicada para o desacoplamento das equacdes de movimento é
conhecida como método da superposicdo modal, ou mais especificamente, método do

deslocamento modal.

Para a maioria das cargas, a contribuicdo dos deslocamentos modais para a resposta
dada em (3.55) é maior para os primeiros modos e decresce para 0s modos superiores,

Ribeiro (1998). Desse modo, a equacdo acima pode ser truncada, desprezando-se a
contribuicdo dos modos superiores para a resposta total. Para J modos, J <J, {v(t}

pode ser aproximado por
v, 1 ={a M { & (O} + e Hy; () (3.56)

Entretanto, existem sistemas estruturais onde 0 amortecimento ndo pode ser idealizado
como distribuido proporcionalmente por toda a estrutura como descrito anteriormente.
Dessa forma a matriz de amortecimento néo satisfaz a condi¢éo de ortogonalidade em
relacdo a matriz modal sendo este tipo de amortecimento definido como néo-
proporcional. Quando se aplica a transformacdo modal atais sistemas, da maneira como
foi realizada anteriormente, a matriz de amortecimento modal resultante ndo é diagonal,
apresentando termos ndo nulos fora da diagonal. Devido a este fato, 0 sistema
permanece acoplado e o método de superposi¢cao modal em sua forma classica ndo pode
ser empregado. Tais sistemas podem ser tratados por varios métodos conhecidos na

literatura, como 0 método dos autovetores complexos, os métodos de integracéo direta
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passo-a-passo das equacdes de movimento em coordenadas modais usando os modos
normais ndo amortecidos para a transformagéo de coordenadas ou 0 método das pseudo-
forcas, Claret (1991).

O método das pseudo-forgas tem sido utilizado em varios trabalhos com a solugdo do
sistema sendo realizada tanto no dominio do tempo Claret (1991) quanto no dominio da
freqiéncia, Claret e Venancio-Filho (1991) como também por um processo misto,
Kawamoto (1983). Por este método, os termos da matriz de amortecimento responsaveis
pelo acoplamento das equagdes modais séo transferidos para o lado direito das equagtes
e tratados como pseudo-forgas, deixando o primeiro membro desacoplado como ocorre
nos sistemas constituidos de amortecimento proporcional. O sistema é entéo resolvido

pOr um processo iterativo.

34 FORMULACAO ANALITICA PARA A GERACAO
RECURSIVA DA FUNCAO DE RESPOSTA COMPLEXA EM
FREQUENCIA

Como exposto na secdo anterior, a aplicagdo da formulacdo matricial utilizando o
método de superposicdo modal para a solugdo de um sistema de multiplos graus de
liberdade requer o cdlculo da matriz de resposta complexa de ordem N, onde N é o0
nimero de freqliéncias no espectro de Fourier para cada grau de liberdade J . Este fato
exige um esforco computaciona consideravel, uma vez que se deve gerar N termos

complexos da matriz de resposta em frequiéncia para cada grau de liberdade.

O problema em questdo pode ser contornado adotando-se uma técnica de geracdo dos

termos da matriz de resposta complexa em cada modo |, de forma recursiva como

proposto por Claret (2000).

A expressdo do equilibrio dindmico para o sistema dotado de amortecimento viscoso €

dada pela equacéo (2.10) e aqui repetida
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[ml{ue} +[cl{u(e} + [k {w(t} = {3} (357)

A solucdo da equacdo acima pode ser obtida no dominio da freqiéncia inicialmente
considerando o sistema submetido a uma excitagdo harmonica na frequéncia ¢, , dada

como

{pt} ={e“}. (3.58)

Este tipo de excitagéo produz uma resposta da forma

(vt} =[H @, )1} (3.59)

Levando (3.58) e (3.59) com suas derivadas em (3.57) tem-se

o 1
[H@,)]=- @ i@y Tk (3.60)

em coordenadas fisicas ou

v 1
[H(@,) = - @y @)@ (3.61)

em coordenadas modais, onde ¢, é uma dada fregquéncia do espectro de frequiéncias e

o, afrequéncianatural de vibragdo do modo |, obtidaatravés da extragdo modal.

Define-se a relagdo entre a frequéncia fundamental do espectro de Fourier e a

freqiiéncia natural de vibracdo do modo j como

By =2 (362)
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Observa-se que, paral<n<(N/2)+1

@, =n-Da,, (3.63)

€, consequentemente,

@, @y

== - = =(n-1)85,; . 3.64

By = =005 = (=25, (3.64)
Portanto, tem-se
wo —

B(n+1 - nBo, an + :BOj : (365)

J

Tomando a)jz em evidéncia na equacdo (3.61), levando em conta (3.64) e definindo

h, =H;' tem-se
hy =[-B2 +i2& B, + w? . (3.66)
Paraafreqiéncia &y, = nw, tem-se

sty = (=BG +128,Biry; + W @ . (3.67)

Substituindo (3.65) em (3.67) chega-se, apds alguns rearranjos, a expressao recursiva
para a geracao da inversa da funcéo de resposta complexaem fregiiéncia para a primeira

parte do espectro de frequéncias, dada por

Ny = Py +hy —w’[1+285(n-1)],  1<n<(N/2)+1. (3.68)
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Para a segunda parte do espectro de freqliéncias, os valores de h, podem ser obtidos

considerando que

h, =coniglhy_.z;),  (N/2)+2<ns<N. (3.69)

Utilizando um raciocinio andlogo ao descrito anteriormente, pode-se desenvolver a
formulacéo recursiva da funcéo de resposta complexa em freqliéncia para o caso do
amortecimento histerético. A equacdo de equilibrio dindmico para o sistema possuindo
amortecimento histerético, é dada por

[mi{u(t} + (k] @+i2D){v(} = {3}, (370)

equacdo esta que sO pode ser rigorosamente tratada no dominio da frequéncia.

Considere o sistema submetido a uma excitagdo harmonica na freqiiéncia @, , dada por

{p(t} ={“}. (3.71)

Este tipo de excitagéo produz uma resposta da forma

vt} =[H@, )]} (3.72)

Levando (3.71) e (3.72) com suas derivadas em (3.70) tem-se

L 1
[H@ ) = @) k@ i2D)” (3.73)

em coordenadas fisicas ou

v 1
H@)= - @7 +w’(1+i2D) (3.74)
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em coordenadas modais, onde @, € uma certa freqiéncia do espectro e @,, a

freqiéncia natural de vibragéo, como definidas anteriormente.

Anaogamente ao caso do amortecimento viscoso, definem-se as relagbes entre 3, 3

nj

e By Paralsns(N/2)+1.
Por um procedimento analogo ao da obtencdo de (3.66) tem-se
h, =[-B5 +(@+i2D)]w’. (3.75)

Paraafreqiéncia @,,,) = n@, temos

h(n+1)j = [_B(Znﬂ)j + (1+ I ZD)] wjz . (376)
Substituindo (3.65) em (3.76) chega-se, apds algumas simplificagbes, a expressdo
recursiva para a geracéo da inversa da fungao de resposta complexa em fregiiéncia para
aprimeira parte do espectro de fregiiéncias dada por

ooy =y + Bs; (L-2n)0? 1< n< (N/2)+1. (3.77)

Para a segunda parte do espectro de frequiéncias, os vaores de h, podem ser obtidos de

forma andloga ao caso anterior, pela expressao

h, = conig(hy-.2;), (N/2)+2<n<N. (3.78)



CAPITULO 4

FORMULACAO ANALITICA DO METODO DA
TRANSFORMADA IMPLICITA DE FOURIER COM A
RESPOSTA CALCULADA PELA MATRIZ INVERSA DE

¢

4.1 INTRODUCAO

No estudo do Método da Transformada Implicita de Fourier descrito no capitulo 3,

observa-se que, para cada grau de liberdade j da estrutura, a geracdo da matriz de

funcdo de resposta complexa em frequéncia ainda necessita da inversdo de N termos
complexos, 0 que exigiria um consideravel esforgco computacional em uma analise néo

linear passo-a-passo.

Neste capitulo, busca-se uma solugdo para as equacdes de movimento em que ndo ha
necessidade da inversdo dos termos complexos das matrizes de funcdo de resposta

complexa em freguiéncia o que deve ser obtido através da definicdo da matriz inversa
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4.2 DETERMINACAO DA SOLUCAO PRODUZIDA PELO
METODO DA TRANSFORMADA IMPLICITA DE FOURIER

UTILIZANDO A MATRIZ [

A expressao que representa a formulagdo matricial para a andlise dindmica de sistemas

no dominio dafreqliéncia dada por (3.19) é aqui repetida

1
it} = el {p(c} (4.1)
Se pré-multiplicarmos ambos os lados da equacéo (4.1) por [e] ~ tem-se

4 fue} = e} @2)

onde
¢ = EME @3

como se demonstrara, em seguida. A matriz [e] , sendo inversivel, pois é quadrada e ndo
possui elemento da diagonal nulo, gera uma matriz inversa [e] N gue também possui 0s
elementos das diagonais idénticos, ou sgja, a matriz [e] ™ também é uma matriz do ti po

Toeplitz. A matriz [e] 7 envolve operagdes no dominio do tempo com operagdes no

dominio da frequiéncia. Por este motivo, a equacdo (4.2) deve obedecer ao principio da

causalidade e, para que este fato ocorra, a matriz [e] N consegquentemente deve possuir

todos os seus e ementos acima da diagonal principal nulos.
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4.3 DEFINICAO DA MATRIZ [d ™

As equacdes de movimento de um sistema linear com multiplos graus de liberdade em

coordenadas fisicas, no dominio do tempo, sdo dadas por

[mi{ult} +[c]{ult} + kI {v(t} = {3}

No dominio da freqiiéncia, o conjunto de equacdes (4.4) pode ser escrito como

(-[ma* +iwld+[4 fv@} ={P@},

ou, de forma sintética,

[{v(@} ={r@}.

Considere-se 0 par de transformadas de Fourier:

V(@)= Iv(t)e—wdt ,

Expressando a equacéo (4.8) em forma matricial, obtém-se

(1} = 22 [ElV @)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Uma importante propriedade das matrizes de Fourier € demonstrada por Ribeiro (1998)

onde tem-se

47



[EJlE'T=N1], (4.10)

ou sgja, de (4.10) pode-se concluir que tanto [E] 1/ N)[E ] como [E’] e 1/N [E]

s80 matrizes inversas. Logo, levando a equacdo (4.10) na equacéo (4.9) e rearranjando

ostermos, tem-se
V@) = 2 ET) (4.11)

Pré-multiplicando ambos os lados de (4.11) por [h] e tendo em vista (4.6) obtém-se

{P@ }— [h][E]{v(} (4.12)
De (3.11) vem
{P@} = atE1{K)}. (4.13)

Levando (4.12) em (4.13) tem-se

NAZTA HIE TG} =1E'1{k)} . (4.14)

Pré-multiplicando ambos os lados da equacdo (4.14) por %[E] tem-se

—[E][ﬂ [E'1{v(t} = Aw{p(} (4.15)

de onde, a partir do conhecimento de que Aw = % , obtém-se
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LI E 6 = o
gue resultaem
47 = LEmE

Alternativamente, partindo de V (@) tem-se que

{v(@} = atE1{(} .

Astransformadas da carga p podem ser expressas por

N
p(t)—EJ;P(w)e da,

P@)= i p(t)e“dt.
Expressando a equacéo (4.19) em formamatricia tem-se

(ot} = 22 [El{P@)-

De (4.6) em (4.21) tem-se

(ot} = S2[EI (v @)

De (4.7) tem-se
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)



{v(@} = atE {1} (4.23)

Substituindo (4.23) em (4.22) tem-se
(ot} = 52 el 1E'1e} (4.24)

de onde ap0s al gumas operacdes al gébricas obtém-se

SEIRE 1) = () (4.25)
ou sgja
[~ = %[E][H [E]. (4.26)

Uma maneira mais compacta de se obter ainversa da matriz [e] pode ser feita utilizando
as inversas das matrizes de Fourier [E] e [E'] e ainversa da matriz [H]. As inversas
das matrizes de Fourier podem ser obtidas pelarelacdo (4.10). A matriz [H] einversivel

pois € uma matriz quadrada e nd&o possui nenhum elemento da diagonal principal nulo.

Sendo [H] uma matriz diagonal sua inversa € obtida facilmente, apenas invertendo os
termos da diagona principal, ou sga, [h] também é diagonal. Dessa forma, pela
definicéo de [e] temos

e =[E[H [E]. 4.27)

Pré-multiplicando ambos os lados da equacéo (4.27) por [E] RE %[ E'] tem-se
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1 . .
SIETE=[HIET. (4.28)
Pré-multiplicando ambos os lados da equacdo (4.28) por [H] N :[ri , tem-se

SHEd =(E7. (4.29)

Finalmente, pré-multiplicando ambos os lados de (4.29) por [E'] ~ = %[E] tem-se

SIEMET AT, (4.30)
ou sgja,

CNCETR (@31
onde

¢ = EME. @32)

4.4 VIABILIDADE DA ANALISE NAO-LINEAR DE SISTEMAS DE
MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE

A andise dindmica ndo linear de sistemas estruturais, no dominio da frequéncia, pode
ser realizada com o caculo da resposta sendo obtido pelo método da Transformada

Implicita de Fourier, utilizando a geracéo recursiva da funcéo de resposta complexa em

frequénciae amatriz [¢] .
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Em uma analise ndo linear, a resposta € avaliada para uma série de incrementos de
tempos At pequenos e geramente considerados do mesmo tamanho por conveniéncia
computacional. A resposta completa é obtida usando a velocidade e o deslocamento
calculado no fim de um intervalo precedente como condicdes iniciais para o0 proximo
intervalo. A natureza ndo linear do sistema é considerada para o calculo de novas
propriedades adequadas a0 estado de deformagao, presente no inicio de cada incremento
de tempo. Dessa forma, 0 processo segue passo-a-passo com a carga iniciando em
qualquer tempo desgjado, de maneira a aproximar o comportamento ndo linear como

uma seqiéncia de sistemas lineares.

Seja um sistema estrutural de mdltiplos graus de liberdade com amortecimento viscoso
o0 qual possui ndo linearidade fisica. Suas equagdes de movimento sdo dadas por

[ml{u(t} +[cl{ult} + [ {vt} = {3} (433)

Como descrito no capitulo 3, o conjunto de equacdes (4.33) pode ser desacoplado em J
equacOes independentes de um grau de liberdade por uma adequada transformacédo de

coordenadas da forma
vt} = []{v(t}, (4.34)

onde {Y(t} éo vetor de coordenadas generalizadas e [d)] amatriz modal cujas colunas
s&0 0s modos normais de vibragio {@} do sistema. Como demonstrado no capitulo 3, o

seguinte problema de autoval or

[k} - [ml{a} b (4.35)

permite obter os modos de vibragéo {qo} e também as freguiéncias naturais de vibracdo

w , i =1200j.

52



Substituindo (4.34) em (4.33), pré-multiplicando-se os dois lados por [d)] " e levando

em conta as propriedades de ortogonalidade da matriz moda em relagcdo as matrizes de
massa, rigidez e amortecimento, chegase as seguintes equacdes em coordenadas

modais

[1§7(} + [l v} + [l v} ={/)} - (4.36)
A equacdo (4.36) representaum sistemade J equacOes desacopladas daforma

Y)+220Y )+l 0)=Pt). =120, (4.37)

It I j

que podem ser resolvidas independentemente uma a uma através do método da

transformada Implicita de Fourier dado por

(v}, = [d, {plt},. (4.39)
onde
[d, =[&[H  [E7. (4.39)

com [H (@, )] | dado por

ST 1
[H (OJ )] i~ _(wn)z +i(wn)251-(l)j +(A)]-2 . (440)

De (4.38) pode-se obter

ERTOIEIEOR (4.4
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onde
[d = [EH e (@42
com [h(@, )], dado por

h@,)] =@, ) +i@,)2¢ w, +w?. (4.43)

De forma semelhante, da equacéo (4.38), obtém-se a vel ocidade por

v}, = <[4, {p(},. (4.4
onde
¢, =[g[H];(ET. (4.45)

com [H (@, )] , dado por

i,

[H (maw)] T W7 +160,28 w, +of (4.46)
De (4.44) pode-se obter
41}, = {plt},. (@.47)

onde



l¢] = %[E] IRt (4.48)
com |h(@,) | ; dado por

) 0 20
[h(wn)] = 26w, + [ +%U : (4.49)
B ®WQ

A andlise ndo-linear realizada em um sistema estrutural de mdltiplos graus de liberdade
que apresenta ndo linearidade fisica requer, em cada passo da andlise, a atualizacéo das
propriedades fisicas, dentre elas a da matriz de rigidez. Sendo a resposta calculada pelo
Método da Transformada Implicita de Fourier, a cada mudanca da matriz de rigidez, ou
sgja, em cada passo da andlise, deve-se recalcular, para cada grau de liberdade do
sistema, a matriz de funcdo de resposta complexa em frequéncia para a realizagéo do

calculo dos deslocamentos em cada incremento de tempo At , ou sgja, em cada subpasso
da andlise. De forma andloga a0 célculo dos deslocamentos, deve-se determinar [H]

para o calculo da velocidade em cada incremento de tempo At também em cada grau de
liberdade. Dessa forma, na analise ndo-linear, pode-se obter uma grande economia de
tempo, quando se utiliza a geragcdo da matriz de resposta complexa em frequéncia de

forma recursiva como foi desenvolvida no capitulo 3.

O Método da Transformada Implicita de Fourier, usando a resposta dada pela equacéo
(4.2), também proporciona uma grande economia de tempo uma vez que ndo ha a
necessidade de inversdo dos N termos complexos que formam a matriz de funcéo de
resposta complexa em fregiiéncia, em cada modo da estrutura, e em cada atualizacéo da

matriz de rigidez, ou sgja, em cada passo na analise.
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CAPITULOS

ESTRATEGIASDE IMPLEMENTACAO
COMPUTACIONAL DA FUNCAO DE RESPOSTA
COMPLEXA EM FREQUENCIA

5.1INTRODUCAO

A implementacdo computacional do Método da Transformada Implicita de Fourier dada

pela equacéo
4 = [EHIE A )

foi realizada inicialmente por Claret (1991). Ribeiro (1998) realizou a implementagéo
computacional da equacéo (3.19), isto é

{} = %[e] {g. (5.2)

O processo de implementacdo do método ImFT utilizando a matriz [e] € representado

no fluxogramada Figura (5.1).

O presente capitulo fornece, de uma maneira gera, as formulagdes para a
implementacdo de algoritmos para a implementacéo do Método ImFT, evidenciando em
especial, as formulagdes para a geracdo da funcéo de resposta complexa em freqiéncia

pelo método recursivo. A implementacdo realizada de acordo com o fluxograma da



Figura (5.1) permite verificar a viabilidade de tal método, descrito anteriormente, em
relacdo a métodos propostos na literatura.

5.2 IMPLEMENTACAO DO CALCUL O DA MATRIZ DE FOURIER

A matriz [E] € conhecida como a matriz de Fourier, Wyle e Barret (1995). Esta matriz

apresenta algumas propriedades derivadas da natureza de seu termo genérico £™ e da

escolha de um valor adequado para N, todas discutidas em Claret (1991), de ta
maneira a permitir algumas simplificagbes em sua representacdo, que se reflete de
formafavoravel naimplementagdo da equacéo (5.2).

O termo genérico da matriz [E] € representado por

Emn - Emna — eimnor (53)

com a =2rr/N e m,n=0,1 JIN -1. Esse termo, quando transformado para a forma

trigonométrica através da férmula de Euler, se torna
L n
E. =&™=ex 2715'l =
m = ¢ pg N %
=cos%nEﬂ%+isen%nEE%, m,n=0,1 (N —1.
ON ON

Para a primeira linha e para a primeira coluna, tém-se elementos £™ = £&" =1. Paraum

(5.4)

nimero de termos de Fourier, N, par, o elemento E,,) vale

N 1 :
E = gmN/2) = o 2nm——%=ex imrT) =

= cos(mm) +isen(mm) = (-1)".
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LEITURA DOS DADOS GERAIS DA ANALISE

v

MONTAGEM DAS MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ [m] e [@

v

EXTRAGAO MODAL [(D] e [/\]

v

MONTAGEM DA MATRIZ DE AMORTECIMENTO [C]

v

LEITURA DOSVETORESDE CARGA  {pl(t}

v

TRANSFORMAGAO MopAL  [C] e {B

v

MONTAGEM DAS MATRIZES [E] e [E']

v

p| j =1, NUMERO DE MODOS

v

MONTAGEM DA MATRIZ DE FUNGAO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUENCIA [H] i

v

MONTAGEM DA MATRIZ [e]j =[E][ H] J[E]

v

SOLUGAO EM coorpENADASMODAIS {Y}; <(1/N) [¢] {A}

v

SOLUGAO EM COORDENADAS Fisicas {i} | = [@] T{¥}

v

IMPRESSAO DOS RESULTADOS

v

FIM

Figura (5.1) — Fluxograma do Método ImFT
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Portanto, para qualquer linha m, o primeiro termo e o termo E,, S30 reas. Os

outros termos da linha sdo conforme Claret (1991)

E,, =conig|Eyn).  (N2)snsN-1, (5.6)

onde o operador conjg retorna o conjugado complexo do seu argumento.

Impondo-se mais uma restricdo ao nimero N de termos do espectro de Fourier, a de
gue N sgamultiplo de 4, chega-se a seguinte expressdo para os termos de uma linha
m de [E]

U U
E,, = (-1)"conjg[E

v 0 (N)sn<(N72). (5.7)
g

Portanto, de (5.5), (5.6) e (5.7) conclui-se que, para uma linha m da matriz [E]
gerando-se os (N/4)+1 primeiros termos de uma linha, os outros se tornam
determinados. Observa-se que as relagdes (5.5), (5.6) e (5.7) também vaem para a

geragdo damatriz [E'].

A implementacdo da matriz de Fourier pode seguir o trecho de programa abaixo, em
linguagem FORTRAN

pi=3.1415926

ALFA=(2.*pi)/IN

DO m=2,NRESP
AUX=(-1.)**(m-1)

DO j=2,(N/4)+1
ER=DCOS((m-1)* (j-1)* (ALFA))
EC=DSIN((m-1)* (j-1)* (ALFA))
EE(m,j))=CMPLX (ER,EC)
ENDDO

DO j=(N/4)+2,(N/2)
EE(m,j)=AUX* CONJG(EE(m,(N/2)-j+2))
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ENDDO
EE(m,(N/2)+1)=AUX

DO j=(N/2)+2,N
EE(m,j)=CONJG(EE(m,N-j+2))
ENDDO

ENDDO

DO k=1,NRESP

DOj=1,N
EA(j,K)=CONJG(EE(K,j))
ENDDO

ENDDO

Devido aforma da matriz [e] , como mostrada na equagdo (3.21), [E’] sb contribui com
os elementos de sua coluna de ordem 1 que sdo iguais a unidade para a determinacéo do

termo genérico da primeira coluna damatriz [g] .

5.3 IMPLEMENTACAO DO CALCULO RECURSIVO DA MATRIZ
DE FUNCAO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUENCIA

O desenvolvimento analitico do processo de geracdo recursiva dos termos da matriz de
funcdo de resposta complexa, dado pelas equactes (3.68) e (3.69), para 0 caso de
amortecimento viscoso, e (3.77) e (3.78), para 0 caso de amortecimento histerético,
possibilitou o desenvolvimento de um algoritmo que oferece uma reducéo no tempo de
processamento por meio da reducdo do nimero de operagcdes com termos complexos.

Pela expressdo (3.4) que fornece o termo genérico da matriz [H] e através do espectro
de freguiéncias de Fourier para N par mostrado na Tabela (3.1), tem-se que H (O) erea

evae 1/k eosoutrostermos, excluindo H  , sdo tais que
2

H,, = conig(Hy_m). (N/2)<m<N-1, (5.8)
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Conforme Claret (1991) e Ribeiro (1998), aimplementacéo computacional da funcdo de
resposta em frequiéncia segue o trecho de programa em linguagem FORTRAN mostrado

abaixo

Geracdo do Espectro de Fourier

WNo=WN(i)
Qsi=SC(i,i)/(2.*WNo)
pi=3.14159265358
Wo=(2.0* pi)/(N*DT)
DO j=1,(N/2)+1
W(j)=(j-1)* Wo
Beta(j)=W(j)/WNo
ENDDO

DO j=(N/2)+2,N
W(j)=-W(N-j+2)
Beta(j)=W(j)/WNo
ENDDO

Geragdo deH

DO j=1,(N/2)+1
HR=(1.0-Beta(j)**2)* WNo**2
HC=2.0* Beta(j)* Qsi* WNO**2
H(i,j)=1/(CMPLX (HR,HC))
ENDDO

DO j=(N/2)+2,N
H(i.j)=conjg(H(i,N-j+2))
ENDDO

Observa-se que 0 numero de operagOes aritméticas executadas para a geragao dos
termos da matriz [H] € da ordem de 7N operacdes. Por outro lado, a implementacéo
do mesmo trecho de programa pode ser realizada utilizando a formulagéo recursiva para

a geracdo da matriz de funcdo de resposta complexa em freguéncia, desenvolvida no
capitulo 3, conforme o trecho de programa a seguir

Geragado do Espectro de Fourier

WNo=WN(i)
Qsi=SC(i,i)/(2.*WNo)
pi=3.14159265358
Wo=(2.0*pi)/(N*DT)
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DO j=1,(N/2)+1
W(j)=(j-1)* Wo
Beta(j)=W(j)/WNo
ENDDO

DO j=(N/2)+2,N
W(j)=-W(N-j+2)
Beta(j)=W(j)/WNo
ENDDO

Geragdo de H Recursiva

AUX=WNo*WNo
DOj=1,3

hr=(1-Beta(j)** 2)* AUX

hc=2* Qsi* Beta(j)* AUX
F(i,j))=CMPLX (hr,hc)
H(i.,j)=1/F(.j)

ENDDO
AUX1=2.* Beta(2)* Beta(2)* AUX
DO j=3,(N/2)

F(i j+1)=F( j)+F(i,2)-1-(-1)* AUX 1
H(i,j+1)=1./F(i j+1)

ENDDO

DO j=(N/2)+2,N
H(i.,j)=CONJG(H(i,N-j+2))
ENDDO

de onde se conclui que o nimero de operacdes realizadas € da ordem de 5N operacoes.

54IMPLEM ENTAC}AO DO CALCULO DA MATRIZ [e]
A expressao (3.20)

[d =[€[H [E] (5.9)

define a matriz que realiza implicitamente as transformadas direta e inversa de Fourier.
Utilizando as expressdes (5.5), (5.6), (5.7) e (5.8), um elemento genérico do triplo

produto matricial, [E][H] [E’] assume aforma
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i . " N
. +E _H,E +E _H,E, +[F
ermz[EHE]mnzaz mH 1By 2 122 o - B (5.10)
gEmN/ZH(N/Z)(N/Z)EN/Z + [+ Em2H22E2n + EmlHll n@

onde a barra indica o complexo conjugado do elemento. Com (5.10), esta expressdo
pode ser simplificada para

1L
+EHy, +E,H,, +F
emn:[EHE*] mn:g 1’ 11 m2' 122 (5'11)

_1)mH(N/2)(N/2) + I+ Emzqzz + EmlH11

mOood

A expressdo (5.11) mostra que um elemento genérico de [e] com as propriedades
estabelecidas anteriormente, € formado pela soma de um termo real, um termo
complexo e (N / 2)—1 pares de complexos conjugados. Logo, este elemento tera uma

parte rea e outra imagindria, formada sO0 pela parte imagindria do termo

(_1)m H(N/z)(N/z)-
Como a resposta, dada por (3.18), deve ser real, esta parcela imagindria deve ser

desprezada, 0 que pode ser realizado, tanto considerando apenas a parte rea de

Hn 2wz (Hall e Beck, 1993), como desprezando o termo inteiro (Claret, 1991). Este

altimo trabalho demonstra que o fato de se desprezar todo o termo néo afeta a precisdo

daresposta.

O produto matricial [E][ H] [E’] deve ser tomado de maneira que a equagéo (3.19)

(1} = [d{pl}. 512
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obedeca ao Principio da Causalidade. Para que isto ocorra, a matriz [e] deve, portanto,

ser uma matriz triangular inferior. O termo genérico de ordem (k,1) da matriz [¢] vale

portanto
-1 . N-1 '
Q< _&Ekj Hjj EHZZEKJ Hjjf_”, k=0,[ﬂmN—l;|=O,[ﬂmk
J T L= 1= .
H, K=0N-2:1=k+1 N -1

Tomando o termo de ordem (k +1,1 +1) da parte triangular inferior de [e] vem

Nt N-1 _ "
Qi = J;E(kﬂ)j Hj i) = ;f(kﬂ)’ Hy &0 =

N-1 N-1 '
=ZE”E"H,-,-E‘“E‘1:ZE“Hij‘“, k =0,[JN - 2; | =0, Ik
1= I=

Logo
Cr+1)i+2) = S - (5.13)

A equacdo (5.13) indica, portanto, que a matriz [e] tem elementos iguais ao longo das
diagonais, fato que permitiu caracterizé-la como uma matriz de Toeplitz. Uma matriz de
Toeplitz do tipo da matriz [e] apresenta somente o0s termos da primeira coluna
diferentes entre si. Tal matriz, de ordem N, pode, entdo, ser definida com apenas os N

termos de sua primeira coluna. A partir da definigdo de um vetor {R} formado por

elementos da coluna 1, ordenados do Ultimo, ey, a primeiro, &,, 0 elemento

genérico damatriz [e] pode ser referenciado aos el ementos deste vetor por

6 = Ry_iv - (5.14)

Por (3.19) e (3.22), aresposta do sistema pode ser calculada por



14 .
Vilt) =— P i =0, N -1. 5.15
©)=3 > P (I (5.15)
Levando, entdo, (5.14) em (5.15) tem-se a seguinte expressao
14 .
\Ii(t):NJ;RN—l—i+j P, I =0,[IIN -1, (5.16)

onde a resposta pode ser calculada a partir de um vetor que armazena os el ementos que

nao se repetem na matriz [e] Abaixo segue o trecho de algoritmo em linguagem

FORTRAN para a geracdo da matriz [e] :

DO j=1,NRESP
DO k=1,NRESP
&(j,k)=0.0
ENDDO
ENDDO

DO j=1,NRESP

DO k=1,N
ET(j,K)=ET(j,K)*H(i k)
ENDDO

ENDDO

DO j=1,NRESP
AUXC=CMPLX (0.0,0.0)
DO m=1,N
AUXC=AUXC+ET(j,m)*EA(m,1)
ENDDO
&(j,1)=REAL(AUXC)
ENDDO

DO j=2,NRESP
e(j.j)=e(1,1)

ENDDO

DO j=3,NRESP

DO k=2,-1
e(j,k)=e(j-1,k-1)

ENDDO

ENDDO
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CAPITULOG6

EXEMPLOSDE APLICACAO

6.1 INTRODUCAO

Alguns exemplos foram desenvolvidos com o objetivo de comparar a formulagéo

anal itica apresentada neste trabal ho.

Para referéncia na verificacdo dos resultados, utilizou-se 0 método de integracdo direta

no dominio do tempo e 0 método de superposicdo modal cléssico.

As estruturas escolhidas s8o exemplos classicos apresentados na literatura de modo a
possibilitar uma demonstracdo das caracteristicas da formulacdo em vez de representar
casos préticos concretos.

O Método ImFT (Implicit Transform Fourier) onde os termos da matriz de funcdo de
resposta complexa em frequéncia sdo gerados pela definicdo e de forma recursiva é
aplicado a andlise de problemas com um e vérios graus de liberdade.



6.2EXEMPLO 1

O sistema massa-mola-amortecedor, em que cada massa possui um grau de liberdade,
mostrado na Figura (6.1) foi exaustivamente analisado por Warburton e Soni (1977). No
presente caso, as propriedades do sistema séo consideradas as mesmas, no entanto, a
carga aplicada é dada por p(t) = p,sen(et) onde p, =1000kN e @ =19,5rad/s. A
carga é ressonante e € aplicada a massa m, durante um intervalo de tempo de 0,32s.

As constantes de mola sdo k, =k, =10MN/m e as massas sdé0 m = m, =10000kg .

Para a andlise linear, considera-se 0 amortecimento como sendo do tipo Viscoso

proporcional com uma taxa de amortecimento de 5% paratodo o sistema.

C, G

Figura (6.1) — Sistema massa-mola-amortecedor.

A resposta é calculada através do método da superposi¢cdo modal, onde as equactes de
movimento sd0 desacopladas pela transformacdo de coordenadas e resolvidas
independentemente, uma a uma, por integracdo direta no dominio do tempo usando a
integral de Duhamel (Solugdo Modal) e pelo método ImFT (Implicit Transform Fourier)
com afuncéo de resposta complexa em frequéncia sendo gerada pela definicédo (Solucéo
ImFT - FRCF Definicéo) e de formarecursiva (Solucdo ImFT - FRCF Recursiva).

As matrizes de massa, rigidez e amortecimento proporcional viscoso, em coordenadas
fisicas sdo dadas por
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m:(:I_O4 kg)% (])-%,

k = (10" MN/m fﬁl _215

5 2828 -014140
= (10 Nm/s) 0}
1414 0,4243

Resolvendo-se o problema de autovalor, determinam-se a matriz modal (autovetores) e

os quadrados das frequiéncias naturais (autoval ores) do sistema que sdo dados por

_, 08507 -05257[]
® =10 5
5257 08507 H

Lf0_ 086200 MwD_ 19540

2D Be1sol” Hold B

Apbés a transformacdo modal, as matrizes modais de massa, rigidez e amortecimento

tornam-se

n
M =1 kg)% 1%

K = (10° MN/m %)382

2 618%’

_ 954 0 O
C= (105 Nm/s)ﬁé’ 0 5,117%
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—o— Solucdo Modal

——Solucdo ImFT FRCF Definigdo

—— Solucédo ImFT - FRCF Recursiva

0,0003 ~

-0,00015 +

(w) sojusweoo|sag

-0,0003 -

Tempo (s)

Figura (6.2) — Historico de ded ocamentos para a massa m; - Exemplo 1.

—&— Parte real H Definicdo

—o— Parte real H Recursiva

100

0,009 +

0,005 +

0,001 4

-100

H ap |eay aued

-0,003 -

-0,007 -

do Espectro de Fourier

Frequéncias

Figura (6.3) — Parte real dafungdo de resposta para a massa m; — Exemplo 1.
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—&— Parte complexa H Defini¢do

—— Parte complexa H Recursiva

0,03 4

0,015 -

-20

o
©

H ap exajdwo) aued

-0,015 A

-0,03 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.4) — Parte complexa da funcdo de resposta para a massa m; — Exemplo 1.

—o— Solucdo Modal

—— Solucgdo ImFT - FRCF Definigédo
—— Solucado ImFT - FRCF Recursiva

0,00018 4
0,00012 +
0,00006 +
-0,00006 -
-0,00012 -

(w) soluaweao|sag

-0,00018 -

Tempo (s)

Figura (6.5) — Historico de deslocamentos para a massa m, — Exemplo 1.
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Parte Real de H

—o— Parte real H Definicédo
—— Parte real H Recursiva

0,0002
-180 & -60 60 180
-0,0007
-0,0016 -
Frequéncias do Espectro de Fourier
Figura (6.6) — Parte real dafuncdo de resposta para a massa m, — Exemplo 1.
0,0032 - _—
—o— Parte complexa H Definigao
—+— Parte complexa H Recursiva
0,0016 -
T
()
©
©
x
o
Q.
% -100 -50
@)
(&)
s
IS
a8

-0,0016 -

-0,0032 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.7) — Parte complexa da func&o de resposta para a massa m, — Exemplo 1.
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O histérico de deslocamentos para as duas massas concentradas foram encontrados

considerando um periodo estendido de T, =19,2s onde se adotou 2000 termos no

espectro de Fourier sendo o intervalo de tempo, At =0,0096s.

Os valores plotados das funcbes de resposta complexa em freqiéncia foram gerados

utilizando-se 200 termos no espectro de Fourier.

Observa-se que os historicos de deslocamentos obtidos para as massas M, e M,

através do método ImFT utilizando tanto a geracéo da funcéo de resposta complexa em
freqliéncia pela definicdo quanto pela recursividade produzem resultados idénticos
quando comparados aos resultados obtidos pelo método de integracdo direta no dominio
do tempo, o que comprova a boa precisdo dos resultados quando se utiliza 0 método

ImFT com afuncéo de resposta gerada de maneira recursiva, Figuras (6.2) e (6.5).

Os valores dos termos da matriz de fungdo de resposta complexa necessarios aos
cdlculos da resposta dinamica quando se utiliza o método ImFT, obtidos através da
geracao recursiva, S0 t8o precisos quanto estes mesmos valores calculados pela
definicdo, fato que pode ser claramente observado quando se compara a parte rea e
complexa de tais valores, gerados através dos dois métodos, Figuras (6.3), (6.4), (6.6) e
(6.7).

72



6.3 EXEMPLO 2

O sistema estrutural no qual a massa possui um grau de liberdade, mostrado na Figura

(6.8) tem como propriedades fisicas uma massa de m=45000kg, uma rigidez de
k =41100kN/m e um amortecimento do tipo histerético dado por um coeficiente
A =0,025. Tal sistema esta submetido a uma carga senoidal dada por p(t) = p, sen(cot)
com w =15rad/s e p, =50000kN . As condi¢Oes iniciais s0 deslocamento inicial

v, =04me v, =0.

o v(t)
Cr
L\
m —
k p(t)
O O

Figura (6.8) - Sistema massa-mola

A frequéncia natural e o periodo de vibragéo do sistema séo dados por

w, =\/E =1/@ =30,22rad/s,
m 45

T =2 0o0,21s.
,

n

Selecionado-se o intervalo de tempo, At =0,01s, as respostas foram calculadas

utilizando 2000 termos no espectro de Fourier. Dessa forma, o periodo estendido,
T, = NAt, éigud a 20ss.
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—— Solugéo ImFT - FRCF Defini¢do
—0— Solugéo ImFT - FRCF Recursiva

1,2 4
0,8 -
—~ 04
E
%)
o
o
o
e 0L T T T )
] 0,25 0,5 0,75 1
o
o
n
[
D _014 .
0,8
-1,2 -

Tempo (s)

Figura (6.9) — Histérico de ded ocamentos da massa para condic¢fes iniciais nulas — Exemplo 2.

—— Solugéo ImFT - FRCF Definigéo
—0— Solugdo ImFT - FRCF Recursiva

124
0,8 -
04rL
.25 0,5

0,75, 1

Deslocamentos (m)
o

0,4 1

0,8 1

21,2 7
Tempo (s)

Figura (6.10) — Histérico de deslocamentos da massa para deslocamento inicial — Exemplo 2.
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Parte Real de H

Parte Complexa de H

-120

—o— Parte real H Definicdo
—o— Parte real H Recursiva

-60 60 120

-0,0001 4

-0,0002 +

! J

-0,0003 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.11) — Parte real dafuncdo de resposta para o sistema — Exemplo 2.

—o— Parte complexa H Defini¢do
—+— Parte complexa H Recursiva

-0,00006 -

-0,00009 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.12) — Parte complexa da func&o de resposta para o sistema— Exemplo 2.
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Os valores das fungbes de resposta complexa em frequéncia plotados acima foram
obtidos usando um numero de frequéncias no espectro de Fourier igual a 200.

Os histéricos de deslocamentos para 0 sistema massa-mola-amortecedor partindo tanto
da condicéo de repouso quanto da situacdo onde possui condic¢des iniciais ndo nulas,
Figuras (6.9) e (6.10), mostram a excelente precisdo dos resultados quando se utiliza a
funcdo de resposta complexa gerada de maneira recursiva. Este fato pode ser melhor
observado através dos valores da parte real e complexa da funcéo de resposta complexa
plotados tanto para a geragdo de tal fungdo de maneira convencional quanto de forma
recursiva, Figuras (6.11) e (6.12).
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6.4 EXEMPLO 3

O shear building da Figura (6.13) foi analisado por Mario Paz (1979) e aqui sera
submetido a excitagdo mostrada na Figura (6.14), aplicada no piso mais elevado. Foi
mantido o sistema de unidades utilizado nagquel e trabalho, para fins de comparagéo.

m = 25 k.s7in

K1 =5000k/in

mp = 50 k.s7in

K2 =5000k/in

ms = 100 k.s7in

Kz = 15000 k/in

AAMNAANY AANAAANY

Figura (6.13) — Shear Building.

P (k)
A
150 | _____

> t(9

0,0 0,4 0,6

Figura (6.14) — Carga atuante.

Tomando um modelo de shear building discretizado em elementos finitos tem-se a
massa de cada lagje concentrada em um unico ponto. Considerando que cada ponto de
massa possui apenas um grau de liberdade, pode-se obter paratal grau de liberdade uma
equacdo de equilibrio dindmico. Portanto, para o shear building da Figura (6.13) tem-se

trés graus de liberdade, sendo cada grau de liberdade associado a respectiva massa
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concentrada de cada lgje. Portanto, tem-se um conjunto de trés equagdes de equilibrio
dindmico acopladas, sendo o acoplamento causado pela rigidez e amortecimento do

sistema

A resposta do sistema pode ser obtida através da metodol ogia descrita na se¢éo 1.1, isto
é, desacoplando-se 0 sistema pela transformagdo modal e integrando-se as equacdes
resultantes pela formulacdo matricial do Méodo ImFT (Implicit Transform Fourier
method).

1) @ my = 25 k.s%/in

K1 = 10000 k/in
(2 mp = 50 k.s%/in
K1 = 10000 k/in

<3 ms = 100 k.s%in

Ky =30000 k/in

AN

Figura (6.15) — Shear Building discretizado.

As matrizes de massa e rigidez em coordenadas fisicas séo

@5 0 0(Q
m=(l kipEin)30 50 07
0 0 1008
0l -1 00
k=(0* kipsin)gt1 2 -15
0 -1 48
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Adotando-se uma taxa de amortecimento viscoso de 5% para o primeiro modo de
vibragdo e de 7% para o terceiro modo de vibragdo, chegase a matriz de

amortecimento em coordenadas fisicas, dada por

07000 -5960 0 [
c=(L kip[¥in)3+59,60 14000 —59,607
5 0 -5060 280,005

Resolvendo-se o problema de autovalor, determinam-se a matriz modal (autovetores) e

os quadrados das frequiéncias naturais (autovalores) do sistema

0126 -0089 0126 [
®=100 0  -01007
032 0089 00320

w0 83770 w0 09150
0.0_0d 0- 0. 0.0 d
[w, 0= 0400 OU [w,0=0 20 O rad/s.

W ez RolH Fee7ed

Apés a transformacdo modal, as matrizes modais de massa, rigidez e amortecimento

tornam-se

0 0 oQ
M = (L kip®%/in)30 1 o
B 0 1H

8377 0 0 O
K =(0° kipsiin)ij5 0 400 0 E
50 0 71620
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0915 O 0 O

_( e 0
C=(kip®in){; 0 280 0

HO 0 46850

Os histéricos de deslocamentos correspondentes as respectivas massas concentradas

foram obtidos considerando um periodo estendido de T, =30s onde adotou-se 2000

termos no espectro de Fourier e um intervalo de tempo, At =0,015s.

O historico de resposta do sistema calculado pelo método ImFT utilizando a geracéo da
funco de resposta complexa em freguéncia de forma convencional e recursiva €
comparado com o histérico de resposta obtido por um processo de integracdo no

dominio do tempo usando aintegral de Duhamel, figuras (6.16), (6.19) e (6.22).

0,045 1 . —o— Solucdo Modal
—x— Solugéo ImFT - FRCF Definicdo
—o— Solu¢do ImFT - FRCF Recursiva

0,03 +

0,015 4

Deslocamentos (in)
o

-0,015 +

-0,03 +

-0,045 -

Tempo (s)

Figura (6.16) — Histérico de deslocamentos para al1® massa concentrada — Exemplo 3.
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0,06 4

—&o— Parte real H Definicédo
—+ Parte real H Recursiva
,035 1
T
(]
©
< G
o} 0,01 ]
s :
g
= N N
& 60 -30 30 60
-0,015 -
-0,04 -
Frequéncias do Espectro de Fourier
, ~ 0
Figura (6.17) — Parte real dafunc&o de resposta para al™ massa concentrada— Exemplo 3.
—&— Parte complexa H Definicdo
—+— Parte complexa H Recursiva
T
(]
©
©
x
Q
o
g 20 40
O
2
3
a -0,012 -
-0,032 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.18) — Parte complexa da func&o de resposta para a1® massa concentrada — Exemplo 3.
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—o— Solugdo Modal

—x— Solugéo ImFT - FRCF Definicdo

—0— Solucdo ImFT - FRCF Recursiva

0,032 ~

0,002 +
-0,008 +

(ur) soluawes0|saq

-0,018 4

-0,028 -

Tempo (s)

Figura (6.19) — Histérico de deslocamentos para a2® massa concentrada— Exemplo 3.

——o— Parte real H Definigao

—— Parte real H Recursiva
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0,01 -

0,005 -

-0,005 -
-0,01 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.20) — Parte real dafuncdo de resposta paraa 2° massa concentrada — Exemplo 3.
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Parte Complexa de H

Figura (6.21) —

0,01 4

0,006

0,002

-0,002 +

Deslocamentos (in)

-0,006 -

-0,01 -

—&— Parte complexa H Definicdo
—o— Parte complexa H Recursiva

30 60

-0,006 -

-0,012 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Parte complexa da funcéo de resposta paraa 2° massa concentrada — Exemplo 3.

—eo— Solugdo Modal
—— Solugéo ImFT - FRCF Definicdo
—+— Solugéo ImFT - FRCF Recursiva

Tempo (s)

Figura (6.22) — Histérico de deslocamentos para a 3 massa concentrada — Exemplo 3.
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Figura (6.23) — Parte real dafung&o de respostaparaa 3- massa concentrada— Exemplo 3.
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Figura (6.24) — Parte complexa da fungdo de resposta para a 3° massa concentrada — Exemplo 3.



Os valores discretos da funcéo de resposta complexa em frequéncia, H , utilizando-se
um nuimero de freqiiéncias do espectro de Fourier igual a 200 sdo cal culados tanto pela
definicdo quanto pela geracdo recursiva. Verificase mais uma vez que a formulagdo

recursiva ndo introduz erros numericos significativos nosvaloresde H .

Novamente, podemos observar a precisdo do método ImFT usando a geragéo recursiva

dos termos da matriz [H] para o calculo do histérico de deslocamentos.

Observa-se uma peguena diferenca entre as respostas transientes obtidas pelo método da
solucdo Modal e pelo método ImFT, fato que pode ser atribuido a forma do
carregamento considerada e ao valor do nimero de Fourier (valor de N ) adotado paraa

solucdo do exemplo.
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6.5EXEMPLO 4

Seguindo um exemplo descrito por Wilson et al. (1973), a viga em balanco da Figura
(6.25) € andlisada sob a agdo da carga que, neste exemplo, € considerada como mostrada
na Figura (6.26). A viga tem como propriedades fisicas uma massa especifica

y =1kg/m’, inércia da secdio transversal | =10°m*, modulo de elasticidade

E =10° N/m e um vao de 10 m. Considera-se o sistema possuindo amortecimento do

tipo viscoso proporcional com uma taxa de amortecimento & = 5%.

L

Figura (6.25) - Viga engastada.

P (k)
A
150

> t (S)
0,0 6,0

Figura (6.26) — Carga atuante.

Com o intervalo de tempo, At =0,01s, as respostas foram calculadas utilizando 2000
termos no espectro de Fourier. Dessa forma, o periodo estendido, T, = NAt e igua a

20s.
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——Solugdo ImFT - FRCF Definicéo

—— Solugdo ImFT - FRCF Recursiva
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0,8
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Tempo (s)

Figura (6.27) — Histérico de desl ocamentos para a viga— Exemplo 4.

—o— Parte real H Definicéo
—0o— Parte real H Recursiva
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0,04 -
-0,02 -

-0,08 -

H ap [eay aued

-0,14 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Exemplo 4.

Figura (6.28) — Parte real dafuncdo de resposta paraaviga -
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—o— Parte complexa H Definicdo
—— Parte complexa H Recursiva

10 20 30

Parte Complexa de H

-0,5 -

-1 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.29) — Parte complexa da funcéo de resposta para a viga— Exemplo 4.

A resposta foi calculada pelo método ImFT com a funcéo de resposta complexa em

freqliéncia gerada pela definicdo e de formarecursiva.

Pelo exposto na Figura (6.27), o método ImFT utilizando a geragdo recursiva conduz a
resultados idénticos em relagdo ao método ImFT usando a geragdo dos termos da matriz
[H] peladefinicio.

Para efeito de comparagdo, os valores discretos das funcbes de resposta complexa em
freqiiéncia gerados pela definicdo e de forma recursiva séo plotados, para 200 termos

no espectro de Fourier, nas Figuras (6.28) e (6.29).
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6.6 EXEMPLO 5

O shear building da Figura (6.30) foi analisado por Clough e Penzien (1993) e aqui sera
submetido & excitagdo mostrada na Figura (6.31), aplicada no piso mais elevado. Foi
mantido o sistemas de unidades utilizado naquel e trabal ho para fins de comparacéo.

m = 1,0 k.s%in
K1=300k/in
mp = 1,5 k.s%in
K2 =600k/in
me = 2,0 k.s/in
Kz =900k/in
AAARAANN AARRRANN

Figura (6.30) — Shear Building.

PK)

A
100 k

> t(9
0,0 0,05

Figura (6.31) — Carga atuante.

A resposta foi calculada através da metodologia descrita na secdo 1.1, isto €
desacoplando-se 0 sistema pela transformacdo modal e resolvendo as equacOes

resultantes pela formulacdo matricial do Método ImFT (Implicit Transform Fourier
method).
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f)

@ my = 1,0k./in
—

K1 =600k/ in

(2 mp = 1,5 k.$fin
Ky =1200K/ in

— 25
<3 mz =2,0k.s4/in

K1 =1800k/ in

AN

Figura (6.32) — Shear Building discretizado.

As matrizes de massa e rigidez em coordenadas fisicas sdo

30 0 0Q
m=(l kipE¥in)G0 15 05
B 0 208
m -1 00
k= (600 kips/in)iF1 3 -27
B -2 50

Adotando-se uma taxa de amortecimento viscoso de 5% para 0 primeiro e terceiro

modos de vibrac&o da estrutura, obtém-se a matriz de amortecimento em coordenadas
fisicas, dada por

(2306 -1317 0 [0
c=(Lkipin)(}+1317 5434 -2633;
5 0 -2633 85620

Resolvendo-se o0 problema de autovalor, determinam-se a matriz modal (autovetores) e

os quadrados das frequiéncias naturais (autovalores) do sistema
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(0,743 -0636 0211 ]
¢ = %),482 0386 -0,5355
224 0432 0513

w’0 [21088 0 [0 14,520

[
w2 H= Hee3.96 Ho Ho, 0= FBL05H radss.
[]
]

qo?H [R12529H HoH #6104

Apés a transformacdo modal, as matrizes modais de massa, rigidez e amortecimento

tornam-se

1 0 0O

— a2 U

M ={ kip®in)Go 1 05

B 0 1H
21088 O 0 O
—hoF Kine O
K =(0° kipsin)g] 0 96396 0 .
5 0 0 2125298

345 0 00
C=(@kip®in){H0 310 0 A
50 0 5650

As respostas dos deslocamentos para os trés graus de liberdade foram encontradas

considerando um periodo estendido de T, =20s onde adotou-se 2000 termos no

espectro de Fourier e um intervalo de tempo, At =0,01s.

A resposta do sistema é calculada pelo méodo ImFT onde a funco de resposta

complexa em frequiéncia € gerada pela definicéo e de maneirarecursiva.
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—— Solucdo ImFT - FRCF Defini¢céo

—— Solucdo ImFT - FRCF Recursiva

0,11 4

(w) sojluaweso|sag

-0,11 -

Tempo (s)

Figura (6.33) — Histdrico de deslocamentos para al1® massa concentrada — Exemplo 5.

—&— Parte real H Definigdo
—0— Parte real H Recursiva

0,02 ~

k
o

-0,01 +

H ap [eay aued

-0,02 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.34) - Parte real dafuncdo de resposta para a1® massa concentrada — Exemplo 5.
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Parte Complexa de H

—&— Parte complexa H Definicdo
—o— Parte complexa H Recursiva

40 80

-0,003 -

-0,008 -

-0,013 -

Frequéncias do Espectro de Fourier
Figura (6.35) — Parte complexa da funcéo de resposta para a1® massa concentrada — Exemplo 5.
0,07 ~

—— Solugdo ImFT - FRCF Definicao
—+ Solugdo ImFT - FRCF Recursiva

Deslocamentos (m)

-0,07 -

Tempo (s)

Figura (6.36) — Histdrico de deslocamentos para a2° massa concentrada— Exemplo 5.
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—o— Parte real H Definicdo
—+— Parte real H Recursiva
T
[
©
©
o)
04 0,0004
g
T - :
S 140 140
-0,0016
-0,0036 -
Frequéncias do Espectro de Fourier
) = 0
Figura (6.37) — Parte real dafuncéo de resposta paraa 2= massa concentrada— Exemplo 5.
—&— Parte complexa H Defini¢do
—— Parte complexa H Recursiva
T
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°
©
X
Q
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% -100 -50 50 100
O
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[
a -0,004 A
-0,01 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.38) — Parte complexa da funcéo de resposta para a 2° massa concentrada — Exemplo 5.
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Deslocamentos (m)

Parte Real de H
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—— Solugdo ImFT - FRCF Definicdo
—0— Solucdo ImFT - FRCF Recursiva
0,016 -
O = T
1
-0,016 -
-0,032 -
Tempo (s)
Figura (6.39) — Histérico de deslocamentos para a 3 massa concentrada — Exemplo 5.
0,002 -
——o— Parte real H Definicao
—+— Parte real H Recursiva
0,001
-180 180
-0,001 -
-0,002 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.40) — Parte real dafuncdo de resposta paraa 3 massa concentrada— Exemplo 5.
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—&— Parte complexa H Defini¢éo
—o— Parte complexa H Recursiva

-100

Parte Complexa de H

-0,0034 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.41) — Parte complexa da funcéo de resposta para a 3 massa concentrada— Exemplo 5.

Os graficos que mostram os valores da parte real e complexa dos termos da matriz [H]

foram plotados utilizando 200 termos no espectro de Fourier.

A fim de verificar o processo de interpolacéo usando o0 método de Lagrange, plota-se 0s
valores da parte real e complexa da funcéo de resposta complexa para 0 conjunto de
valores de frequéncias pertencentes aos intervalos anterior e posterior a frequéncia

natural no espectro de frequiéncias para a primeira massa de lg e concentrada.
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Parte Real de H

Parte Complexa de H
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24 -12

0 12 24
Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.42) — Parte real dafungéo de resposta antes de w,, — Exemplo 5.

0,003 4

—0— Valores de H Calculados
—&— Valores de H Interpolados

-14 14

-0,003 -

Frequéncias do Espectro de Fourier

Figura (6.43) — Parte complexa da funcéo de resposta antes de w,, — Exemplo 5.
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Parte Complexa de H
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-40

—o— Valores de H Calculados
—a— Valores de H Interpolados
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-0,0125 4

-0,025 -

10 20 30
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Figura (6.44) — Parte real dafungéo de resposta depois de w, — Exemplo 5.
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Figura (6.45) — Parte complexa da funcéo de resposta depois de @, — Exemplo 5.
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Através do exemplo, comprova-se mais uma vez o bom desempenho da geracéo
recursiva dos termos da matriz [H] para o calculo do histérico de deslocamentos em

todos os pontos da estrutura os quais foram analisados através do método ImFT, Figuras
(6.33), (6.36) e (6.39).

O processo de interpolacéo o qual utiliza o método de Lagrange para a obtencéo de um
polindmio interpolador para o calculo dos termos da matriz [H] constitue-se em uma
0opcao interessante para a determinagéo da funcéo de resposta complexa em frequéncia
uma vez que este processo apresenta bons resultados os quais podem ser vistos atraves
das Figuras (6.42), (6.43), (6.44) e (6.45) as quais mostram a parte real e complexa dos

valores dos termos de [H] :
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CAPITULO 7

CONCLUSOESE SUGESTOES

7.1 CONCLUSOES

A andlise dindmica no dominio da frequéncia tornou-se competitiva com o
aparecimento do algoritmo FFT. Ao longo de décadas este algoritmo foi sendo
aperfeicoado e adaptado para varios campos cientificos, entre eles, o0 campo da dindmica
estrutural. O método ImFT (Implicit Transform Fourier) criado a partir do inicio da
década de 1990, tem-se firmado nos ultimos anos como um método alternativo a andlise

no dominio dafrequéncia.

O método de interpolacdo para o cdculo da funcdo de resposta complexa em frequiéncia
proposto por Clough e Penzien (1993) para a solucéo de sistemas acoplados, usando a
Transformada Répida de Fourier é potenciadmente t&o trabalhoso quanto a extracéo

modal que 0 mesmo procura evitar.

O método de geracao recursiva da funcéo de resposta complexa em freqiiéncia mostrou-
se téo preciso quanto o método de calculo pela definicdo, ou sgja, a geracao recursiva
ndo produz erros numéricos significativos, o que € comprovado pela excelente precisio

dos resultados.

O célculo da resposta pelo Método ImFT usando a geracdo da funcéo de resposta
complexa em freqiéncia pela definicdo exige um nimero de operacdes aritméticas da
ordem de 7N, sendo N 0 nimero de termos do espectro de fregiiéncias. Ja com a

geracao recursiva da funcéo H (i w), 0 numero de operacdes aritméticas é da ordem de



5N . Para andlises néo lineares passo-a-passo, a diferenca no nimero de operacoes da

ordem de 2N pode ser significativa na economia de esfor¢co computacional .

7.2 SUGESTOES

Implementar a técnica de geracdo recursiva da funcdo de resposta complexa em

freqiiéncia na aplicacdo do Método ImFT na analise ndo linear passo-a-passo.

Pesquisar novas formas de geracdo recursiva da fungcdo de resposta complexa em

frequéncia, por exemplo, a obtengdo de h;,, emfuncdo de h,.

Pesguisar o método de interpolacéo de Clough e Penzien (1993) para multiplos graus de
liberdade (J > 2).
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