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RESUMO 
 

 

Este trabalho tem por objetivo introduzir a formulação analítica para a geração recursiva  

da matriz de função de resposta complexa em freqüência no uso do Método da 

Transformada Implícita de Fourier para o cálculo da resposta dinâmica de sistemas 

estruturais. A geração recursiva da matriz de função de resposta complexa em 

freqüência tende a reduzir o trabalho computacional na análise dinâmica estrutural no 

domínio da freqüência. Descreve-se o método de interpolação proposto por Clough e 

Penzien (1993) para a geração da matriz de função de resposta complexa em freqüência. 

Discute-se ainda, um método de interpolação onde se utiliza os polinômios de 

Lagrange. Alguns exemplos numéricos são feitos com o objetivo de comparar os 

métodos de geração da matriz de função de resposta complexa em freqüência.   
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ABSTRACT 
 

 

This work aims to introduce an analytical formulation for the recursive generation of 

frequency complex response function matrix to use in the implicit Fourier transform 

method to calculate the dynamic response of structural systems. Recursive generation of 

complex response function matrix intends to reduce the computational effort in 

structural dynamics analysis in the frequency domain. In the same context interpolation 

method proposed by Clough and Penzien (1993) to generate complex response function 

matrix is discussed. An alternative strategy using Lagrange polynomials as interpolation 

function is verified. Numerical examples are given comparing computational efficiency 

of the strategies to generate complex response function matrix.  
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CAPÍTULO 1 
 

 

CONSIDERAÇÕES GERAIS 
 

 

1.1 INTRODUÇÃO 
 

 

A análise dinâmica linear e não linear tem-se desenvolvido crescentemente nas últimas 

décadas. Este fato é provocado pela evolução tecnológica criada com o advento do 

computador que, cada vez mais, se torna próprio para a análise de sistemas complexos. 

Tal desenvolvimento se deve, ainda, à necessidade da adoção de modelos dinâmicos 

mais realísticos e sofisticados que podem resultar em maior economia e segurança no 

cálculo de estruturas vitais ao desenvolvimento humano, tais como usinas nucleares, 

barragens, aviões, edifícios altos, plataformas marítimas, entre outras. 

 

A resposta dos sistemas estruturais submetidos a excitações dinâmicas pode ser obtida 

no domínio do tempo ou no domínio da freqüência, sendo que o método a ser adotado 

para a solução do problema depende das propriedades físicas do sistema e da excitação 

exercida sobre o mesmo. 

 

Os métodos de análise de sistemas dinâmicos lineares baseados no domínio do tempo, 

onde a resposta é obtida pela solução da integral de Duhamel, podem ser aplicados 

utilizando-se coordenadas físicas ou coordenadas modais. As soluções em coordenadas 

físicas utilizam processos de integração passo-a-passo, porém, sua estabilidade e a 

precisão no processo de integração dependem do intervalo de tempo adotado (Bathe 

1982). Com isso, pode ser exigido um esforço computacional muito grande na solução 

de sistemas onde se necessite de um intervalo de tempo muito pequeno na análise. Entre 

esses métodos, pode-se citar o método de Newmark-β (Newmark, 1959) e o método de 

Wilson-θ (Wilson, 1973). Já a solução em coordenadas modais utiliza o método de 
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superposição modal clássico, onde as equações dinâmicas são desacopladas pela 

transformação modal. A resposta para cada equação de equilíbrio dinâmico desacoplada 

é então obtida independentemente, uma a uma, por integração direta realizada de forma 

analítica, depois de utilizar um processo de linearização da carga. 

 

O método de superposição modal apresenta duas vantagens sobre os métodos de 

integração passo-a-passo. A primeira refere-se à excelente interpretação do 

comportamento físico do sistema, através da análise das freqüências naturais de 

vibração e dos modos normais de vibração, e a segunda vantagem relaciona-se à 

economia de esforço computacional devido a possibilidade de truncamento modal. No 

entanto, todos estes métodos já foram largamente estudados no passado e atualmente se 

encontram bem desenvolvidos em termos analíticos e computacionais. 

 

Os métodos baseados no domínio da freqüência utilizam como ferramenta matemática 

as transformadas de Fourier, cuja estabilidade permite que se usem intervalos de tempo 

maiores que os geralmente utilizados nos processos de integração no domínio do tempo. 

Além disso, existem situações onde as características físicas do sistema, tais como a 

rigidez e o amortecimento são dependentes da freqüência de excitação, o que torna a 

análise no domínio da freqüência a única forma eficiente de solução. Considere como 

exemplo os sistemas modelados com amortecimento histerético. Tais sistemas 

apresentam sua equação de equilíbrio dinâmico em uma forma que não pode ser escrita 

no domínio do tempo (Crandall, 1970), porque possui um termo que é função da 

freqüência. Outro exemplo, são os sistemas que envolvem domínios infinitos, como 

ocorre por exemplo em sistemas solo-estrutura onde o solo possui uma extensão 

infinita. A dissipação de energia em tal situação ocorre predominantemente pela ação 

conjunta de mecanismos de amortecimento do tipo estrutural e geométrico e, dessa 

forma, também só podem ser tratados adequadamente no domínio da freqüência 

(Hall,1982). 

 

Os métodos de análise dinâmica no domínio da freqüência, em sua formulação clássica, 

empregam as transformadas discretas de Fourier (DFT) através do algoritmo FFT (Fast 

Fourier Transform) para a obtenção da resposta de sistemas físicos reais. Apesar da 
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grande redução do consumo de esforço computacional fornecido pelo algoritmo FFT, 

ele apresenta duas restrições que se tornam desvantagens quando utilizado para o 

cálculo da resposta dinâmica de um sistema estrutural de grande porte. 

 

A primeira desvantagem se deve ao fato de se impor ao número N  de freqüências  

discretas a condição de ser uma potência de 2 , ou seja, jN 2= , com j  inteiro. Assim, 

havendo necessidade de aumento da precisão, dobra-se o número de pontos necessários 

para a análise, isto é, NN j 22 1
1 == + , o que acarreta o aumento do esforço 

computacional. 

 

O segundo problema refere-se ao fato de que, com uso da FFT, a resposta é calculada 

necessariamente em N  pontos, enquanto o comportamento do sistema geralmente pode 

ser descrito com um número bem menor deles. 

 

Pesquisa recente desenvolvida por Venâncio-Filho e A. M. Claret tem contribuído para 

o estabelecimento de uma formulação alternativa denominada Método da Transformada  

de Fourier Implícita, na qual não existe a condição acima sobre o número N  de termos 

no cálculo das transformadas discretas de Fourier, e na qual a resposta pode ser 

calculada em um número arbitrário de pontos, desde que este número traduza 

adequadamente o comportamento do sistema. Outra grande vantagem desta formulação 

é que as transformadas discretas de Fourier, direta e inversa, são calculadas ao mesmo 

tempo, de forma implícita, no procedimento que leva diretamente à resposta no domínio 

do tempo. 

 

Esse método, aplicável a sistemas dinâmicos fisicamente lineares e não-lineares, 

dotados de amortecimento viscoso, histerético ou dependente da freqüência, é 

potencialmente econômico quanto ao esforço computacional quando comparado com o 

método clássico de análise no domínio da freqüência, para análises não-lineares. No 

entanto, a necessidade da extração modal e do cálculo da função de resposta complexa 

em freqüência constituem passos ainda muito demorados. 
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Em trabalho recente, Clough e Penzien (1993) combinam o processo clássico de solução 

das equações de equilíbrio dinâmico em coordenadas físicas no domínio da freqüência, 

através do uso das transformadas discretas de Fourier, com o processo de interpolação  

para a geração das funções de resposta complexa em freqüência. Paralelamente, Claret 

(2000) propôs uma técnica de geração recursiva da função de resposta complexa em 

freqüência. 

 

No presente trabalho utiliza-se o método da transformada implícita de Fourier, onde a 

função de resposta complexa em freqüência é gerada recursivamente para a obtenção da 

resposta dinâmica. Uma breve discussão sobre a viabilidade em termos de eficiência 

computacional, da análise de sistemas dinâmicos não-lineares através do método ImFT,  

levando-se em consideração a geração recursiva da função de resposta complexa em 

freqüência e a matriz inversa da matriz do tipo Toeplitz é apresentada. 

 

Ainda, tomando como base a técnica de interpolação proposta por Clough e Penzien, 

desenvolve-se neste trabalho um método de interpolação para a determinação dos 

termos da matriz de função de resposta complexa em freqüência. Exemplos numéricos 

são fornecidos para ilustrar a precisão do método proposto. 

 

 

1.2 OBJETIVOS 
 

Este trabalho tem como objetivo introduzir a geração recursiva da função de resposta 

complexa em freqüência, Claret (2000), na formulação do método ImFT (Implicit 

Transform Fourier) e discutir a viabilidade de sua aplicação à análise não-linear de 

sistemas dinâmicos. 
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1.3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 

A análise dinâmica no domínio da freqüência tornou-se realidade com o surgimento do 

algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) devido a Cooley e Tukey (1965), que resultou 

na computação rápida das transformadas discretas de Fourier (DFT). Meek e Veletsos 

(1974) propõem um método de se computar as DFT onde o número de termos utilizados 

nas FFT é menor do que os normalmente necessários. Hall (1982) propõe uma 

modificação no algoritmo FFT para o uso na dinâmica estrutural, onde o número de 

termos necessários passa a ser igual a uma potência inteira de 2 multiplicada por 2 ou 3, 

ao invés de ser uma potência inteira de 2 como no algoritmo original. Humar e Hong 

Xia (1993) e Hall e Beck (1993) analisaram um método onde a função de resposta 

complexa em freqüência original é substituída por uma função mais suave, através do 

aumento do amortecimento do sistema. Isto permite que se tome um período estendido 

menor para o cálculo das DFT, com conseqüente economia computacional. 

 

Venâncio Filho e Claret (1991) apresentam a formulação matricial para a análise 

dinâmica de sistemas lineares de um grau de liberdade no domínio da freqüência, onde 

as transformadas de Fourier, discreta e inversa, são realizadas implicitamente. Este 

procedimento foi posteriormente estendido por Claret (1991), Venâncio Filho (1994), 

Venâncio Filho e Claret (1996) para sistemas com múltiplos graus de liberdade, tanto 

lineares como não-lineares. 

 

Em sistemas com vários graus de liberdade, quando o amortecimento for considerado 

distribuído de forma semelhante à da massa e da rigidez, ele é dito ser proporcional. 

Sistemas com amortecimento proporcional podem ter suas equações de movimento 

desacopladas pela transformação modal, Caughey e O’Kelly (1965). Com isso, a 

resposta em coordenadas físicas pode ser obtida pela superposição da resposta em 

coordenadas modais, tanto no domínio do tempo como no da freqüência (Clough, 

1996). 
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Para sistemas estruturais com características mais complexas de amortecimento, as 

equações de movimento não são desacopladas pela transformação modal e o 

amortecimento é dito não-proporcional. Foss (1952) e Hurty e Rubinstein (1964) 

sugerem a utilização de modos complexos para desacoplar as equações de movimento 

de tais sistemas. Porém, o problema de autovalor, neste caso, é duas vezes maior que o 

tradicional, e os modos complexos dificultam a interpretação física do problema, Mau 

(1988). Mesmo assim, esta solução foi empregada por Singh (1980), Veletsos e Ventura 

(1976), Singh e Ghafory-Ashtiany (1986), Singh e Suarez, (1986) e Chen e Taylor 

(1987), variando entre um e outro autor apenas o processo usado na extração dos modos 

complexos e na superposição para o cálculo da resposta. 

 

Uma forma de se obter uma solução aproximada de um sistema com amortecimento 

não-proporcional, apresentada por Thomson et al (1974) e Warburton e Soni (1977), é 

desprezar os termos de fora da diagonal da matriz de amortecimento, após a 

transformação modal. 

 

Outro procedimento que vem sendo empregado para tratar sistemas com amortecimento 

não-proporcional, e que, na verdade, pode ser empregado para sistemas com todos os 

tipos de não-linearidades é conhecido como método das pseudo-forças. Por esse 

processo, os termos não-lineares são transferidos para o lado direito das equações de 

movimento modais e tratados como pseudo-forças. O sistema resultante é resolvido por 

um processo iterativo, no domínio do tempo como o fazem Claret e Venâncio Filho, 

(1991) e Ibrahimbegovic e Wilson, (1989), ou por um processo misto domínio do 

tempo-domínio da freqüência, como proposto por Ling e Wu (1987) e Cameron e 

Griffin (1989), e depois generalizado por Aprile et al (1994). Dentro desta linha há 

também os trabalhos de Kawamoto (1983) e Wolf e Darbre (1987). 

 

Claret e Venâncio-Filho (1991) fazem um amplo estudo desse método, fornecendo 

inclusive sua condição de convergência e introduzindo os conceitos de índice de 

acoplamento e de índice de convergência para caracterizar o grau de não-

proporcionalidade do sistema. Chen e Taylor (1990), utilizam uma base de vetores de 

Ritz para desacoplar as equações de movimento. 
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Claret (1991) estende a formulação matricial para sistemas não-lineares com vários 

graus de liberdade no que é seguido por Venâncio-Filho (1994), Venâncio-Filho e 

Claret (1996), e Ferreira (1998). 

 

Venâncio-Filho e Claret (1995) apresentam um estudo sobre os métodos de solução de 

sistemas acoplados no domínio da freqüência onde são apresentadas as formulações da 

resposta clássica em coordenadas nodais e da resposta utilizando o método das pseu-

forças em coordenadas modais, a fim de descrever o esforço computacional exigido em 

cada método. 

 

Ribeiro (1998) desenvolve o embasamento analítico e a compreensão física da 

formulação matricial, em relação ao estabelecido anteriormente. Demostra-se que a 

matriz que opera sobre a excitação produzindo a resposta é uma matriz de Toeplitz e 

que, pelo princípio da causalidade, ela é triangular inferior, o que simplifica a 

implementação, além de reduzir o trabalho computacional. 

 

Clough e Penzien (1993) apresentam uma técnica de interpolação para a obtenção dos 

termos da matriz de função de resposta complexa em freqüência onde, a partir da 

dedução de um polinômio interpolador, chega-se aos valores das funções de resposta 

para cada freqüência discreta, determinando assim a matriz de função de resposta em 

freqüência.  

 

Mansur, Venâncio-Filho e Claret (1996) aplicam o método de interpolação da função de 

resposta complexa em freqüência proposto por Clough à análise de problemas solo-

estrutura submetidos a excitações sísmicas, verificando a redução do trabalho 

computacional e a boa convergência do processo. 

 

Claret (2000), utilizando a formulação matricial para a análise dinâmica de sistemas 

lineares, propõe o desenvolvimento analítico da recursividade da função de resposta 

complexa em freqüência para o amortecimento viscoso. 
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1.4 REVISÃO SUMÁRIA 
 

O capítulo 2 apresenta um método de solução, proposto por Clough e Penzien (1993), 

no domínio da freqüência e em coordenadas físicas, do conjunto de equações de 

equilíbrio dinâmico,  geradas pela discretização de sistemas estruturais com vários graus 

de liberdade em elementos finitos. Por este método, a resposta é obtida através da 

solução clássica utilizando as transformadas discretas de Fourier com o uso da FFT 

onde os termos da matriz de função de resposta em freqüência são obtidos por um 

processo de interpolação. Neste processo não se utiliza a extração modal, porém, deve-

se determinar o polinômio interpolador a ser usado para a determinação de todos os 

termos da matriz de função complexa em freqüência. Uma adaptação desse método é 

apresentada em que as funções de resposta complexa em freqüência são calculadas por 

interpolação em coordenadas modais. 

 

O capítulo 3 descreve a formulação matricial para a análise dinâmica de estruturas no 

domínio da freqüência para um grau de liberdade, o que, logo após, é feito para vários 

graus de liberdade. Desenvolve-se a formulação analítica para a geração recursiva dos 

termos da matriz de função de resposta complexa em freqüência. 

 

O capítulo 4 apresenta uma maneira alternativa de se resolver a equação desenvolvida 

pelo método ImFT, através da definição de uma matriz inversa da matriz de Toeplitz 

utilizada na equação clássica de tal método. Discute-se, de maneira resumida, a 

aplicação de tal equação à análise não-linear no domínio da freqüência. 

 

O capítulo 5 apresenta algumas formulações para a implementação computacional do 

método ImFT e realiza-se um estudo sobre a viabilidade, em termos da eficiência 

computacional, da geração recursiva dos termos da matriz de função de resposta 

complexa em freqüência comparada à geração de tais termos na forma convencional. 

 



 

 9 

No capítulo 6 são apresentados exemplos numéricos comparando os resultados obtidos 

com o uso da formulação matricial, utilizando a geração convencional e recursiva da 

matriz de função de resposta em freqüência. 

 

O capítulo 7 apresenta as conclusões e sugestões. 

 

 

 



CAPÍTULO 2 
 

 

TÉCNICA DE CLOUGH E PENZIEN (1993) PARA A 

OBTENÇÃO DA FUNÇÃO DE RESPOSTA COMPLEXA 

EM FREQUÊNCIA POR INTERPOLAÇÃO 
 

 

2.1 INTRODUÇÃO 
 

 

A análise dinâmica de estruturas com vários graus de liberdade envolve a solução do 

sistema de equações de movimento resultantes de sua discretização em elementos 

finitos. 

 

Este sistema de equações pode ser resolvido diretamente em coordenadas físicas através 

de métodos de integração passo-a-passo no domínio do tempo ou, com uso das 

transformadas de Fourier, no domínio da freqüência. Alternativamente, tal sistema de 

equações pode ser desacoplado, e as equações podem ser integradas independentemente, 

uma a uma, no domínio do tempo através do método de superposição modal. 

 

O método da superposição modal exige que a matriz de amortecimento do sistema seja 

ortogonal à base modal, isto é, que as propriedades de amortecimento do sistema 

estrutural possam ser postas sob a forma de uma matriz de amortecimento proporcional 

o que é válido para estruturas comuns. Porém, em estruturas compostas, quando as 

propriedades de amortecimento de seus elementos são muito diferentes, em natureza ou 

magnitude, o amortecimento é não-proporcional. Sistemas estruturais com 

amortecimento não-proporcional não possuem modos normais de vibração e, 

conseqüentemente, o método de superposição modal não pode ser aplicado. 
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Considere-se o sistema de múltiplos graus de liberdade com J  coordenadas nodais. O 

sistema possui amortecimento viscoso e histerético, sendo sua equação de equilíbrio 

dinâmico dada por 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } ,    2  tptvktvkDitvctvm =+++ &&&  (2.1) 

 

no domínio do tempo e por 

 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ][ ] { } { } ,      00
 2 PVkikcm D =+++− ωω  (2.2) 

 

no domínio da freqüência. Nestas equações [ ]m  e [ ]k  são, respectivamente, as matrizes 

de massa e rigidez de ordem J , [ ]c  é a matriz de amortecimento viscoso e [ ]Dk  é a 

matriz de amortecimento histerético, ambas de ordem J . ( ){ }tv&& , ( ){ }tv&  e ( ){ }tv  são, 

respectivamente, os vetores de aceleração, velocidade e deslocamentos da massa, todos 

de ordem J  no domínio do tempo. { }0V  e { }0P  são, respectivamente, os vetores 

transformadas dos deslocamentos e da carga, de ordem J , na freqüência ω . Da 

equação (2.2), obtém-se 

 

{ } ( )[ ] { } ,  00 PiHV ω=  (2.3) 

 

onde 

 

( )[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ][ ] 1 2      
−

+++−= kikcmiH Dωωω  (2.4) 

 

é a matriz de função de resposta complexa em freqüência. Pode-se observar que 

( )[ ]ωiH  não é função apenas de ω e 2ω , mas também de [ ]c  e [ ]k , quando tais 

matrizes são dependentes da freqüência. 

 

Para uma carga arbitrária, ( ){ }tp , tem-se no domínio da freqüência a equação 
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( ){ } ( )[ ] ( ){ }ωωω iPiHiV  =  (2.5) 

 

onde ( ){ }ωiP  e ( ){ }ωiV  são, respectivamente, as transformadas de Fourier da carga e 

dos deslocamentos nodais. A transformada discreta de Fourier de ( ){ }tp  é ( ){ }ωiP , 

cujos elementos designados por ( )mP ω , são dados por 

 

( ) ( ) ( ) ,  
1

/2∑
=

−∆=
N

n

Nmni
nm etptP πω   (2.6) 

 

onde ( )Nmm  , ,3 ,2 ,1   ⋅⋅⋅=ω  e ( )Nntn  , ,3 ,2 ,1   ⋅⋅⋅=  são, respectivamente, as freqüências 

e os tempos discretos e N  é o número de pontos na transformada discreta de Fourier. 

Levando (2.6) em (2.5) obtém-se a transformada discreta do deslocamento nodal, iv , 

que é 

 

( ) ( ) ( ) ( ) .   
1 1

/2∑ ∑
= =

−∆=
J

j

N

n

Nmni
njmijmi etpHtV πωω  (2.7) 

 

A resposta no domínio do tempo para o i-ésimo grau de liberdade, ( )ni tv , é a 

transformada inversa discreta de Fourier de ( )miV ω  que é dada por 

 

( ) ( ) ( ) .  
2 1

/2∑
=

∆=
N

m

Nmni
mini eVtv πω

π
ω  (2.8) 

 

Levando à equação (2.8) a expressão de ( )miV ω  dada em (2.7), obtém-se a resposta no 

domínio do tempo 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .   1
1 1n

/2

1

/2


























= ∑ ∑∑

= =

−

=

J

j

N
Nmni

njmij

N

m

Nmni
ni etpHe

N
tv ππ ω  (2.9) 
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O surgimento do algoritmo FFT teve um impacto positivo no campo da dinâmica 

estrutural, pois sendo um método de cálculo eficiente das transformadas de Fourier deu 

ao método de análise dinâmica no domínio da freqüência competitividade em relação 

aos métodos de análise no domínio do tempo. Porém, a equação (2.9) acima demonstra 

que o esforço computacional envolvido é ainda muito grande quando comparado aos 

métodos de solução no domínio do tempo o que constitui um obstáculo ao uso prático 

de análises no domínio da freqüência. 

 

Este capítulo apresenta um método de solução para o sistema de equações dinâmicas 

acopladas, no domínio da freqüência, proposto por Clough e Penzien (1993). A resposta 

do sistema é obtida pela solução clássica através das transformadas discretas de Fourier 

com o uso do algoritmo FFT, porém a função de resposta complexa é gerada por um 

processo de interpolação. 

 

 

2.2 MÉTODO PRÁTICO PARA A SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DE 

MOVIMENTO ACOPLADAS 
 

As equações de movimento de um sistema com J  graus de liberdade e dotado de 

amortecimento viscoso, em coordenadas físicas, são dadas por 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } ,    tptvktvctvm =++ &&&  (2.10) 

 

onde [ ]m , [ ]c  e [ ]k  são, respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento viscoso 

e rigidez, de ordem J , ( ){ }tv&& , ( ){ }tv&  e ( ){ }tv , são, respectivamente, os vetores de 

aceleração, velocidade e deslocamento, de ordem J , e ( ){ }tp  é o vetor de carga, de 

ordem J . 

 

No domínio da freqüência, o conjunto de equações (2.10) pode ser escrito como 
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[ ] [ ]( ) [ ]( )[ ] ( ){ } ( ){ }ωωωω iPiVcim =+−  2      k   (2.11) 

 

sendo ω  uma freqüência particular do espectro de N  freqüências e onde ( ){ }ωiV  e 

( ){ }ωiP  são, respectivamente, as transformadas de Fourier dos vetores de 

deslocamentos e cargas, ambos de ordem J . As equações (2.11) podem ser escritas 

como 

 

( )[ ] ( ){ } ( ){ } ,  ωωω iPiViI =  (2.12) 

 

onde 

 

( )[ ] [ ] [ ]( ) [ ]( )    2 cimkiI ωωω +−=  (2.13) 

 

é conhecida como a matriz de impedância ou matriz de rigidez dinâmica, e é quadrada, 

de ordem J . A solução clássica da equação (2.12) para o vetor de deslocamentos no 

domínio da freqüência é dada por 

 

( ){ } ( )[ ] ( ){ } ,  ωωω iPiHiV =  (2.14) 

 

onde ( )[ ]ωiH  é a matriz de resposta complexa em freqüência, de ordem J  obtida para 

cada freqüência do espectro. Por outro lado, premultiplicando ambos os lados da 

equação (2.12) pelo inverso da matriz de impedância, o vetor de resposta ( ){ }ωiV  pode 

ser obtido por 

 

( ){ } ( )[ ] ( ){ } ,  I 1- ωωω iPiiV =  (2.15) 

 

de onde se conclui que 

 

( )[ ] ( )[ ] 1- ωω iIiH =  (2.16) 
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sendo, obviamente, 

 

( )[ ] ( )[ ] [ ] .  1- IiIiI =ωω  (2.17) 

 

Embora seja possível criar programas computacionais que realizem este tipo de solução 

através da matriz inversa, pois o método computacional para a inversão da matriz 

complexa da equação (2.15) é o mesmo para uma matriz real, tal solução se torna 

impraticável. Por um lado, segundo Mansur et allii (1996), o esforço computacional 

para a inversão de uma matriz real de ordem N  é da ordem de 3 N  operações enquanto 

que para uma matriz complexa o mesmo esforço é da ordem de ( ) 3 2N . Por outro lado, 

se usada diretamente, esta solução envolve J  inversões dos termos da matriz de 

impedância complexa de ordem J , para cada freqüência discreta pertencente ao 

espectro de freqüências, o que exige um enorme esforço computacional, dessa forma 

inviabilizando este tipo de solução. 

 

Uma forma alternativa de solução do sistema de equações (2.12) é através do método de 

Gauss. Tomando-se a matriz ( ) { }[ ]ωω iVI (:  utiliza-se de transformações lineares para 

reduzir tal matriz aumentada a uma matriz triangular superior. O sistema triangular é, 

então, resolvido por substituições retroativas. No entanto, segundo Burden e Faires 

(1993), o esforço computacional necessário para a obtenção da solução de um sistema 

real, cuja ordem de uma matriz seja N , é de ( ) 3/2 3N  operações aritméticas, fato que 

inviabiliza o uso de tal método. 

 

Clough e Penzien (1993) propõe um método em que as funções de resposta complexa 

em freqüência ( )ωiHij  são obtidas para valores discretos de freqüências ω  no espectro 

de Fourier. A partir da dedução de um polinômio interpolador que é função de quatro 

incógnitas, divide-se o espectro de freqüências de Fourier em intervalos, e, cada 

intervalo em três subintervalos onde se determinam quatro equações para os valores de 

início e fim de cada subintervalo. Então, resolvendo o sistema de quatro equações 

complexas, determinam-se os valores das quatro incógnitas e, assim, a partir destes 
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valores conhecidos, usando o polinômio interpolador, calculam-se todos os outros 

valores das funções de resposta complexa.  

 

Uma vez que a matriz de função de resposta complexa é obtida, as respostas do sistema 

de equações para múltiplos conjuntos de cargas podem ser produzidas facilmente,  

convertendo os vetores de cargas no domínio do tempo para o domínio da freqüência 

pela transformada de Fourier através do algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) e, 

então, multiplicando os vetores resultantes em cada caso pela matriz de função de 

resposta complexa, gerando os deslocamentos no domínio da freqüência. Encontrado os 

vetores de transformada dos deslocamentos para cada conjunto de cargas, ele pode ser 

convertido para o domínio do tempo através da transformada de Fourier inversa, 

obtendo assim o conjunto de deslocamentos no domínio do tempo. 

 

 

2.3 MÉTODO DE INTERPOLAÇÃO PARA A GERAÇÃO DA 

FUNÇÃO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUÊNCIA 
 

A interpolação da função de resposta complexa em freqüência em intervalos idênticos, 

ω∆ , sobre o espectro de freqüências pode ser realizada utilizando uma função de 

interpolação que corresponda à forma de tais funções, desde que ambas as partes, real e 

imaginária, sejam funções suaves de ω . Para efeito de exposição, a função de 

interpolação será obtida para um sistema com dois graus de liberdade com 

amortecimento histerético. 

 

As equações de movimento em coordenadas nodais para o sistema de dois graus de 

liberdade no domínio da freqüência são dadas por 

 

[ ] [ ]( ) [ ][ ] ( ){ } ( ){ } ,  2 k   2 ωωω iPiVkDim =+−  (2.18) 

 

em que [ ]m  e [ ]k  são, respectivamente, as matrizes de massa e rigidez de ordem 2 , e o  

vetor ( ){ }ωiP  é a transformada de Fourier do vetor de carga ( ){ }tp , de ordem 2 . 
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Utilizando o método da superposição modal para a solução do conjunto de equações 

(2.18), efetua-se a seguinte transformação de coordenadas 

 

( ){ } [ ] ( ){ } ,   ωω iYiV Φ=  (2.19) 

 

onde ( ){ }ωiY  é o vetor de coordenadas generalizadas e [ ]Φ  uma matriz de ordem 2 , 

cujas colunas são os modos normais de vibração { }iφ  do sistema. Levando a equação 

(2.19) em (2.18) e premutiplicando-se os dois lados da equação por [ ] T Φ , tem-se 

 

( ) ( ) { } ( ){ }ωωω iPiYDKiMK
T 

1111
2

1  2 Φ=+−  (2.20) 

 

( ) ( ) { } ( ){ }ωωω iPiYDKiMK
T 

2222
2

2  2 Φ=+−   (2.21) 

 

que são as equações de movimento do sistema em coordenadas modais, no domínio da 

freqüência. 

 

Deduz-se a expressão somente para uma função de resposta complexa em freqüência, 

por exemplo, ( )ωiH11 , a qual é a função de resposta entre a carga ( )tp1  e o 

deslocamento ( )tv1 . No domínio da freqüência, ( ){ }tv  é dado em coordenadas modais 

por 

 

( ) ( ) ( ), 2121111 ωφωφω iYiYiV +=  (2.22) 

 

( ) ( ) ( ). 2221212 ωφωφω iYiYiV +=   (2.23) 

 

Para gerar ( )ωiH11 , admite-se que ( ){ } { } T
iP 0  1 =ω , então 

 

{ } ( ){ } { }{ } 112111
 

1 0  1     φφφω ==Φ
TT

iP  (2.24) 
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{ } ( ){ } { }{ } . 0  1    122212
 

2 φφφω ==Φ
TT

iP   (2.25) 

 

As equações (2.20) e (2.21) podem ser colocadas sob a forma 

 

( ) { } ( ){ } , 
) 2 ( 11

2
1

 
1

1 DKiMK
iPiY

T

+−
Φ=
ω

ωω  (2.26) 

 

( ) { } ( ){ } . 
) 2 (

 
22

2
2

 
2

2 DKiMK
iPiY

T

+−
Φ=
ω

ωω  (2.27) 

 

A resposta clássica para o conjunto de equações (2.18) é da forma 

 

( ){ } ( )[ ] ( ){ } ,  ωωω iPiHiV =  (2.28) 

 

e sendo a carga dada por ( ){ } { } T
iP 0  1 =ω  conclui-se que 

 

( ) ( ). 111 ωω iHiV =  (2.29) 

 

Tomando o resultado de (2.24) e (2.25) em (2.26) e (2.27), substituindo em (2.22) e 

considerando (2.28) obtém-se 

 

( ) . 
22 22

2
2

2
12

11
2

1

2
11

11 DKiMKDKiMK
iH

+−
+

+−
=

ω
φ

ω
φω  (2.30) 

 

Esta equação pode ser colocada na forma de uma fração única equivalente dada por 

 

( )
DC

BAiH
++

+= 24

2

11 ωω
ωω  (2.31) 
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na qual A  é uma constante real para o sistema adotado e B , C  e D  são constantes 

complexas. Repetindo o processo acima, o mesmo se encontra para cada uma das outras 

funções de resposta complexa, ( )ωiH12 , ( )ωiH 21  e ( )ωiH 22 .  

 

 
Figura (2.1) - Interpolação das funções de resposta complexa em freqüência. 

 

Segundo Clough e Penzien (1993), a equação (2.31) pode ser utilizada como uma 

função de interpolação para a determinação de qualquer função de resposta complexa 

( )ωiHij  de um sistema de múltiplos graus de liberdade. Para a aplicação de tal processo 

de interpolação, deve-se,  em primeiro lugar, dividir o espectro de freqüências total em 

∇ intervalos onde 

 

, 
δ
N=∇  (2.32) 

 

em que N  é o número total de freqüências no espectro de freqüências de Fourier e δ  é 

o número de freqüências que deve ser arbitrado em cada intervalo. Considerando cada 

intervalo, este é subdividido em três subintervalos onde se tomam quatro valores 

consecutivos de ω  que correspondem aos valores iniciais e finais de cada subintervalo. 

A partir destas considerações, tem-se a forma discreta de (2.31) que é 

 

( ) , 
2
3n 

2
3-n          , 24

2






 +<<







++
+= qmq

DC
BAiH

mnmmnm

mnmmn
mij ωω

ωω  (2.33) 
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em que ωω ∆= mm , onde ω∆  é o incremento de freqüência constante utilizado para a 

geração do espectro de freqüências através da Transformada Rápida de Fourier. mnA , 

mnB , mnC  e mnD  são todas tratadas como constantes complexas ainda que mnA  seja real. 

Estas quatro constantes complexas são avaliadas aplicando a equação (2.33) para cada 

um dos quatro valores discretos e consecutivos de mω . Como mostrado na Figura (2.1), 

estes valores são ω∆1m , ω∆2m , ω∆3m  e ω∆4m , onde 

 

. 
2
3  e  

2
1  , 

2
1  , 

2
3

4321 




 +=





 +=





 −=





 −= qnmqnmqnmqnm  (2.34) 

 

Nesta equação, q  ou ( )3/δ , representa o número de freqüências pertencentes aos 

subintervalos definidos pelas freqüências mω . Cada um dos quatro valores de m  dados 

pela equação (2.34) são, então, introduzidos na equação (2.16) de forma a determinar os 

respectivos valores de ( )mij iH ω . Aplicando a equação (2.33) para cada um dos valores 

de ( )mij iH ω  determinados, obtêm-se quatro equações algébricas complexas envolvendo 

as incógnitas mnA , mnB , mnC  e mnD . Após resolver o sistema de equações, os valores 

numéricos das incógnitas são substituídos na equação (2.33), dessa forma, definindo a 

equação do polinômio interpolador a ser usado para a determinação dos valores das 

funções de resposta complexa em freqüência correspondentes aos valores das 

freqüências, variando no intervalo ( ) ( )q (3/2)nq (3/2)-n +<< m . Este mesmo método 

é, então, repetido para ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ,  2/21 , 2/15 , 2/9 , 2/3 ⋅⋅⋅= qqqqn  até que o conjunto 

máximo de freqüências seja abordado, de maneira a obter todos os valores das funções 

de resposta complexa. 

 

Ainda segundo Clough e Penzien (1993), o conjunto de valores mais favoráveis a serem 

adotados para q  ou ( )3/δ , levando em consideração a precisão e o esforço 

computacional, exige uma considerável experiência com o método. De qualquer forma, 

se deve atentar para o fato de que o intervalo de freqüências, δ , nunca deve incluir mais 

de que duas freqüências naturais devido a forma da função de interpolação ser aquela 
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deduzida para uma função de resposta complexa tomando como hipótese um sistema 

com dois graus de liberdade para o qual somente dois picos podem ser representados.    

 

É interessante observar que o método de interpolação descrito acima não precisa ser 

empregado para a obtenção de todos os valores de [ ]H . Tal método pode ser aplicado 

apenas para a geração dos termos da matriz [ ]H  correspondentes à primeira parte do 

espectro de Fourier, sendo os outros valores obtidos pelo uso das propriedades dos 

números complexos conjugados. A resposta no domínio da freqüência é, então, dada por 

 

( ){ } ( )[ ] ( ){ } .  ωωω iPiHiV =  (2.35) 

 

Clough afirma que a função de interpolação, a qual foi deduzida tomando como 

hipótese básica um sistema de dois graus de liberdade e uma carga dada por 

( ){ } { } T
iP 0  1 =ω , pode ser usada para a obtenção dos termos da matriz [ ]H  para um 

sistema com múltiplos graus de liberdade1. No entanto, a determinação do polinômio 

interpolador tomando como hipótese um sistema com três graus de liberdade pode ser 

realizada de forma análoga à descrita anteriormente para um sistema com dois graus de 

liberdade. Atenção especial deve ser dada a geração de ( )ωiH11  que, para o caso 

descrito, deve admitir uma carga dada como 

 

( ){ } { } . 0  0  1  TiP =ω  (2.36) 

 

Desta maneira, tem-se ( )ωiH11  dado por 

 

( ) . 
222 33

2
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2
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22
2

2

2
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11
2

1

2
11

11 DKiMKDKiMKDKiMK
iH

+−
+

+−
+

+−
=

ω
φ

ω
φ

ω
φω  (2.37) 

 

A equação (2.37) pode ser escrita em uma forma compacta dada por 

 

                                                           
1 Vide Clough, R. W. e Penzien, J., 1993, Dynamics of structures. 2 ed., McGraw-Hill. pp-225. 
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( ) , 246

24

11 θωγωβω
σωλωω
+++

++Ψ=iH  (2.38) 

 

onde Ψ  é uma constante real para o sistema e λ , σ , β , γ  e θ  são constantes 

complexas. Repetindo o processo anterior, encontra-se para cada uma das outras 

funções de resposta complexa em freqüência, ( )ωiHij , expressões análogas. 

 

De maneira análoga ao caso do sistema com dois graus de liberdade deve-se, em 

primeiro lugar dividir o espectro de Fourier em ∇  intervalos. Posteriormente, cada 

intervalo deve ser novamente dividido em cinco subintervalos onde se tomam seis 

valores consecutivos de ω  correspondentes aos valores de início e fim de cada 

subintervalo. Determinam-se os valores de ( )ωiHij  para cada um dos seis valores 

discretos. Aplicando a equação (2.38) para cada um dos valores de ( )mij iH ω  

determinados, obtêm-se seis equações algébricas complexas envolvendo as incógnitas 

Ψ , λ , σ , β , γ  e θ . A solução de tal sistema complexo fornece todos os valores das 

constantes possibilitando assim, a determinação do polinômio interpolador a ser usado 

para a  obtenção de todos os outros valores das funções de resposta complexa em 

freqüência.  

 

Para sistemas com quatro e cinco graus de liberdade, pode-se deduzir expressões para o  

polinômio interpolador de maneira idêntica aos casos anteriores. Tais expressões são 

dadas, respectivamente por 

 

, 2468

246

11 Ω++++
∆+++Ψ=

ωθωγωβω
ωσωλωH  (2.40) 

 

. 246810

2468

11 ζωωθωγωβω
µωωσωλω
+Ω++++

+∆+++Ψ=H  (2.41) 
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Conforme as equações anteriores observa-se que a equação para a obtenção do 

polinômio interpolador pode ser generalizada. Para um sistema estrutural com J  graus 

de liberdade tem-se 

 

. 1 , ,2 ,1 ,0          , 22

2

11 −⋅⋅⋅=
+

Ψ= JkH k
k

J

k
k

ωηω
ω  (2.42) 

 

onde kΨ  e kη  com 1 , ,2 ,1 ,0 −⋅⋅⋅= Jk  são todas tratadas como constantes complexas 

ainda que 0Ψ  seja real. Como descrito anteriormente, encontram-se, para cada uma das 

outras expressões das funções de resposta complexa, expressões análogas. 

 

Para um sistema com J  graus de liberdade deve-se determinar J2  constantes 

complexas a fim de definir o polinômio interpolador. Após dividir o espectro de 

freqüências em α  intervalos deve-se subdividir cada intervalo em 12 −J  subintervalos 

de modo a definir um sistema com J2  equações lineares. O sistema de equações é, 

então, resolvido determinando-se assim os valores de todas as constantes. Através dos 

valores destas constantes, define-se o polinômio interpolador que deve ser usado a fim 

de obter os valores das funções de resposta complexa em freqüência. 

 

 

2.4 MÉTODO DE INTERPOLAÇÃO PARA A GERAÇÃO DA 

FUNÇÃO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUÊNCIA PARA 

SISTEMAS DESACOPLADOS 
 

O método de interpolação proposto por Clough e Penzien (1993) sugere o 

desenvolvimento de um método semelhante aplicado a sistemas que, ao serem 

desacoplados pela transformação modal, podem ter suas equações de movimento 

resolvidas independentemente uma a uma. 

 

Cada equação de equilíbrio dinâmico desacoplada pela transformação modal pode ser 

resolvida por um método de análise dinâmica no domínio da freqüência conhecido 
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como Método da Transformada Implícita de Fourier. Por este método, para cada ponto 

da estrutura a ser analisado gera-se um espectro de freqüências de Fourier que serve 

como base para a determinação dos termos da matriz de função de resposta complexa 

em freqüência a qual possibilita a obtenção do histórico de deslocamentos para tal ponto 

da estrutura analisado. 

 

Tomando como base o conhecimento de um certo conjunto de valores ),( ii yx  de uma 

determinada função, podemos deduzir um polinômio interpolador, específico para tal 

função nos pontos ),( ii yx  através de um processo de geração do polinômio interpolador 

conhecido como Método de Lagrange. Por este método, obtém-se um polinômio 

interpolador conhecido como polinômio interpolador de Lagrange através do qual  

calcula-se os outros valores incluídos dentro do conjunto de pontos tomados para a 

geração de tal polinômio. 

 

O espectro de Fourier, gerado para cada ponto da estrutura a ser analisado através do 

Método ImFT, pode ser dividido em duas partes. A primeira parte corresponde aos 

valores de freqüências discretas anteriores a nω  e a segunda parte, corresponde aos 

valores das freqüências discretas posteriores a nω . Em cada parte do espectro pode-se 

definir, a partir de um conjunto de valores ) )(,( ωω ijH , um polinômio interpolador de 

Lagrange que deve ser usado para o cálculo de todos os outros valores de )(ωijH . 

 

Este processo de interpolação pode ser realizado apenas para a primeira parte do 

espectro de Fourier. Os outros valores das funções de resposta complexa podem ser 

obtidos utilizando a propriedade de números complexos conjugados. 



 

 

CAPÍTULO 3 
 

 

GERAÇÃO RECURSIVA DA FUNÇÃO DE RESPOSTA 

COMPLEXA EM FREQUÊNCIA PELO MÉTODO DA 

TRANSFORMADA IMPLÍCITA DE FOURIER 
 

 

3.1 INTRODUÇÃO 
 

 

A formulação da análise dinâmica no domínio da freqüência com a Transformada 

Implícita de Fourier foi apresentada por Claret (1991) e Venâncio Filho e Claret, 

(1992). Este método é aplicável a sistemas dinâmicos com amortecimento viscoso, 

histerético ou dependente da freqüência e apresenta redução do esforço computacional 

quando comparado com o método clássico de análise que utiliza o algoritmo FFT. 

 

Para a solução de problemas reais na engenharia, a análise dinâmica no domínio da 

freqüência, utilizando a formulação matricial, torna-se elegantemente simplificada. No 

entanto, ainda existem dois problemas que afetam o desempenho numérico desta 

formulação. O primeiro é a necessidade da extração modal e o segundo refere-se ao 

processo de cálculo dos valores discretos da função de resposta complexa em 

freqüência; estes problemas ainda exigem um considerável esforço computacional, 

principalmente na análise não-linear. 

 

Neste capítulo, apresenta-se um método analítico para a geração recursiva dos termos da 

matriz de função de resposta complexa em freqüência, reduzindo dessa maneira o 

trabalho computacional a ser consumido na análise da resposta dinâmica. 
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3.2 FORMULAÇÃO MATRICIAL PARA SISTEMAS COM UM 

GRAU DE LIBERDADE 
 

O sistema de um grau de liberdade mostrado na Figura (3.1) está sujeito a uma 

excitação dinâmica ( )tp  aplicada à massa m , a qual vibra a partir de condições iniciais 

nulas. 

 

 
 

Figura (3.1) - Sistema massa-mola-amortecedor. 

 

A equação de movimento é dada por 

 

( ) ( ) ( ) ( ), tptkvtvctvm =++ &&&  (3.1) 

 

onde m  é a massa, c  é o amortecimento viscoso, k  é a rigidez e ( )tv&& , ( )tv&  e ( )tv  são, 

respectivamente, a aceleração, velocidade e o deslocamento da massa. A resposta deste 

sistema à excitação aplicada pode ser analisada no domínio da freqüência através das 

transformadas de Fourier dadas por 

 

( ) ( ) ( ) , 1 , ,1 ,0          ,  
1

0

/2 −⋅⋅⋅=∆∆=∆ ∑
−

=

− NmetnptmP
N

n

Nmni πω  (3.2) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) , 1 , ,1 ,0          ,  
2

1

0

/2 −⋅⋅⋅=∆∆∆=∆ ∑
−

=

NnemHmPtnv
N

m

Nmni πωω
π
ω  (3.3) 
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onde ( )ω∆mH  é dado por 

 

( ) , 1 , ,1 ,0         , 
)()(

1
2 −⋅⋅⋅=

+∆+∆−
=∆ Nm

kcmim
mH

ωω
ω  (3.4) 

 

com as cargas e a resposta em suas formas discretizadas ( )tnp ∆  e ( )tnv ∆ . 

Considerando o número de termos de Fourier, N , par, as freqüências são computadas 

de 1 a N , mas são equivalentes às mostradas na Tabela (3.1) o que se deve a 

periodicidade implícita às transformadas de Fourier. 

 
Termos de Fourier 

m  
Freqüência 

ωω ∆= mm  

0  0  
1 ω∆  
2  ω∆2  
. . 
. . 
. . 

2/N  ( )[ ] ω∆−  12/N  

( ) 12/ +N  ( ) ω∆ 2/N  

( ) 22/ +N  ( )[ ] ω∆−−  12/N  
. . 
. . 
. . 

2−N  ω∆− 2  
1−N  ω∆−  

 

Tabela (3.1) – Relação entre m  e ω∆m  para N  par. 

 

Os intervalos t∆  e ω∆  são definidos como 

 

, 2          , 
p

p

TN
T

t πω =∆=∆  (3.5) 

 

onde pT  é conhecido como o período estendido, ou seja, o período adotado para a carga. 
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Do segundo teorema de Moivre, da teoria dos números complexos (Wyle e Barret, 

1995) tem-se 

 
( ) . /2 Nie πξ =  (3.6) 

 

Assim, com a notação acima a equação, (3.2) toma a forma 

 

( ) ( ) .1 , ,1 ,0          , 
1

0

−⋅⋅⋅=∆∆=∆ ∑
−

=

− NmtnptmP
N

n

mnξω  (3.7) 

 

Tomando ( )ω∆mP  e ( )tnp ∆  como os vetores 

 

( ){ } [ ] [ ] [ ] ( )[ ]{ } ,  1  , , 2 ,  , 0 ωωωω ∆−⋅⋅⋅∆∆=∆ NPPPPmP  (3.8) 

 

e 

 

( ){ } [ ] [ ] [ ] ( )[ ]{ } ,  1  , , 2 ,  , 0 tNptptpptnp ∆−⋅⋅⋅∆∆=∆  (3.9) 

 

e mn−ξ  como o termo genérico da matriz 
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as N  equações expressas por (3.7) podem ser colocadas sob a seguinte forma matricial 

 

{ } { } .][ * pEtP ∆=  (3.11) 



 

 29 

Tomando agora ( )tnv ∆  como o vetor 

 

( ){ } [ ] [ ] [ ] ( )[ ]{ } ,  1  , , 2 ,  , 0 tNvtvtvvtnv ∆−⋅⋅⋅∆∆=∆  (3.12) 

 

e ( )[ ]ω∆mH  dado em (3.4) como a matriz 
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as N  equações expressas por (3.3) podem ser colocadas sob a seguinte forma matricial 

 

{ } [ ][ ] { } ,   
2

PHEv
π
ω∆=  (3.14) 

 

sendo [ ]E  a matriz 
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Levando (3.11) em (3.14), tem-se 
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{ } [ ][ ] [ ]{ } .    
2

* pEHEtv ∆∆=
π
ω  (3.16) 

 

De (3.5) vem 

 

, 1
2 N

t =∆∆
π
ω  (3.17) 

 

que, quando levado em (3.16), produz 

 

{ } [ ][ ] [ ]{ } .    1 * pEHE
N

v =  (3.18) 

 

Esta é a expressão que representa a formulação matricial para a análise dinâmica de 

sistemas de um grau de liberdade no domínio da freqüência, da forma como foi 

apresentada por Venâncio Filho e Claret, (1991). Esta expressão contém a transformada 

de Fourier da carga, seu produto pela função de resposta complexa em freqüência e a 

transformada inversa de Fourier deste produto, gerando dessa forma a resposta no 

domínio do tempo. Por este motivo, a equação foi denominada de ImFT (Implicit 

Fourier Transform) ( Venâncio Filho, 1994). 

 

A equação (3.18) pode ser colocada sob uma forma ainda mais compacta (Venâncio 

Filho e Claret, 1996) 

 

{ } [ ] { } ,  1 pe
N

v =  (3.19) 

 

onde 

 

[ ] . ][ ][ ][ *EHEe =  (3.20) 

 



 

 31 

A expressão (3.19) representa uma forma compacta e simples para o cálculo da 

resposta.  

 

O produto matricial em (3.20) envolve operações no domínio do tempo com operações 

no domínio da freqüência, e por este motivo, deve ser resolvido de maneira que a 

equação (3.19) obedeça ao princípio da causalidade que vigora sobre todos os sistemas 

fisicamente realizáveis. A equação (3.19) será causal desde que ( )tv  em um instante t  

dependa da história antecedente de excitação ( )τp  para t<τ  (Crandall, 1969). Para 

que isto ocorra, a matriz [ ]e  deve possuir, portanto, todos os seus termos acima da 

diagonal principal nulos. 

 

Ribeiro (1998) demonstra que a matriz [ ]e  é do tipo Toeplitz, que é como são 

conhecidas as matrizes, geralmente cheias, com elementos constantes ao longo das 

diagonais, 
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 (3.21) 

 

fato que permitiu além de aperfeiçoar a programação do método ImFT, grande 

economia de tempo computacional. Por (3.19) e (3.21), a resposta do sistema pode ser 

calculada por 

 

. 1 , ,0          , 1
0

−⋅⋅⋅== ∑
=

Nipe
N

v
i

j
jiji  (3.22) 
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De forma semelhante à equação (3.19), o histórico de velocidades pode ser obtido pela 

expressão matricial 

 

{ } [ ] { } ,  1 pe
N

v && =  (3.23) 

 

onde 

 

[ ] , ][ ][ ][ *EHEe && =  (3.24) 

 

sendo ][H&  uma matriz diagonal com o elemento genérico dado por 

 

( ) . 1 , ,0          , 
)()( 2 −⋅⋅⋅=
+∆+∆−

∆=∆ Nm
kcmim

immH
ωω

ωω&  (3.25) 

 

Desta maneira, o histórico de velocidades do sistema é calculado por expressões 

semelhantes às do cálculo dos deslocamentos, a menos do fator ( )ω∆im . 

 

Seja o sistema de um grau de liberdade mostrado na Figura (3.1) sujeito a uma excitação 

dinâmica ( )tp , aplicada à massa m , a qual possui condições iniciais não nulas. As 

condições iniciais são um deslocamento 0v  e uma velocidade 0v& . 

 

A resposta do sistema a um deslocamento 0v  é encontrada deslocando-se a origem dos 

eixos para 0v  e aplicando (3.19) para uma força de magnitude igual a 0kv− . Por (3.19), 

tem-se 

 

{ } [ ] {}( ) {} , 1 1 1
00 vkve

N
vd +−=  (3.26) 

 

onde {}1  é um vetor unitário. 
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A expressão para a resposta devida a velocidade inicial 0v&  pode ser encontrada do fato 

de a resposta ( )th  de um sistema submetido a um impulso unitário ( )tδ  ser igual a 

resposta do mesmo sistema a uma velocidade inicial igual a ( )m/1 , Meirovitch (1986). 

Logo, a resposta a uma velocidade inicial igual a ( )mvmv /100 && =  vale 

 

( ) ( ), 0 thvmtv &=  (3.27) 

 

sendo a força, que produz a resposta dada por 

 

( ) ( ), 0 tvmtp δ&=  (3.28) 

 

onde ( )tδ  é a função impulso unitário aplicada em 0=t  e que, para ser utilizada na 

equação (3.19), deve ser posta sob a forma 

 

( ){ } { } , 1 δδ
t

t
∆

=  (3.29) 

 

onde { }δ  é um vetor com o primeiro elemento igual a 1 e os demais nulos. 

 

Portanto, por (3.19) com { }p  dado por (3.28) e com a modificação dada em (3.29), a 

resposta a velocidade inicial vale 

 

{ } [ ] { } .     1 0 δ











∆

=
t
vme

N
vv

&
 (3.30) 

 

A resposta total de um sistema submetido a uma carga { }p , deslocamento inicial 0v  e 

velocidade inicial 0v&  fica, portanto sob a forma 

 

{ } [ ] { } {} ( ) { } {} . 1 1  1
0

0
0 v

t
vmkvpe

N
v +










∆

+−= δ
&

 (3.31) 
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A equação matricial para o cálculo do histórico de velocidades semelhante a equação 

(3.31) é 

 

{ } [ ] { } {} ( ) { } ,  1 1 0
0 










∆

+−= δ
t
vmkvpe

N
v

&
&&  (3.32) 

 

com 

 

[ ] , ][ ][ ][ *EHEe && =  (3.33) 

 

onde ][H&  é dado por (3.25). 

 

 

3.3 FORMULAÇÃO MATRICIAL PARA SISTEMAS COM 

MÚLTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE 
 

A análise de sistemas lineares com múltiplos graus de liberdade, em coordenadas 

físicas, envolve a solução das equações de movimento produzidas pela discretização de 

tais sistemas por elementos finitos, dadas em (2.10) e aqui repetidas 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } .    tptvktvctvm =++ &&&  (3.34) 

 

Como exposto no capítulo II, as equações (3.34) representam um sistema acoplado de 

J  equações com J  incógnitas. Este sistema pode ser resolvido utilizando o método de 

superposição modal, em que, através de uma adequada transformação de coordenadas, o 

sistema é desacoplado em J  equações independentes que podem ser resolvidas 

individualmente. 

 

A transformação de coordenadas realizada é da forma 
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( ){ } [ ] ( ){ } ,  tYtv Φ=  (3.35) 

 

onde ( ){ }tY  é o vetor de coordenadas generalizadas e [ ]Φ  é uma matriz de ordem J  

cujas colunas são os modos normais de vibração { }iφ  do sistema. 

 

A vibração livre não-amortecida do sistema é dada por 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } { } . 0 tv  =+ tvkm &&  (3.36) 

 

Podemos adotar ( ){ }tY  como sendo da forma 

 

( ) ( ),  sen αω −= tAtY  (3.37) 

 

onde A  é a amplitude e α  é a fase. Operando algebricamente sobre as expressões 

(3.36) a (3.37), chega-se ao problema de autovalor 

 

[ ] { } [ ] { } { } , 0  2 =Φ−Φ mk iω  (3.38) 

 

de cuja solução se obtém os modos, { }iφ , e as freqüências naturais de vibração, iω , com 

Ji  , ,2 ,1 ⋅⋅⋅= . 

 

Cada um dos modos de vibração { }iφ  constitui uma configuração de deslocamento do 

sistema, com suas amplitudes podendo ser usadas como coordenadas generalizadas para 

descrever os deslocamentos físicos ( ){ }tv . A matriz [ ]Φ  possui as seguintes 

propriedades de ortogonalidade em relação as matrizes de massa e rigidez 

 

[ ] [ ][ ] [ ] ,    Im
T

=ΦΦ  (3.39) 

 

[ ] [ ][ ] [ ] ,  k  Λ=ΦΦ
T

 (3.40) 
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onde [ ]I  é a matriz identidade de ordem J  e [ ]Λ  é a matriz diagonal formada pelas 

freqüências naturais de vibração elevadas ao quadrado, conhecida como matriz 

espectral. 

 

Para que ocorra o desacoplamento total do sistema, também a matriz de amortecimento 

deve ser ortogonal à matriz modal [ ]Φ . Admite-se, portanto, a seguinte relação 

 

[ ] [ ][ ] [ ] ,    Cc
T

=ΦΦ  (3.41) 

 

onde [ ]C  é a matriz de amortecimento modal, diagonal, cujos elementos são da forma 

 

, 2 iiiiC ωξ=  (3.42) 

 

sendo iξ  a taxa de amortecimento modal correspondente ao modo i  e iω , a freqüência 

natural de vibração associada a este modo. Conclui-se assim, que o amortecimento do 

sistema é por conveniência determinado através da taxa de amortecimento de cada 

modo e não pela avaliação direta dos coeficientes da matriz [ ]c . Esta técnica se justifica 

pelo fato de que, na maioria das estruturas, os mecanismos de perda de energia por 

dissipação ainda não são bem definidos, ao contrário das taxas de amortecimento que 

podem ser determinadas experimentalmente com precisão. 

 

Alternativamente, pode-se obter a matriz de amortecimento viscoso, [ ]c , por meio da 

soma parcial da série 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) ,    
b

 1- ∑=
b

b kmamc  (3.43) 

 

em que b  é tomado em um intervalo qualquer do conjunto de números inteiros. 

Adotando a proporcionalidade a [ ]m  e [ ]k  , como proposto por Rayleigh (1945) e 
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ampliado por Caughey e O’Kelly (1965), tomam-se valores de b  iguais a 0  e 1 e tem-

se a matriz de amortecimento expressa por uma combinação linear das matrizes de 

massa e de rigidez isto é 

 

[ ] [ ] [ ] . 10 kamac +=  (3.44) 

 

Assim, o amortecimento pode ser considerado como distribuído proporcionalmente por 

toda a estrutura, de forma análoga a massa e a rigidez. Por esta razão, este tipo de 

amortecimento é conhecido como amortecimento proporcional. 

 

De (3.41) e (3.44) tem-se 

 

{ } [ ] { } { } [ ] { } { } [ ] { } .     
1

 
0

 
i

T

ii

T

ii

T

iii kamacC φφφφφφ +==  (3.45) 

 

Utilizando as propriedades de ortogonalidade (3.39), (3.40) e (3.41) tem-se 

 

, 2 2
10 iii aa ωωξ +=  (3.46) 

 

logo 

 

. 
22
10 i

i
i

aa ω
ω

ξ +=  (3.47) 

 

A partir, então, da estimativa de duas taxas de amortecimento mξ  e nξ , e de duas 

freqüências mω  e nω , calcula-se as constantes 0a  e 1a  e por (3.44), determina-se uma 

expressão para a matriz de amortecimento [ ]c  proporcional e ortogonal a matriz modal 

[ ]Φ . 

 

Substituindo (3.35) em (3.34), pré-multiplicando os dois lados por [ ] T Φ  e considerando 

as propriedades de ortogonalidade da matriz modal em relação as matrizes de massa, 



 

 38 

rigidez e amortecimento dadas por (3.39), (3.40) e (3.41), obtêm-se as seguintes 

equações em coordenadas modais 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } , tY tY tY tPCI G=Λ++ &&&  (3.48) 

 

onde ( ){ }tPG  é o vetor de cargas generalizadas, dado por 

 

( ){ } [ ] ( ){ } .  tptP
T

G Φ=  (3.49) 

 

A equação (3.48) representa um sistema de J  equações desacopladas da forma 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ,  , ,2 ,1          , 2 2 JitPtYtYtY Giiiiiii ⋅⋅⋅==++ ωωξ &&&  (3.50) 

 

que podem ser resolvidas independentemente uma a uma. A resposta para uma 

determinada coordenada modal J , através da formulação matricial dada por (3.19) é 

 

{ } [ ] { } ,   1
jj Gj Pe

N
Y =  (3.51) 

 

onde 

 

[ ] [ ][ ] [ ] ,     *
j EHEe j =  (3.52) 

 

sendo 

 

( ) ( )[ ] , 
1

2
−

+∆+∆−=∆ jjjCimmmH ωωωω  (3.53) 

 

com 
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. 2
jjj Λ=ω  (3.54) 

 

Depois de encontrada a resposta para cada coordenada modal, a resposta em cada modo 

j  em coordenadas físicas é obtida pela superposição dos deslocamentos modais através 

da equação (3.35), ou seja, por 

 

( ){ } { } ( ){ } { } ( ){ } { } ( ){ } ,    2211 tYtYtYtv NNj φφφ +⋅⋅⋅⋅++=  (3.55) 

 

razão pela qual a técnica aplicada para o desacoplamento das equações de movimento é 

conhecida como método da superposição modal, ou mais especificamente, método do 

deslocamento modal. 

 

Para a maioria das cargas, a contribuição dos deslocamentos modais para a resposta 

dada em (3.55) é maior para os primeiros modos e decresce para os modos superiores, 

Ribeiro (1998). Desse modo, a equação acima pode ser truncada, desprezando-se a 

contribuição dos modos superiores para a resposta total. Para J~  modos, JJ <~ , ( ){ }tv  

pode ser aproximado por 

 

( ){ } { } ( ){ } { } ( ){ } { } ( ){ }.    ~~2211 tYtYtYtv JJj φφφ +⋅⋅⋅⋅++=  (3.56) 

 

Entretanto, existem sistemas estruturais onde o amortecimento não pode ser idealizado 

como distribuído proporcionalmente por toda a estrutura como descrito anteriormente. 

Dessa forma a matriz de amortecimento não satisfaz a condição de ortogonalidade em 

relação a matriz modal sendo este tipo de amortecimento definido como não-

proporcional. Quando se aplica a transformação modal a tais sistemas, da maneira como 

foi realizada anteriormente, a matriz de amortecimento modal resultante não é diagonal, 

apresentando termos não nulos fora da diagonal. Devido a este fato, o sistema 

permanece acoplado e o método de superposição modal em sua forma clássica não pode 

ser empregado. Tais sistemas podem ser tratados por vários métodos conhecidos na 

literatura, como o método dos autovetores complexos, os métodos de integração direta 
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passo-a-passo das equações de movimento em coordenadas modais usando os modos 

normais não amortecidos para a transformação de coordenadas ou o método das pseudo-

forças, Claret (1991). 

 

O método das pseudo-forças tem sido utilizado em vários trabalhos com a solução do 

sistema sendo realizada tanto no domínio do tempo Claret (1991) quanto no domínio da 

freqüência, Claret e Venâncio-Filho (1991) como também por um processo misto, 

Kawamoto (1983). Por este método, os termos da matriz de amortecimento responsáveis 

pelo acoplamento das equações modais são transferidos para o lado direito das equações 

e tratados como pseudo-forças, deixando o primeiro membro desacoplado como ocorre 

nos sistemas constituídos de amortecimento proporcional. O sistema é então resolvido 

por um processo iterativo. 

 

 

3.4 FORMULAÇÃO ANALÍTICA PARA A GERAÇÃO 

RECURSIVA DA FUNÇÃO DE RESPOSTA COMPLEXA EM 

FREQUÊNCIA 
 

Como exposto na seção anterior, a aplicação da formulação matricial utilizando o 

método de superposição modal para a solução de um sistema de múltiplos graus de 

liberdade requer o cálculo da matriz de resposta complexa de ordem N , onde N  é o 

número de freqüências no espectro de Fourier para cada grau de liberdade J . Este fato 

exige um esforço computacional considerável, uma vez que se deve gerar N  termos 

complexos da matriz de resposta em freqüência para cada grau de liberdade. 

 

O problema em questão pode ser contornado adotando-se uma técnica de geração dos 

termos da matriz de resposta complexa em cada modo j , de forma recursiva como 

proposto por Claret (2000). 

 

A expressão do equilíbrio dinâmico para o sistema dotado de amortecimento viscoso é 

dada pela equação (2.10) e aqui repetida 
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[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } .    tptvktvctvm =++ &&&  (3.57) 

 

A solução da equação acima pode ser obtida no domínio da freqüência inicialmente 

considerando o sistema submetido a uma excitação harmônica na freqüência nω , dada 

como 

 

( ){ } { }. ti netp ω=  (3.58) 

 

Este tipo de excitação produz uma resposta da forma 

 

( ){ } ( )[ ] { }.  ti
n

neHtv ωω=  (3.59) 

 

Levando (3.58) e (3.59) com suas derivadas em (3.57) tem-se 

 

( )[ ] , 
)()(

1
2

jjnnj
n kcim

H
++−

=
ωω

ω   (3.60) 

 

em coordenadas físicas ou 

 

( )[ ] , 
2)()(

1
22
jjjnn

n i
H

ωωξωω
ω

++−
=  (3.61) 

 

em coordenadas modais, onde nω  é uma dada freqüência do espectro de freqüências e 

jω  a freqüência natural de vibração do modo j , obtida através da extração modal. 

 

Define-se a relação entre a freqüência fundamental do espectro de Fourier e a 

freqüência natural de vibração do modo j  como 

 

. 0
0

j
j ω

ωβ =  (3.62) 
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Observa-se que, para ( ) 12/   1 +≤≤ Nn , 

 

( ) ,  1 0ωω −= nn  (3.63) 

 

e, consequentemente, 

 

( ) ( ) . 1 1 0
0

j
jj

n
nj nn β

ω
ω

ω
ωβ −=−==  (3.64) 

 

Portanto, tem-se 

 

( ) . 00
0

1 jnjj
j

jn nn βββ
ω
ωβ +===+  (3.65) 

 

Tomando 2
jω  em evidência na equação (3.61), levando em conta (3.64) e definindo 

1−= njnj Hh  tem-se 

 

.  ]12[ 22
jnjjnjnj ih ωβξβ ++−=  (3.66) 

 

Para a freqüência ( ) 01 ωω nn =+  tem-se 

 

( ) ( ) ( ) .  ]12[ 2
j1

2
11 ωβξβ ++−= +++ jnjjnjn ih  (3.67) 

 

Substituindo (3.65) em (3.67) chega-se, após alguns rearranjos, à expressão recursiva 

para a geração da inversa da função de resposta complexa em freqüência para a primeira 

parte do espectro de freqüências, dada por 

 

( ) ( ) ( ) . 1N/2n1          , ] 121[ 2
0

2
21 +≤≤−+−+=+ nhhh jjjnjjn βω  (3.68) 
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Para a segunda parte do espectro de freqüências, os valores de njh  podem ser obtidos 

considerando que 

 

( )( ) ( ) . Nn2N/2          , 2 ≤≤+= +− jjNnj hconjgh  (3.69) 

 

Utilizando um raciocínio análogo ao descrito anteriormente, pode-se desenvolver a 

formulação recursiva da função de resposta complexa em freqüência para o caso do 

amortecimento histerético. A equação de equilíbrio dinâmico para o sistema possuindo 

amortecimento histerético, é dada por 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ) ( ){ } ( ){ } ,  21 tv tptvDikm =++&&  (3.70) 

 

equação esta que só pode ser rigorosamente tratada no domínio da freqüência. 

Considere o sistema submetido a uma excitação harmônica na freqüência nω , dada por 

 

( ){ } { }. ti netp ω=  (3.71) 

 

Este tipo de excitação produz uma resposta da forma 

 

( ){ } ( )[ ] { }.  ti
n

neHtv ωω=  (3.72) 

 

Levando (3.71) e (3.72) com suas derivadas em (3.70) tem-se 

 

( )[ ] , 
)21()(

1
2 Dikm

H
jnj

n ++−
=

ω
ω   (3.73) 

 

em coordenadas físicas ou 

 

( )[ ] , 
)21(

1
22 Di

H
jn

n ++−
=

ωω
ω  (3.74) 
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em coordenadas modais, onde nω  é uma certa freqüência do espectro e jω , a 

freqüência natural de vibração, como definidas anteriormente. 

 

Analogamente ao caso do amortecimento viscoso, definem-se as relações entre j0β , njβ  

e ( ) jn 1+β  para ( ) 12/   1 +≤≤ Nn . 

 

Por um procedimento análogo ao da obtenção de (3.66) tem-se 

 

.  ] )21([ 22
jnjnj Dih ωβ ++−=  (3.75) 

 

Para a freqüência ( ) 01  ωω nn =+  temos 

 

( ) ( ) .  ] )21([ 2
j

2
11 ωβ Dih jnjn ++−= ++  (3.76) 

 

Substituindo (3.65) em (3.76) chega-se, após algumas simplificações, à expressão 

recursiva para a geração da inversa da função de resposta complexa em freqüência para 

a primeira parte do espectro de freqüências dada por 

 

( ) ( ) ( ) . 1N/2n1          ,  21 22
01 +≤≤−+=+ jjnjjn nhh ωβ  (3.77) 

 

Para a segunda parte do espectro de freqüências, os valores de njh  podem ser obtidos de 

forma análoga ao caso anterior, pela expressão 

 

( )( ) ( ) . Nn2N/2          , 2 ≤≤+= +− jjNnj hconjgh  (3.78) 

 



 

 

CAPÍTULO 4 
 

 

FORMULAÇÃO ANALÍTICA DO MÉTODO DA 

TRANSFORMADA IMPLÍCITA DE FOURIER COM A 

RESPOSTA CALCULADA PELA MATRIZ INVERSA DE 
[ ]e  

 

 

4.1 INTRODUÇÃO 
 

 

No estudo do Método da Transformada Implícita de Fourier descrito no capítulo 3, 

observa-se que, para cada grau de liberdade j  da estrutura, a geração da matriz de 

função de resposta complexa em freqüência ainda necessita da inversão de N  termos 

complexos, o que exigiria um considerável esforço computacional em uma análise não 

linear passo-a-passo. 

 

Neste capítulo, busca-se uma solução para as equações de movimento em que não há 

necessidade da inversão dos termos complexos das matrizes de função de resposta 

complexa em freqüência o que deve ser obtido através da definição da matriz inversa 

[ ] 1−
e . 
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4.2 DETERMINAÇÃO DA SOLUÇÃO PRODUZIDA PELO 

MÉTODO DA TRANSFORMADA IMPLÍCITA DE FOURIER 

UTILIZANDO A MATRIZ [ ] 1−
e  

 

A expressão que representa a formulação matricial para a análise dinâmica de sistemas 

no domínio da freqüência dada por (3.19) é aqui repetida 

 

( ){ } [ ] ( ){ } .  1 tpe
N

tv =  (4.1) 

 

Se pré-multiplicarmos ambos os lados da equação (4.1) por [ ] 1−
e  tem-se 

 

[ ] ( ){ } ( ){ } , 1 
1-

tp
N

tve =  (4.2) 

 

onde 

 

[ ] [ ][ ]  ][  1 *
2

1
EhE

N
e =

−
 (4.3) 

 

como se demonstrará, em seguida. A matriz [ ]e , sendo inversível, pois é quadrada e não 

possui elemento da diagonal nulo, gera uma matriz inversa [ ] 1−
e  que também possui os 

elementos das diagonais idênticos, ou seja, a matriz [ ] 1−
e  também é uma matriz do tipo 

Toeplitz. A matriz [ ] 1−
e  envolve operações no domínio do tempo com operações no 

domínio da freqüência. Por este motivo, a equação (4.2) deve obedecer ao princípio da 

causalidade e, para que este fato ocorra, a matriz [ ] 1−
e  consequentemente deve possuir 

todos os seus elementos acima da diagonal principal nulos. 
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4.3 DEFINIÇÃO DA MATRIZ [ ] 1−
e  

 

As equações de movimento de um sistema linear com múltiplos graus de liberdade em 

coordenadas físicas, no domínio do tempo, são dadas por 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } .    tptvktvctvm =++ &&&  (4.4) 

 

No domínio da freqüência, o conjunto de equações (4.4) pode ser escrito como 

 

[ ] [ ] [ ]( ) ( ){ } ( ){ } ,    2 ωωωω PVkcim =++−  (4.5) 

 

ou, de forma sintética, 

 

[ ] ( ){ } ( ){ } .  ωω PVh =  (4.6) 

 

Considere-se o par de transformadas de Fourier: 

 

( ) ( ) ,  ∫
+∞

∞−

−= dtetvV tiωω  (4.7) 

 

( ) ( ) .  
2
1

∫
+∞

∞−

= ωω
π

ω deVtv ti  (4.8) 

 

Expressando a equação (4.8) em forma matricial, obtém-se  

 

( ){ } [ ] ( ){ } .  
2

ω
π
ω VEtv ∆=  (4.9) 

 

Uma importante propriedade das matrizes de Fourier é demonstrada por Ribeiro (1998) 

onde tem-se 
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[ ] [ ] , ][ * INEE =  (4.10) 

 

ou seja, de (4.10) pode-se concluir que tanto [ ]E  e ( ) ][ /1 *EN  como ][ *E  e ( )[ ]EN  /1  

são matrizes inversas. Logo, levando a equação (4.10) na equação (4.9) e rearranjando 

os termos,  tem-se 

 

( ){ } ( ){ } .  ][12 * tvE
N

V
ω
πω

∆
=  (4.11) 

 

Pré-multiplicando ambos os lados de (4.11) por [ ]h  e tendo em vista (4.6) obtém-se 

 

( ){ } [ ] ( ){ } .  ][ 
 
2 * tvEh

N
P

ω
πω
∆

=  (4.12) 

 

De (3.11) vem 

 

( ){ } ( ){ } .  ][ * tpEtP ∆=ω  (4.13) 

 

Levando (4.12) em (4.13) tem-se 

 

[ ] ( ){ } ( ){ } .  ][ ][ 2 ** tpEtvEh
tN

=
∆∆ω

π  (4.14) 

 

Pré-multiplicando ambos os lados da equação (4.14) por [ ]E
N
1  tem-se 

 

[ ][ ] ( ){ } ( ){ } , 
2

 ][  1 *
2 tpttvEhE

N
ω

π
∆∆=  (4.15) 

 

de onde, a partir do conhecimento de que 
tN∆

=∆ πω 2 , obtém-se 
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[ ][ ] ( ){ } ( ){ } , 1 ][  1 *
2 tp

N
tvEhE

N
=  (4.16) 

 

que resulta em 

 

[ ] [ ][ ] . ][  1 *
2

1
EhE

N
e =

−
 (4.17) 

 

Alternativamente, partindo de ( )ωV  tem-se que 

 

( ){ } ( ){ } .  ][ * tvEtV ∆=ω  (4.18) 

 

As transformadas da carga p  podem ser expressas por 

 

( ) ( ) ,  
2
1

-
∫
+∞

∞

−= ωω
π

ω dePtp ti  (4.19) 

 

( ) ( ) .  ∫
+∞

∞−

= dtetpP tiωω  (4.20) 

 

Expressando a equação (4.19) em forma matricial tem-se  

 

( ){ } [ ] ( ){ } .  
2

ω
π
ω PEtp ∆=  (4.21) 

 

De (4.6) em (4.21) tem-se 

 

( ){ } [ ][ ] ( ){ } .   
2

ω
π
ω VhEtp ∆=  (4.22) 

 

De (4.7) tem-se 
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( ){ } ( ){ } .  ][ * tvEtV ∆=ω  (4.23) 

 

Substituindo (4.23) em (4.22) tem-se 

 

( ){ } [ ][ ] ( ){ } ,  ][  
2

* tvEhEttp ∆∆=
π
ω  (4.24) 

 

de onde após algumas operações algébricas obtém-se 

 

[ ][ ] ( ){ } ( ){ } , 1 ][  1 *
2 tp

N
tvEhE

N
=  (4.25) 

 

ou seja 

 

[ ] [ ][ ] . ][  1 *
2

1
EhE

N
e =

−
 (4.26) 

 

Uma maneira mais compacta de se obter a inversa da matriz [ ]e  pode ser feita utilizando 

as inversas das matrizes de Fourier [ ]E  e ][ *E  e a inversa da matriz [ ]H . As inversas 

das matrizes de Fourier podem ser obtidas pela relação (4.10). A matriz [ ]H  é inversível 

pois é uma matriz quadrada e não possui nenhum elemento da diagonal principal nulo. 

Sendo [ ]H  uma matriz diagonal sua inversa é obtida facilmente, apenas invertendo os 

termos da diagonal principal, ou seja, [ ]h  também é diagonal. Dessa forma, pela 

definição de [ ]e  temos 

 

[ ] [ ][ ] . ][  *EHEe =  (4.27) 

 

Pré-multiplicando ambos os lados da equação (4.27) por [ ] ][1 *1
E

N
E =

−
 tem-se 
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[ ] [ ] . ][  ][1 ** EHeE
N

=  (4.28) 

 

Pré-multiplicando ambos os lados da equação (4.28) por [ ] [ ]hH =
−1

, tem-se 

 

[ ] [ ] . ][ ][ 1 ** EeEh
N

=  (4.29) 

 

Finalmente, pré-multiplicando ambos os lados de (4.29) por [ ]E
N

E 1][ 1* =−  tem-se 

 

[ ][ ] [ ] [ ] ,  ][  1 *
2 IeEhE

N
=  (4.30) 

 

ou seja, 

 

[ ] [ ] [ ] ,  
-1

Iee =  (4.31) 

 

onde 

 

[ ] [ ][ ] . ][  1 *
2

1
EhE

N
e =

−
 (4.32) 

 

 

4.4 VIABILIDADE DA ANÁLISE NÃO-LINEAR DE SISTEMAS DE 

MÚLTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE  
 

A análise dinâmica não linear de sistemas estruturais, no domínio da freqüência, pode 

ser realizada com o cálculo da resposta sendo obtido pelo método da Transformada 

Implícita de Fourier, utilizando a geração recursiva da função de resposta complexa em 

freqüência e a matriz [ ] 1−
e . 
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Em uma análise não linear, a resposta é avaliada para uma série de incrementos de 

tempos t∆  pequenos e geralmente considerados do mesmo tamanho por conveniência 

computacional. A resposta completa é obtida usando a velocidade e o deslocamento 

calculado no fim de um intervalo precedente como condições iniciais para o próximo 

intervalo. A natureza não linear do sistema é considerada para o cálculo de novas 

propriedades adequadas ao estado de deformação, presente no início de cada incremento 

de tempo. Dessa forma, o processo segue passo-a-passo com a carga iniciando em 

qualquer tempo desejado, de maneira a aproximar o comportamento não linear como 

uma seqüência de sistemas lineares. 

 

Seja um sistema estrutural de múltiplos graus de liberdade com amortecimento viscoso  

o qual possui não linearidade física. Suas equações de movimento são dadas por 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } .    tptvktvctvm =++ &&&  (4.33) 

 

Como descrito no capítulo 3, o conjunto de equações (4.33) pode ser desacoplado em J  

equações independentes de um grau de liberdade por uma adequada transformação de 

coordenadas da forma 

 

( ){ } [ ] ( ){ } ,  tYtv Φ=  (4.34) 

 

onde ( ){ }tY  é o vetor de coordenadas generalizadas e [ ]Φ   a matriz modal cujas colunas 

são os modos normais de vibração { }iφ  do sistema. Como demonstrado no capítulo 3, o 

seguinte problema de autovalor 

 

[ ] { } [ ] { } { }0  2 =− iii mk φωφ  (4.35) 

 

permite obter os modos de vibração { }iφ  e também as freqüências naturais de vibração 

.  , ,2 ,1  , jii ⋅⋅⋅=ω  
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Substituindo (4.34) em (4.33), pré-multiplicando-se os dois lados por [ ] T
Φ  e levando 

em conta as propriedades de ortogonalidade da matriz modal em relação às matrizes de 

massa, rigidez e amortecimento, chega-se às seguintes equações em coordenadas 

modais 

 

[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ } .    tPtYtYCtYI =Λ++ &&&  (4.36) 

 

A equação (4.36) representa um sistema de J  equações desacopladas da forma 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ,  , ,2 ,1          , 2 2 JjtPtYtYtY jjjjjjj ⋅⋅⋅==++ ωωξ &&&  (4.37) 

 

que podem ser resolvidas independentemente uma a uma através do método da 

transformada Implícita de Fourier dado por 

 

( ){ } [ ] ( ){ } ,  1
jtpe

N
tv jj =  (4.38) 

 

onde 

 

[ ] [ ][ ] , ][  *EHEe jj =  (4.39) 

 

com ( )[ ]
jnH ω  dado por 

 

( )[ ] . 
2)()(

1 22
jjjnn

jn i
H

ωωξωω
ω

++−
=  (4.40) 

 

De (4.38) pode-se obter 

 

[ ] ( ){ } ( ){ } , 1 j

1-

j
tp

N
tve j =  (4.41) 
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onde 

 

[ ] [ ][ ] . ][   1 *
j2

1
EhE

N
e

j
=

−
 (4.42) 

 

com ( )[ ] jnh  ω  dado por 

 

( )[ ] ( ) ( ) . 2 22
jjjnnjn ih ωωξωωω ++−=  (4.43) 

 

De forma semelhante, da equação (4.38), obtém-se a velocidade por 

 

( ){ } [ ] ( ){ } ,   1
jj tpe

N
tv j && =  (4.44) 

 

onde 

 

[ ] [ ] [ ] . ][  *EHEe jj
&& =  (4.45) 

 

com ( )
jnH ][ ω&  dado por 

 

( )[ ] . 
2 22

jjjnn

n

i
imH

ωωξωω
ωω

++−
=∆&  (4.46) 

 

De (4.44) pode-se obter 

 

[ ] ( ){ } ( ){ } , 1  j
1-
j tp

N
tve j =&&  (4.47) 

 

onde 
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[ ] [ ] [ ] . ][   1 *
j2

1 EhE
N

e j
&& =−  (4.48) 

 

com ( )[ ] jnh   ω&  dado por 

 

( )[ ] .  2 
2

ih j
jjjn












++=

ω
ω

ωωξω&  (4.49) 

 

A análise não-linear realizada em um sistema estrutural de múltiplos graus de liberdade 

que apresenta não linearidade física requer, em cada passo da análise, a atualização das 

propriedades físicas, dentre elas a da matriz de rigidez. Sendo a resposta calculada pelo 

Método da Transformada Implícita de Fourier, a cada mudança da matriz de rigidez, ou 

seja, em cada passo da análise, deve-se recalcular, para cada grau de liberdade do 

sistema, a matriz de função de resposta complexa em freqüência para a realização do 

cálculo dos deslocamentos em cada incremento de tempo t∆ , ou seja, em cada subpasso 

da análise. De forma análoga ao cálculo dos deslocamentos, deve-se determinar ][H&  

para o cálculo da velocidade em cada incremento de tempo t∆  também em cada grau de 

liberdade. Dessa forma, na análise não-linear, pode-se obter uma grande economia de 

tempo, quando se utiliza a geração da matriz de resposta complexa em freqüência de 

forma recursiva como foi desenvolvida no capítulo 3. 

 

O Método da Transformada Implícita de Fourier, usando a resposta dada pela equação 

(4.2), também proporciona uma grande economia de tempo uma vez que não há a 

necessidade de inversão dos N  termos complexos que formam a matriz de função de 

resposta complexa em freqüência, em cada modo da estrutura, e em cada atualização da  

matriz de rigidez, ou seja, em cada passo na análise.  

 

 



 

 

CAPÍTULO 5 
 

 

ESTRATÉGIAS DE IMPLEMENTAÇÃO 

COMPUTACIONAL DA FUNÇÃO DE RESPOSTA 

COMPLEXA EM FREQUÊNCIA 
 

 

5.1 INTRODUÇÃO 
 

 

A implementação computacional do Método da Transformada Implícita de Fourier dada 

pela equação 

 

{ } [ ][ ] { } ,  ][  1 * pEHE
N

v =  (5.1) 

 

foi realizada inicialmente por Claret (1991). Ribeiro (1998) realizou a implementação 

computacional da equação (3.19), isto é 

 

{ } [ ] { } . p 1 e
N

v =  (5.2) 

 

O processo de implementação do método ImFT utilizando a matriz [ ]e  é representado 

no fluxograma da Figura (5.1). 

 

O presente capítulo fornece, de uma maneira geral, as formulações para a 

implementação de algoritmos para a implementação do Método ImFT, evidenciando em 

especial, as formulações para a geração da função de resposta complexa em freqüência 

pelo método recursivo. A implementação realizada de acordo com o fluxograma da 
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Figura (5.1) permite verificar a viabilidade de tal método, descrito anteriormente, em 

relação a métodos propostos na literatura. 

 

 

5.2 IMPLEMENTAÇÃO DO CÁLCULO DA MATRIZ DE FOURIER 
 

A matriz [ ]E  é conhecida como a matriz de Fourier, Wyle e Barret (1995). Esta matriz 

apresenta algumas propriedades derivadas da natureza de seu termo genérico mnξ  e da 

escolha de um valor adequado para N , todas discutidas em Claret (1991), de tal 

maneira a permitir algumas simplificações em sua representação, que se reflete de 

forma favorável na implementação da equação (5.2). 

 

O termo genérico da matriz [ ]E  é representado por 

 

 eimnmn ααξ ==mnE  (5.3) 

 

com N/2πα =  e 1 , ,1 ,0 , −⋅⋅⋅= Nnm . Esse termo, quando transformado para a forma 

trigonométrica através da fórmula de Euler, se torna 

 

. 1 , ,1 ,0 ,       , 2sen2cos

2exp

−⋅⋅⋅=












+













=

=












==

Nnm
N
mni

N
mn

N
mniE mn

mn

ππ

πξ
 (5.4) 

 

Para a primeira linha e para a primeira coluna, têm-se elementos 1== nm ξξ . Para um 

número de termos de Fourier, N , par, o elemento ( )2/NmE  vale 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) . 1sencos

exp1
2

2exp2/
2/

m

Nm
Nm

mim

im
N

NmiE

−=+=

==












==

ππ

ππξ
 (5.5) 
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LEITURA DOS DADOS GERAIS DA ANÁLISE 

INÍCIO 

MONTAGEM DAS MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ     [ ] [ ]km    e   

EXTRAÇÃO MODAL   [ ] [ ]ΛΦ    e   

MONTAGEM DA MATRIZ DE AMORTECIMENTO    [ ]c  

TRANSFORMAÇÃO  MODAL      [ ] { }PC   e   

LEITURA DOS VETORES DE CARGA    ( ){ }tp  

MONTAGEM DAS MATRIZES  [ ] ][   e  *EE  

SOLUÇÃO EM COORDENADAS MODAIS   { } ( ) [ ] { } jjj PeNY   /1=  

MONTAGEM DA MATRIZ  DE  FUNÇÃO DE  RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUÊNCIA [ ] jH   

MONTAGEM DA  MATRIZ [ ] [ ][ ] ][ *
 EHEe jj =  

j = 1, NÚMERO DE MODOS 

SOLUÇÃO EM COORDENADAS FÍSICAS { } [ ] { } j
T

j Yv  Φ=  

IMPRESSÃO DOS RESULTADOS 

FIM 

Figura (5.1) – Fluxograma do Método ImFT 
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Portanto, para qualquer linha m , o primeiro termo e o termo ( )2/NmE  são reais. Os 

outros termos da linha são conforme Claret (1991) 

 

( )[ ] ( ) , 1N/2        ,  −≤≤= − NnEconjgE nNmmn  (5.6) 

 

onde o operador conjg retorna o conjugado complexo do seu argumento.  

 

Impondo-se mais uma restrição ao número N  de termos do espectro de Fourier, a de 

que N  seja múltiplo de 4, chega-se à seguinte expressão para os termos de uma linha 

m  de [ ]E  

 

( ) ( ) ( ). 2/N/4        , 1
2

NnEconjgE
n

N
m

m
mn ≤≤












−=






 −

 (5.7) 

 

Portanto, de (5.5), (5.6) e (5.7) conclui-se que, para uma linha m  da matriz [ ]E , 

gerando-se os ( ) 14/ +N  primeiros termos de uma linha, os outros se tornam 

determinados. Observa-se que as relações (5.5), (5.6) e (5.7) também valem para a 

geração da matriz ][ *E . 

 

A implementação da matriz de Fourier pode seguir o trecho de programa abaixo, em 

linguagem FORTRAN 

 

pi=3.1415926 
ALFA=(2.*pi)/N 
DO m=2,NRESP 
AUX=(-1.)**(m-1) 
DO j=2,(N/4)+1 
ER=DCOS((m-1)*(j-1)*(ALFA)) 
EC=DSIN((m-1)*(j-1)*(ALFA)) 
EE(m,j)=CMPLX(ER,EC) 
ENDDO 
DO j=(N/4)+2,(N/2) 
EE(m,j)=AUX*CONJG(EE(m,(N/2)-j+2)) 
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ENDDO 
EE(m,(N/2)+1)=AUX 
DO j=(N/2)+2,N 
EE(m,j)=CONJG(EE(m,N-j+2)) 
ENDDO 
ENDDO 
DO k=1,NRESP 
DO j=1,N 
EA(j,k)=CONJG(EE(k,j)) 
ENDDO 
ENDDO 
 

Devido a forma da matriz [ ]e , como mostrada na equação (3.21), ][ *E  só contribui com 

os elementos de sua coluna de ordem 1 que são iguais à unidade para a determinação do 

termo genérico da primeira coluna da matriz [ ]e . 

 

 

5.3 IMPLEMENTAÇÃO DO CÁLCULO RECURSIVO DA MATRIZ 

DE FUNÇÃO DE RESPOSTA COMPLEXA EM FREQUÊNCIA 

 

O desenvolvimento analítico do processo de geração recursiva dos termos da matriz de 

função de resposta complexa, dado pelas equações (3.68) e (3.69), para o caso de 

amortecimento viscoso, e (3.77) e (3.78), para o caso de amortecimento histerético, 

possibilitou o desenvolvimento de um algoritmo que oferece uma redução no tempo de 

processamento por meio da redução do número de operações com termos complexos. 

 

Pela expressão (3.4) que fornece o termo genérico da matriz [ ]H  e através do espectro 

de freqüências de Fourier para N  par mostrado na Tabela (3.1), tem-se que ( )0H  é real 

e vale k/1  e os outros termos, excluindo 
2
NH , são tais que 

 

( )( ) ( ) . 1mN/2          , −<<= − NHconjgH mNm  (5.8) 
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Conforme Claret (1991) e Ribeiro (1998), a implementação computacional da função de 

resposta em freqüência segue o trecho de programa em linguagem FORTRAN mostrado 

abaixo 

 
Geração do Espectro de Fourier 
 
WNo=WN(i) 
Qsi=SC(i,i)/(2.*WNo) 
pi=3.14159265358 
Wo=(2.0*pi)/(N*DT) 
DO j=1,(N/2)+1 
W(j)=(j-1)*Wo 
Beta(j)=W(j)/WNo 
ENDDO 
DO j=(N/2)+2,N 
W(j)=-W(N-j+2) 
Beta(j)=W(j)/WNo 
ENDDO 
 
Geração de H 
 
DO j=1,(N/2)+1 
HR=(1.0-Beta(j)**2)*WNo**2 
HC=2.0*Beta(j)*Qsi*WNo**2 
 H(i,j)=1./(CMPLX(HR,HC)) 
ENDDO 
DO j=(N/2)+2,N 
H(i,j)=conjg(H(i,N-j+2)) 
ENDDO 
 

Observa-se que o número de operações aritméticas executadas para a geração dos 

termos da matriz [ ]H  é da ordem de N7  operações. Por outro lado, a implementação 

do mesmo trecho de programa pode ser realizada utilizando a formulação recursiva para 

a geração da matriz de função de resposta complexa em freqüência, desenvolvida no 

capítulo 3, conforme o trecho de programa a seguir 

 

Geração do Espectro de Fourier 
 
WNo=WN(i) 
Qsi=SC(i,i)/(2.*WNo) 
pi=3.14159265358 
Wo=(2.0*pi)/(N*DT) 
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DO j=1,(N/2)+1 
W(j)=(j-1)*Wo 
Beta(j)=W(j)/WNo 
ENDDO 
DO j=(N/2)+2,N 
W(j)=-W(N-j+2) 
Beta(j)=W(j)/WNo 
ENDDO 
 
Geração de H Recursiva 
 
AUX=WNo*WNo 
DO j=1,3 
hr=(1-Beta(j)**2)*AUX 
hc=2*Qsi*Beta(j)*AUX 
F(i,j)=CMPLX(hr,hc) 
H(i,j)=1./F(i,j) 
ENDDO 
AUX1=2.*Beta(2)*Beta(2)*AUX 
DO j=3,(N/2) 
F(i,j+1)=F(i,j)+F(i,2)-1-(j-1)*AUX1 
H(i,j+1)=1./F(i,j+1) 
ENDDO 
DO j=(N/2)+2,N 
H(i,j)=CONJG(H(i,N-j+2)) 
ENDDO 
 

de onde se conclui que o número de operações realizadas é da ordem de N5  operações. 

 

 

5.4 IMPLEMENTAÇÃO DO CÁLCULO DA MATRIZ [ ]e  

 

A expressão (3.20) 

 

[ ] [ ][ ] ][  *EHEe =  (5.9) 

 

define a matriz que realiza implicitamente as transformadas direta e inversa de Fourier. 

Utilizando as expressões (5.5), (5.6), (5.7) e (5.8), um elemento genérico do triplo 

produto matricial, [ ][ ] ][  *EHE  assume a forma 
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[ ]
( )( ) 
















++⋅⋅⋅+

+⋅⋅⋅+++
==

*
1111

*
2222

*
2/2/2/2/

**
2222

*
1111*

1
 

nmnmNNNmN

nmnm
mnmn

EHEEHEEHE

EHEEHE
kEHEe   (5.10) 

 

onde a barra indica o complexo conjugado do elemento. Com (5.10), esta expressão 

pode ser simplificada para  

 

 [ ]
( ) ( )( ) 
















++⋅⋅⋅+−

+⋅⋅⋅+++
==

1112222/2/

222111*

1

1
 

HEHEH

HEHE
kEHEe

mmNN
m

mm
mnmn  (5.11) 

 

A expressão (5.11) mostra que um elemento genérico de [ ]e , com as propriedades 

estabelecidas anteriormente, é formado pela soma de um termo real, um termo 

complexo e ( ) 12/ −N  pares de complexos conjugados. Logo, este elemento terá uma 

parte real e outra imaginária, formada só pela parte imaginária do termo 

( ) ( )( )2/2/ 1 NN
m H− .  

 

Como a resposta, dada por (3.18), deve ser real, esta parcela imaginária deve ser 

desprezada, o que pode ser realizado, tanto considerando apenas a parte real de 

( )( )2/2/ NNH  (Hall e Beck, 1993), como desprezando o termo inteiro (Claret, 1991). Este 

último trabalho demonstra que o fato de se desprezar todo o termo não afeta a precisão 

da resposta. 

 

O produto matricial [ ][ ] ][  *EHE  deve ser tomado de maneira que a equação (3.19) 

 

( ){ } [ ] ( ){ } ,  1 tpe
N

tv =  (5.12) 
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obedeça ao Princípio da Causalidade. Para que isto ocorra, a matriz [ ]e  deve, portanto, 

ser uma matriz triangular inferior. O termo genérico de ordem ( )lk  ,  da matriz [ ]e  vale 

portanto 

 







−⋅⋅⋅+=−⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=−⋅⋅⋅==
= ∑ ∑

−

=

−

=

−

1 , ,1l  ; 2 , ,0                                                             , 0

 , ,0l  ; 1 , ,0              ,     
1

0

1

0

*

,

NkNk

kNkHEHE
e

N

j

N

j

jl
jj

kj
jljjkj

lk

ξξ
. 

 

Tomando o termo de ordem ( )1 ,1 ++ lk  da parte triangular inferior de [ ]e  vem 
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j
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−
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−
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. 

 

Logo 

 

( )( ) . 11 kllk ee =++  (5.13) 

 

A equação (5.13) indica, portanto, que a matriz [ ]e  tem elementos iguais ao longo das 

diagonais, fato que permitiu caracterizá-la como uma matriz de Toeplitz. Uma matriz de 

Toeplitz do tipo da matriz [ ]e  apresenta somente os termos da primeira coluna 

diferentes entre si. Tal matriz, de ordem N , pode, então, ser definida com apenas os N  

termos de sua primeira coluna. A partir da definição de um vetor { }R  formado por 

elementos da coluna 1, ordenados do último, ( )11−Ne , ao primeiro, 11e , o elemento 

genérico da matriz [ ]e  pode ser referenciado aos elementos deste vetor por 

 

. 1 jiNij Re +−−=  (5.14) 

 

Por (3.19) e (3.22), a resposta do sistema pode ser calculada por 
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( ) . 1 , ,0          ,  1
0

∑
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i
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Levando, então, (5.14) em (5.15) tem-se a seguinte expressão 

 

( ) , 1 , ,0          ,  1
0

1∑
=

+−− −⋅⋅⋅==
i

j
jjiNi NipR

N
tv  (5.16) 

 

onde a resposta pode ser calculada a partir de um vetor que armazena os elementos que 

não se repetem na matriz [ ]e . Abaixo segue o trecho de algoritmo em linguagem 

FORTRAN para a geração da matriz [ ]e . 

 

DO j=1,NRESP 
DO k=1,NRESP 
e(j,k)=0.0 
ENDDO 
ENDDO 
 
DO j=1,NRESP 
DO k=1,N 
ET(j,k)=ET(j,k)*H(i,k) 
ENDDO 
ENDDO 
 
DO j=1,NRESP 
AUXC=CMPLX (0.0,0.0) 
DO m=1,N 
AUXC=AUXC+ET(j,m)*EA(m,1) 
ENDDO 
e(j,1)=REAL(AUXC) 
ENDDO 
DO j=2,NRESP 
e(j,j)=e(1,1) 
ENDDO 
DO j=3,NRESP 
DO k=2,j-1 
e(j,k)=e(j-1,k-1) 
ENDDO 
ENDDO 



 

 

CAPÍTULO 6 
 

 

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
 

 

6.1 INTRODUÇÃO 
 

 

Alguns exemplos foram desenvolvidos com o objetivo de comparar a formulação 

analítica apresentada neste trabalho. 

 

Para referência na verificação dos resultados, utilizou-se o método de integração direta 

no domínio do tempo e o método de superposição modal clássico. 

 

As estruturas escolhidas são exemplos clássicos apresentados na literatura de modo a 

possibilitar uma demonstração das características da formulação em vez de representar 

casos práticos concretos. 

 

O Método ImFT (Implicit Transform Fourier) onde os termos da matriz de função de 

resposta complexa em freqüência são gerados pela definição e de forma recursiva é 

aplicado à análise de problemas com um e vários graus de liberdade. 
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6.2 EXEMPLO 1 
 

O sistema massa-mola-amortecedor, em que cada massa possui um grau de liberdade, 

mostrado na Figura (6.1) foi exaustivamente analisado por Warburton e Soni (1977). No 

presente caso, as propriedades do sistema são consideradas as mesmas, no entanto, a 

carga aplicada é dada por ( ) ( )tptp ωsen0=  onde kNp  10000 =  e srad / 5,19=ω . A 

carga é ressonante e é aplicada a massa 2m  durante um intervalo de tempo de s 32,0 . 

As constantes de mola são mMNkk / 1021 ==  e as massas são kgmm  1000021 == . 

Para a análise linear, considera-se o amortecimento como sendo do tipo viscoso 

proporcional com uma taxa de amortecimento de %5  para todo o sistema. 

 

2M 1M

2c 1c

2k 1k
2v 1v

 
 

Figura (6.1) – Sistema massa-mola-amortecedor. 

 

A resposta é calculada através do método da superposição modal, onde as equações de 

movimento são desacopladas pela transformação de coordenadas e resolvidas 

independentemente, uma a uma, por integração direta no domínio do tempo usando a 

integral de Duhamel (Solução Modal) e pelo método ImFT (Implicit Transform Fourier) 

com a função de resposta complexa em freqüência sendo gerada pela definição (Solução 

ImFT - FRCF Definição) e de forma recursiva (Solução ImFT - FRCF Recursiva). 

 

As matrizes de massa, rigidez e amortecimento proporcional viscoso, em coordenadas 

físicas são dadas por 
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Resolvendo-se o problema de autovalor, determinam-se a matriz modal (autovetores) e 

os quadrados das freqüências naturais (autovalores) do sistema que são dados por 

 

, 
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Após a transformação modal, as matrizes modais de massa, rigidez e amortecimento 

tornam-se 
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Figura (6.2) – Histórico de deslocamentos para a massa m1 - Exemplo 1. 
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Figura (6.3) – Parte real da função de resposta para a massa m1 – Exemplo 1. 
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Figura (6.4) – Parte complexa da função de resposta para a massa m1 – Exemplo 1. 

 

-0,00018

-0,00012

-0,00006

0

0,00006

0,00012

0,00018

0 0,8 1,6 2,4 3,2

Tempo (s)

D
es

lo
ca

m
en

to
s 

(m
)

Solução Modal
Solução ImFT - FRCF Definição
Solução ImFT - FRCF Recursiva

 
Figura (6.5) – Histórico de deslocamentos para a massa m2 – Exemplo 1. 
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Figura (6.6) – Parte real da função de resposta para a massa m2 – Exemplo 1. 
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Figura (6.7) – Parte complexa da função de resposta para a massa m2 – Exemplo 1. 
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O histórico de deslocamentos para as duas massas concentradas foram encontrados 

considerando um período estendido de sTp  2,19=  onde se adotou 2000  termos no 

espectro de Fourier sendo o intervalo de tempo, st  0096,0=∆ . 

 

Os valores plotados das funções de resposta complexa em freqüência foram gerados 

utilizando-se 200  termos no espectro de Fourier. 

 

Observa-se que os históricos de deslocamentos obtidos para as massas 1M  e 2M  

através do método ImFT utilizando tanto a geração da função de resposta complexa em 

freqüência pela definição quanto pela recursividade produzem resultados idênticos 

quando comparados aos resultados obtidos pelo método de integração direta no domínio 

do tempo, o que comprova a boa precisão dos resultados quando se utiliza o método 

ImFT com a função de resposta gerada de maneira recursiva, Figuras (6.2) e (6.5). 

 

Os valores dos termos da matriz de função de resposta complexa necessários aos 

cálculos da resposta dinâmica quando se utiliza o método ImFT, obtidos através da 

geração recursiva, são tão precisos quanto estes mesmos valores calculados pela 

definição, fato que pode ser claramente observado quando se compara a parte real e 

complexa de tais valores, gerados através dos dois métodos, Figuras (6.3), (6.4), (6.6) e 

(6.7). 
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6.3 EXEMPLO 2 
 

O sistema estrutural no qual a massa possui um grau de liberdade, mostrado na Figura 

(6.8) tem como propriedades físicas uma massa de kgm  45000= , uma rigidez de 

mkNk / 41100=  e um amortecimento do tipo histerético dado por um coeficiente 

025,0=λ . Tal sistema está submetido a uma carga senoidal dada por ( ) ( )tptp ωsen0=   

com srad / 15=ω  e kNp  500000 = . As condições iniciais são deslocamento inicial 

mv 4,00 =  e 00 =v& . 

 

 

 
 

Figura (6.8) - Sistema massa-mola 

 

A freqüência natural e o período de vibração do sistema são dados por 

 

, / 22,30
45

41100 srad
m
k

n ===ω  

 

.  21,02 sT
n

≅=
ω
π  

 

Selecionado-se o intervalo de tempo, st  01,0=∆ , as respostas foram calculadas 

utilizando 2000  termos no espectro de Fourier. Dessa forma, o período estendido, 

tNTp ∆= , é igual a s 20 . 
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Figura (6.9) – Histórico de deslocamentos da massa para condições iniciais nulas – Exemplo 2. 
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Figura (6.10) – Histórico de deslocamentos da massa para deslocamento inicial – Exemplo 2. 
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Figura (6.11) – Parte real da função de resposta para o sistema – Exemplo 2. 
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Figura (6.12) – Parte complexa da função de resposta para o sistema – Exemplo 2. 
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Os valores das funções de resposta complexa em freqüência plotados acima foram 

obtidos usando um número de freqüências no espectro de Fourier igual a 200. 

 

Os históricos de deslocamentos para o sistema massa-mola-amortecedor partindo tanto 

da condição de repouso quanto da situação onde possui condições iniciais não nulas, 

Figuras (6.9) e (6.10), mostram a excelente precisão dos resultados quando se utiliza a 

função de resposta complexa gerada de maneira recursiva. Este fato pode ser melhor 

observado através dos valores da parte real e complexa da função de resposta complexa 

plotados tanto para a geração de tal função de maneira convencional quanto de forma 

recursiva, Figuras (6.11) e (6.12). 
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6.4 EXEMPLO 3 
 

O shear building da Figura (6.13) foi analisado por Mario Paz (1979) e aqui será 

submetido a excitação mostrada na Figura (6.14), aplicada no piso mais elevado. Foi 

mantido o sistema de unidades utilizado naquele trabalho, para fins de comparação. 

 

 

m1 = 25 k.s 2/in

m2 = 50 k.s 2/in

m3 = 100 k.s 2/in

K2 = 5000 k/in
i i

K1 = 5000 k/in

K3 = 15000 k/ in

 
 

Figura (6.13) – Shear Building. 

 

   150

P (k)

t (s)

0,60,40,0  
 

Figura (6.14) – Carga atuante. 
 

Tomando um modelo de shear building discretizado em elementos finitos tem-se a 

massa de cada laje concentrada em um único ponto. Considerando que cada ponto de 

massa possui apenas um grau de liberdade, pode-se obter para tal grau de liberdade uma 

equação de equilíbrio dinâmico. Portanto, para o shear building da Figura (6.13) tem-se 

três graus de liberdade, sendo cada grau de liberdade associado a respectiva massa 
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concentrada de cada laje. Portanto, tem-se um conjunto de três equações de equilíbrio 

dinâmico acopladas, sendo o acoplamento causado pela rigidez e amortecimento do 

sistema. 

 

A resposta do sistema pode ser obtida através da metodologia descrita na seção 1.1, isto 

é, desacoplando-se o sistema pela transformação modal e integrando-se as equações 

resultantes pela formulação matricial do Método ImFT (Implicit Transform Fourier 

method). 

 

1

2

3

K1 = 10000 k/in

K1 = 10000 k/in

K1 = 30000 k/in

m1 = 25 k.s2/in

m2 = 50 k.s2/in

m3 = 100 k.s2/in

( )tf

 
 

Figura (6.15) – Shear Building discretizado. 

 

As matrizes de massa e rigidez em coordenadas físicas são 
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Adotando-se uma taxa de amortecimento viscoso de %5  para o primeiro modo de 

vibração e de %7  para o terceiro modo de vibração, chega-se à matriz de 

amortecimento em coordenadas físicas, dada por 
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Resolvendo-se o problema de autovalor, determinam-se a matriz modal (autovetores) e 

os quadrados das freqüências naturais (autovalores) do sistema 
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Após a transformação modal, as matrizes modais de massa, rigidez e amortecimento 

tornam-se 
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Os históricos de deslocamentos correspondentes as respectivas massas concentradas 

foram obtidos considerando um período estendido de sTp  30=  onde adotou-se 2000  

termos no espectro de Fourier e um intervalo de tempo, st  015,0=∆ . 

 

O histórico de resposta do sistema calculado pelo método ImFT utilizando a geração da 

função de resposta complexa em freqüência de forma convencional e recursiva é 

comparado com o histórico de resposta obtido por um processo de integração no 

domínio do tempo usando a integral de Duhamel, figuras (6.16), (6.19) e (6.22). 
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Figura (6.16) – Histórico de deslocamentos para a 01 massa concentrada – Exemplo 3. 
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Figura (6.17) – Parte real da função de resposta para a 01 massa concentrada – Exemplo 3. 

 

-0,032

-0,012

0,008

0,028

-40 -20 0 20 40

Frequências do Espectro de Fourier

Pa
rt

e 
C

om
pl

ex
a 

de
 H

Parte complexa H Definição
Parte complexa H Recursiva

 

Figura (6.18) – Parte complexa da função de resposta para a 01 massa concentrada – Exemplo 3. 
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Figura (6.19) – Histórico de deslocamentos para a 02  massa concentrada – Exemplo 3. 
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Figura (6.20) – Parte real da função de resposta para a 02  massa concentrada – Exemplo 3. 
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Figura (6.21) – Parte complexa da função de resposta para a 02  massa concentrada – Exemplo 3. 
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Figura (6.22) – Histórico de deslocamentos para a 03  massa concentrada – Exemplo 3. 
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Figura (6.23) – Parte real da função de resposta para a 03  massa concentrada – Exemplo 3. 

 

-0,008

-0,004

0

0,004

0,008

-60 -30 0 30 60

Frequências do Espectro de Fourier

Pa
rt

e 
C

om
pl

ex
a 

de
 H

Parte complexa H Definição
Parte complexa H Recursiva

 

Figura (6.24) – Parte complexa da função de resposta para a 03  massa concentrada – Exemplo 3. 
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Os valores discretos da função de resposta complexa em freqüência, H , utilizando-se 

um número de freqüências do espectro de Fourier igual a 200  são calculados tanto pela 

definição quanto pela geração recursiva. Verifica-se mais uma vez que a formulação 

recursiva não introduz erros numéricos significativos nos valores de H . 

 

Novamente, podemos observar a precisão do método ImFT usando a geração recursiva 

dos termos da matriz [ ]H  para o cálculo do histórico de deslocamentos. 

 

Observa-se uma pequena diferença entre as respostas transientes obtidas pelo método da 

solução Modal e pelo método ImFT, fato que pode ser atribuído a forma do 

carregamento considerada e ao valor do número de Fourier (valor de N ) adotado para a 

solução do exemplo. 
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6.5 EXEMPLO 4 
 

Seguindo um exemplo descrito por Wilson et al. (1973), a viga em balanço da Figura 

(6.25) é analisada sob a ação da carga que, neste exemplo, é considerada como mostrada 

na Figura (6.26). A viga tem como propriedades físicas uma massa específica  
3/ 1 mkg=γ , inércia da seção transversal 43 10 mI −= , módulo de elasticidade 

mNE / 106=  e um vão de m 10 . Considera-se o sistema possuindo amortecimento do 

tipo viscoso proporcional com uma taxa de amortecimento %5=ξ . 

 

P

 
 

Figura (6.25) - Viga engastada. 

 

   150

P (k)

t (s)

6,00,0  
 

Figura (6.26) – Carga atuante. 

 

 

Com o intervalo de tempo, st  01,0=∆ , as respostas foram calculadas utilizando 2000  

termos no espectro de Fourier. Dessa forma, o período estendido, tNTp ∆=  é igual a 

s 20 . 
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Figura (6.27) – Histórico de deslocamentos para a viga – Exemplo 4. 
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Figura (6.28) – Parte real da função de resposta para a viga - Exemplo 4. 



 

 88 

-1

-0,5

0

0,5

1

-30 -20 -10 0 10 20 30

Frequências do Espectro de Fourier

Pa
rte

 C
om

pl
ex

a 
de

 H
Parte complexa H Definição
Parte complexa H Recursiva

 
Figura (6.29) – Parte complexa da função de resposta para a viga – Exemplo 4. 

 

 

A resposta foi calculada pelo método ImFT com a função de resposta complexa em 

freqüência gerada pela definição e de forma recursiva. 

 

Pelo exposto na Figura (6.27), o método ImFT utilizando a geração recursiva conduz a 

resultados idênticos em relação ao método ImFT usando a geração dos termos da matriz 

[ ]H  pela definição.  

 

Para efeito de comparação, os valores discretos das funções de resposta complexa em 

freqüência gerados pela definição e de forma recursiva são plotados, para 200  termos 

no espectro de Fourier, nas Figuras (6.28) e (6.29). 
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6.6 EXEMPLO 5 
 

O shear building da Figura (6.30) foi analisado por Clough e Penzien (1993) e aqui será 

submetido à excitação mostrada na Figura (6.31), aplicada no piso mais elevado. Foi 

mantido o sistemas de unidades utilizado naquele trabalho para fins de comparação. 

 

 

m1 = 1,0 k.s2/in

m2 = 1,5 k.s2/in

m3 = 2,0 k.s2/in

K2 = 600 k/in

K1 = 300 k/in

K3 = 900 k/in

 
 

Figura (6.30) – Shear Building. 

 
 

100 k 

P (k) 

t (s) 
0,05 0,0  

 
Figura (6.31) – Carga atuante. 

 

A resposta foi calculada através da metodologia descrita na seção 1.1, isto é, 

desacoplando-se o sistema pela transformação modal e resolvendo as equações 

resultantes pela formulação matricial do Método ImFT (Implicit Transform Fourier 

method). 
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( )tf

 
 

Figura (6.32) – Shear Building discretizado. 

 

As matrizes de massa e rigidez em coordenadas físicas são 
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Adotando-se uma taxa de amortecimento viscoso de %5  para o primeiro e terceiro 

modos de vibração da estrutura, obtém-se a matriz de amortecimento em coordenadas 

físicas, dada por 

 

( ) . 
562,8633,20
633,2434,5317,1
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









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



−
−−

−
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Resolvendo-se o problema de autovalor, determinam-se a matriz modal (autovetores) e 

os quadrados das freqüências naturais (autovalores) do sistema 
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Após a transformação modal, as matrizes modais de massa, rigidez e amortecimento 

tornam-se 
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As respostas dos deslocamentos para os três graus de liberdade foram encontradas 

considerando um período estendido de sTp  20=  onde adotou-se 2000  termos no 

espectro de Fourier e um intervalo de tempo, st  01,0=∆ . 

 

A resposta do sistema é calculada pelo método ImFT onde a função de resposta 

complexa em freqüência é gerada pela definição e de maneira recursiva. 
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Figura (6.33) – Histórico de deslocamentos para a 01 massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.34) - Parte real da função de resposta para a 01 massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.35) – Parte complexa da função de resposta para a 01 massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.36) – Histórico de deslocamentos para a 02  massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.37) – Parte real da função de resposta para a 02  massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.38) – Parte complexa da função de resposta para a 02  massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.39) – Histórico de deslocamentos para a 03  massa concentrada – Exemplo 5. 

 

-0,002

-0,001

0

0,001

0,002

-180 -90 0 90 180

 Frequências do Espectro de Fourier

Pa
rt

e 
R

ea
l d

e 
H

Parte real H Definição
Parte real H Recursiva

 

Figura (6.40) – Parte real da função de resposta para a 03  massa concentrada – Exemplo 5. 
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Figura (6.41) – Parte complexa da função de resposta para a 03  massa concentrada – Exemplo 5. 

 

 

Os gráficos que mostram os valores da parte real e complexa dos termos da matriz [ ]H  

foram plotados utilizando 200  termos no espectro de Fourier. 

 

A fim de verificar o processo de interpolação usando o método de Lagrange, plota-se os 

valores da parte real e complexa da função de resposta complexa para o conjunto de 

valores de freqüências pertencentes aos intervalos anterior e posterior a freqüência 

natural no espectro de freqüências para a primeira massa de laje concentrada. 
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Figura (6.42) – Parte real da função de resposta antes de nω  – Exemplo 5. 
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Figura (6.43) – Parte complexa da função de resposta antes de nω  – Exemplo 5. 
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Figura (6.44) – Parte real da função de resposta depois de nω  – Exemplo 5. 
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Figura (6.45) – Parte complexa da função de resposta depois de nω  – Exemplo 5. 
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Através do exemplo, comprova-se mais uma vez o bom desempenho da geração 

recursiva dos termos da matriz [ ]H  para o cálculo do histórico de deslocamentos em 

todos os pontos da estrutura os quais foram analisados através do método ImFT, Figuras 

(6.33), (6.36) e (6.39). 

 

O processo de interpolação o qual utiliza o método de Lagrange para a obtenção de um 

polinômio interpolador para o cálculo dos termos da matriz [ ]H  constitue-se em uma 

opção interessante para a determinação da função de resposta complexa em freqüência 

uma vez que este processo apresenta bons resultados os quais podem ser vistos através 

das Figuras (6.42), (6.43), (6.44) e (6.45) as quais mostram a parte real e complexa dos 

valores dos termos de [ ]H . 

 

 

 

 



 

 

CAPÍTULO 7 
 

 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 

 

7.1 CONCLUSÕES 
 

 

A análise dinâmica no domínio da freqüência tornou-se competitiva com o 

aparecimento do algoritmo FFT. Ao longo de décadas este algoritmo foi sendo 

aperfeiçoado e adaptado para vários campos científicos, entre eles, o campo da dinâmica 

estrutural. O método ImFT (Implicit Transform Fourier) criado a partir do início da 

década de 1990, tem-se firmado nos últimos anos como um método alternativo à análise 

no domínio da freqüência. 

 

O método de interpolação para o cálculo da função de resposta complexa em freqüência 

proposto por Clough e Penzien (1993) para a solução de sistemas acoplados, usando a 

Transformada Rápida de Fourier é potencialmente tão trabalhoso quanto a extração 

modal que o mesmo procura evitar. 

 

O método de geração recursiva da função de resposta complexa em freqüência mostrou-

se tão preciso quanto o método de cálculo pela definição, ou seja, a geração recursiva 

não produz erros numéricos significativos, o que é comprovado pela excelente precisão 

dos resultados. 

 

O cálculo da resposta pelo Método ImFT usando a geração da função de resposta 

complexa em freqüência pela definição exige um número de operações aritméticas da 

ordem de N7 , sendo N  o número de termos do espectro de freqüências. Já com a 

geração recursiva da função ( )ωiH , o número de operações aritméticas é da ordem de 
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N5 . Para análises não lineares passo-a-passo, a diferença no número de operações da 

ordem de N2  pode ser significativa na economia de esforço computacional. 

 

 

7.2 SUGESTÕES 
 

Implementar a técnica de geração recursiva da função de resposta complexa em 

freqüência na aplicação do Método ImFT na análise não linear passo-a-passo. 

 

Pesquisar novas formas de geração recursiva da função de resposta complexa em 

freqüência, por exemplo, a obtenção de 1+njh  em função de njh . 

 

Pesquisar o método de interpolação de Clough e Penzien (1993) para múltiplos graus de 

liberdade ( )2≥J . 
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