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Resumo

Este trabaho tem como objetivo principa o desenvolvimento de duas
metodologias capazes de resolver o problema de equilibrio de vigas com restri¢fes de
contato. Essas restricbes de contato sdo impostas aqui por bases elasticas modeladas
com um parametro de rigidez (modelo de Winkler ou molas discretas), e duas situagoes
de contato s&o consideradas, a saber: bilateral e unilateral. No caso de contato unilateral,
a fundago eléastica reage somente as solicitagdes de compressdo; ja na situacdo de
contato bilateral, a base reage as solicitagdes de tracdo e compressao.

Na primeira parte do trabalho, uma metodologia geral de solugdo baseada no
emprego do método de Rayleigh—Ritz é proposta e usada em seguida para resolver trés
problemas particulares de vigas com restri¢des unilaterais de contato. Uma estratégia de
solucdo iterativa, baseada no método de Newton—-Raphson, € usada para resolver o
sistema de equacdes néo-lineares resultante da formulacdo do problema.

Na segunda parte da pesquisa, 0 método dos elementos finitos € usado para
discretizar a viga e a fundagéo elastica, e o problema de contato € tratado diretamente
como um problema de minimizagcdo, envolvendo somente as variaveis originais do
problema, sujeitas as restricdes de desigualdade e a condicdo de complementaridade.
Duas formulagdes séo entdo desenvolvidas (primal e dual) onde as equagdes relevantes
para a solugdo do problema de contato sdo escritas na forma de um problema de
complementaridade linear (PCL) e resolvidas através do algoritmo de Lemke.

As duas metodologias propostas sdo analisadas e testadas através de véarios
exempl os e as respostas obtidas através das implementacBes computacionais realizadas
s80 comparadas com os resultados encontrados na literatura. Por fim, algumas
conclusdes sobre as metodologias e as formulagdes desenvolvidas e implementadas, e

sobre as aproximacgdes dos resultados séo apresentadas no final do trabal ho.



Abstract

Two numerica methodologies capable of solving equilibrium problems of
beams with contact restraints are presented in this work. These contact constraints are
imposed by one parameter elastic foundations model (Winkle's model and discrete
spring model) and two contact conditions are considered, i.e.: bilateral and unilateral. In
the formulation, special attention is given to the case in which the elastic foundation
reacts in compression only, characterizing the contact as unilateral.

In the first part, a general Rayleigh-Ritz type methodology with moveable
boundaries is proposed and used here to solve three particular problems of beams under
unilateral contact constraint. An iterative solution strategy, based on the Newton—
Raphson method, is used to solve the non-linear equation system obtained in the
problem formulation.

In the second part, the finite element method is used to model the beam and
foundation, and the contact problem is dealt with directly as a minimization problem,
involving only the origina variables, subjected to inequality constraints and
complementarity condition. The relevant equations are presented for two alternative
linear complementarity problems (LCP) and solved by Lemke's agorithm. In the first
formulation, named primal, the LCP variables are the beam displacements and the
elastic foundation reaction, while in the second formulation (dual), the LCP is derived
in terms of the elastic foundation reaction only.

The methodologies are illustrated and analyzed by many examples and the
results are compared with existing numerical results found in the literature. Some
conclusions about the precision of the results, implemented formulations and

computational efficiency of these methodol ogies are presented at the end of the work.

VI



RESUMO. . .. e e V
ADSraCt. . .. e Vi
Listade Figuras. . ...t X
ListadeTabelas. .. ..ot e e XV
ListadeSImbolos. . ... XVI
1 INTRODUCAO 1

1.1 —CONSIDERACOESINICIAIS. . . oottt e 1

1.2 —OBJETIVOS E ORGANIZACAO DA DISSERTACAO. ................ 3

1.3—REVISAOBIBLIOGRAFICA. . . ..ottt e 5
2 APLICACAO DO METODO DE RAYLEIGH-RITZ NA SOLUCAO

DO PROBLEMA DE CONTATO 9
21— INTRODUGAO. ...\ttt e 9
22-OMETODODERAYLEIGH-RITZ. ... ..ot 10
23-MODELODA BASEELASTICA. ...\t 12
231-ModelodeMolasDisCretas. . .. .. .vovi i 13
232-ModeloWinkler. . ... ... 14
2.4—FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA DE CONTATO........... 14

2.4.1 — Problema Particular 1:
umaregido com contato eumasemcontato . . ... ... ... ... 18

2.4.2 — Problema Particular 2:
umaregido com contato eduassemecontato . . ... ... ... 24

2.4.3 — Problema Particular 3:

duas regides com contato eumasemcontato . .. .. ......... ... 31

VI



3 APLICACAO DO METODO DOSELEMENTOSFINITOSNA

SOL UQAO DO PROBLEMA DE CONTATO 36
BL—INTRODUGAOD. . ...ttt e e e e e 36
3.2—TEORIA DA VIGADETIMOSHENKO. ... ... 37
3.3—- FORM ULAC,‘AO DO PROBLEMA SEM CONTATO. . ............... 39
3.4 - FORM ULAQAO DO PROBLEMA DE CONTATOBILATERAL. ...... 48
3.5—FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTATO UNILATERAL...... 51
35.1—-Formulagdo Primal. .. ........ ... . . 56
352—-Formulagdo Dual. .. ... ... .. 60
4 PROGRAMASCOMPUTACIONAIS 62
41—INTRODUGAO. . ...ttt e e 62
4.2 - PROGRAMA COMPUTACIONAL 1.
METODODERAYLEIGH-RITZ. ...\ttt 63
421 —-Sub-rotinaSOLLINEAR. . . ... ..o e 64
4.2.2—-Sub-rotinaSOLNLINEAR. . . ... ... e 65
4.3 - PROGRAMA COMPUTACIONAL 2:
METODO DOSELEMENTOSFINITOS. . ...ttt een 68
431 —-Sub-rotinaSOLPC. . . .. ... 72
4.32—-Sub-rotinaSOLPCU. . . ... ... 73
5 EXEMPLOSDE VALIDAQAO 76
BL—INTRODUGAOD. .. ..ottt 76
52— CONSIDERACOESGERAIS. . ...\t 78
5.3—-PROBLEMA DE CONTATO 1:
Vigaisostatica com uma regido de contato e uma sem contato. . . ........ 80
5.4 —-PROBLEMA DE CONTATO 2:
Vigaisostatica com uma regido de contato e duas sem contato. . ... ...... 90
5.5—-PROBLEMA DE CONTATO 3:
Vigaisostatica com duas regifes de contato e uma sem contato. .. ....... 99

VI



5.6 —PROBLEMA DE CONTATO 4:

Viga hiperestética com uma regido de contato e uma sem contato. . ... ... 107
5.7 - PROBLEMA DE CONTATO 5:
Viga hiperestética com umaregido de contato e duas sem contato. . . . . .. 111

5.8 - PROBLEMA DE CONTATO 6:
Viga em contato apenas com uma base el astica
esujeitaaumacargaconcentrada. . .. ... i i 115
5.9 - PROBLEMA DE CONTATO7:

Viga em contato apenas com uma base el astica

e sujeitaaumacargauniformementedistribuida. . .. ............. ... 125
CONCLUSOESE SUGESTOES PARA FUTURASPESQUISAS 131
6.1—CONCLUSOES. . ...\ttt 131
6.2 — SUGESTOES PARA FUTURASPESQUISAS. .. ... ot 134
Referéncias Bibliogr aficas 135
Apéndice A 139
AL—INTRODUGCAO. . ... it 139
A2-OMETODODELEMKE. ... .. it 141



Lista de Figuras

Capitulo 2

Figura2.1 —Modelo de molasdiscretas (Silva, 1998). . ... ... ..ot 13
Figura2.2 —Modelo de Winkler (Hetényi, 1946). . ..., 14
Figura 2.3 — Sistema estrutural com restricgo decontato. . ... ................... 15
Figura2.4 — Estratégiade solugdo ndo-linear. ... ..., 15

Figura 2.5 — Primeiro problema particular de contato unilateral: (a) sistema estrutural;
(b) formadadeformada. . ........... ... . 18
Figura 2.6 — Segundo problema particular de contato unilateral: (a) primeira proposta do
sistema estrutural; (b) Segunda proposta do sistema estrutural;
(o formadadeformada. . ........ ... .. 24
Figura 2.7 — Terceiro problema particular de contato unilateral: (a) primeira proposta do
sistema estrutural; (b) Segunda proposta do sistema estrutural;

(o formadadeformada. . ........ ... .. . 31
Capitulo 3
Figura 3.1 — Deformacéo da secéo transversal daviga:

(a) Teoriadevigaeshelta; (b) Teoriadevigaespessa. .. ............. 38
Figura 3.2 — Elementos i soparamétricos usados neste trabalho na model agem

JaSVigas. . ..o 41
Figura 3.3 — Problema de contato bilateral entre umaviga e umabase elastica. . . . . .. 49
Figura 3.4 — Problema de contato unilateral entre umaviga e umabase eléstica. . . . . . 52
Figura 3.5 — Dominio de validade dasrestricdesde contato. . . .. ................. 55
Capitulo4
Figura4.1 — Fluxograma do programaprincipal: soluggomodal. . ................ 63
Figura 4.2 — Procedimentos adotados no processo de Newton—Raphson. . .......... 66



Figura 4.3 — Exemplo de um arquivo de dados para a solucéo do problema de contato

unilateral. . .. ..
Figura 4.4 — Fluxograma do programa principal: solucdoviaMEF. . ...........
Figura4.5 — Esqguemasimplificadodoprograma. .. ........................
Figura4.6 — Definicéo damatriz derigidez usadanaandise. .. ...............
Figura 4.7 — Exemplo de arquivo de entrada de dados: solugdo viaMEF. . .. .. ..

Capitulo5

Figura 5.1 — Problemas de contato analisados neste capitulo. ... ..............

Figura5.2 — Primeiro problemadecontato. . .. .......... ...,

Figura 5.3 — Vigaem contato bilateral com uma base el éstica do tipo Winkler

com momento aplicado no apoio extremo A. . ..................
Figura5.4 — Deflexdo lateral davigaparao Problemal: PCB................
Figura5.5 — Deflexdo lateral davigaparao Problemal: PCB................
Figura 5.6 — Deflexdo lateral w daviga, Problema1-PCU. . .................
Figura5.7 — Rotagdo 6 daviga, Problema1l-PCU. . ........................
Figura 5.8 — Reacdo Ry, da base elastica, Problema 1-PCU. . .................
Figura 5.9 — Comparagdo dos problemas de contato, Problemal..............
Figura5.10 — Formulagéo primal x Formulagdo dual-Problemal..............
Figura5.11 — Segundo problema de contato unilateral. .. ....................

Figura5.12 — Viga em contato bilateral com uma base el astica do tipo Winkler

com momentos fletores nos apoios e carga concentrada no centro. . .
Figura5.13 — Deflex&o lateral w daviga, Problema 2. ......................
Figura5.14 — Rotagdo 6 daviga, Problema2.............. .. ... ... ... ....
Figura5.15 - Momento fletor M daviga, Problema2.......................
Figura5.16 — Reacdo R, dabase elastica, Problema2. . .....................
Figura5.17 — Formulagdes dual x Formulagdo primal, Problema2.............
Figura 5.18 — Comparacao dos problemas de contato, Problema 2. ............

Figura5.19 — Terceiro problemade contato unilateral. .. ....................

Figura 5.20 — Configuracdes deformadas da viga paraa

Situacdo decontato bilateral. .. ....... .. ... .

X1



Figura5.21 — Deflex&o lateral w daviga, Problema 3. ........................ 103

Figura5.22 — Rotagdo 8 daviga, Problema3........... ... ... .. .. ... ...... 104
Figura5.23 — Momento fletor M daviga, Problema3................... ... ... 104
Figura5.24 — Reacdo dabase elésticaRy, Problema 3. . ....................... 105
Figura 5.25 —-Formulagdo primal x formulagées dual, Problema3................ 105
Figura 5.26 — Comparagao dos problemas de contato, Problema3................ 106

Figura 5.27 — Viga continua, com dois tramos, em contato

com uma base el astica do tipo Winkler: (a) sistema estrutural considerado;

(b) formadadeformadadosistema. . ........... ... ... oL 107
Figura5.28 — Deflex&o lateral w daviga, Problemad .. ............ .. ... .. .... 109
Figura5.29 — Rotagdo 6 daviga, Problemad . ............ .. ... ... . 109
Figura5.30 — Momento fletor M daviga, Problemad4. . ............. ... ... ... 110
Figura5.31 — Reac8o Ry dabase elastica, Problema4. . ............ ... ... .... 110
Figura5.32 — Viga continua, com trés tramos, em contato

com umabaseelasticado tipoWinkler. . ........................ 111
Figura5.33 — Deflex&o lateral w daviga, Problemas. ........................ 113
Figura5.34 — Rotagdo 8 daviga, Problemab............... ... ... ... ...... 113
Figura5.35 - Momento fletor M daviga, Problemab......................... 114
Figura5.36 — Reagdo R, dabase elastica, Problema. ........................ 114
Figura 5.37 — Viga em contato apenas com uma base elastica e

sujeitaaumacargaconcentradanocentro. ....................... 115
Figura 5.38 — Model o numérico proposto por Nogueiraetal. (1990) . ............ 116
Figura 5.39 — Relacéo ndo-linear tensdo-deformagéo adotado por

Nogueiraet al. (1990) parao elemento detrelica. . .. .............. 116
Figura 5.40 — Exemplo da discretizago adotada para a viga de comprimento

QENEIICO. . .ottt 118
Figura5.41 — Deflex&o lateral w davigade12m,PCB. . ...................... 119
Figura5.42 — Deflex&o lateral w davigade12m,PCU. . ...................... 119
Figura5.43 —-Reacdo Ry, da base elasticaparavigade 12m, PCB x PCU. . ........ 120
Figura5.44 — Deflex@o lateral w davigade6m,PCB. .. ...................... 121
Figura5.45 — Deflex@o lateral w davigade6m,PCU. . ....................... 122

Xl



Figura5.46 — Rotacdo 8 davigade6 m,PCBxPCU.......................... 122

Figura5.47 — Reacéo R, dabase elasticaparavigade6 m, PCB X PCU. . ......... 123
Figura5.48 — Deflex@o lateral w davigade3m. . .............. .. ... 124
Figura5.49 — Deflex&o lateral w davigade1.5m. .............. ... ..o .t. 124

Figura 5.50 — Viga em contato apenas com uma base el&stica e sujeita

aumacarga uniformemente distribuidanocentro. . ................ 125
Figura5.51 — Viga de comprimento “infinito” em contato com uma base el astica

do tipo Winkler e sujeita a carregamento uniformemente distribuido. . .126

Figura5.52 — Viga de comprimento finito em contato com uma base el astica do tipo

Winkler e sujeita a carregamento uniformemente distribuido g. . . . . . . 127
Figura5.53 — Deflex@o lateral w davigade12m,PCB. . ...................... 128
Figura5.54 — Deflex&o lateral w davigade12m,PCU. . ...................... 129
Figura 5.55 — Reacéo Ry, dabase elésticaparavigade 12m, PCB X PCU. ......... 129
Figura 5.56 — Deflexdo lateral w da viga de 3 m, carga uniformemente

distribuidag. . ... 130
Apéndice A
FiguraA.l1—AlgoritmodelLemke. . ........ ... . 148
FiguraA.2 — Significado mecanico do algoritmodeLemke. . ................... 149

X1



Lista de Tabelas

Capitulo 3
Tabela3.1 — Quadraturade Gauss-Legendrepara—1<&<+1................... 47
Capitulo4
Tabela4.1 —Variaveis presentesno arquivodedados. . . ................ooint. 67
Tabela4.2 — Declaragdo dosmacro-comandos. . . ... ..o 70
Capitulo5
Tabela 5.1 — Valores para os coeficientes de empenamentod. . .. ................ 79
Tabela5.2 — Andlise de convergénciadoPSC: MRR. .. .......... ..o, 81
Tabela5.3 — Andlise de convergénciado PSC: MEF—Elemento 1. ............... 81
Tabelab5.4 — Andlise de convergénciado PSC: MEF —Elemento 2. . .............. 82
Tabela5.5 — Andlise de convergénciado PSC: MEF —Elemento3................ 82
Tabela 5.6 — Solucdo analitica para vérios valores do parametro de rigidez eléstico
adimensional dabase elastica(k = KLYED. ........c.oovviiioi... 83
Tabelab.7 — Andlisede convergénciadoPCB,MRR. . .. .. ..................... 84
Tabela5.8 — Andlise de convergénciado PCB, MEF—Elemento 1. . .............. 84
Tabela5.9 — Andlise de convergénciado PCB, MEF —Elemento 2. . .............. 84
Tabela5.10 — Andlise de convergénciado PCB, MEF—Elemento 3. .............. 84
Tabelab.11 — Andlisede convergénciadoPSC,MRR. .. ....................... 91
Tabela5.12 — Andlise de convergénciado PSC, MEF: Elementos1,2e3.......... 91
Tabela 5.13 — Solucdo analitica para varios valores do parémetro de rigidez eléstico
adimensional k dabase elastica(k =KLYEl). ..................... 93
Tabelab.14 — Andlisede convergéncia, MRR. .. .. ........ ... .. .. 93
Tabelab.15 — Andlise de convergéncia, MEF: Elemento 1. .. .. ................. 9
Tabela5.16 — Andlise de convergéncia, MEF: Elemento 2. . .................... 94
Tabelab5.17 — Andlise de convergéncia, MEF: Elemento 3. .. ................... 9
Tabela 5.18 — Model agens adotadas para solugdo numéricadoPCB. .. ............ 9

X1V



Tabela5.19 — Resultados do problemasem contato (PSC) . .. ........... ... 100
Tabela 5.20 — Solucdo analitica para varios valores do parémetro de rigidez eléstico

adimensional k dabase elastica(k =KLYEl) . .................... 100
Tabelab.21 — Vaoresde N e NELEM adotados na modelagem do problema de

contato bilateral (PCB) .. ...t 100
Tabela5.22 — Andlise de convergénciado PCB,MRR. . .. .................... 101
Tabelab.23 — Andlise de convergénciado PCB, MEF: Elemento 1. .. ........... 101
Tabelab.24 — Andlise de convergénciado PCB, MEF: Elemento 2. .. ........... 101
Tabela5.25 — Andlise de convergénciado PCB, MEF: Elemento 3. ............. 101
Tabela5.26 — Vaoresde N e NELEM adotados na modelagem do problema de

contato unilateral (PCU) . ... . i e 103
Tabela5.27 — Valores do parametro NELEM adotados na modelagem do problema

decontato bilateral (PCB) .. .......... it 108
Tabela5.28 — Valores do parametro NELEM adotados na modelagem do problema

decontato unilateral (PCU) .......... .. 108
Tabela5.29 — Valores do parametro NELEM adotados na modelagem do problema

decontato bilateral (PCB) .. .......... i 112
Tabela5.30 — Valores do parametro NELEM adotados na modelagem do problema

decontato unilateral (PCU) .. ... 112
Tabela5.31 — Modelos de elementos finitos adotados, carga concentrada. . . . .. . . .. 118
Tabela 5.32 — Modelos de elementos finitos adotados, carga distribuida. . .. ....... 128
Apéndice A
TabelaA.1—1InicializaCB0 dOProCESSD . . . o\ vt v v ittt i ee e 144
Tabela A.2 — Resultados obtidos através da operacdo do pivoteamento. .. ......... 144

XV



Lista de Simbolos

SIMBOLOSARABICOS

El
e
Elemento 1
Elemento 2
Elemento 3

Erro

Fe

F

[Fel

vetor que contém as varidvels desconhecidas da regi&o de contato
area da se¢éo transversal

disténcia

matriz que relaciona as componentes de deformagdo com os
deslocamentos nodais do elemento

matriz de acoplamento entre a fundacéo e a estrutura

tensdo de compressao

propriedade fisica da fundacéo

flexibilidade, D, =1/ C,

matriz constitutiva do material

variavel que define a condicéo de contorno atranslacéo
maodul o de elasticidade longitudinal

base do logaritmo leperiano ou natural (= 2,71828183...)
letra usada para indicar um elemento genérico

rigidez aflexéo daviga

numero de elementos

elemento finito isoparamétrico com dois pontos nodais
elemento finito isoparamétrico com trés pontos nodais
elemento finito isoparamétrico com quatro pontos nodais
erro calculado em percentagem (%) dado pela diferenca existente
entre a solucdo analitica e anumérica

vetor das forcas nodais total da estrutura

vetor das forcas externas

vetor das forgas internas

carga pontua (P;; M;)

norma Euclidiana do vetor do carregamento externo

modul o de el asticidade transversal

XVI



g vetor gradiente, g = F; — F¢
Hg(k‘l) H norma Euclidiana do vetor das forcas desequilibradas

H matriz hessiana

I momento de inércia em relacdo ao eixo de flexdo

imp pardmetro de controle de impressado

J operador jacobiano

K matriz de rigidez global do sistema estrutural

K parémetro de rigidez da base el éstica ou fundagdo

k parametro de rigidez adimensional da base elastica, k = KLY/EI
Ke matriz de rigidez da estrutura

Kg matriz derigidez da base eléstica

Kp matriz de rigidez da base el éstica para um elemento genérico
K® matriz de rigidez da viga para um elemento genérico

Ki parametro de rigidez elastico damola em contato comond i

L comprimento longitudinal daviga

le comprimento do elemento genérico

Ix distancia entre dois pontos consecutivos do elemento finito
LLDEF nimero que define a dimensao da matriz que contém os graus de

liberdade usado no algoritmo de Lemke (O: primal; 1: dual)
M1, M2, Mo, M momento fletor

n nimero de semi-ondas; nimero de pontos nodais
nc nimero de ponto da estrutura em contato com a base elastica
ncase numero de casos de cargas

ncd numero de elemento com carga distribuida

ndime nimero da dimensdo do problema

ndofn numero de graus de liberdade por né

NELEM 1 numero de elementos associado ao Elemento 1
NELEM 2 numero de elementos associado ao Elemento 2
NELEM 3 numero de elementos associado ao Elemento 3

ne nimero total de elementos usados na modelagem
nedge numero que define aleitura de cargas distribuidas

XVII



nelem
N;
Ny
Nw, Ng

ng
ngaus
ngelm

nimax

nmats
nnode
no

np
npload
nplot
npmat
npsec
npi
npoin
nsecs

ntype

numero de elementos

componente da matriz que contém as fungdes de i nterpolacéo
matriz que contém as fungdes de interpolacdo associada ary
matriz que contém as fungdes de interpol agdo associada ao
deslocamento nodal

numero que define a geragéo automética

nimero de pontos de Gauss paraintegragdo numérica
nimero de grupos de elementos

numero maximo de iteracdes usados no processo de
Newton—Raphson

ndmero de materiais

nimero de pontos nodais por elemento

numero de pontos nodais

numero de pontos para deflex&o a ser impresso

numero gue define aleitura de cargas concentradas
indicador de plotagem

numero de parametro para materiais

numero de parametro para secoes

numero total de pontos de integracdo

nimero de pontos nodais

numero de sectes

variavel que define o tipo de analise do problema de contato parao
caso do método de Rayleigh—Ritz e dos elementos finitos
carga concentrada

carga uniformemente distribuida

forcanodal equivalente

reacao exercida pela base elastica

vetor que contém areagdo a compressao da base elastica

relacionada ao valor nodal
matriz que contém as coordenadas que definem aregido de contato
rigidez cisalhante, S= GA/a

XVIII



o e A 7 R

t, &,
titulo
theta
told
tolf

W, 0,M,V

vetor que contém as coordenadas que definem aregido de contato
regido de contato

contorno onde as forcas sdo prescritas

regido da estrutura onde os deslocamentos s0 prescritos

matriz de flexibilidade

tensdo de tragdo

coordenada que define a regido de contato entre a viga e a fundacéo
titulo do exemplo processado

variavel que define a condi¢do de contorno arotagéo

tolerancia do processo iterativo, critério dos deslocamentos
tolerancia do processo iterativo, critério das forcas

vetor de deslocamento total da estrutura

energiainterna de deformagao

energia interna de deformagéo devido a contribuic¢éo da fundagéo
vetor deslocamento nodal do elemento genérico

funcéo estacionaria do funcional I,

solucdo exata do problema

deslocamento pontual (wi; 6;)

coordenada cartesiana ou disténcia

vetor de deslocamento

deflex&o lateral daviga

deslocamento da base el astica

deflexdo lateral davigaem um ponto arbitrario C

deflex&o lateral do ponto no meio daviga

deslocamento, rotagdo, momento fletor e forca cortante prescritos

SIMBOL OS GREGOS

a, apha

e

ai, Wi, W,

ab Gfl afZ a

ijr Hij

ij

f3
ij

fator de empenamento

parcela de contribui¢éo de energia da estrutura
parametro gjustavel ou variavel arbitréria

parcela de contribuicdo de energia dafundagédo

XIX



My
i

M,

ai, a2, af,af

6C(i
ol

Ex

@,
Yy

parcel a de contribuicdo de energia do carregamento externo
variagdo arbitraria do parametro gustavel q;

variagdo do funcional de energia potencial total I,
vetor de deformagio, €' = {&, Vi)

deformagéo

deformag&o especifica na direcdo x

angulo de rotacéo adicional devido ao cisalhamento
funcéo de aproximacao

deformacéo de cisalhamento no plano xy
distanciarelativa entre aviga e afundacéo, ¢ = wp —w
parametro da fundagdo, A* = K / 4EI

funcional de energia potencia total

constante trigonomeétrica (= 3,14159265...)

angulo de rotacéo dos eixosdaviga, 6= Z—W +Q
X

vetor detensdo, 0" = {0x Ty}

tensdo normal

tensdo normal no plano perpendicular ao eixo X

tensdo de cisalhamento perpendicular ao eixo y e paralela ao eixo x
coordenada natural; fator de tolerénciafornecido pelo usuério
coordenada do ponto de integracéo

fator de toleréncia adotado no critério de convergéncia

energia potencial das forcas externas

peso associado ao ponto de integracéo

angulo de rotagdo em relacéo alinha neutra

XX



Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERACOESINICIAIS

Na prética, el ementos estruturais como vigas, arcos, placas e cascas encontram-
se ligados entre si €/ou apoiados em outros corpos ou meios que of erecem resisténcia ao
movimento em certas diregdes ou impedem tal movimento. Os problemas onde a
estrutura pode entrar ou perder contato com outros corpos, ou mesmo deslizar sobre o
Seu apoio, sdo usuamente encontrados na literatura sob a denominagdo “Problemas de
Contato Unilateral” (Barbosa, 1986; Silveira, 1995; Silva, 1998).

Como ja destacado em Silveira (1995), nas engenharias civil € mecanica existem
inUmeros problemas estruturais onde a incluséo das restricdes unilaterais de contato na
andise é de fundamental importancia na identificacdo e descricdo de diversos
fenbmenos. Merece destaque, por exemplo, a andlise do comportamento de elementos
estruturai s usados como:

* estruturas de fundagéo;

» trilhosdeferrovias,

* tubulacbes enterradas,

» tubulacbes (pipeline) em contato com o fundo do mar;

e pavimentos,

* estruturas flutuantes,

* pegas de materiais compositos;

» cascas de protecdo em ambientes agressivos (usinas nucleares);

» articulagdes com folgas;

e a@poiosunidirecionais.



Nesta dissertacdo, atencéo especia serd dada a model agem das duas primeiras
classes de problemas citados, gue normal mente interessa a engenheiros estruturais e
geotécnicos.

Em geral, o primeiro passo para a obtencdo da solucdo numérica de problemas
de contato consiste em reformul&los em espacos de aproximacdo. Para isto recorre-se
geralmente ao método dos elementos finitos (MEF) ou a0 método dos el ementos de
contorno (MEC), que sdo as técnicas de discretizagdo normalmente empregada na
analise de problemas estruturais compl exos.

Apbs a discretizagdo, a atencdo € voltada para a selecdo e escolha de
metodologias que possibilitem o tratamento, de forma adequada, das restriches
unilaterais de contato impostas a analise, e que normamente requerem gue o problema
tenha dimenséo finita. Entre as alternativas encontradas na literatura, pode-se destacar:

(i) a adaptacdo de formulacbes usuais da mecanica estrutural [0 funcionais
diferencidveis e restricbes bilaterais [1 ao caso do contato envolvendo restri¢fes
unilaterais. Os procedimentos resultantes, que sdo forgcosamente de natureza iterativa,
ou incremental-iterativa, freqientemente ndo tém garantias de convergéncia. Essa classe
de procedimentos tem como atrativos: ndo introduzir conceitos novos; a adaptacdo de
codigos ja existentes para andlises ndo-lineares; o tratamento de problema de contato
como um tipo particular de problema ndo-linear; e a economia de tempo computacional
se nenhuma mudanca na regido de contato acontece entre um passo e outro de carga,
ISS0 no caso de procedimento incremental-iterativo (Francavilla e Zienkiewicz, 1975;
Stein e Wriggers, 1984; Nogueiraet al., 1990; Pereira et al., 2002);

(i) a transformacdo do problema de contato em um problema de minimizagéo
sem restricdo. Essa transformacdo depende diretamente da aplicacéo de métodos como
multiplicadores de Lagrange, Lagrangiano aumentado e penalidades. O emprego desses
métodos consiste, na maioria do casos, em introduzir elementos especiais projetados
para simular as condi¢des de impenetrabilidade das superficies (Simo et al., 1985; Simo
et al., 1986; Wriggers e Inhof, 1993; Maker e Laursen, 1994);

(iii) o emprego de métodos de programacdo matemética (PM). Essa Ultima
abordagem permite obter a solugdo do problema de contato sem que as restrigoes

unilaterais sggam eliminadas explicitamente da andlise, sendo assim mantida a filosofia



original do problema (Ascione e Grimaldi, 1984; Barbosa, 1986; Joo e Kwak, 1986;
Johnson e Quigley, 1989; Silveira, 1995; Silva, 1998; Silva et al., 2001; Silveira e
Goncalves, 2001).

A primeira e terceira alternativas serdo adotadas neste trabalho para o tratamento

das restri¢des de contato impostas a andlise.

1.2 - OBJETIVOSE ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Esta dissertagcdo tem como objetivos principais o0 desenvolvimento e a
implementacdo computacional de duas metodologias para solucdo do problema de
equilibrio de vigas com restrigdes de contato. Essas restricdes de contato sdo impostas
por bases elésticas. Nas metodologias de solugédo propostas, atencdo especial sera dada
a0 caso em que a fundacdo eléstica reage somente as solicitagdes de compresséo,
caracterizando assim o contato como unilateral. No caso em que a fundagdo reage tanto
as solicitagbes de tracdo quanto as de compresséo, 0 contato sera denominado bilateral.
Nas andlises a serem redlizadas, os efeitos das forcas de atrito, decorrente do contato
entre os corpos sao desconsiderados, haja visto que nos problemas dessa natureza essas
forcas ndo sdo t&o importantes.

Os topicos necessarios para o entendimento e a validacdo das metodologias
propostas serdo apresentados nos demais capitul os que compdem este trabal ho.

A primeira proposta de solucdo do problema de contato unilateral entre umaviga
e uma base eléstica é descrita no Capitulo 2. Destaca-se, inicialmente, que essa
metodologia de solucéo € baseada na aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz (MRR)
juntamente com a técnica iterativa de Newton—Raphson. Trata-se da adogdo da primeira
dternativa descrita na secdo anterior para modelagem numeérica das restricbes de
contato. Nesse mesmo capitulo sdo apresentados os fundamentos do MRR e os modelos
de bases el asticas considerados.

No Capitulo 3 é apresentada a outra metodologia de solucdo para a classe do
problema de contato em estudo, que € baseada no emprego do método dos elementos
finitos (MEF) e técnicas de programagdo matemética. A Teoria de Timoshenko € usada

para a viga e sdo apresentados os elementos finitos isoparamétricos implementados na



discretizacdo do sistema estrutural (viga e base eléstica). Nas duas Ultimas segdes desse
capitulo sdo descritas as formulagbes que visam transformar o problema de
minimizacdo com restricdes de contato em um problema de complementaridade linear
(PCL).

Um resumo dos procedimentos adotados na implementacdo computaciona das
metodol ogias propostas nos Capitulos 2 e 3 pode ser encontrado no Capitulo 4.

No Capitulo 5 sdo analisados sete problemas de contato, que tem como objetivo
validar as metodologias propostas neste trabal ho.

No Capitulo 6, finamente, sdo apresentadas as conclusdes e também agumas
sugestOes para futuras pesquisas.

Vale informar que esta dissertacdo esta inserida na linha de pesguisa Mecanica
Computacional, do Programa de Pdés-Graduacdo em Engenharia Civil
(PROPEC/Deciv/iEM/UFOP), que tem por objetivo a aplicagdo de métodos numeéricos,
como o MEF e o MEC, na obtencéo das respostas de sistemas estruturais em engenharia
(Silva, 1998; Martins, 2000; Manzi, 2001; Dors, 2002; Alberto, 2002; Pinheiro, 2003); e
ainda, € importante destacar que €ela é parte integrante de um amplo projeto denominado
Modelagem Computacional do Problema de Contato, que tem como coordenador o
orientador desta pesquisa.

Por fim, pode-se considerar o presente trabalho uma continuacdo direta de outras
pesquisas, a saber: Silveira (1995), Silva (1998), Andrade (2001) e Pereira et al. (2002).
O primeiro trabalho citado teve como objetivo o desenvolvimento de uma metodologia
de solugdo numeérica capaz de resolver problemas bidimensionais de equilibrio e
estabilidade envolvendo elementos estruturais esbeltos com restricdes unilaterais de
contato; Silva (1998) estudou o0 comportamento de placas espessas e delgadas com
restricdbes de contato; e em Andrade (2001) e Pereira et al. (2002) podem ser
encontrados os fundamentos da solucdo modal (MRR) apresentada no Capitulo 2 desta

dissertacéo.



1.3-REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secéo tem o proposito de complementar e atualizar pesquisas bibliograficas
ja realizadas nos trabalhos de Silveira (1995) e Silva (1998). No primeiro trabaho
citado, uma ampla revisdo bibliografica foi realizada e organizada de acordo com as
estratégias de solucdo do problema de contato; j4 em Silva (1998), énfase foi dada aos
trabal hos envolvendo placas com restric¢des de contato.

Em 1964, Kerr (1964) apresentou um artigo contendo vérios modelos de
fundacao, tais como: Winkler, Pasternak, Reissner, Vlasov, entre outros. Nesse trabal ho,
ele definiu as equacbes mateméticas que regem o comportamento desses modelos de
fundacéo.

Weitsman (1970), em seus estudos, assumiu que as tensdes de tracdo ndo eram
transmitidas entre os corpos elasticos em contato (vigas ou placas e fundacdo el éstica).
No modelo proposto, uma forga concentrada foi aplicada no sistema estrutural e os
model os de base el astica do tipo Winkler e do tipo Reissner foram considerados.

Uma metodologia de solucdo foi apresentada por Johnson e Kouskoulas (1973)
para o problema de uma viga sobre fundagdo bi-linear e sobre base elastica que ndo
oferecesse resisténcia a tragdo, onde se considerou para a viga finita a teoria de Euler—
Bernoulli e condigdes de carregamento transversal arbitrario.

O emprego de métodos variacionais para formular o problema de contato de
vigas apoiadas continuamente em bases elasticas foi proposto por Kerr (1976). As
equacOes diferenciais apresentadas foram obtidas através do principio da energia
potencial total estacionaria.

A andlise de uma viga tipo Euler—Bernoulli “infinitamente” longa repousando
sobre uma fundacéo do tipo Winkler foi apresentada por Choros e Adams (1979). A
solugcdo desse problema foi obtida analisando-se o rebaixamento do sistema estrutural
causado por uma carga movel concentrada atuando com velocidade constante. Um
estudo para se determinar a carga critica de separacéo entre a viga e a fundagéo foi
também apresentado.

Em 1980, Celep (1980), continuando a investigacao inicialmente elaborada por
Smith e Hermann (1972), estudou a influéncia de uma fundago eléstica do tipo Winkler

na estabilidade de uma viga em balanco, sujeita a um carregamento atuante nao-



conservativo, Celep considerou em suas andises os modulos da fundacéo transversal e
rotacional, e uma solugdo aproximadafoi obtida usando o método de Galerkin.

Maceri et al. (1980) fizeram um estudo sobre vigas apoiadas em uma fundacéo
do tipo Pasternak considerando o contato entre os corpos como unilateral. Nesse
trabalho, o problema ndo-linear foi descrito através do contato da viga com um certo
trecho da base eléstica, e considerando a acdo de forgas externas como momentos
fletores, forgas concentradas e/ou distribuida.

Uma estratégia numérica foi proposta por Westbrook (1981), baseada no
emprego do MEF e restri¢des de desigualdade, capaz de resolver problemas de contato
de vigas em presenca de obstécul os rigidos.

Malaika e Abu-Hussein (1988) apresentaram um estudo de vigas elasticas
repousando sobre uma fundag&o do tipo Winkler, que reagiam apenas aos esforcos de
compressdo, sujeitas a carregamentos externos dependentes do tempo. A equacdo
diferencial ndo-linear de movimento foi obtida através da utilizagdo do método de
Galerkin.

Nogueira et al. (1990) propuseram uma solucéo numerica baseada no MEF para
o problema de contato unilateral entre vigas e bases elasticas do tipo Winkler. Foram
usados 0 elemento isoparamétrico com quatro pontos nodais para modelar a viga e 0
elemento finito ndo-linear de trelica para representar 0 comportamento da base elastica;
o método de Newton—Raphson foi adotado na solucéo do sistema de equacdes néo-
lineares.

Em 1993, Kaschiev e Mikhgjlov (1993) também usaram o MEF e o método de
Newton para resolver o problema de contato de uma viga sobre uma fundac&o do tipo
Winkler, que reagia somente as solicitagcbes de compressao.

Como ja comentado, uma solucdo numérica para resolver problemas de
equilibrio e estabilidade de elementos estruturais esbeltos com restrigdes de contato,
impostas por bases elésticas, foi apresentada por Silveira (1995). Na metodologia de
solugcdo proposta foram utilizados o MEF e as técnicas de programacdo matemética.
Como consegiiéncia desse trabalho, varios artigos foram publicados em seguida, ou
seja Silveira e Gongalves (1997, 2000, 2001).

Também em 1995, Shen (1995) apresentou uma andlise do comportamento pos-

flambagem de uma placa retangular ortotropica e simplesmente apoiada. Em seguida,



atencéo foi dada a andlise ndo-linear de placas laminadas compdsitas apoiadas em uma
fundacéo eléstica (Shen e Williams, 1995). E, finalmente, foi elaborado um estudo por
Shen (1996) sobre a flambagem termodindmica de placas moderadamente espessas
apoiadas em uma fundagéo el astica ndo-linear.

Barp (1996) apresentou uma estratégia de solucdo incremental-iterativa para
placas submetidas a grandes deslocamentos com restrigoes unilaterais; o efeito daforca
de atrito foi considerado e um elemento finito de nove pontos nodais foi desenvolvido.

Dando continuidade a pesquisa inicialmente desenvolvida por Silveira, Silva
(1998) propés uma metodologia numérica para andlise de placas com restricdes
bilaterais e unilaterais de contato que sdo impostas por bases elasticas. O efeito
decorrente da forca de atrito entre a placa e a base eléstica foi desprezado. O MEF foi
usado para discretizar a placa e a base elastica, e o problema de contato unilateral foi
tratado diretamente como um problema de minimizagdo. Como consequéncia dessa
dissertacdo destaca-se a seguinte publicagdo: Silvaet al. (2001).

Em sua pesquisa de doutoramento, Martins (1998) estudou o problema de
vibragao forcada amortecida de vigas sobre fundagdo elastica, sendo adotados para esta
ultima os modelos de Winkler e Pasternak. O caso de vibracdo de vigas sobre apoios
pontuais foi também analisado.

Landenberger e El-Zafrany (1998) desenvolveram uma técnica para andlise de
problemas de contato considerando o acoplamento de sub-regides através do MEF e
MEC.

Um estudo da interagdo solo-estrutura foi apresentado por Pereira (1999), com
aplicacdo voltada as estacas usadas na fundagdo de plataformas maritimas.

Em 2000, os pesquisadores Guo Xiaoming et al. (2000) apresentaram uma
formulacédo incluindo desigualdade variacional para andlise de problemas de contato
elastoplastico. A solugdo numeérica foi obtida através de técnicas de programacao
matemética. Nesse mesmo ano, von Estorff e Firuziaan (2000) investigaram a interacéo
dindmica solo-estrutura como uma formulagdo acoplada do MEC/MEF. Eles aplicaram
investigacdo em respostas transientes inelasticas de estruturas em contato a um
Semi-espago.

Holanda (2000), em sua tese de doutorado, desenvolveu uma metodologia

baseada no MEF para estudar o equilibrio e a estabilidade de placas perfeitas e



inicialmente imperfeitas apoiadas em fundacfes elasticas. A formulagdo utilizada pode
ser empregada nas andlises linear e ndo-linear (deslocamentos moderadamente grandes)
de placas isotropicas ou ortotropicas.

Em 2001, Bandeira (2001) desenvolveu, se baseando no MEF e em algoritmos
de programacdo matemética, um estudo sobre problemas de contato em 3D, onde foram
incluidas as forgas de atrito.

Estudos mais recentes foram realizados por Luciano et al. (2002), que utilizaram
o MEC na modelagem de solos reforcados 2D. Adicionamente, foram utilizados
elementos de barras esbeltas para representar o reforgo (fibras) reagindo apenas aos
esforcos normais, sendo o campo de deslocamento assumido constante ao longo da
secdo transversal da fibra. Nesse mesmo ano, uma metodologia geral de solugdo modal
para andlise ndo-linear de vigas com restricdes unilaterais de contato foi proposta por
Pereira et al. (2002). Nesse trabalho, uma fundagéo do tipo Winkler reagindo somente
as solicitagOes de compressdo foi considerada e a técnica iterativa de Newton—Raphson
foi usada pararesolver o sistema de equacdes ndo-lineares.

Por fim, Pereira (2003), em dissertacdo desenvolvida e concluida recentemente
no Programa de Pos-Graduagdo em Engenharia Civil da UFOP, resolveu o problema de
contato envolvendo solos reforgados através de um modelo computaciona baseado no
MEF. No modelo proposto, a representacdo do comportamento do solo foi feita com a
utilizacdo do elemento plano (Q8), para o reforco foram usados os elementos
unidimensionais de trelica, e para a interface adotou-se o elemento de interface com

espessura nula



Capitulo 2

APLICACAO DO METODO DE RAYLEIGH-RITZ
NA SOLUGCAO DO PROBLEMA DE CONTATO

2.1 —-INTRODUCAO

A determinacdo da resposta de uma viga carregada sobre 0 solo € um problema
classico na engenharia civil. Modelos simplificados da fundagdo séo usualmente
adotados para modelar o solo, ou sga, considerando o comportamento da fundacéo
eléstica idéntico tanto as solicitagdes de tragdo quanto as de compressdo. Entretanto,
uma modelagem mais realistica do solo seria obtida caso os model os ndo considerassem
na sua formulagéo a reacao as solicitacdes de tracdo, 0 que caracterizaria o contato entre
avigae o solo como unilateral.

Para resolver essa classe de problema, apresenta-se neste capitulo o
desenvolvimento de uma metodologia geral de solucéo através do emprego do método
de Rayleigh—Ritz. Atencdo sera dada aos problemas de equilibrio de barras sujeitas a
restricbes unilaterais de contato, onde desprezam-se os efeitos decorrentes do atrito
existente entre umaviga e a base elastica.

Na Secdo 2.2 encontrase os fundamentos do método de Rayleigh-Ritz,
enquanto que na Secdo 2.3 sdo mostrados os modelos de bases elésticas que serdo
utilizados na analise do problema de contato.

A Secdo 2.4 apresenta os detalhes da metodologia geral de solugdo do problema
de contato proposta. Partindo-se do indicador variacional do sistema estrutural e em
seguida requerendo-se que o funcional sgja estacion&rio em relagdo as variavels
primérias do problema, chega-se hum conjunto de equagdes algébricas ndo-lineares. A
técnica iterativa de Newton—Raphson é usada aqui para solucdo desse sistema de
equactes ndo-lineares.

Finalmente, nas Subsegdes 2.4.1, 2.4.2 e 2.4.3 sdo apresentados trés problemas
particulares de contato usando o método de solucéo proposta



22—-0 METODO DE RAYLEIGH-RITZ

O método de Rayleigh—Ritz é assim chamado pelo fato de ter sido desenvolvido
pelo Lorde Rayleigh, em 1877, para resolver problemas de vibragcdo. O fisico suico
Walter Ritz, em 1908, refinou e generaizou o método desenvolvido por Rayleigh,
fazendo aplicacbes para uma grande variedade de problemas, inclusive andlise de vigas.

Sabe-se do célculo variacional, que as funcbes que satisfazem as condicdes de
contorno e sdo continuamente diferenciavels, até a ordem necessaria para que o
funcional seja definido no seu dominio de validade, sdo chamadas fungdes admissiveis.
O método de Rayleigh-Ritz, conforme encontrado na literatura, opera apenas com um
subconjunto de fungdes admissiveis, determinando qual é afuncédo do subconjunto mais
proxima da solucéo exata do problema (Brebbia e Ferrante, 1978). Assim, ndo se obtém
0 minimo ou maximo real e sim um valor aproximado, cuja precisdo ira depender das
fungbes escol hidas.

Para ilustrar 0 método, considere o problema da determinacdo de uma funcéo
u(x) que corresponde ao valor estacionario do funcional, ou sgja, que faz com que a

energia potencial total abaixo

X2

Mp= J’F(x,ue,ue,x) , (2.1

X1

onde U € considerada a solucéo exata do problema, tenha um valor minimo; considere

ainda que as condic¢des de contorno sgjam dadas por:

Ue(X1) = Ue(x2) =0 (2.2)
Assume-se, entdo, que a solucdo do problema possa ser aproximada por uma

serie de fungbes, mas com certos parametros a;, indeterminados, presentes na sua

definicao, isto &

Ug Du=aPq +a,d5 +...+ 0o, P (2.3

10



onde as funcbes @;, adém de serem linearmente independentes, cada uma
individualmente deve satisfazer as condi¢gbes de contorno representada pela Equagédo
(2.2), ou sga

®;(x1) =P (x,) =0 parai = 1,2, ..., N (2.4)

Observando o funciona M, (Equagéo 2.1) , nota-se que as fungdes ®; devem ser
continuas, mas suas primeiras derivadas podem ser descontinuas. Substituindo ue por u
na Equacdo (2.2), e fazendo com que este funcional sgja estacionario em relagdo as

variaveis arbitrarias do problema, ou sga, em relacdo aos pardmetros gjustaveis aj,

chegase a
on on an

BMp =—P80y +—L-30, +...+—30, =0 (2.5)
60(1 60(2 aGn

e como da; sdo variagdes arbitrérias, a equacdo anterior para ser sempre satisfeita,

implicaem considerar que:

on
a_p:O parai=1,2,..,n (2.6)

aj

que correspondem as equacdes de equilibrio do problema e devem ser resolvidas para
obtengdo dos parametros q;;.
Esse método apresenta as seguintes condicdes de convergéncia:
1. Asfungdes aproximadas devem ser continuas, assm como suas derivadas, até uma
ordem inferior a maior derivada que aparece no funcional;
2. As fungdes aproximadas devem satisfazer, individualmente, as condicOes de
contorno essenciais (ou condigdes cinematicas) do problema;
3. A sequéncia de funcbes deve ser completa, ou segja, 0 erro quadratico médio destas

funcgbes deve se anular quando n — o, OU sgja,

11



|imn_>°°>}2 —%aifbiEdX:O (27)
X1 i=1

Em se tratando de andlise estrutural, pode-se aproximar os deslocamentos ou forgas
da estrutura através de uma funcdo de forma que contenha um ou mais paréametros
indeterminados. Em seguida, utilizando-se o principio da energia potencial estacionaria,
deriva-se a energia em relacdo a cada um dos parametros gjustavels e iguala-se a zero.
Desse modo, obtém-se um numero de equacdes que € igual a0 nimero de parametros
gjustavels desconhecidos. De posse desses parametros, chega-se na funcéo usada para
descrever o comportamento estrutural.

Nas andlises em que a fungdo é escolhida de forma apropriada, ou sgja, nos casos
onde a funcéo obedece as condi¢des de contorno geomeétricas da estrutura, os resultados
finais tendem para o valor exato e, além disso, quanto mais parametros gustaveis se
admitir para afungdo, mais precisos serdo os resultados obtidos.

Uma grande vantagem do método é que, por basear-se no principio da energia
potencial estacionéria, € aplicavel tanto a estruturas estaticamente determinadas quanto

as estaticamente i ndeterminadas.

2.3—MODELO DA BASE ELASTICA

O principa objetivo deste trabalho € a investigacdo de problemas de contato
entre dois corpos, dos quais um deles é considerado como uma base eléstica
deformavel. Esse tipo de problema, na prética, é resolvido considerando-se varios
model os matematicos simplificados.

A dificuldade encontrada na representacdo mais redlistica dessa categoria de
problema, fez surgir a necessidade de model os matematicos relativamente simples para
descrever, com razoavel precisdo, o0 comportamento da base eléstica na regido de
contato.

Os model os mateméticos considerados mais simples sdo aguel es que apresentam

apenas um parametro definindo as propriedades do material que compde a fundacéo

12



elastica Assim, dentre esses modelos, destacam-se o sistema de molas discretas
dispostas ao longo da regido de contato (Nogueira et al., 1990; Silveira, 1995; Silva,
1998) e 0 modelo proposto por Winkler (Hetényi, 1946). Esse ultimo modelo é
equivalente a uma camada formada por molas estreitamente espacadas e independentes
entre si. Esses modelos ndo consideram a interacdo entre as molas, portanto, néo
representam de forma adequada algumas das caracteristicas de muitas fundagdes.

A seguir, sdo apresentados os modelos de base eléstica citados no paragrafo
anterior, pois serdo empregados no presente trabalho na descricdo da metodologia

proposta para solucéo dessa classe de problema de contato.
2.3.1—Modelo de Molas Discretas

Este modelo de fundacéo é representado por um sistema de apoios discretos
constituidos por molas, como mostrado na Figura 2.1, sendo a reacdo da base elastica

dada por:

Mp = KWb|X:Xi (2.8)

onde r, e Wy S80, respectivamente, a reacdo e 0 dedocamento da base elastica, K
representa o parametro de rigidez da mola na posi¢éo x = x;, que caracteriza o ponto da
estrutura e da base el astica que estédo em contato.

(T[T

]

R e SR T X TR AETTD SRS IETET XXX TR T TR

XL DR ITIGRIRR I EIRHIKXIRIXLCIRRIHRRICH IR RIAIITIHRCSIRAK LK RAXHKRKARKEES

S R SRR ERIIRIRIEER R IIIRIKEERIERII RIS
R R BRSBTS

XS

Figura2.1 — Modelo de molas discretas (Silva, 1998).
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2.3.2—-Modelo de Winkler

A Figura 2.2 ilustra 0 modelo de Winkler usado para representar a fundacéo,
sendo assumido que a intensidade da reacdo normal r, exercida em um dado ponto da
base el &stica € diretamente proporcional a deflex&o wy, que ocorre nesse ponto, ou sgja,

fh = Kw b (29)

onde K é o pardmetro de rigidez da fundacdo. Esse tipo de modelo € usado com mais
frequéncia para representar as bases el asticas.

SRR

Figura2.2 — Modelo de Winkler (Hetényi, 1946).

2.4—FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA DE CONTATO

Considere, inicialmente, como mostrado na Figura 2.3, um elemento estrutural
em contato com uma base elastica do tipo Winkler, e submetida a carregamento
conversativo. Para o sistema estrutural em estudo, considerando ainda que essa base
eléstica sO reage as solicitagbes de compressdo, o funcional de energia (indicador
variacional) pode ser escrita como:

M(w,Sc) = U(w,Sc) - Fa w (2.10)
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onde F. € 0 vetor das forgas externas e U é a energia interna de deformagéo, que é
funcéo do vetor deslocamento w e do vetor Sc que contém as coordenadas que definem
a extensdo da regido de contato (). Essas coordenadas sdo consideradas incognitas

adicionais do problema, pois néo se conhece a priori aregido de contato.

Figura 2.3 — Sistema estrutural com restri¢éo de contato.

Uma pequena variagdo na energia potencial, oI, pode ser avaliada através da

expansdo em serie de Taylor, ou sgja,

o1 =2 50+ 9 s+ 2 T 27 s 260 T 21 56 5scT aZ—“éScEHO(cSWS, sc3)
ow o 2F g2 owoSc osc? 8
(2.12)
ou, usando uma notagcdo matricial mais compacta:
8M =g"8A +1(3ATH3A) + O(3A %) (2.12)

onde o vetor A contém as variaveis primérias desconhecidas do problema (w e Sc), g é
o vetor gradiente (vetor das forcas desequilibradas) e H representa a matriz Hessiana do
sistema estrutural, que pode ser escrita da seguinte forma:
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Eazn a°n %
K co 037
H=g “E=pow?  owoser (2.13)
€T sH oen e2n o
BScow  asc?

que é obtida derivando-se a parcela da energia interna de deformacdo dada pela
Equacéo (2.10), em relacdo aw e Sc.
Para o equilibrio do sistema, a primeira variagdo da Equacéo (2.12) deve ser

estaciondaria com relacéo a oA, portanto:

on T _ oM onng

— =g = —0=10 2.14
A=Y “hw o0 9 (2.14)
que pode ser rescrita de acordo com:

g = Fi - Fe = O (215)

sendo F; e Fe 0s vetores das forgas internas e externas, respectivamente. A equacéo
anterior representa 0 sistema de equacbes agébricas ndo-lineares que deve ser
resolvido.

O vetor das forgcas externas Fo é obtido derivando-se a parcela da energia
potencial das forcas externas (Equacéo 2.10) em relacdo a w, enquanto que, para obter o
vetor das forgas internas, deriva-se a parcela da energia interna de deformacdo em
relacdo aw e Sc.

A Figura 2.4 fornece o algoritmo de solucdo adotado, que € baseado na técnica
iterativa de Newton—Raphson (Bathe, 1982), para resolver a Equacdo (2.15). Observe
gue sdo necessarias duas fases para obtencdo da solucéo do problema, a saber: (1) afase
predita, onde faz-se a inicializacdo de w e Sc (A%); (2) a fase corretiva, onde essas
aproximagdes sdo corrigidas com o intuito de satisfazer as equagtes de equilibrio do
sistema estrutural. O critério de convergéncia é baseado na norma Euclidiana dos
vetores de forcas g e Fe, € no Capitulo 4 sdo fornecidos os detalhes da implementacéo

computacional envolvendo o algoritmo da Figura 2.4.
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1. Inicializacio das variaveis: A° (w e Sc)
2. lteragdes. k=1, 2, ..., Iy Faz-se:
 Célculo damatriz Hessiana: H*Y
« Calculo do vetor gradiente: g
* Verificagdo da convergéneia: Hgku /||Fe||sZ?

Sim: sigaao paso 3

_1 _

Na&o: calculaacorrecio dAX =—[H("'1)] gD

Variavel de saida: A =A™ +5AK | Retorne ao passo 2
3. Imprime as variaveis e finaliza.

Figura 2.4 — Estratégia de solugdo ndo-linear.

Os procedimentos estabelecidos nesta secdo serdo empregados a seguir na

solugdo de trés problemas particul ares de contato unilateral.
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2.4.1 — Problema Particular 1: umaregidao com contato e uma sem contato

Sgja a viga de comprimento longitudinal L e rigidez a flexdo El, conforme
mostrado na Figura 2.5a, perfeitamente reta, simplesmente apoiada e carregada por
momentos fletores M; e M, aplicados nos apoios extremos. Caso se considere uma
fundacéo eléstica do tipo Winkler que so reage a compressdo, entdo, para essa situagéo
de carregamento, observa-se que a barra se deformara de acordo com a Figura 2.5b.

Para esse primeiro problema, a expressdo que define a energia potencial do

sistema, € dada por:

L 2 t
1t W e O g,
mn z'gEIHdXZHdX+2'gKW dx Mldx - 2 0 - (2.16)

onde o limite de integracdo t presente na parcela da energia interna da fundacéo é uma
incognita adicional do problema, pois ndo se conhece a priori a extensdo da regido de

contato viga-fundacéo.

AL
I L
S s, e 2 >
o >
( ) < KIS KRA I IRIRK IR KR IS RAS KKK RELIEIRHKRRK K IR II IR
R R IRIIRRRRKS
AL
regido de contato X
= v v v  —

(b)

O I IRIIIRHIIIIICCRRIAIIIAIRSS
R0 R IR
LRRRLS SRRRRRIRLERRRRRIRRIRRIRLRLRKR

Figura 2.5 — Primeiro problema particular de contato unilateral.
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Para se obter a solu¢cdo modal do problema, recorre-se ao método de Rayleigh—
Ritz. Como ja mencionado, a aplicacdo desse método esta vinculada as consideragoes e
principios variacionais. Semelhante a outras técnicas numeéricas, o0 método de Rayleigh—
Ritz caracteriza-se por “reduzir’ o continuo aum sistemafinito de graus de liberdade.

Inicialmente, aproxima-se a deflexdo lateral w da viga usando-se a seguinte

combinagdo linear de fung¢bes harmonicas:
n .

w= W send = H 2.17
iz oL o (217)

onde i € 0 nUmero de meias ondas longitudinais e W; sdo 0s parametros gjustaveis que
passam a ser as incognitas do problema. Observa-se que as fungBes harmonicas
satisfazem individualmente as condigdes de contorno cinematicas de uma viga bi-
apoiada.

De acordo com a Equacéo (2.16) e a aproximagdo anterior pode-se escrever que:

o=y gl e e oot o

L 0oL
(2.183)
n . .
aw _ W, M os TD(H (2.18b)
dx i L oL O
d’w n 'T[BZ I TIX
W 5w HH senH™H 2.18¢
dx ,2 '‘OLo- 0L O (218

—

E@BZ:-iiWIWJEL_TSEZ%ECOS@_J)BE%COS@H)BE% (2.18d)

Substituindo-se entdo as expressoes definidas em (2.17) e (2.18) no indicador
variacional (2.16), e em seguida fazendo-se a integragdo necesséaria, chega-se numa

forma aproximada para I, funcéo dos parémetros W, e da variavel t, dada por:
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nn nn n n
"'=Z;Wiwjaﬁ+iz;wiwjaﬁ—ZleiaiMl |x:o‘i2M2Wi“iM2 oL (2.19)

onde o;°, a;®, aM* e a;"? sBo as contribuicdes obtidas das parcelas de energia da

estrutura, fundagdo e carregamento externo, respectivamente, e S0 expressas por:

e Ei%Pri0 1 - 1 40
TR j)seﬂl(I —J)Tﬂ—msen[(l +J)ng (2.20a)
b KLO 1 . Tt 1 A\ TH L
af _Hg(g—i _j)sengl j) CH T +j)sen i+) 3 % (2.20b)
oM :‘%T (2.200)
C(iM2 :%Tcos(in) (2.20d)

Do principio da energia potencial estacionaria, sabe-se que a seguinte condicéo

deve ser satisfeita:

a1 =M sy + 9w, + .+ 9]

3W,, =0 (2.21)
oW, W, oW,

Como as variagOes de dW,; sdo arbitrérias, a igualdade anterior serd sempre verdadeira

Se

an .
——=0 parai=1,2,..,n 2.22
oW P (2.22)

Observe que a equacdo anterior representa um sistema de n equagdes algébricas
ndo-lineares, cuja solucdo ainda ndo pode ser obtida, pois existem n+1 incognitas. A
incognita de ordem n+1 é representada pela extensdo da regido de contato t entre aviga

e a fundagdo. Note, entretanto, que uma equacao adicional pode ser obtida requerendo-
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se que o indicador variaciona do sistema sgja estacionario também em relacéo a

variavel t, ou sga:

on

a_, 2.23
P (2.23)

que fornece:

S Wik =0 2.24
IZ% i Widij = (2.24)

onde:

af. = ﬁ =K Eposgi - ')ED— cosgi + j)E[D (2.25)
i~ ot 4 LH L

Desse modo consegue-se obter um sistema de n+1 equagdes ndo-lineares que
pode agora ser resolvido através da técnica iterativa de Newton—Raphson, conforme
ilustrado na Figura 2.4.

No algoritmo apresentado na Figura 2.4, as variaveis usadas podem ser descritas

matricia mente de acordo com as expressdes abaixo:

AT=fwy o wow, (2.263)
S 021 020 020 02 E
0 OW2 OW;0W; oW 0W,, AWt [
a .. : : : O
O 2 2 2 2 [
K C Dav(\)/aw -2 2 avza:l/v ac:Nr(;tD
0 0 : oW i 0t 0
H=p1 =0 ]: b :2 . l: " :J Il (2.26b)
Sdg ' ; Y 5 0
pon . _omn 07N 0N
DWW, 0W; W0, w2 OWpotD
O .2 2 2 2o U
ge*n  ¥'m é%n %N o
H otow, oW, oW,  at? H
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:

S 02n 021
0 ow? OW10W;
oo :
[ /2 2
-0 0N 0°nM
[PWj0W; W2
O :
J9°n 9
W00, OW,OW,
0420 O
WGt
O : 0O
O9%n O __ B?n0O
C=0_-=0 SzE)—ZD
[ﬁWjatD Fot° {
o : 0O
0521 O
390 5
BW,ot5
on 7 _0Oon ont
- = = — =140 ---
oA 0 " Bw o g {

Fi e Fe, como jadefinidos, sd0 os vetores das forgas internas e externas.

Os termos da matriz Hessiana H (H;;) sdo obtidos de acordo com:

e Sei=j:
o°n _El i*n* KL

w2 2 13 znpl 2

=\
=

2 . .
a_rl :gv\/lzﬂsenmg

ot2 L 0L

(3]
N
-

MOOOoOoooOoodgo

(o)
=
N

0°n _ a°n _K it
=——=—W,j@-cos
oW ot dtowW; 2 oL

22

(2.26¢)

(2.26d)

(2.266)

(2.272)

(2.27b)

(2.27¢)



e Sei#j:

0°n _KLO 1 . \TtO 1 T[T
_KL _amo L) 2.27d
W, oW, 2n[(5i—j)sen§| TE (i+j)Sen§| J)L% (2:27d)
3°m _ a°n _K 0 [ aTt0 TR
_ _Kew _amo m 227
WOt oW, 2 2 15’3"5@ g COS@ 2 H (227¢)
J
0°Mm _K nQ . . C NTEOL [ T[T
2 _ZZ%Win IEI‘(' —J)Sengl ‘J)TH““ (i+ J)Sengl + J)T% (2.27f)

As componentes do vetor das forgas internas F; so dadas pelas expressoes.

e Sei=j:
.4_4 .
R VRLALLALSVVAL LS. PO 'm% (2.27g)
W 2 "3 2 'mAL 2 oL
a1 _ K. -2 iTt
—=—W"A- 2.27h
TR St @2
e Sei#]
a1l _K LO 1 . ATEO 1 . TR .
RALEPEAR Wi VYAl —i)— +j)— 2.27i
ow, 22 e oyl T = o A (227)
an _K O O oTtO TR .
T Iz > WiW, Bposgl - J)TH_ cos@ + J)T% (2.27))
J
Finalmente, a componente i do vetor das forgas externas F. é obtida fazendo-se:
Fo(i) = :W”i = Ml%-[+ M Z%Tcos(in) (2.27K)
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2.4.2 —Problema Particular 2: umaregido com contato e duas sem contato

A Figura 2.6a mostra uma viga simplesmente apoiada de comprimento L e
rigidez a flexdo ElI com uma carga concentrada P aplicada no centro e momentos
fletores M1 e M, nos apoios extremos. Considere ainda que a viga estgja em contato
com uma base eléstica do tipo Winkler, que s reage quando comprimida. A Figura2.6b
fornece a mesma viga, porém agora com carga distribuida g em combinacdo com os
momentos. Para essas situagoes, dependendo das magnitudes de P, g, M1 e M5, pode-se
obter a deformada da viga representada pela Figura 2.6¢. Note nessa figura uma regido
central em contato definida pelos valores das variaveis t; e t;, e duas regides com perda

de contato.

NAY 5
T T !
* v * * * k L X
( ) O R IR
OO n e O e s o s osstatot sttt tatoteses
RIS
AU
¥ f
h4 A4 A4 4 4 » X
( ) X IR IEEIGRIR IR R IR RREIIIGIRIEILEIRIKIIIKARIRIRIAIKARK N
QR R IR
NRAL tf |

Figura 2.6 — Segundo problema particular de contato unilateral.
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Para o sistema estrutural em estudo, a expressdo que define a energia potencial
total do sistema € dada por:

dw dw

dX |X:0_ 2& |)(:|_ (2'28)

BZ J’szdx Pw [ _ o~ Mi—

e

I\)lH
o% il

ou, considerando a contribuicdo da carga distribuida ao invés da concentrada, tem-se:

dw dw

d |x=0_ 2& |x:|_ (229)

BZdx+1J'KW2dx Iqwdx M;—

x*

l\)ll—‘
oH —

A mesma combinagdo linear de funcdes harmonicas dada pela Equagdo (2.17)
pode ser utilizada para aproximar o comportamento da deflexdo lateral da barra. Assim,
substituindo-se equacao e as expressoes (2.18) em (2.28), chega-se a uma forma

aproximada para ', funcdo dos parametros Wi, t; e t;, dada por:

X=L

nn n n n
I :iz JzWinGﬁ+iz%WinG{jl—ZP\NiGiP

n n
M M
Y MW"t =5 MoWoy?
[ - i

X=
(2.30)
ou, substituindo em (2.29), chega-se a

n
wiw;afl Wi af - MWMl -3 M,WaM2
ajj Zq a z 1Wia i z Wi -

non n
mn :inZWiW’G' +Iz

_Mj

(2.31)
L

onde o;°, "' e oi\? sBo dados pelas Equagbes (2.20a,c,d), respectivamente. As

parcelas de contribuicdo da fundagdo, da carga concentrada P e da carga distribuida g

sS40 representadas por:

1

1_KLO 1 O Tt (O 0o o . ot O
KT i e 1 2o Uk e
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P_HT
a, _sen%@ (2.32b)

al = #T[l— cos(im)] (2.32¢)

Do principio da energia potencial estacionaria, sabe-se que a seguinte condicéo
deve ser satisfeita:

511 =90 aw, + 2wy +.. +- 9
oW, AW, W,

3W,, =0 (2.33)

e como as variagles de dW,; sdo arbitrérias, tem-se que a condicdo dada pela Equacéo

(2.22) também sera satisfeita para esse problema, ou seja,

on )
——=0 parai=1, 2, ...,n 2.34
o =0 paai (234)

Mais umavez, observa-se um sistema ndo-linear com n equagtes a gébricas cuja
solucéo ndo pode ser ainda obtida, pois existem n+2 incognitas. As incognitas de ordem
n+1 e n+2 sdo representadas pela extensdo da regido de contato tj at; entreavigae a
fundacdo. Note, conforme procedimento adotado na se¢do anterior que duas equacdes
adicionais podem ser obtidas requerendo-se que o indicador variacional do sistema seja
estacionario também em relagdo as variaveist; et; , ou sga

M _p (2.353)
ot;

M _g (2.35h)
ot

que fornecem:
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a,
aC(fl
fafp), =K Ecosgl
tf 6tf 4 O

t; O

' T cosgi +])

) eosd+

;[
L H
TII

i
Ut

(2.36a)

(2.36b)

(2.37a)

(2.37b)

Desse modo, chega-se num sistema de n+2 equacdes ndo-lineares que também

podera ser resolvido através da técnica iterativa de Newton—Raphson, isto €, seguindo

0S Mesmos passos descrito na Figura 2.4. As variaveis usadas nesse algoritmo de

solugdo ndo-linear podem ser escritas matricialmente de acordo com as expressoes

abaixo:

AT :{Wl W, W, tf}:
S 2n 0°n
0 42n 02
0K CO_g 2! J
_H:T SH 0 0°n 020
an (AW, OW,,0W,
0 42N 02
S ot; oW, ot;0W,
0 82M 02
Hotsow, dt; oW,
sendo:

27

011 02 021
OW,OW,,  OWot,  dW,ot
0211 021 021
OW,0W, W0t  OW,0t
021 021 021

W2 OWndti AWt

0211 021 021
dtiOWn atlz atiatf

0211 021 021
atf 6Wn atf 6ti atfz

(2.389)

(2.38b)
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(2.38¢)
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Os termos damatriz Hessiana H (H;;) séo dados pelas expressdes mostradas a seguir:

e Sei=j:

0°N _El.4m* KLUOn
— i+ = (tf
oW, 272 13 o2m L

2 2 .
0%n _ 9% ZEWjD1+COS¥|T[t,
H 0L

6Wi ot i ot i aWi 2

2
N _ %W% cos&%

W, ot atfaw

0°N __K\y2im, [pint; O
"LT7OL g

10 iTt
_ti)__ f
2 0L
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a*n _Kw g H
ot 2 2
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e Sei#j:

62r| KLO 1 O o T [ 1 0 Tt
S D

(2.39)
a?/;gti =%;ngy—cos§ J)%%cos@iﬂ)%% (2.39h)
;WZ% = % %Wj Eposgi - D%E_ cosgi + j)%% (2.39i)
Z—'_':% zww E(I—JSHIE—J%E (i+])sen |+J"‘f% (2.39))
ZTH %Z% '%Er' j)sen g J)%%(Iﬂsen |+Jf% (2.39K)
CRIBAIEY (2.39])

oot ot ot

Ostermos do vetor de forgas internas F; sdo definidos segundo:

e Sei=j:

on _El,. i*m* K. LOn it

— =W, —+—W, — te —t; 2.39

w2 T3 2 'ngf(f )5 2 E!;H_ B!;% (2-39m)

a_I_I_E o0 ITt;

=V Hmosé’%% (2.39n)

an szﬁ cosE@ % (2.390)

. Sei#j:

a_I'I:E .LDl O ._.ED_ ._.EDD_ 1 0 : .ED_ .

Fm Z%WJT[ i—j)Esengl j)L 0 sendi j)L% (i+j)Esen§|+J)L 0 sendi +j)
(2.39p)

o _ K 0 T O 7t [0

Ti—zlz;w,wj%—cosgl ])T'E+COS§I+])T'% (2.390)
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K 0 . . T [
. Ziz%WinBposgl—J)Ta—cos@ﬂ)Tf% (2.39r)

J& a componente i do vetor das forgas externas Fe, que devera ser usado também para o
proximo problema particular de contato, que é obtida considerando a ac&o de todas as

cargas envolvidas naandlise, ou sgja

Fo(i) = M1T+M2—cosm +PsenB—H+q [1-cos(irt) (2.399)

30



2.4.3 —Problema Particular 3: duasregifes com contato e uma sem contato

O terceiro e ultimo problema particular a ser analisado neste capitulo € mostrado
na Figura 2.7a, onde uma viga de comprimento longitudinal L e simplesmente apoiada &
carregada com uma carga concentrada P (ou carga distribuida g, Figura 2.7b) aplicada
no centro da barra e momentos fletores nos apoios extremos. Como a fundac&o do tipo
Winkler sO reage a compressdo, trata-se basicamente do mesmo sistema estrutural
mostrado na subsecéo anterior, porém com alteracdo no sentido do carregamento. Para
certos valores dessas cargas, a barra podera se deformar de acordo com a Figura 2.7c,
gerando assim, duas regides de contato e umaregido com perda de contato.

AW
M, Ljp AP M,

S ELL N

<
=

regido de contato /\‘ regido de contato
>y Pl T X

Figura 2.7 — Terceiro problema particular de contato unilateral.
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O funcional I para esse problema pode ser escrito da seguinte forma:

L 2
_1 w 2 1 2 dw dw
I —i‘c[EI%;%gd IKW dx += J'KW dx - P\N| x=L/2 Ml& |X=0_ 2& |X:|_
f
(2.40)
ou, se for considerada a carga distribuida q ao invés de P
dw dw

|X:L (2.41)

L 2
w
‘([EI 5 gd J'szdX + = 1 J'KWZdX J'qVVdX Ml X |X:O -M 2&

onde, novamente os limites de integracdo t; e t; presentes na parcela da energia interna
da fundagdo também sdo varidveis adicionais do problema, pois ndo se conhece a priori,
aextensdo daregido de contato entre aviga e a fundagéo.

Conforme os dois casos anteriores, usase a mesma combinacdo linear de
funcbes harménicas senoidais dada pela Equacdo (2.17), para aproximar o
comportamento da deflex&o lateral da viga. Substituindo-se essa aproximacgéo e as

expressoes (2.18) em (2.40), chega-se a uma forma aproximada parall, ou sgja:

n n n n n n
n=3 sziw 0(,]+IZ$WW0( +Iz§wiwja{j3—zpwiaf’x:u2

n
! ! (2.42)
n M]_ n M W M2
-y MW, - Lo
iz IV X=0 Iz 2V x=L
ou, usando-se (2.41), escreve-se:
n n n n nn f3 n
n=% wWw, 0(,]+ZZWWO( £y Y WiWiaj -y aw;a
i i i i (243)
L M A M '
- . 1 - A 2
iZle,ai =0 ZMZW,ai -
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com os parametros a;, o™, o™, o e a; sendo representados pelas Equactes

(2.20a,c,d) e (2.32b,c), respectivamente; ja as parcelas da fundagdo sdo definidas agora
de acordo com:

f2) _KLO 1 c_aTHO 1 LA\ T 244
ek =G =t 0 (249
f3) _KLO 1 O re g AR | T R AN T . T (10
1), = B Bl - -snff S - Bl D -enff )2

(2.45)
Do principio da energia potencial estacionaria, sabe-se que:
a1 =9 sy + 2 s, ++ 0 s + 95 + O 5 =0 (2.46)
oW, oW, n ot ot

onde ja estdo incluidas as parcel as das varaveis adicionais do problema (t; e t/). Como as

variagdes OWi, , ot; e dt; sdo arbitrarias, aigualdade acima serd sempre verdadeira se:

o )
——=0 parai=1, 2, ...,n 2.47a
aw =0 P (2479)
an

2.47b
o ( )
on _

2.47c
o (2.47¢)

gue representam um sistema de n+2 equagtes ndo-lineares, que pode ent&o ser resolvido
através do algoritmo fornecido na Figura 2.4. As Equactes (2.47b) e (2.47c¢) podem ser
definidas segundo:

i%w (Gu )u =0 (2.483)
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(2.48b)

(2.49a)

(2.490)

Assim, ostermos damatriz HessianaH (Hjj) para o problema em estudo s3o:

e Sei=j:
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a?/\zgti =%§Wj Eposgi - j)%g—cosgiﬂ)%% (2.50h)
63\lz,gtf > ZWJ [posglﬂ)n%g cos |—j)%% (2.500)
az—n %Zzww %l+])sen§|+1 % i )sengi—j)%% (2.50))
257 =%Z%Wiwj%§(i - j)senpli - J)%E— (i+ J)sengi + J)%% (2.50K)
R AIEY (2.500)

ati atf - atf ati

E finamente as componentes do vetor de forgas internas F; sd0 representados

pelas expressdes:

° Se| :J

on _El . i‘n* K LO m 10 [pint int

AL RVVARSLLENLARYVALE NPRLLY (R W i f 2.50

ow, 2 32 'ngT+L(' ) 2i§en§2|_ Q_Ser@zL % (2.50m)

a—rl:EWiz%—CO iT[ti % (250”)

ti 4 0L

on _K,, 20 it

=W 1+ 2.500

atf4,B—cosDL% (25500)

e Sei#]

on _K LO1 O AT O a1 0 T O ; O

o 2% i J)Esen i J)Lgsenél J)L%+(i+j)gaen§|+1)l_gsen§|+])l_%
(2.50p)

on _K AT O T [

T_Z.ZZWIWJ [posgl J)TIE COS§I+J)T'% (2.500)

an _K AT [ _ T (1

Tf_ZZ§WIW] [posgwj)TE cosgl j)T% (2.50r)
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Capitulo 3

APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA
SOLUCAO DO PROBLEMA DE CONTATO

3.1- INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar uma metodologia de solugdo, baseada no
emprego do método dos elementos finitos (MEF), para o problema de equilibrio de
vigas com restri¢cdes de contato impostas por uma fundacao elastica.

Como no capitulo anterior, apenas o modelo de Winkler (ou molas discretas)
sera usado na definicao da fundacao.

Na Secdo 3.2 sdo apresentados os fundamentos da Teoria de Timoshenko para
vigas, que serdo usados na definigdo dos elementos finitos isoparamétricos
implementados. O emprego dessa teoria permite a analise tanto de vigas espessas como
esbeltas. A Secao 3.3 ¢ responsavel pela apresentacdo desses elementos finitos
1soparamétricos.

Na Sec¢ao 3.4, com a introdugdo da contribuicdo da base elastica, formula-se o
problema de contato bilateral.

Por fim, na Secao 3.5, considera-se o contato entre a viga e base eldstica como
sendo unilateral, onde sdo apresentadas duas formulagdes para solu¢do do problema, a
saber: uma envolvendo todas as varidveis primarias do problema, chamada de
formulagdo Primal; a segunda formulacdo ¢ considerada um caso particular da
primeira, ¢ ¢ definida como Dual. Em ambas formula¢des, chega-se num problema de
complementaridade linear (PCL) que pode ser resolvido através de técnicas de

programag¢ao matematica.



3.2 - TEORIA DA VIGA DE TIMOSHENKO

Uma viga ¢ uma estrutura linear caracterizada por apresentar uma de suas
dimensdes maior do que as outras duas. Quando essa dimensdo, geralmente o
comprimento longitudinal, ¢ muito maior que a base e a altura da se¢a@o transversal, esse
elemento linear ¢ encontrado na literatura sob a denominag¢do de viga esbelta. Caso
contrario, define-se a viga como espessa (Shames e Dym, 1985).

Nesta secdo, a Teoria da viga de Timoshenko ¢ empregada na formulacdo de
elementos finitos isoparamétricos para modelagem de vigas espessas e esbeltas.

As principais hipoteses adotadas na andlise de vigas sdo tomadas com base no
comportamento da sua secdo transversal. A teoria cldssica de vigas (vigas esbeltas) ¢
caracterizada por apresentar apenas deformacgao de flexao provocada por carregamentos
transversais. As hipdteses consideradas por essa teoria sao:

(1) as normais a superficie média indeformada permanecem normais a superficie média
apo6s a deformacgdo da viga;
(1) os deslocamentos da viga (deflexdo e rotacao) sao pequenos.

Na Figura 3.1a ¢ mostrado o comportamento de uma se¢do transversal genérica
para o caso de viga esbelta. Para as vigas espessas, como ilustrado na Figura 3.1b,
observe que apds a deformagao, a secdo transversal pode ser representada por uma linha

reta inclinada de um angulo 6 em relagdo ao eixo x, dado por:

6= 4 ¢ (3.1)

onde dw/0x ¢ a rotacdo em relacdo a linha neutra e @ ¢ uma rotagdo adicional devido

ao efeito da deformagao cisalhante.
A Equacao (3.1) ¢ usada para aproximar a rotagdo da secdo transversal, e ¢ a

base da Teoria de Timoshenko para vigas (Hinton e Owen, 1989).
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dw

L

X 0
dx )

a

deformagdo real
. deformagdo assumida
linha neutr k ‘
| \=—— normal a superficie
média deformada

‘linha neutra

(a) Teoria de viga esbelta (b) Teoria de viga espessa

Figura 3.1 — Deformacao da se¢do transversal da viga.

Observando, ainda, a deformacao da secdo transversal da viga na Figura 3.1,
tem-se que o campo de deslocamentos para um ponto qualquer da se¢do, pode ser

escrito como:

u= _ye (3.23)
v=0 (3.2b)
w=w (3.2¢)

sendo u e w os deslocamentos axial e transversal, respectivamente.
Considerando as relagdes anteriores, escreve-se entao as relagdes cinematicas da

seguinte forma:

Ex =y — (3.32)
Yxy =@ (3.3b)
sendo & e Yxy as deformagdes axial e cisalhante, respectivamente; e a rotacdo da segdo €
dada pela Equacao (3.1).

Considerando a lei de Hooke para material homogéneo e isotropico, escrevem-se

entdo as seguintes relagdes constitutivas para a viga:
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oy =Egy =—yE— (3.4a)

Txy = GYxy =-GO (3.4b)

onde Oy € Ty, sdo as tensdes axial e cisalhante, respectivamente; E ¢ G sdo os modulos
de elasticidade longitudinal e transversal do material, respectivamente.
Esses conceitos serdo importantes para as formulagdes dos problemas

apresentadas nas proximas secoes.

3.3 - FORMULACAO DO PROBLEMA SEM CONTATO

Esta secdo tem o objetivo de apresentar a formula¢do da matriz de rigidez e o
vetor de cargas nodais equivalentes para um elemento finito de viga que adota a Teoria
de Timoshenko. Ndo se considerara, inicialmente, a influéncia da base eclastica na
formulacao dessa matriz de rigidez.

A energia potencial total para o sistema estrutural em estudo ¢ dada por:

nN=U + Q (3.5
onde
Uu=1 IcTst (3.6)
\%
m
Q=- J’qwdx - > Fu; (3.7)
! -

i=1
sendo U a energia interna de deformacao da viga; 0 e € sdo os vetores das tensdes e das

deformagdes, respectivamente; Q ¢ a energia potencial das forcas externas, com q

representando o carregamento distribuido e F; uma carga pontual, que pode ser forca ou
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momento concentrado relacionado a translagdo ou a rotacdo, respectivamente, em um
determinado ponto da viga.
No caso da Teoria de Timoshenko, tem-se que as varidveis presentes nas

equagdes anteriores podem ser definidas como:

o ={0, Ty} (3.82)
e ={ey Vi (3.8b)
Fi = Pi ou Mi (380)
u; = w;j ou 6 (3.8d)

Dessa forma, rescreve-se a Equacao (3.5) segundo:

1
%J’ g, dV + lfrxyyxydv Iqwdx - lew ZMjej (3.9)
A\ i= =

Substituindo-se entdo as Equagdes (3.3a,b) e (3.4a,b) em (3.9), e realizando-se as

integracdes necessarias, chega-se a:
g ri 1j
%J’ me dx + %J'S(pzdx - J'qwdx - zPiWi - ZMJ»GJ» (3.10)
| ! ! =1 =

onde o produto EI representa a rigidez a flexdo da sec¢do e S define a rigidez cisalhante,
ou seja, S=GA / 0, onde A ¢ a drea da se¢do transversal e 0 um fator de empenamento
que depende da forma da secdo. Organizando-se matricialmente as parcelas da energia

interna de deformacgao da equagao anterior, chega-se a:

e Fl 0dHP9H i
N=L1rg= (p < Oix — [qwdx — ZPW S M6, (3.11)
[ o s it M)
ou ainda,
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ri 1j
%II @ "Dddx - Jl'qwdx - Y Piwi = 3 Mg, (3.12)

i=1

onde:
6 [0 [(FI 00

ol =— e D= 3.13
ox CPE HO SH (3.13)

Para modelagem da viga optou-se pelos elementos finitos isoparamétricos
unidimensionais, que caracterizam-se por adotarem as mesmas fungdes de interpolagdes
para a geometria e os deslocamentos (deflexdo e rotacdo). A formulacdo dos elementos
isoparamétricos, segundo Irons (1966), permite gerar elementos curvos que sdo mais
adequados na modelagem de contornos irregulares.

A Figura 3.2 mostra os elementos isoparamétricos usados neste trabalho para
modelagem das vigas, e que deverdo seguir as hipdteses da Teoria de Timoshenko em

sua formulagao.

* Elemento 1: w, & W,
1 2
£=-1 &=1

e FElemento 2: ’—E

W W, W
0; 0, 0, x
1 2 3
&=-1 &0 &1

e FElemento 3:

N 4\ b

1

&1 £=-1/3 £=1/3

Figura 3.2 — Elementos isoparamétricos usados neste trabalho na modelagem das vigas.
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Sdo atribuidas duas coordenadas na formula¢do dos eclementos, a saber: a
coordenada global x e a coordenada natural . Essa coordenada natural §, também
chamada adimensional ou homogénea, ¢ fixada no elemento e assim permanece,
independentemente da orientagdo que o elemento venha a ter em relagdo a coordenada
global x.

O campo de deslocamentos para o elemento de viga de Timoshenko ¢ definido
de acordo com a teoria empregada, ou seja, através de uma deflexdo w e uma rotagdo 6.

A deflexdo w em qualquer ponto do elemento pode ser aproximada da seguinte forma:
n
i=1

sendo n o numero de pontos nodais do elemento, N; a fun¢do de interpolacao e w; a
deflexdo associadas ao ponto nodal i. Pode-se escrever ainda a relacdo anterior da

seguinte forma:

w=Nyu® (3.15)
com

Ny =[Ny 0 N, 0 -+ N, 0 (3.16)
wT={w, 6 w, 8, - w, 8} (3.17)

onde u® € o vetor de deslocamentos nodais do elemento e Ny, corresponde a matriz que
contém as fungdes de interpolagdo associadas ao grau de liberdade w.
De forma analoga, aproxima-se a rotagdo 6, em qualquer ponto interno do

elemento, da seguinte forma:

68(8) =5 N;(©)6; (3.18)
i=1
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sendo 6; os valores nodais da rotagdo. Escreve-se entdo a equagdo anterior na forma

matricial, ou seja:

8=Ngu® (3.19)
onde agora:
Ng=[0 Ny 0 N, - 0 N,] (3.20)

¢ matriz que contém as fungdes de interpolacao para as rotagdes nodais.
As fungdes de interpolagdao Nj, para os elementos mostrados na Figura 3.2, podem

ser encontradas em Bathe (1995) e sdo definidas a seguir:

¢ Elemento 1:
Ny (&) =-1(-1) (3.21a)

Ny (&) =3(6+1) (3.21b)

¢ FElemento 2:

Ny (§)=1E(E-1) (3.22a)
N, (&) =-(E-1)E+1) (3.22b)
N3(&)=1g(€+1) (3.22¢)

¢ FElemento 3:

N ©=-2(e+Le-Lhe-1) (3.23a)
N (®) =2 (e +1)e-L)e-1) (3.23b)
N3(&) = -f—g(i+1)(é+§)(2-1) (3.23¢)
Ny@® =2+ 1e+1)e-1) (3.23d)
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Observe que para o elemento de dois nds as fungdes de interpolagdo sdo lineares,
enquanto que para os elementos de trés e quatro pontos nodais, as fungdes N; variam de
forma quadratica e ctbica, respectivamente.

Como os elementos sdao isoparamétricos, utiliza-se as mesmas fungdes N; para

definir a coordenada x em qualquer ponto do elemento, isto é:
n
x(§) =Y N;(®)x; (3.24)
i=1

As definicdes anteriores permitem entdo escrever as componentes de

deformacao da seguinte forma:

Ow, O
O 08 0 Up, U
O & o do Nl X 0 Nn,x [E .1 E
0 %w 070N N N B0 (3.25)
[tp:—_+9D T NMLx 1 n,x n DDW 0
0 ox O o ng
Bon B
ou, de uma forma mais compacta,
® =Bu® (3.26)

sendo B a matriz que relaciona as componentes de deformag¢ao com os deslocamentos
nodais do elemento.
Observe que as derivadas das fungdes de forma N; em relagdo a coordenada x,

presentes na matriz B, devem ser calculadas usando-se a regra da cadeia, isto é:

=N _ON; 9§
BX ax 0¢ 0x

(3.27)

sendo a derivada 0&/0x calculada facilmente através da inversa do Jacobiano, que é

definido de acordo com:
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_Ox_naNi
S 2N

i=1

(3.28)

Note que J pode ser entendido como um operador que transforma as coordenadas do
sistema local & para o sistema global x.

Considerando que a Equacdo (3.12), que representa a expressdo da energia
potencial da viga, pode ser associada a um elemento finito genérico usado na
modelagem, parte-se entdo para a defini¢gdo da matriz de rigidez do elemento. O ponto
de partida para se chegar nessa matriz ¢ a parcela da energia interna de deformagao do
indicador variacional do problema. Assim, através da substitui¢dao de (3.26) em (3.12),

define-se U, da seguinte forma:

Ue =4 IueTBTDBuedx (3.29)
|

¢

onde |, ¢ o comprimento do elemento. De maneira mais compacta, rescreve-se a

equagdo anterior como:
uTKCu® (3.30)
onde K¢ é a matriz de rigidez para o elemento genérico considerado, e ¢ definida por:

K¢ = J’BTDde (3.31)
|

(5]

De acordo com a Equacdo (3.28), dx = Jd¢, e dessa forma rescreve-se a matriz

K*® em termos das coordenadas naturais através da expressao:

K€ = J’jllBTDBdetJdE (3.32)
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O calculo desse tipo de integral pode ser feito de forma explicita, usando alguma
técnica de integragdo numérica, como por exemplo, a quadratura de Gauss
(Assan, 1999). Assim, a avaliagdo de uma componente genérica da matriz de rigidez
dada pela Equagao (3.32), caso se utilize a férmula unidimensional da quadratura de

Gauss, ¢ feita através da expressao:

npi

KE@5) = e@)w, (3.33)
i=1

onde npi corresponde ao numero total de pontos de integragdo; §; representa a
coordenada do ponto de integracdo e W € o peso associado.

Deve-se salientar que a integracdo numérica tem um papel muito importante na
aplicacdo do método dos elementos finitos. A quantidade de pontos de integragdo a ser
adotado estd relacionada diretamente com o tipo de elemento finito utilizado para
discretizar o sistema estrutural, conforme pode ser encontrado na literatura (Hinton e
Owen, 1977; Bathe, 1995; Cook et al., 1989). De acordo com Cook €t al. (1989), no
caso da viga de Timoshenko, a relacdo otima entre o numero de graus de liberdade
adicionais ¢ o numero de pontos de integragdo ¢ igual a dois (r = 2/1). Portanto, o
nimero de pontos de integracdo ideal a ser adotado quando se utiliza numa malha os
Elementos 1, 2 e 3 aqui implementados €, respectivamente, um, dois e trés.

Na quadratura de Gauss—Legendre, por exemplo, os pontos de integragao sao
localizados simetricamente em relacdo ao centro do intervalo de integragdo, e esses
pares simétricos tém o mesmo peso. A Tabela 3.1 fornece a posi¢cdo desses pontos € 0s
pesos associados.

Finalmente, tem-se que a matriz de rigidez global da estrutura, no caso a viga, ¢

obtida somando-se a contribuicao de cada elemento finito, ou seja,

ne
Kg =YK (3.34)

e=1

sendo ne o niumero de elementos utilizados para discretizar a viga.
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Tabela 3.1 — Quadratura de Gauss-Legendre para —1 <& < +1.

n i &i (A
1 1 0 2
1 0,577350269 1
2
2 -0,577350269 1

1 0,774596669 5/9
3 2 0,000000000 8/9
3 | -0,774596669 5/9

0,861136311
0,339981043
-0,339981043

-0,861136311

0,347854845
0,652145154
0,652145154

0,347854845

Numa analise estrutural através do método dos elementos finitos, a unica forma
de carregamento possivel ¢ através de forgas ou momentos aplicados nos pontos nodais.
Assim, para carregamentos distribuidos agindo ao longo do elemento, este deve ser
transformado em cargas nodais equivalentes (Silva, 1998; Assan, 1999).

De acordo com a Equagao (3.7), os tipos de solicitagdes consideradas sdo: cargas
concentradas (forca vertical e/ou momento) e cargas uniformemente distribuidas na
superficie do elemento. No presente trabalho, considera-se as cargas concentradas
aplicadas diretamente nos pontos nodais do elemento; ja para as cargas uniformemente
distribuidas, tem-se que as for¢as nodais equivalentes, de acordo com as Equagdes

(3.12), (3.15) e (3.28), e para um elemento genérico €, podem ser calculadas segundo:
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q° = [Nhadx = IflleTquetsz (3.35)
|

c

Como no caso da matriz de rigidez, pode-se utilizar a integracdo numérica para avaliar
as componentes desse vetor.
Portanto, o vetor de forcas nodais atuante no sistema estrutural é obtido

somando-se as contribui¢cdes em cada elemento, ou seja,

ncd
F=f+ 3 qf (3.36)

e=l

com f definindo o vetor de cargas aplicadas diretamente nos pontos nodais e ncd o
numero de elementos com cargas distribuidas.
Com a obtencdo de Kg ¢ F, chega-se, através da condigdo de estacionaridade da

energia potencial 1, na seguinte equagao de equilibrio do sistema estrutural:
KU =F (3.37)

onde U ¢ o vetor de deslocamentos nodais de toda estrutura.

3.4 - FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTATO BILATERAL

No Capitulo 2 foram apresentados os dois modelos de base elastica que sao
considerados neste trabalho. No caso de aplicagdo do MEF e seguindo a hipdtese de
contato bilateral entre a viga e base elastica, define-se o problema estrutural a ser
resolvido como convencional, onde o desafio agora passa a ser entdo o calculo da matriz
de rigidez da base elastica. Essa matriz deve ser somada a da viga para se obter a rigidez
total do sistema estrutural.

Considere uma viga de comprimento longitudinal L em contato bilateral com

uma base eléstica, como mostrado na Figura 3.3. Para os problemas estruturais usuais,
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Sy define a regido da barra onde os deslocamentos sdo prescritos; S ¢ a regido de
contato entre os corpos e Sy ¢ a parte do contorno onde as for¢as de superficie estdo
aplicadas. Como ja definido, no caso de contato bilateral, a fundacdao reage tanto as
solicitagdes de tracdo quanto as de compressdo e nesse caso S. coincide com o

comprimento da viga L.

Su’ Sf %_é § ? ? ; u’
O XX QARSI
IRRRKR :3220‘020:0:0:0‘0’0’0’00,‘0: ORKRX 0 ‘0‘0 0’0’0‘0’0’0’0’0}}00‘0’0‘0‘00‘ 0’ R IIIKRLRLRIAKS

Sc
|
-
Vy, w

Figura 3.3 — Problema de contato bilateral entre uma viga e uma base elastica.

Assim, para o caso da fundacdo elastica representada por molas discretas
(Secao 2.3.1), tem-se que o acréscimo na energia interna de deformagdo U, definida

pela Equagao (3.6), ¢ dado por:

=
(¢}

Kw? (3.38)

o
I
0 [—
e
LA
[

onde K ¢ o parametro de rigidez da base, x; caracteriza a posi¢ao do ponto e nc indica o
numero de pontos da estrutura em contato com a base. Num contexto computacional, a
matriz de rigidez da base elastica, de acordo com a expressao anterior, pode ser definida

ja no sistema global de coordenada da seguinte forma:

0
0
0
0 (3.39)
0
0
H
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sendo K; o parametro de rigidez elastico da mola em contato com o ponto nodal i.
Para o modelo de fundacdo que obedece as hipoteses de Winkler (Secdo 2.3.2), o

acréscimo da energia interna de deformacgao ¢ definido como:

Kw?dx (3.40)

€

b_E
|

onde | representa o comprimento do elemento finito genérico e da viga em contato com
a base elastica.
De acordo com a aproximag¢do da deflexdo lateral w dada pela Equagdo (3.15),

pode-se rescrever a contribui¢ao da energia interna da base elastica como:

Up =4uTKfu® (3.41)
onde K}, ¢ a matriz de rigidez da base elastica para o elemento genérico considerado,

cuja expressao, ja empregando-se as coordenadas naturais &, ¢ dada por:
e _INT
K} = KJ’_1 NwN,, detJdg (3.42)

com a matriz Ny, definida de acordo com a Equacdo (3.16). Observe que o parametro de

rigidez K ¢ assumido constante.
As componentes de Kj podem ser avaliadas usando a mesma técnica de

integragdo numérica mencionada. Assim, somando-se as contribuicdes de todos os

elementos finitos, chega-se na expressao global da matriz de rigidez da base eléstica, ou

seja,
ne

Kg = z K} (3.43)
e=1
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Finalmente, com a definicdo de Kp, escreve-se agora o sistema (3.37) como

sendo:

(Kg +Kg)U=F (3.44)

3.5- FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTATO UNILATERAL

Nesta secdo, atengdo sera dada ao problema de equilibrio de vigas com restri¢des
unilaterais de contato impostas por bases elasticas modeladas com um parametro.

Inicialmente, serdo introduzidas as equagdes basicas que governam o problema e
as condi¢des de contorno que precisam ser atendidas. Em seguida serdo apresentados os
procedimentos necessdrios para obtencdo da solugdo numérica deste problema, sendo
entdo desenvolvidas duas formula¢des baseadas no emprego do MEF e recursos de
programacao matematica (PM).

Destaca-se que essas formulagdes foram primeiramente propostas por Ascione e
Grimaldi (1984) e Silveira (1995); em seguida elas foram implementadas e testadas com
sucesso por Silva (1998) e Silva et al. (2001) no estudo das placas em contato com
bases elasticas do tipo Winkler e semi-espago infinito.

Considere entdo o sistema estrutural formado por uma viga em contato com uma
fundacao elastica, como ilustrado na Figura 3.4. Considere, ainda, que essa fundagao sé
ofereca resisténcia as solicitagdes de compressdo e que os efeitos decorrentes das forgas
de atrito entre os corpos sejam despreziveis. Torna-se, portanto, possivel subdividir o
contorno da viga, como mostrado na Figura 3.4 em trés partes distintas: S,, S¢ e S..
Como nos problemas estruturais usuais, S, define a parte do contorno onde os
deslocamentos sdo conhecidos ou prescritos e Sy € a parte do contorno onde as forcas de
superficie sdo prescritas. A parte do contorno denominada S; ¢ aquela regido em que
geralmente as condi¢des de contorno sdo “ambiguas”, isto €, os pontos de S, de um
dado corpo, apds a aplicacdo das cargas, podem entrar ou ndo em contato, permanecer

em contato ou separar-se do outro corpo.
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situagdo limite:

w=w=5=0 M

w=0,w<0,5=0 2
regifo de perda de contato |

hd A4 hd hd I

y’w

Figura 3.4 — Problema de contato unilateral entre uma viga e uma base elastica.

As observacgdes feitas no final do paragrafo anterior caracterizam a natureza nao-

linear do problema de contato unilateral, mesmo quando t€ém-se corpos eldsticos em

regime de deformagdes e deslocamentos infinitesimais.

De acordo com a Teoria de Timoshenko para vigas, as equagdes de equilibrio

interno, relagdes cinematicas e constitutivas para a estrutura em analise podem ser

expressas segundo:

* Equagoes de equilibrio:

2 2
g0, %E" _dwp . GAHw  doH_

dx2 o dX D

* Relagdes cinematicas:

__ 439 _
€x __yd_X; Yxy =@

* Relagdes constitutivas:

M :—EI@; Vv :%(p
dx o

B dez

(3.45)

(3.46)

(3.47)

onde ¢ assumido para EI, G, A e a valores constantes; K ¢ o pardmetro de rigidez

elastico da base, e ¢ também assumido constante. Note que a contribuigdo da base
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elastica presente na Equacdo (3.45), através de 1y, s6 deve ser considerada nas regides
de contato entre os corpos.
Para bases elasticas modeladas com apenas um parametro, pode-se escrever,

genericamente, a seguinte relacdo constitutiva:

Iy, = KWb (348)

onde, por conveniéncia, ¢ introduzida a variavel wy,, que representa a deflexao lateral da
base elastica; r,, como ja definido, ¢ a reagdo a compressao da fundagao.

Através da Figura 3.4, que fornece genericamente o comportamento do eixo
neutro da barra para um dado carregamento, observa-se que as seguintes condi¢oes de

contorno devem ser satisfeitas:

w=w e/ou 6=0 em S, (3.49a)

19 oM elou FA 0=V em S, (3.49b)
dx o

d=wp-w=20em S, (3.49¢)

com w, 8, M e V sendo os valores prescritos da deflexdo, rotacdo, momento fletor e
esforco cortante, respectivamente. As Equacdes (3.49a) e (3.49b) representam as
condi¢des de contorno essencial e natural do problema, respectivamente; a Inequagado
(3.49c¢) caracteriza a restri¢ao de contorno em S, com ¢ definindo a distancia relativa
entre os dois corpos apés a deformacdo. Essa inequacdo representa a condi¢do de
compatibilidade que deve ser satisfeita em S. e indica fisicamente a condi¢dao de
impenetrabilidade entre os corpos.

Ao se analisar o comportamento de um ponto genérico em S, ap6s a deformacao
da estrutura, uma das seguintes situagdes pode ser observada:
(1) o ponto estd em contato com outro ponto material do sistema estrutural. Para esse

estado escreve-se:

$=0 e 1,20 (3.50)
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(i) o ponto ndo coincide com qualquer outro ponto material do sistema. Para essa

situacdo tem-se que:
$=0 e 1r,=0 (3.51)

A partir das observagdes presentes nos paragrafos anteriores, pode-se concluir
que as condi¢des que definem de forma completa o contato como sendo unilateral sao

dadas pela Inequagdo (3.49¢), pela Inequagao:

r, 20 (3.52)
e através da relagdao de complementaridade entre ¢ e ry, isto €:

[TdS, =0 (3.53)
S

C

A Figura 3.5 fornece o dominio de validade dessas trés relagdes e ainda o grafico

de validade da lei de contato.

L Ly * L i L,

<y

i
a) Dominio para ¢$ =0 b) Dominio para r, 20 c¢) Dominio para r,¢ =0 d) Lei de contato

Figura 3.5 — Dominio de validade das restri¢des de contato.

Observe entdo que, para um dado sistema estrutural (no caso, viga e fundagao
elastica), a solucao do problema de contato unilateral pode ser conhecida através da
resolu¢do das Equagdes (3.45), com o auxilio das Equagdes (3.46), (3.47) e (3.48),
levando-se em consideragdo as condi¢des de contorno (3.49a) e (3.49b), as Inequacdes

(3.49¢) e (3.52) e a condigao de complementaridade (3.53).
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Entretanto, a ndo-linearidade decorrente das condi¢des de contato unilateral
torna a solucao direta do problema uma tarefa bastante dificil. Dessa forma, ¢ formulado
um problema de minimizacdo equivalente para que uma analise numérica possa ser
convenientemente empregada na sua solu¢ao. Em Joo e Kwak (1986) ou Silveira (1995)

¢ demonstrado que o problema de minimizagao:

Min I (w, 6, wy) (3.54)
Sujeito a: — ¢ <0, em S, (3.55)
onde,

_1 9 1 aW
n —EJEIBB—ngx + E‘[SD ™ gdx +1 IKWb ds,
S (3.56)

¢ equivalente a solucao das equagdes e restricdes impostas na formulagdo do problema
unilateral de contato anterior.

Serdo apresentadas a seguir duas formula¢des matematicas para o problema de
contato unilateral entre os corpos. Na primeira formula¢do, tém-se como incognitas
principais os deslocamentos da estrutura e a reacdo da base eléstica; na segunda
formulacao, a incdgnita principal € a reacdo da base. A eficiéncia computacional dessas

formulagdes sera verificada através de varios exemplos analisados no Capitulo 5.
3.5.1 — Formulacido Primal

Como ja foi destacado em Silveira (1995) e Silva (1998), esta primeira
formulagdo segue as idéias inicialmente propostas por Ascione e Grimaldi (1984), que

estudaram o problema de contato unilateral entre uma placa ¢ uma base elastica

modelada segundo as hipoteses de Winkler ou semi-espaco infinito. De acordo com
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esses pesquisadores, as trés restrigdes (3.49¢), (3.52) e (3.53), envolvendo r, ¢ ¢, podem

ser substituidas pela inequacao variacional:

JodS. 20 (3.57)
SC

onde O pertence ao cone K, no qual estdo incluidos os valores admissiveis para r,, que ¢

representado por:

K=@rbDY',J’rbhdSCZO,DhDY,hZO (3.58)
S

H ‘

0 O

onde Y’ ¢ Y sdo os espagos vetoriais que contém, respectivamente, as solugdes de 1, € ¢
do problema de contato analisado; quando O = 1y, a relacdo de complementaridade dada
pela Equagao (3.53) ¢ verificada.

A partir dai, elimina-se a restri¢do (3.55) da andlise escrevendo-se o funcional

aumentado (ou funcdo Lagrangiana):

My (w,0,wy,r, )= - [ roddSc (3.59)
S

C

sendo a energia potencial total do sistema [1 dada pela expressdo (3.56). Na
terminologia da programacao matematica, 1, pode ser chamado de multiplicador de
Lagrange.

Apoés a eliminacdo de w, na equacdo anterior através da relacdo (3.49¢) e o

calculo da primeira variacao de I}, chega-se a seguinte equagao variacional:
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6n1:IIEIBf’—%Eae X +|IS aw%Ba aWHix+IK(¢+w)5wdS +

x [0 ox 0O 0x[ S,
JIK(® +w) -1, ]50dS. - [, dS, - [qdwdx - ZPiéwi - zMjesej =0
S. Sc | i=1 _]:1

(3.60)

Através da andlise da equagdo anterior chega-se as condi¢des que caracterizam o
equilibrio do sistema estrutural. Note que ao tentar eliminar ¢ de (3.60) através de
(3.49¢) e usando a relagdo constitutiva (3.48), chega-se numa equacdo fun¢do apenas
dos deslocamentos da viga (w e 8) e reagdo da base elastica (r,). Essa mesma equagdo

seria obtida se fosse estabelecida a primeira variagcdo do indicador variacional:

M, :%‘I[Elé;la—egdx + %‘l[sEb-a—WHde -%JDbrS dSe

‘ . (3.61)

onde considerou-se D, = 1/K. O objetivo passa, entdo, a ser a obtencdo das variaveis w,
0 e 1, de tal forma que a minimizagao de (3.61) seja obtida.

A utilizacdo de técnicas de programacdao matemadtica requer, em geral, que o
problema possua dimensao finita. Assim, recorre-se ao MEF, cuja aplicagdo permite que
se discretize o dominio de solucdo em pequenas regides € se aproxime o comportamento
das varidveis incégnitas do problema nestas regides. Portanto, para um elemento
genérico da estrutura (viga) as relagdes (3.15), (3.19) e (3.26), estabelecidas na segdo
anterior, permanecem validas. Para um elemento genérico da base elastica, escreve-se

que a reacgdo esta relacionada aos seus valores nodais segundo:
r, = N,rp (3.62)

onde N, ¢ uma matriz que contém as fungdes de interpolacio que definem o

comportamento da reagdo a compressdo da base eléstica.
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Substituindo entdo as Equagdes (3.15), (3.19), (3.26) e (3.62) em (3.61), e
levando-se em consideracdo a contribuicdo de cada elemento finito que compode a viga e

a fundacao, chega-se ao funcional do problema na forma global, ou seja:
MU, ry)=2UTKU - Ir) Tr, + iy CU - U'F (3.63)

onde as matrizes e os vetores presentes na equagao anterior sao definidos a seguir:

1. U ¢ o vetor que contém os deslocamentos nodais da estrutura;

2. K¢ a matriz de rigidez da estrutura definida em (3.34), Se¢do 3.3;

3. F ¢ o vetor das for¢as nodais equivalentes da estrutura, conforme Equagao (3.36);
4

T ¢é a matriz de flexibilidade da base elastica:

T= DbJ'NrTNrdSC (3.64)
SC

me

onde m, indica o nimero de elementos que definem a regido de contato.

5. C ¢ a matriz de acoplamento entre a estrutura e a fundacao elastica:

c=y INrTNWdSC (3.65)
m, S,
Estabelecendo a minimizacao do funcional (3.63) em relacao as variaveis U e rp,
chega-se a:

M, (U, rp) :6UT(KU +CTry —F)+ dry (CU - Try,)=0 (3.66)

onde, procurando-se atender as condi¢des de 6timo de primeira ordem, conhecidas
como as condi¢des de Kuhn-Tucker (Arora, 1989; Herskovits, 1995), chega-se ao

seguinte problema de complementaridade linear (PCL):
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KU+CTr, -F=0 (3.67)

CU - Tl’b <0 (3683)
1, 20 (3.68b)
(CU-Try)Try, =0 (3.68c¢)

onde a Equagao (3.67), que define o equilibrio do sistema mecanico em estudo, deve ser
resolvida respeitando-se as restricdes (3.68a,b,c), que caracterizam o contato como
sendo unilateral. A primeira restricdo equivale, fisicamente, a condicdo de
impenetrabilidade entre os corpos; a segunda fornece a condi¢cdo de positividade da
reacdo da base e a terceira caracteriza a complementaridade entre a auséncia de contato
e a existéncia de reagoes.

A solugdo da Equacido (3.67), considerando as restrigdes (3.68), pode ser obtida
por algoritmos de programacdo matematica, em particular, técnicas de pivoteamento
desenvolvidas para o PCL (Lemke, 1968; Cottle e Dantzig, 1968). Porém, antes do
emprego desses algoritmos, ¢ necessario reduzir as relagdes anteriores a uma forma

padrao, através das seguintes definigdes:

U=U"+U" (3.69a)
z, =Tr, -CU (3.69b)
2, =KU+CTry -F (3.69¢)
Z3=-2, (3.69d)

onde U"20 e U™ 20 sdo explicitamente incluidos na analise descrevendo a parte
positiva e negativa do vetor U (Fletcher, 1981).

Dessa forma, € possivel rescrever (3.67) e as restrigdes (3.68) como segue:

y =q+Mx (3.70)
x20 (3.71a)
y=0 (3.71b)
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xTy=0 (3.71c)

que representa um problema de complementaridade linear padrae. As variaveis

presentes nas relagdes anteriores sdo dadas por:

Ok -k c¢'0  OF Oy*d 0z, 0
_0 ¢ L A R R R | _d O

M=FK K -C gq=0F0x=QU ;e y=0z30 (3.72)
2c ¢ 10 Hof OnD  BaB

3.5.2 — Formulacido Dual

Analisando a Equagdo (3.67), observa-se que se a matriz de rigidez da estrutura

for positiva definida, ¢ possivel estabelecer a seguinte relacao entre U e rp:
U=K '(F-cTr) (3.73)

Substituindo entdo (3.73) em (3.63), chega-se a um indicador variacional fun¢ao apenas

da variavel rp, ou seja:
I'Iz(rb)=—%rbTPrb +rgL-s (3.74)

onde:

1. P ¢ uma matriz simétrica e positiva definida, representada por:
p=ck!cT+T (3.75)
2. L ¢ um vetor definido como:

L=CK'F (3.76)
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3. s ¢ uma constante dada por:
s=1F'K'F (3.77)

Note que a Equacdo (3.74), com a restricdo da condicdo de positividade da
reacdo ry, define um problema de programacao quadratica (PPQ). Usando as condi¢des
de Kuhn-Tucker para problemas de maximiza¢do com restrigdes de desigualdade,
chega-se as condigdes de otimalidade da Equacao (3.74). Essas condigdes podem ser

escritas de acordo com:
c=-L+Pr, (3.78)

sujeito as restrigoes:

r, =0 (3.79a)
c=0 (3.79b)
rpc=0 (3.79¢)

que representa um PCL padrao; o vetor ¢ ¢ introduzido na anélise como o multiplicador
de Lagrange, que agora representa fisicamente a condi¢ao de impenetrabilidade entre os
COrpos.

O sistema anterior pode ser resolvido através de algoritmos de otimizagao como
a técnica de pivoteamento de Lemke (ver Apéndice A). Note que apds o calculo das
reacgoes Iy, 0 valor dos deslocamentos nodais da estrutura, U, pode ser obtido através da

Equacgdo (3.73).
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Capitulo 4

PROGRAMAS COMPUTACIONAIS

4.1 —-INTRODUCAO

Nesse capitulo sdo introduzidos os procedimentos adotados na implementacéo
computacional das metodologias de solucéo propostas nos Capitulos 2 e 3.

Os programas computacionais desenvolvidos foram escritos em linguagem de
programacdo FORTRAN 4.0 (1994-1995). O Capitulo 5 a seguir fornecera, através de
varios exemplos, algumas analises sobre as implementacdes realizadas.

Na Secdo 4.2 sdo descritos os procedimentos adotados para a implementacéo da
solucéo do problema de contato, conforme apresentado no Capitulo 2, onde o método de
Raleygh-Ritz € empregado. Nas Subsectes 4.2.1 e 4.2.2 sdo descritas as duas sub-
rotinas usadas para gerenciar esse tipo de andlise, sendo em seguida apresentado um
exemplo do arquivo de entrada de dados para a analise ndo-linear.

No Capitulo 3 foi apresentado o método dos elementos finitos para resolver a
mesma classe de problema, onde, no caso de contato unilateral, o problema é escrito na
forma de um problema de complementaridade linear (PCL), que é resolvido através de
técnicas de programagdo matematica, conforme sera visto na Secéo 4.3. A estrutura do
programa principal € apresentada através de um fluxograma, sendo considerado na
analise do problema de contato unilateral as formulacdes Primal e Dual (Subsectes
3.5.1 e 3.5.2, respectivamente). Mais adiante, nas SubsecOes 4.3.1 e 4.3.2, € feita uma
descricdo das sub-rotinas consideradas importantes nesse programa computacional. Por
fim, é apresentado um arquivo de entrada de dados, referenciado ao mesmo exemplo
usado na Secéo 4.2.



4.2 -PROGRAMA COMPUTACIONAL 1:
METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Esta secdo tem como objetivo apresentar as implementacdes computacionais
realizadas neste trabalho, usando o método de Rayleigh-Ritz, para solu¢do dos trés
problemas de contato apresentados no Capitulo 2 (Subsecdes 2.4.1-2.4.3). A validagdo
dessa estratégia de solucéo é apresentada detal hadamente no Capitulo 5.

A Figura 4.1 apresenta o fluxograma geral do programa principal usado na

implementagdo computacioanl dos problemas propostos.

C PROGRAM MRR )

Sub-rotina
INICIO

v

Sub-rotina
OPENF

v

Sub-rotina
LDADOS

v

Sub-rotina
IDADOS

SIM @ NAO

Sub-rotina Sub-rotina
SOLLINEAR SOLNLINEAR

Sub-ratina
IMPRES

Figura 4.1 — Fluxograma do programa principal: solucéo modal.

A seguir sdo descritas sucintamente algumas sub-rotinas presentes no programa

principal, conforme apresentado na Figura4.1:

63



Sub-rotina INICIO: apresenta informagdes gerais do programa implementado, tais
como: versdo, tipo de problema analisado, metodologia empregada, autor,
orientador, Ultima atualizacdo e algumas caracteristicas particulares (linearidade
fisca e geométrica, e aocacdo dindmica). Essas informagbes sdo fornecidas
diretamente no monitor;

Sub-rotina OPENF: realiza a abertura dos arquivos de entrada e saida;

Sub-rotina LDADOS: faz aleitura dos dados de entrada do problema, tais como:

v tipo de andlisg;

v nimero de semi-ondas longitudinais;

v propriedades fisicas e geométricas daviga;

v’ parémetro de rigidez da base elastica;

v’ tipos de carregamentos considerados na andlise;

v parametros de impress3o.

Para a andlise ndo-linear, sdo também lidos:

v 0 valor da amplitude adotada para inicializar o processo iterativo de Newton—
Raphson pararesolver o problema de contato unilateral (veja Figura 2.4);

v’ as coordenadas que definem a aproximacdo da regido de contato, conforme
descrito no Capitulo 2;

v nimero tota de iteracOes;

v fator de tolerancia empregado no critério de convergéncia do processo iterativo.
Na Subsecdo 4.2.2 € explicado com mais detalhes esse critério de convergéncia
adotado.
Sub-rotina IDADOS: imprime todos os dados lidos no arquivo de saida.

As sub-rotinas consideradas mais importantes para esse tipo de analise seréo

apresentadas com detal he a seguir.

4.2.1 —Sub-rotina SOLLINEAR

Nesta sub-rotina € realizada a andlise linear dos problemas estruturais em estudo,

0uU sgja, 0s casos de contato bilateral e sem contato. Essa distingdo entre os casos citados
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estd na consideragcdo do pardmetro de rigidez da fundag@o, isto é, se esse parametro for
igual a zero, analisa-se 0 problema sem contato, caso contrério, o problema bilateral é
considerado. Como ilustrado na Figura 4.1, nota-se que a escolha dessa sub-rotina esta
relacionada também com o valor zero atribuida a variavel ntype.
Os passos bésicos envolvidos na implementagdo dessa sub-rotina séo mostrados
aseguir:
1. Monta-se amatriz derigidez da estrutura K ;
2. Monta-se 0 vetor das forcas externas Fe;
3. Resolve-se 0 sistema de equagdes: KU = F;
4. Imprime-se, em arquivo de saida:
* problema sem contato: os deslocamentos, momento fletor e forga cortante.
* problemade contato bilateral: os deslocamentos, momento fletor e forca cortante
e areacdo dabase eléstica
5. Retorna-se ao programa principal .

4.2.2 —Sub-rotina SOLNLINEAR

Essa sub-rotina resolve o problema de contato unilateral entre a viga e a
fundagdo elastica do tipo Winkler, através de uma analise ndo-linear. A solucéo desse
problema é feita através da técnica iterativa de Newton—Raphson, como mostrado na
Figura2.4.

Através da Figura 4.1, mostrada anteriormente, verifica-se que a utilizagdo dessa
sub-rotina € definida para valores da variavel ntype diferente de zero.

O critério de convergéncia adotado € baseado em relagbes de forgas e €
calculado no inicio da iteracdo corrente utilizando parémetros da iteracdo anterior,

sendo definido como:

HQ(H’H <2 (4.1)

(1= <
tIR
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onde Hg(k‘l)ué igual & norma Euclidiana do vetor das forcas desequilibradas, que é

calculado através da Equacdo (2.15); |Fe| € a norma Euclidiana do carregamento

externo, e { é um fator de toleréncia fornecido pelo usuario do programa como um dado
de entrada.

O processo iterativo descrito na Figura4.2 termina quando o critério de
convergéncia for atendido. Se houver convergéncia, o processo € concluido e as
respostas sdo impressas em arquivos de saida; caso contrario, faz-se a atualizagéo do

vetor A, que serd usado na préxima iteragéo.

1. Iniciadizac8o das varidveis. vetor das amplitudes w (Amp) e a coordenada da regido
de contato Sc (t; t; e tf)
Calculo do vetor das forgas externas Fe
IteragBes: k =1, 2, ..., nimax
e Cdaculo damatriz Hessiana e do vetor das forgas internas, onde:
v’ Se ntype = 1, monta-se a matriz Hessiana H e o vetor das forgas internas F;
parao Problemal,
v' Se ntype = 2, monta-se a matriz Hessiana H e o vetor das forgas internas F;
para o Problema 2;
v’ Se ntype = 3, monta-se a matriz Hessiana H e o vetor das forgas internas F;
para o Problema 3.
» Cdaculodovetor gradienteg: g=F -F,
» Verificagdo daconvergéncia: {4 <
v/ Sim: siga ao passo 4
v’ Nao: Calculo da correcéo: 5AX = — [H* Dt gD
.+ Atualizacio das variaveis: A* = A®™D + 5AX retorne ao passo 3
4. Impressdo dos resultados

Retorna ao programa principal

Figura 4.2 — Procedimentos adotados no processo de Newton—Raphson.
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A Tabela 4.1 fornece as varidveis usadas na leitura de um arquivo de dados do

problema de contato apresentado na Figura 4.3, onde as unidades das grandezas

envolvidas devem ser compativels.

Tabela4.1 — Varidveis presentes no arquivo de dados.

Variavel Descricao

ntype Tipo de andlise (linear ou ndo-linear)

n NUmero de semi-onda

L Comprimento longitudinal daviga

El Rigidez aflexdo daviga

K Parametro de rigidez da base elastica

M1 Momento fletor aplicado na extremidade, x =0
M, Momento fletor aplicado na extremidade, x = L

q Carga uniformemente distribuida

Carga concentrada aplicadaem x = L/2

np Numero de pontos da deflexéo paraimpressao
imp Parametro de controle de impressao

amp Vetor de inicializacdo usado no processo de NR'
t; Incégnita daregido de contato, coordenada 1

s Incégnita daregido de contato, coordenada 2
nimax NUmero méximo de iteragdes usado no processo de NR
tolf Tolerancia do processo iterativo — forgas

told Tolerancia do processo iterativo — deslocamentos

"NR: método de Newton—Raphson.
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A Figura 4.3 apresenta o arquivo de dados para andlise ndo-linear do problema

estrutural em detalhe. A andlise desse problema € parte integrante do Capitulo 5.

1 ..ntype

20 ..n

5. 1000. ..L, El ¥

1000. K My W
1100, -100. 0. 0. ..M1,M2 q,P SN - S
21 1 ..np, imp _§ § § § § § %*:““
l.e3 ..amp

2. 0. i tf
40 le5 l1leb ...nimax, tolf, told

Figura 4.3 — Exemplo de um arquivo de dados para a solucéo do

problema de contato unilateral.

4.3 -PROGRAMA COMPUTACIONAL 2:
METODO DOSELEMENTOSFINITOS

Nesta secdo sdo apresentados os procedimentos adotados para a implementagéo
computacional da metodologia proposta baseada no emprego do MEF, onde os
elementos de viga isoparamétricos com dois, trés e quatro pontos nodais podem ser
usados para modelar a viga e a fundacéo eléstica. De acordo com ateoria empregada, 0s
efeitos da deformacéo cisalhante transversal sdo consideradas na formulagdo do
problema. Técnicas de programacdo matematica, como o algoritmo de Lemke (ver
Apéndice A), sdo usados para resolver o PCL resultante da formulagéo do problema de
contato unilateral.

A organizagdo do programa principa é indicada na Figura 4.4, que apresenta as

sub-rotinas implementadas.
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C PROGRAM MEF )

Sub-rotina
INICIO

v

Sub-rotina
OPENF

v

Sub-rotina
SOoLUC

¥

Sub-rotina
PMESH

v

Sub-rotina
DOFND

SIM @ NAO

Sub-rotina Sub-rotina
SOLPC SOLPCU

............... I

Sub-rotina
IMPRESL

Figura 4.4 — Fluxograma do programa principal: solucéo via MEF.

As sub-rotinas INICIO e OPENF apresentadas nesta secdo realizam
basicamente as mesmas tarefas daquelas citadas na se¢éo anterior. O gerenciamento da
andlise do problema é readlizado pela sub-rotina SOLUC, onde uma variavel é
introduzida para definir o tipo do problema a ser analisado. De acordo com a Figura 4.4
nessa sub-rotina séo definidas:

e Otitulo do exemplo processado;

» tipo de andlise (problema sem contato, contato bilateral ou contato unilateral);

* numero de pontos nodais, nUmero de elementos, nUmero da dimensdo do problema,
nimero de pontos nodais por e emento, nUmero de graus de liberdade por né,
nimero de pontos de Gauss para integragdo numérica, nimero de casos de cargas
(carga concentrada e€/ou distribuida), nimero de materiais, nimero de pardmetro
para materiais, nimero de secdes, nUmero de parametro para secoes e indicador de

plotagem;
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» coordenadas do sistema estrutural (sub-rotina Pmesh);

e incidéncia dos elementos (sub-rotina Pmesh);

» propriedades fisicas do material que compde a estrutura, tais como os médulos de
elasticidade longitudinal e transversal (sub-rotina Pmesh);

» propriedades geométricas da secdo transversal, tais como: area; momento de inércia
e o fator de empenamento da secéo transversal (sub-rotina Pmesh);

» condicdes de contorno (sub-rotina Dofnd);

» propriedade fisica da base el astica (sub-rotina Pmesh);

* carregamento externo (sub-rotina Pmesh).

A sub-rotina SOLUC gerencia inicialmente a sub-rotina PMESH, sendo esta
responsavel pela introducdo de alguns dados de entrada, onde sdo usados macro—
comandos no arquivo de leitura, conforme apresentado na Tabela 4.2. A Figura 4.5
ilustra o funcionamento da sub-rotina Pmesh. Em seguida faz-se o cdlculo do nimero
de graus de liberdade do sistema, através da sub-rotina DOFND. Apés o calculo do

numero de graus de liberdade é realizada a analise do problema.

Tabela 4.2 — Declaragdo dos macro-comandos.

M acro-Comando Descricdo

COORD Dados para coordenadas

ELEM Dados para el ementos

MATER Dados para material

SECAO Dados para se¢do transversal

BOUND Dados para condi¢des de contorno

PLOT Dados para plotagem (p0os-processador)
PGAUS Dados paraintegracdo numerica

FUND Parémetro da base elastica

END Finaliza a entrada de dados para modelagem
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Inicio

Y
Médulo 1.

Entrada de Dados
(pré-processador)

g—
~]

Médulo 2:
Andlise do Problema

feIBWR 10U 0gdN|0S

Médulo 3:
Saida de Resultados
(pbs-processador)

Fim

Figura4.5 — Esquema simplificado do programa.

Conforme o tipo de anadlise, uma das sub-rotinas SOLPC ou SOLPCU devera
ser executada. Na sub-rotina SOLPC é realizada a andlise linear para o problema
padrdo (sem contato) ou contato bilateral. Enquanto que na sub-rotina SOLPCU éfeita
a andise do problema de contato unilateral entre uma viga e a fundagéo elastica, onde
desprezam-se ainfluéncia do atrito existente entre 0s corpos.

A Ultima etapa do programa principal tem como objetivo realizar aimpressdo
dos resultados obtidos na solucgéo do problema.

Seja uma descricado sucinta sobre as sub-rotinas descritas anteriormente, ou segja,
uma aplicacdo pratica. Quando uma estrutura esta sob a influéncia de cargas externas,
por exemplo, vigas de pavimentos superpostos de uma construcéo, a andise mais
adequada seria através da sub-rotina SOL PC utilizando a op¢éo para o problema sem
contato. Se essa estrutura for totalmente ou parcialmente apoiada sobre o solo, por
exemplo, uma fundacéo tipo alicerce corrido, pode-se aplicar a mesma sub-rotina para
analise do problema de contato, caso se considere o contato entre 0s corpos como sendo

bilateral. Caso se desgje um comportamento mais realistico da base eléstica, isto €,

71



considerando que esta ndo regja as solicitacfes de tracdo, deve-se entdo chamar a sub-
rotina SOL PCU pararesolver o problema.
A seguir é feita uma melhor descricdo das sub-rotinas consideradas mais

importantes nesta secéo.

4.3.1 - Sub-rotina SOLPC

Os passos bésicos envolvidos na implementagdo dessa sub-rotina séo mostrados

aseguir:
1. Monta-se a matriz de rigidez seguindo os procedimentos descritos na Figura 4.6;

nype=0| suprotina | Ntype=1

FSOLPC—l

Cdcula-seamatriz darigidez Cdculase amatriz darigidez
daestrutura (Ke) daestrutura (Ke)
K =Ke Calcula-se amatriz darigidez
dabase elagtica (Ks)

v

K =Ke+Ks

Figura 4.6 — Definicdo damatriz de rigidez usada na andlise.

2. Monta-se 0 vetor de forgas nodais equivalente total F;

3. Resolve-se 0 sistema de equagbes KU = F;

4. Calcula-se os resultados secundarios: momento fletor e esforgo cortante em cada
elemento;

5. Imprime-se os resultados,

6. Retorna-se asub-rotina SOLUC.
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4.3.2 — Sub-rotina SOLPCU

O objetivo desta sub-rotina € resolver o problema de contato com restricdes
unilaterais usando uma das formulagdes apresentadas no Capitulo 3. Como visto, essas
formulagdes geram um problema de complementaridade linear que é resolvido através
da técnica de pivoteamento sugerida por Lemke (Lemke, 1968; ver detalhes no
ApéndiceA).

A seguir, sdo apresentados os procedimentos a serem seguidos, para 0 caso das
formulagdes descritas no Capitulo 3 (Segdo 3.5):

1. Monta-se amatriz de rigidez da estrutura K g (Equagéo 3.34);

2. Monta-se amatriz de flexibilidade T (Equacéo 3.64);

3. Monta-se a matriz de acoplamento C ( Equacéo 3.65);

4. Monta-se o vetor de forgas nodais equivalente total F (Equacéo 3.36);

5. Para as formul agoes:

e Formulagdo Primal: obtém-se a matriz M e o vetor q, utilizando as expressoes
dadas pela Equagéo (3.72), ou sgja

0K =K c'O O-FO

M:%K K -C'Ha=0F0

HFc ¢ TH HoH

e Formulacéo Dual: calculam-se amatriz M e o vetor q, através das Equagdes (3.75)

e (3.76), sendo dadas respectivamente por:
P=CK™C"+T;L=CK™F

6. Utiliza-se 0 algoritmo de Lemke pararesolver o PCL, para o caso da

* Formulacgdo Primal: sdo obtidos os deslocamentos nodais da estrutura e a reacéo
dabase elastica;

» Formulacéo Dual: é obtida areacdo da base elastica.

7. Determina-se outras incognitas, ou sgja:
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* Formulacéo Primal: calculam-se os deslocamentos da base el astica;
* Formulacédo Dual: calculam-se os deslocamentos da estrutura através da Equagéo

(3.73), escrita como a seguir:

U=K YF-CTrp)

8. Imprime-se, nos arquivos de saida e neutro, os deslocamentos e as reagdes nodais,
9. Calcula-se os esforgos solicitantes na estrutura-tensdo e deformacéo avaliadas nos
pontos de Gauss;
10. Imprime-se, em arquivo neutro, os esforgos solicitantes na estrutura em cada ponto
de Gauss,
11. Utiliza-se rotinas gréficas para visualizacdo da deformada na tela do monitor;
12. Finaliza-se a sub-rotina e retorna-se ao programa principal.

Na Figura 4.7, é apresentado o arquivo de entrada de dados para o problema
mostrado na Figura4.3, considerando a metodol ogia proposta nesta se¢éo.
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EXEMPLO
3

21 20 2
1 2 1
coord
ppor

1 1 0 0.
21 0 5 O
gem

1 1 2 1
20 20 21 O
mater

1000. 12000.

2221
31

1 20

2. 1 12

N

N
B
oo

.titulo

...ntype

...npoin, nelem, ndime, nnode, ndofn, ngaus, ncase
...nmats, npmat, nsecs, npsec, nplot
..MACRO-COMANDO

..MACRO-COMANDO

..No, ng, X, y

..MACRO-COMANDO
...el, noi, noj, Ix

..MACRO-COMANDO
..E G

...ngelm

..kell, kel2
..MACRO-COMANDO
WALl apha

...ngelm

..kell, kel2
..MACRO-COMANDO
...no, ng, dy, theta

..MACRO-COMANDO
..Ici, ct(1), ct(2)
..MACRO-COMANDO
..MACRO-COMANDO
..K
..MACRO-COMANDO
..LLDEF

...npload, nedge

...no, P, M

Figura 4.7 — Exemplo de arquivo de entrada de dados. solucéo via MEF.
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Capitulo 5

EXEMPLOSDE VALIDACAO

5.1 -INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo vaidar as formulagbes apresentadas nos
Capitulos 2 e 3 para solugdo do problema de contato entre vigas e bases el asticas do tipo
Winkler. No Capitulo 2, a formulagdo proposta € baseada na aplicagdo do método de
Rayleigh-Ritz (MRR) junto com a técnica iterativa de Newton—Raphson. No Capitulo
3, a metodologia de solucdo proposta € fundamentada no emprego do método dos
elementos finitos (MEF) e técnicas de programacdo matematica para resolver essa
classe de problema.

Na Secdo 5.2 sdo feitas consideragOes gerais sobre as model agens dos exemplos
que serdo analisados neste capitulo.

Nas secOes seguintes sdo apresentados sete problemas de vigas com restrigoes de
contato. Esses problemas estruturais estéo ilustrados inicialmente nas Figuras 5.1(a)-(g),
onde sdo fornecidas também as configuraces deformadas das vigas para a situagéo de
contato unilateral. Observe que os trés primeiros exemplos caracterizam os problemas
de contato apresentados no Capitulo 2 e tém como principal objetivo validar a
formulagdo modal proposta.

Nas SecOes 5.6 e 57 sdo apresentadas duas andlises envolvendo vigas
hi perestati cas com restricOes bilaterais e unilaterais de contato (Figuras 5.1(d) e (€)).

Nas duas Ultimas secdes estdo as andlises de vigas prisméticas apoiadas apenas
em uma base el astica do tipo Winkler, como pode ser visto nas Figuras 5.1(f) e (g).
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Figura 5.1 — Problemas de contato analisados neste capitulo.
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5.2 - CONSIDERACOES GERAIS

No estudo dos trés primeiros exemplos apresentados na Figura 5.1 através do
método de Rayleigh-Ritz (MRR), considera-se como uma das principais variaveis na
modelagem do problema o nimero de semi-ondas (N) usado para aproximar o
comportamento da deflex&o lateral daviga.

Janaaplicacdo do método dos elementos finitos (MEF), que utiliza os el ementos
isoparamétricos de viga, 0 nimero de elementos (NELEM) tem papel de destague. Os
elementos isoparamétricos implementados com dois, trés e quatro pontos nodais, sdo
denominados Elementos 1, 2 e 3, respectivamente, conforme j& estabelecido no
Capitulo 3. Visando uma maior precisdo nos resultados, emprega-se na integracéo
numeérica dois pontos de Gauss para os Elementos 1 e 2, e trés pontos de Gauss para o
Elemento 3 (Hinton e Owen, 1977; Bathe, 1995). Ainda em relacdo as andlises feitas
através MEF, vae informar que as solicitagBes internas (momento fletor e esforgo
cortante) séo avaliadas nos pontos de Gauss.

Na Tabela 5.1 sdo apresentados os valores do coeficiente de empenamento
também conhecido como fator de forma que podem ser encontrados na literatura para
alguns tipos de seges transversais de viga (Timoshenko e Gere, 1982). Destaca-se que
apenas a secdo retangular sera utilizada nas andlises realizadas neste trabal ho.

As solugbes numéricas obtidas através dos programas computacionais
desenvolvidos (MRR e MEF) serdo comparadas, sempre que possivel, com resultados
analiticos e numéricos existentes na literatura. Dessa forma, o erro serd avaliado

segundo a expressao:

Erro(%) = 100 resultado tedrico— reﬂ{ltgdo nuUMErico (5.1)
resultado tedrico

Por fim, vale mencionar que os resultados das analises numéricas que seréo
apresentadas neste capitulo foram obtidos usando um microcomputador com a seguinte
configuragdo: 1 GHz de CPU, 256 MB de memdria RAM e sistema operacional
Windows 98.

78



Tabela 5.1 — Valores para os coeficientes de empenamento Q.

Secéo a

Retangulo

vlo

G Circulo 10

Tubo fino 2

D Perfil caixaou | A

ama

79



5.3—-PROBLEMA DE CONTATO 1.
Viga isostética com uma regido de contato e uma sem contato

Neste primeiro exemplo, considere 0 caso de uma viga simplesmente apoiada
com momentos fletores concentrados aplicados nas duas extremidades A e B, conforme
ilustrado na Figura 5.2. A viga possui se¢éo retangular uniforme e por conseguinte
coeficiente de empenamento a = 6/5. Os principais dados considerados na andlise desse
sistemaestrutural sdo: L = 5, EI = 10°, S=2x10* e M; = M, = — 10%,

Inicialmente, com o intuito de validar as implementacOes realizadas e de obter
uma maior sensibilidade na modelagem do problema em questdo, sera estudada a
situagéo onde se despreza a influéncia da base elastica (K = 0), ou sgja, 0 problema sem
contato (PSC). Logo em seguida, atencao é direcionada ao problema cléssico de contato
entre a viga e a base eléstica do tipo Winkler, onde modela-se a base com 0 mesmo
comportamento atragdo e & compressao; trata-se entdo do problema de contato bilateral
(PCB). Finalmente, considerase a fundacdo reagindo apenas as solicitagbes de

compressao, caracterizando assim o problema de contato unilateral (PCU).

VAL

Figura 5.2 — Primeiro problema de contato.

No caso do problema sem contato (PSC), as solucdes analiticas para a deflex&@o
lateral w, rotagdo 6 e momento fletor M s&o facilmente encontradas na literatura (Beer e

Johnston, 1995), ou sgja

M, 3 2 2
W(X) = ———(—2x" +3Lx“ —L“Xx 52
(X) 6EII_( ) (5.29)
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M
B(x) = ———L (-6x° +6Lx - L? 5.2b
(x) 6EIL( ) (5.2b)

M (x) = —Ml(l—ZTX) (5.20)

As Tabelas 5.2-5.5 apresentam os erros encontrados quando se comparam as
respostas numéricas (MRR e MEF) e andliticas. Nessas tabelas a deflexdo lateral da
vigaw e o momento fletor sdo avaliados na posi¢cdo x = L/4, e arotagcdo 6 € medida na
extremidade A (ou B).

A Tabela 5.2 indica, como esperado, que com apenas 2 semi-ondas (N =2),
obtém-se uma boa aproximacdo para a deflexdo lateral da viga. Ja para a rotagéo e o
momento fletor, que sdo obtidos através da diferenciagdo de w, sdo necessérias 30 semi-
ondas (N = 30) para se chegar a um erro menor que 5%. A Tabela 5.3 mostra o fraco
desempenho computacional do Elemento 1; nota-se que sd com 44 elementos chega-se a
uma boa aproximacdo para a deflexdo lateral w. Através da Tabelas 5.4 e 5.5 pode-se
observar a boa performance dos Elementos 2 e 3; os resultados encontrados para esses
elementos foram idénticos.

Tabela5.2 — Andlise de convergénciado PSC: MRR.

N w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
2 -0.040314 3.20 -0.050661 39.21 63.66 27.32
4 -0.040314 3.20 -0.063326 24.01 63.66 27.32
6 -0.038821 0.62 -0.068955 17.25 42.44 15.12
10 -0.039144 0.21 -0.074147 11.02 55.17 10.34
20 -0.039082 0.05 -0.078512 5.79 53.15 6.30
30 -0.039058 0.01 -0.080066 3.92 48.02 3.96
Sol. anal. (Beer e Johnston, 1995): w = -0.039063; 9a = g8 = -0.083333; M = 50.

Tabela 5.3 — Andlise de convergéncia do PSC: MEF — Elemento 1.

NELEM w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
4 -0.010838 72.26 -0.023676 71.59 6.94 86.13
8 -0.023659 39.43 -0.051685 37.98 22.71 5457
44 -0.038241 211 -0.083535 0.24 46.72 6.56
100 -0.038901 0.42 -0.084979 1.98 48.79 241
200 -0.039022 0.10 -0.085245 2.29 49.44 1.10
240 -0.039034 0.07 -0.085272 2.33 49.54 0.91
244 -0.039035 0.07 -0.085274 2.33 49.55 0.89
Sol. anal. (Beer e Johnston, 1995): w = -0.039063; 9a = g8 = -0.083333; M = 50.
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Tabela 5.4 — Andlise de convergéncia do PSC: MEF — Elemento 2.

NELEM w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
2 -0.039062 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
4 -0.039063 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
6 -0.039063 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
8 -0.039062 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
Soal. anal. (Beer e Johnston, 1995): w = -0.039063; 9a = s = -0.083333; M = 50.

Tabela5.5 — Andlise de convergéncia do PSC: MEF — Elemento 3.

NELEM w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
2 -0.039062 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
4 -0.039062 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
6 -0.039062 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
8 -0.039062 0.00 -0.085333 2.40 50.00 0.00
Sol. anal. (Beer e Johnston, 1995): w = -0.039063; ga = g = -0.083333; M = 50.

Para 0 caso de contato bilateral entre a viga e a base elastica do tipo Winkler
(PCB), a solucdo anditica para o sistema estrutural mostrado na Figura 5.3 pode ser
encontrado em Hetényi (1946), onde sdo utilizadas as hipoteses da teoria de viga de
Euler—Bernouly, e é fornecida a seguir através das Equactes 5.3(a)-(c). Usando-se o
principio da superposicéo dos efeitos, chega-se nas respostas tedricas paraw, 6 e M do
problema original de contato em questdo (Figura 5.2). Essas respostas sdo apresentadas
na Tabela 5.6 para varios valores do par@metro de rigidez adimensional da base eléstica
k = KLYEI e serdo utilizadas a seguir para validar as implementacBes computacionais

realizadas. Novamente, a deflexdo w e o momento fletor sdo avaliadosem x = L/4 ea

rotacdo 6 € medida no apoio A.

Figura 5.3 — Vigaem contato bilateral com uma base el éstica do tipo Winkler

com momento aplicado no apoio extremo A.
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B= cosh? AL —cos?AL; 1 = coshAL senhAx'senAx —cosAL senhAx senAx’;

(5.33)

(5.3b)

(5.3¢)

B, = coshAL(cosAxsenhAx'—senAx coshAx') —cosAL (coshAxsenAx’ —senhAx cosAX');
33 = coshAL cosAx cosnAX'—COSAL COSNAX COSAX'.

sendo,

(5.4)

Tabela 5.6 — Solucéo analitica para vérios valores do parametro de rigidez eléstico

adimensional dabase elastica (k = KLYEI).

k W 0 M
6.25 | -0.038902 | -0.083127| 49.75
62.5 | -0.037509 | -0.081345| 47.56
625 -0.027530 | -0.068488 31.88
6250 | -0.006863 | -0.039911 -0.20
62500 | -0.000206 | -0.022361 -5.74

As Tabelas 5.7-5.10 e a Figura 5.4 fornecem os resultados do estudo

comparativo entre as solucdes numéricas (MRR e MEF) e as respostas analiticas. Nota-

se, através da Tabela 5.7, a boa precisdo das respostas obtidas através da solugdo modal

(MRR), independente do valor de k. Foram utilizadas em média 30 semi-ondas (N = 30)

para aproximar a deflexéo da viga nessas andlises. As Tabelas 5.8-5.10 indicam que as

solucdes obtidas através do MEF, para o contato bilateral, sdo dependentes do valor do

parametro de rigidez da base k, mesmo empregando-se malhas bem refinadas para os

trés tipos de elementos implementados. Observe que até o vaor de k=625, a
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convergéncia dos resultados € bastante razoavel; para a base elastica mais rigida, isto &,
com valor de k elevado (k = 62500) a solugdo numérica diverge da analitica.

Por fim, as Figuras 5.4 e 5.5 fornecem a variagéo da deflex&o latera w para
diversos valores do parametro de rigidez adimensiona da base elasticak. Mais umavez
pode-se notar a boa concordancia dos resultados obtidos através da solu¢cdo modal com
aqueles da solugdo analitica

Tabela 5.7 — Andlise de convergénciado PCB, MRR.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
6.25 | -0.038899 0.01 -0.080657 2.97 48.16 3.20
62.5 |-0.037504| 0.01 |[-0.078078| 4.02 45.57 4.18
625 |[-0.027526| 0.01 |-0.065221| 4.77 29.89 6.24
6250 [ -0.006858 0.07 -0.036644 8.19 -2.01 9925.00

62500 | -0.000203| 1.46 |-0.019891| 11.05 -7.32 27.58

Tabela 5.8 — Andlise de convergénciado PCB, MEF — Elemento 1.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
6.25 | -0.038871 0.08 -0.085087 2.36 49.72 0.05
62.5 |-0.037375| 0.36 [-0.083312| 242 47.54 0.04
625 |[-0.026881| 2.36 |-0.070748| 3.30 32.26 1.20
6250 [ -0.006430 6.31 -0.044325( 11.06 3.03 15268.03

62500 | -0.000300 [ 45.63 | -0.029626| 32.49 -2.53 55.88

Tabela5.9 — Andlise de convergéncia do PCB, MEF — Elemento 2.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
6.25 | -0.038889 0.03 -0.085128 241 49.75 0.00
62.5 |-0.037393| 031 |[-0.083352| 247 47.59 0.08
625 |[-0.026900| 229 |-0.070812| 3.39 32.38 1.58
6250 [ -0.006427 6.35 -0.044482 ( 11.45 3.06 15408.3

62500 | -0.000298 | 44.66 | -0.030000| 34.16 -2.46 57.17

Tabela5.10 — Andlise de convergéncia do PCB, MEF — Elemento 3.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
6.25 | -0.038889 0.03 -0.085128 241 49.75 0.00
62.5 |-0.037392| 031 |[-0.083351| 247 47.59 0.07
625 |[-0.026899| 229 |-0.070811| 3.39 32.34 1.45
6250 [ -0.006427 6.35 -0.044482 ( 11.45 3.13 15755.00

62500 | -0.000300 | 45.63 | -0.030000| 34.16 -2.46 57.20
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Figura 5.5 — Deflexdo lateral daviga parao Problema 1: PCB.
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Parte-se agora para a andlise do problema de contato unilateral (PCU) entre a
viga e a base elastica. Os resultados apresentados nas figuras a seguir tém o intuito de
comparar e de verificar a eficiéncia computacional das formulacbes propostas nos
Capitulos 2 e 3. Para a solugcdo modal considerou-se 20 semi-ondas (N = 20) para
aproximar o comportamento da deflexdo da viga. Para este problema, o nimero de
iteracBes necessérias a convergéncia do problema sdo 12, e dependendo do valor inicial
estabelecido pelo operador, para a regido de contato, a resposta pode convergir para
uma solucdo errada do problema. No caso do MEF, adotou-se inicidmente a
formulacdo dual, onde a varidvel priméria é a reagdo da base, para a inclusdo das
restricdes unilaterais de contato e obtencdo do problema de complementaridade linear
(PCL). O agoritmo de Lemke foi usado na solucéo do PCL (ver Apéndice A). Quando
o Elemento 1 foi empregado, adotou-se 120 elementos na modelagem do problema; no
caso do Elemento 2, o nimero de elementos variou de 8 a 40, de acordo com o
parémetro de rigidez da base; a mesma observacdo é vélida para o Elemento 3, porém a
variacdo aconteceu entre 4 e 20 elementos.

Nas Figuras 5.6, 5.7 e 5.8, onde sdo mostradas as variacdes da deflexdo lateral w
e da rotacéo 0 da viga e a variacdo da reacdo da base elastica Ry,, fica evidenciada a
influéncia do parémetro de rigidez adimensional k no comportamento do sistema
estrutural em andlise para 0 caso de contato unilateral. Através da Figura 5.6, nota-se
claramente que a regi&o de contato entre 0s corpos fica pequena a medida que o valor da
rigidez da base elastica k aumenta. Como esperado, a Figura 5.8 apresenta a reacdo da
base apenas na regido de contato entre os corpos. Nas Figuras 5.6 e 5.7 destaca-se
também a boa concordancia dos resultados obtidos através dos MRR e MEF.

A Figura 5.9 tem o propdsito de verificar, para uma base elastica de par@metro
de rigidez intermediério k = 625, a diferenca entre a consideragdo do contato bilateral
(PCB) e contato unilateral (PCU) entre os corpos. E ilustrada também nesta figura a
variagdo da deflexdo lateral da viga para o caso onde se despreza a influéncia da base
(PSC, K = 0). Conclui-se a consideracéo das restri¢cdes unilaterais de contato na andlise,
que introduz significativas mudangas no comportamento do sistema estrutural em
estudo.

86



Wi/L

o/t

2.0E-2

1.5E-2 —

1.0E-2 —

5.0E-3 —|

k1=6.25
k2=625

k3=625 °« o
k4 = 6250

k5 = 62500

0.0E+0
-5.0E-3 —
—— MEF (Elemento 1)
k1 ® WMRR
-10E-2 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10
X/L
Figura 5.6 — Deflexdo lateral w daviga, Problema 1-PCU.
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Figura 5.7 — Rotacdo 6 daviga, Problema 1-PCU.
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Figura 5.8 — Reacdo Ry, da base el astica, Problema 1-PCU.
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Figura 5.9 — Comparagdo dos problemas de contato, Problema 1.
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Conclui-se esta secéo fazendo-se um estudo comparativo dos resultados
numéricos obtidos, via MEF, através das formulagdes primal e dual. Na Figura 5.10
pode ser visto, que para varios valores do parametro de rigidez eléstico adimensiona k
da fundacdo, a variacdo da deflexdo lateral w da viga obtida através dessas duas
formulagdes. Como esperado, existe uma coincidéncia dos resultados, embora, de um
modo geral, vale enfatizar que a formulagcdo dual tenha se mostrado mais eficiente
computacionalmente em relacdo a estabilidade e tempo de processamento. Por fim,
destaca-se 0 melhor desempenho do Elemento 3, em relacdo aos demais elementos
implementados, na modelagem do problema para obtenc&o dos resultados através dessas
formulagdes, principalmente em relacdo a formulagdo primal.

2.0E-2
MEF (Elemento 3)
—— Formulag&o Dua
e Formulagéo Primal

1.0E-2 —

WI/L 5.0E-3 —

0.0E+0

k1=6.25
-5.0E-3 — k2 =625
k3 =625
k4 = 6250
k1 k5 = 62500

-1.0E-2 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X/L

Figura 5.10 — Formulagéo primal x Formulagdo dual—Problema 1.
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54—-PROBLEMA DE CONTATO 2:
Viga isostética com uma regido de contato e duas sem contato

A Figura 5.11 fornece o segundo problema de contato a ser analisado. Trata-se
de uma viga simplesmente apoiada com momentos fletores de mesma intensidade
aplicados nas extremidades A e B, e uma carga vertical no centro. Observe gue,
dependendo da magnitude desse carregamento e com a hipotese de contato unilateral,
podem surgir uma regido central de contato entre a viga e a base eléstica e duas regides
com perda de contato nas extremidades. Para 0 estudo deste sistema estrutural sdo
considerados os seguintes parametros: L = 10, EI = 10%, S = 2x104, My=—-M;,= 10° e
P=-150.

Com o0 mesmo propésito da secdo anterior sera analisado iniciamente o
problema sem contato (PSC) e em seguida a situagdo de contato bilateral entre os

corpos.

Figura5.11 — Segundo problema de contato unilateral.

Quando se despreza a contribuicdo da base (K = 0), tem-se que as solucdes
analiticas para w, 8 e M podem ser facilmente encontradas em livros classicos como
Beer e Johnston (1995) e Timoshenko e Gere (1984), ou sgja

(x)— 1 (2L2x 3Lx2 +x )+ (3|_2 3)—&(sz—x% (5.53)
6EIL

B(x) =ML (212 —pLx+3x2) +—— (3L2 12x2) - MZ(L2 3x2) (5.5b)
6EIL 48EI 6EIL
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__ _X P Mo O
M (X) = anl(l AT LA

(5.5¢)

Nas Tabelas 5.11 e5.12 estdo apresentados os resultados obtidos através dos
MRR e MEF, onde agora a deflexdo w e o momento fletor sdo avaliadosem x =L/2 ea
rotacaéo 6 no apoio daviga. Note que parao MRR, no caso da deflexdo lateral w, obtém-
se resultados satisfatorios para N =5; ja para a rotagdo e o momento fletor foram
necessarios 20 semi-ondas para se chegar a um erro abaixo dos 2.5%. Na Tabela 5.12
fica evidenciado o melhor desempenho computaciona dos Elementos 2 e 3 em relacéo
a0 Elemento 1 (dois pontos nodais). Os resultados apresentados nessa tabela foram
obtidos usando-se malhas com NELEM =700, 2e?2,

Elementos 1, 2 e 3.

respectivamente, para 0s

Tabela5.11 — Andlise de convergénciado PSC, MRR.

N w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
2 -1.789733 4.55 -0.562261  28.52 176.60 35.78
5 -1.870143 0.26 -0.472924 8.10 239.50 12.91
10 -1.873886 0.06 -0.458155 4,72 253.30 7.89
18 -1.874804 0.01 -0.448828 2.59 263.00 4.36
20 -1.875016 0.00 -0.447564 2.30 270.60 1.60
30 -1.874957 0.00 -0.444270 1.55 267.80 2.62
Sal. anal. (Beer e Johnston, 1995; Timoshenko e Gere, 1984):
w = -1.8750; ge = - @a = -0.43750; M = 275.

Tabela5.12 — Andlise de convergénciado PSC, MEF: Elementos 1, 2 e 3.

MEF w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
ELEM. 1 -1.893106 | 0.97 |-0.437351| 0.03 274.37 0.23
ELEM. 2 -1.89375 1.00 |-0.437500| 0.00 265.09 3.60
ELEM. 3| -1.89375 1.00 [-0.437500| 0.00 266.55 3.07

Sal. anal. (Beer e Johnsgton, 1995; Timoshenko e Gere, 1984):
w =-1.8750; g8 =- ga = -0.43750; M = 275.

Através do principio da superposicdo dos efeitos, chega-se, usando-se como
referéncia o livro Hetényi (1946), a solugdo analitica do problema de contato bilateral

(PCB) entre a viga em questédo e uma base eléstica do tipo Winkler. As expressoes
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analiticas para w, 8 e M sdo fornecidas a seguir, onde devem ser empregadas as

varidveis mostradas na Figura 5.12.

L2 | L/2

Figura5.12 — Viga em contato bilateral com uma base elastica do tipo Winkler

com momentos fletores nos apoios e carga concentrada no centro.

_ UM x H BPA 2
w(x) = % E K % (5.6a)
e(X) _ _% 2P)\2 ZZ %PXZ % (56b)
L X3
M09 = %sz : % (5.60)

sendo,

[ =coshAL + cosAL ;

(4 =cosAxsenhA(L —x) — coshAxsenA(L —x) + senAxcoshA(L —x) — senhAx cosA(L —Xx);
X1 =senhAx'senAx + senhAxsenAx’;

(o =senhAxsenA(L —x) + senAxsenhA(L - x);
X2 =CoshAxsenAx' — senhAx cosAX' — coshAX'senAx + senhAx'cosAx;

(3 =coshAxsenA(L —x) —senhAxcosA(L —x) + cosAxsenhA(L —x) — senAxcoshA(L - x);
X3 = COShAXCOSAX' + COShAX' COSAX.
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Através das expressdes anteriores constréi-se a Tabela 5.13, onde, para véarios
valores do pardmetro de rigidez elastico adimensional k da fundagdo, sdo calculadas a
deflexdo lateral e 0 momento fletor em x = L/2 e a rotagdo na extremidade da viga.
Esses resultados séo usados nas analises de convergéncia das soluctes moda e MEF, e
estdo mostradas nas Tabelas 5.14-5.17.

Na Tabela 5.14 sdo apresentados os resultados obtidos usando-se 0 MRR. Note
que uma boa convergéncia € obtida para a deflexdo lateral w, arotacdo 6 e 0 momento
fletor M, independente do aumento do parametro de rigidez da base. No caso da
aplicacdo do MEF (Tabelas 5.15-5.17), € observado que o erro no caculo dessas trés
variaveis vai crescendo a medida que o valor de k aumenta, independente do tipo de
elemento empregado. Para a deflexdo e a rotagdo, as respostas apresentaram boa
precisio até o valor de k = 10*. Como na secio anterior a resposta numérica diverge
bastante da analitica no caso da base rigida. A Tabela 5.18 fornece a modelagem

adotada nessas andlises para solucdo modal e os Elementos 1, 2 e 3.

Tabela 5.13 — Solucdo analitica para varios valores do parémetro de rigidez eléstico
adimensional k da base elastica (k = KL¥EI).

k w 0 M

102 | -0.967322[ -0.153711] 184.58
10° | -0.234544 | 0.065563 | 105.59
10* |-0.055138| 0.072385| 58.41
10° | -0.009430| 0.039763| 29.45
106 | -0.001677 | 0.022361| 16.77

Tabela5.14 — Andlise de convergéncia, MRR.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.967279 0.00 -0.160481 4.40 177.40 3.89
10° | -0.234545| 0.00 0.062188  5.15 104.10 141
10* | -0.055139| 0.00 0.069011 4.66 56.94 2.52
10° -0.009430 0.00 0.037737 5.09 28.57 2.98
106 | -0.001677| 0.00 0.020335 | 9.06 15.89 5.25
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Tabela5.15 — Andlise de convergéncia, MEF: Elemento 1.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.975905 0.89 -0.152023 1.10 183.44 0.62
10° |-0.238080( 1.51 0.067399 2.80 103.91 1.59
10* | -0.056747 | 2.92 0.074594 3.05 56.08 3.98
10° -0.010513( 11.48 0.044032 10.74 25.49 13.43
106 | -0.002237| 33.39 | 0.029641 [ 32.56 11.50 31.40

Tabela5.16 — Andlise de convergéncia, MEF: Elemento 2.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.976088 0.91 -0.152027 1.10 172.82 6.37
10° | -0.238148| 1.54 0.067484 2.93 95.09 9.94
10* | -0.056794| 3.00 0.074748 3.26 48.28 17.34
10° -0.010536 ( 11.73 0.044348 11.53 19.58 33.50
106 | -0.002250| 34.17 | 0.030000 [ 34.16 3.90 76.73

Tabela5.17 — Andlise de convergéncia, MEF: Elemento 3.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.976082 0.91 -0.152027 1.10 170.10 7.84
10° |-0.238144| 1.53 0.067482 2.93 91.10 13.72
10* | -0.056791| 3.00 0.074745 3.26 47.64 18.44
10° -0.010538 ( 11.75 0.044349 11.53 18.92 35.74
106 | -0.002250| 34.17 | 0.030000 [ 34.16 6.84 59.16

Tabela 5.18 — Model agens adotadas para solugcdo numérica do PCB.

A Ultima e mais importante andlise desta secéo € feita considerando o problema
de contato unilateral entre os corpos (viga e base elastica). Os resultados dessa andlise
podem ser vistos inicialmente através das Figuras 5.13-5.16, onde para diversas
magnitudes do valor de k, s&o mostrados o comportamento da deflexdo lateral w, da
rotacdo 6 e do momento fletor M da viga e a variagdo da reacdo da base elastica,
respectivamente. Mais uma vez, os resultados obtidos através do MRR, considerando o

numero de semi-ondas N = 20, sdo coincidentes com aqueles obtidos do MEF, onde

K N NELEM 1[NELEM 2 [ NELEM 3
10 30 700 14 6
108 60 460 16 6
10° 60 250 16 8
10° 100 130 16 8
10° 100 98 8 8
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foram usados a formulag&o dual para se chegar no problema de complementaridade
linear (PCL) e o agoritmo de Lemke para solugdo desse problema. O Elemento 2 foi
adotado nessa modelagem, sendo que, para melhor convergéncia dos resultados variou-
se 0 nimero de elementos de acordo com valor de k (vejaa Figura 5.13).

As Figuras 5.13 e 5.16 mostram que a medida que k aumenta a regido de contato
entre a viga e a base eéastica diminui. No caso da base flexivel, k1= 10% tem-se o
contato completo entre 0s corpos.

Na modelagem do problema através do MRR observou-se uma grande
sensibilidade da resposta néo-linear aos valores das coordenas t; e t; que definem uma
aproximacdo inicia das regides de contato. Vae lembrar que essas varidveis sdo
fornecidas pelo analista no arquivo de dados para dar inicio ao processo iterativo de
Newton—Raphson.

Na modelagem do problema através do MEF, mais uma vez a formulagéo dual
mostrou-se mais eficiente computacionalmente do que a formulagdo primal, apesar da
coincidéncia dos resultados (ver Figura 5.17) e do tempo de processamento para
realizacdo das tarefas (montagem das matrizes e vetores, e solugdo do PCL) ter sido
desprezivel para as mahas adotadas. Neste problema de contato, essa eficiéncia
computacional esta relacionada com a estabilidade da convergéncia dos resultados
obtidos com os elementos isoparamétricos implementados e diferentes malhas adotadas
nas analises.

Por fim, verificase, usando-se como referéncia a Figura 5.18, que a
consideracdo da base elastica reagindo apenas a solicitacdo de compressdo introduz
mudancas significativas no comportamento da viga para certos valores do parametro de

rigidez k e carregamento atuante.
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Figura5.14 — Rotacdo 6 daviga, Problema 2.
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5.5-PROBLEMA DE CONTATO 3:

Viga isostética com duas regides de contato e uma sem contato

Na Figura 5.19 encontra-se 0 sistema estrutural a ser analisado nesta secéo.

Trata-se do mesmo problema da segdo anterior, porém observe que o sentido do
carregamento atuante (P, M1 e M») foi modificado. Note que, caso seja considerada a
hipétese de contato unilateral entre os corpos, dependendo das intensidades de P, M4 e

M, podem surgir duas regides de contato e uma sem contato. Este problema
compreende o Ultimo caso particular de contato unilateral no qual o MRR é empregado
na andlise. Os dados relacionados ao estudo do presente problema sio: L = 10, El = 10°,
S=2x10'eM; =-M,=-10°e P="50.

As Equacdes 5.5 e 5.6, que definem a solugdo analitica dos problemas sem
contato (PSC) e contato bilateral (PCB), respectivamente, podem ser usadas também
nesta se¢do. As Tabelas 5.19 e 5.22-5.25 fornecem os resultados obtidos através do
MRR e MEF para esses dois tipos problemas. Novamente, a deflexéo lateral w e 0
momento fletor M sdo avaliados em x = L/2 e a rotagdo 6 em um dos apoios. Nas
modelagens do PSC, observe na Tabela 5.19, que os resultados relacionados com os
MRR e MEF apresentaram boa convergéncia paraw, 8 e M para os valores adotados de

N e NELEM, respectivamente.

Figura5.19 — Terceiro problema de contato unilateral.
As solucdes analiticas paraw, 8 e M, nos pontos ja citados, quando se considera

o problema de contato bilateral, sGo mostradas na Tabela 5.20 para véarios vaores do
parémetro de rigidez elastico adimensional k da fundagdo do tipo Winkler. Os
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resultados dessa andlise, com as aplicacdes dos MRR e MEF, empregando-se os valores
de N e NELEM (para os elementos implementados) fornecidos na Tabela 5.21, séo
apresentados nas Tabelas 5.22-5.25. De um modo gera os erros obtidos paraw e 6, em
todas as modelagens, foram pequenos até o valor de k = 10% a partir desse valor de k,
com a base tornando-se mais rigida, certa divergéncia nos resultados € encontrada,
principalmente na discretizacdo pelo MEF.

A andlise do problema de contato bilateral é concluida através da Figura 5.20,
onde sdo apresentadas as configuragdes deformadas da viga para os vaores de k
selecionados. Mais uma vez, destaca-se a semelhanca dos resultados obtidos através do

MRR e da solugdo analitica, para qualquer valor dek.

Tabela 5.19 — Resultados do problema sem contato (PSC).

MRR ELEMENTO 1 ELEMENTO 2 ELEMENTO 3
N=40 | Erro(%) | NELEM=700| Erro(%) | NELEM=2| Erro(%) | NELEM=2] Erro(%)
-0.208326| 0.00 -0.202015 3.03 |-0.202083| 3.00 |-0.202083( 3.00
-0.182438| 2.69 -0.187436 0.03 |-0.187500| 0.00 |-0.187500( 0.00
-25.32 1.28 -24.81 0.75 -23.24 7.04 -23.59 5.64
Sol. And. (Beer e Jhonston, 1995; Timoshenko e Gere, 1984):
w = -0.208333; g8 =-g2 = -0.187500; M = -25.

Zlol|s

Tabela 5.20 — Solugdo analitica para varios valores do parametro de rigidez elastico
adimensional k da base elastica (k = KL¥EI).

k w 0 M
10° -0.075617 | -0.144832| -37.53
10° 0.025068 | -0.105398 [ -42.93
10 0.019868 | -0.071269 | -23.06
10° 0.003143 | -0.039763( -9.57
10° 0.000559 | -0.022361 -5.59

Tabela5.21 — Vaoresde N e NELEM adotados na modelagem do
problema de contato bilateral (PCB).

K N NELEM 1| NELEM 2| NELEM 3
10 40 692 10 8
108 40 456 16 12
10° 40 240 18 12
10° 20 120 22 12
108 30 60 22 12
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Tabela5.22 — Andlise de convergéncia do PCB, MRR.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.075609 0.01 -0.139769 3.50 -37.85 0.85
10° 0.025076 0.03 |-0.100335| 4.80 -43.25 0.75
10° 0.019875 0.04 |-0.066207 | 7.10 -23.38 1.39
10° 0.003201 1.85 -0.029672 | 25.38 -10.20 6.58
10° 0.000530 519 |-0.015620 | 30.15 -1.81 67.58

Tabela5.23 — Andlise de convergéncia do PCB, MEF: Elemento 1.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.071652 524 -0.145691 0.59 -37.04 131
10° 0.026448 551 |-0.107081| 1.60 -42.02 211
10* 0.020180 157 |-0.073632| 3.32 -22.19 3.74
10° 0.003519 11.96 | -0.043966| 10.57 -8.23 14.00
10° 0.000739 | 32.20 | -0.029068 | 29.99 -3.21 42.45

Tabela5.24 — Andlise de convergéncia do PCB, MEF: Elemento 2.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° -0.071646 525 -0.145733 0.62 -31.94 14.90
10° 0.026486 566 |-0.107157| 1.67 -39.05 9.03
10° 0.020203 169 |-0.073793| 354 -19.95 13.47
10° 0.003527 12.22 | -0.044337| 11.50 -7.07 26.11
10° 0.000750 | 34.17 | -0.030000 | 34.16 -3.01 46.21

Tabela5.25 — Andlise de convergéncia do PCB, MEF: Elemento 3.

k w Erro(%) 0 Erro(%) M Erro(%)
10° | -0.071655| 5.24 |[-0.145735| 0.62 -33.70 10.19
10° 0.026481 5.64 -0.107157 1.67 -39.99 6.84
10* 0.020202 1.68 -0.073793 3.54 -20.48 11.18
10° 0.003528 | 12.25 | -0.044337| 11.50 -7.10 25.83
10° 0.000750 34.17 | -0.030000 | 34.16 -2.99 46.41
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Figura 5.20 — Configuracdes deformadas daviga paraa
situacéo de contato bilateral.

Seguindo o mesmo procedimento adotado nas segcdes anteriores, parte-se agora
para a analise do problema de contato unilateral entre aviga e abase elastica. Usando os
valores de N e NELEM apresentados na Tabela 5.26 para a modelagem do problema,
chega-se nos resultados mostrados nas Figuras 5.21-5.26. Nos trés primeiros gréaficos,
Figuras 5.21-5.23, estdo apresentadas as variagdes de w, 6 e M para os vaores do
par@metro de rigidez elastico adimensional k selecionados, onde sdo comparados 0s
resultados obtidos através dos MRR e MEF.

Através da Figura 5.21 nota-se que para a base elastica mais flexivel, k = 107,
ndo existe separacdo entre os corpos, a medida que k aumenta a extensdo da regiéo
central de perda de contato também aumenta, chegando-se a uma quase separacdo entre
aviga e abase parak = 10°. A Figura5.24, onde parak = 107, 10° e 10* estzo ilustradas
as variacOes da reacdo da base, enfatiza esse comportamento do sistema estrutural.

Mais uma vez, os resultados apresentados usando o MEF foram obtidos
resolvendo-se o problema de complementaridade linear (PCL) resultante da formulagéo
dual, que se apresentou mais estavel computacionalmente para os model os adotados. Na
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Figura 5.25 é mostrado, entretanto, que é possivel obter os mesmos resultados
adotando-se a formulag&o primal.

Por fim, destaca-se ainfluéncia do tipo das restri¢bes de contato entre aviga e a
base elastica do tipo Winkler através da Figura 5.26, onde para k = 10%, compara-se o
comportamento da viga, através da sua deflexdo lateral w, considerando os problemas
de contato bilateral e unilateral. Para o0 carregamento considerado, observe que se as
restricdes unilaterais de contato séo consideradas, ocorre um acréscimo acentuado da

deflex&o daviga na suaregido central.

Tabela5.26 — Vaoresde N e NELEM adotados na modelagem do
problema de contato unilateral (PCU).

k N NELEM 1| NELEM 2| NELEM 3
10 30 50 18 8
10° 20 50 14 8
10* 20 50 10 10
10° 20 50 16 16
10° 30 50 20 16
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Figura5.21 — Deflex&o lateral w daviga, Problema 3.
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Figura 5.25 —Formulagdo primal x formulages dual, Problema 3.
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Figura 5.26 — Comparacao dos problemas de contato, Problema 3.
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5.6 —PROBLEMA DE CONTATO 4.
Viga hiperestatica com umaregido de contato e uma sem contato

Considere uma viga continua, com dois vaos iguais a L, em contato com uma
base elastica do tipo Winkler e submetida a uma carga uniformemente distribuida de
acordo com a Figura 5.27(a). Nessa mesma figura estdo os dados para a andlise do
sistema estrutural proposto. Na Figura 5.27(b) € mostrada a configuracdo deformada da

viga para a situacéo de contato unilateral entre os corpos.

AW Dados:
q L =5,
L ElLS L _x E=10°
o S =2x10
@ e

%
RIS

AR LB SRR
KR QKK
oSS 0 ‘ooo‘ KR

Figura5.27 — Viga continua, com dois tramos, em contato
com uma base el stica do tipo Winkler.

Este problema de contato foi analisado utilizando o MEF e os modelos
numéricos apresentados nas Tabelas 5.27 e 5.28, considerando varias magnitudes do
parametro de rigidez k, para as situacOes de contato bilateral e unilateral entreavigaea
base elastica. Nas Figuras 5.28-5.31 estéo os resultados da modelagem através do
Elemento 2, onde sdo apresentadas, como nas segdes anteriores, as variagdes da
deflexdo latera w, a rotacdo 6, momento fletor M e reacdo da base eéstica Ry,
respectivamente.

No sistema estrutural em estudo fica evidenciado, mais uma vez, a diferenca de

comportamento da viga e da base eléstica, caso a hipétese de contato unilateral for
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introduzida na andlise. No caso da viga, observe que a deflexdo lateral no tramo do lado
direito ficam mais pronunciadas (veja a Figura 5.28); com o levantamento da viga neste
tramo, ou sga, com a perda de contato entre os corpos, deixa de existir a reacdo da
fundagdo, como destacado na Figura 5.31.

Finalmente, vale informar que os resultados mostrados nessas figuras foram
obtidos com a solugdo através do algoritmo de Lemke do problema de
complementaridade linear resultante da formulacéo dual, que mais uma vez se mostrou

mai s eficiente computacional mente.

Tabela5.27 — Vaores do parametro NELEM adotados na modelagem do

problema de contato bilateral (PCB).

K NELEM 1| NELEM 2| NELEM 3
10° 264 16 4
10° 192 14 4
10* 132 10 8
10° 48 8 8
10° 36 8 8

Tabela5.28 — Vaores do parametro NELEM adotados na modelagem do

problema de contato unilateral (PCU).

K NELEM 1| NELEM 2| NELEM 3
10° - 16 8
10° - 10 8
10* 108 12 8
10° 108 6 8
10° 30 6 4
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Figura 5.28 — Deflex&o lateral w daviga, Problema 4.
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Figura 5.29 — Rotacdo 6 daviga, Problema4.
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Figura 5.30 — Momento fletor M daviga, Problema 4.
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Figura5.31 — Reagdo Ry, da base el astica, Problema 4.
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5.7—-PROBLEMA DE CONTATO 5:
Viga hiperestatica com umaregido de contato e duas sem contato

Como no exemplo anterior, esta secdo tem 0 proposito de destacar, através da
anadlise do sistema estrutural ilustrado na Figura 5.32(a) para uma viga com trés vaos
iguais a L, como o comportamento de uma viga hiperestética pode ser alterado caso
sejam consideradas as restricOes unilaterais de contato. Observe na Figura 5.32(b) que,
no caso de contato unilateral entre os corpos, 0 carregamento atuante propicia o
surgimento de uma regi&o de contato no vao central e perda de contato nos tramos
laterais adjacentes.

Os resultados dessa anadlise podem ser vistos nas Figuras 5.33-5.36, onde séo
mostradas novamente as variagdes de w, 6, M e Ry, para os vérios valores do parametro
de rigidez da base k escolhidos e situagdes de contato bilateral e unilateral entreavigae
a fundagdo eléstica. Considerou-se na andlise deste sistema estrutural 0os modelos de
elementos finitos apresentados na Tabelas 529 e 5.30, porém os resultados
apresentados nas referidas figuras estéo associados com o Elemento 2 e a solugdo do

PCL resultante da formulagdo dual.

_ regido de contato _— ‘X

Figura5.32 — Viga continua, com trés tramos, em contato

com uma base el astica do tipo Winkler.
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Como esperado, a medida que a base €elastica torna-se mais rigida os
deslocamentos da viga vao ficando menores. Como mostrado nas Figuras 5.33 e 5.36,
caso a base s0O regja as solicitacdes de compressao, verifica-se, como também esperado,
que a deflex&o daviga naregido de perda de contato torna-se mais elevada com areacéo

da base Ry, se anulando nessa regiéo.

Tabela5.29 — Valores do parametro NELEM adotados na modelagem do

problema de contato bilateral (PCB).

k NELEM 1| NELEM 2| NELEM 3
506.25 264 18 6
5062.5 228 18 6
50625 132 18 6
506250 42 12 12

5062500 18 12 12

Tabela5.30 — Valores do parametro NELEM adotados na modelagem do

problema de contato unilateral (PCU).

k NELEM 1| NELEM 2| NELEM 3
506.25 150 18 6
5062.5 138 15 6
50625 132 15 9
506250 102 9 9

5062500 102 12 6
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Figura 5.33 — Deflex&o lateral w daviga, Problema 5.
8.0E-4 Kl
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Figura 5.34 — Rotacdo 6 daviga, Problemas.
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3.0E-2

® rc k1 MEF (Elemento 2)
2 5E-2 | k1 =506.25
—— PCU k3 = 50625
k5 = 5062500
2.0E-2 —
1.5E-2 —
1.0E-2 —
5.0E-3 —
0.0E+0 —
-5.0E-3 —
-1.0E-2 —
-1.5E-2 —
~20E-2 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1.0
XIL
Figura 5.35 — Momento fletor M daviga, Problema 5.
1.0E+0
50E-1 — e®0 00,
egf0e, 0 .o°...3o
0.0E+0
-5.0E-1 —
-1.0E+0 —|
R’
El -1.5E+0 —
-2.0E+0 —
-2.5E+0 —
MEF (Elemento 2)
s0ev0-| @  PCB k1 =506.25
k2 = 5062.5
—— PCU K3 k3 = 50625
-3.5540 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
XIL

Figura5.36 — Reagdo Ry, da base el astica, Problema 5.
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5.8—-PROBLEMA DE CONTATO 6:
Viga em contato apenas com uma base elastica

e sujeita a uma carga concentrada

Na Figura 5.37 encontra-se 0 problema de contato a ser analisado nesta segéo.
Trata-se de uma viga prismética apoiada, em todo seu comprimento, numa base eléstica
continua do tipo Winkler e submetida a uma carga concentrada no centro. Os dados para
modelagem deste sistema estrutural estdo fornecidos na figura. Observe que o
comprimento L da viga néo foi definido pois tem-se como principal objetivo agora
verificar sua influéncia no comportamento no sistema em estudo segundo as hip6teses
de contato bilateral e unilateral entre os corpos.

Este problema foi inicialmente estudado por Nogueira et al. (1990). Esses
autores propuseram uma solugdo numerica baseada no MEF, onde foram usados o
elemento isoparamétrico unidimensional com quatro pontos nodais para modelar aviga
(ou sga, o Elemento 3 implementado neste trabalho) e o elemento de trelica para
representar a base elastica. A Figura 5.38 fornece os detalhes da modelagem empregada.
Vale destacar que, para representar 0 comportamento néo-linear da fundagdo (reacéo
apenas as solicitacOes de compressdo) foi adotado para o elemento de trelica a relacdo

tensdo-deformagao fornecido na Figura 5.39.

Dados:
y El =10°
S=2x10"
P = _ ]_02
K = 4x10°
El, S _ X

CHXIRK

==essss

XXX,
o

G ORI R IACKA R
LR ‘00.:,0,0 ,,‘, ‘00’000 . 0%“0’0.:, ,0‘:

1

X R SRR RS R
RIS KSR RO 0:0::, SRR KRS
K%

RS
O 22 QS
R SRRIRRRS ‘ o‘&o‘ooo ’ ‘000

Figura 5.37 — Viga em contato apenas com uma base elastica e

sujeita a uma carga concentrada no centro.
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Elemento finito de viga

o-—9

Elemento finito de trelica

Figura 5.38 — Modelo numérico proposto por Nogueira et al. (1990).

O\

_i
Yoo

C

Figura 5.39 — Relac&o ndo-linear tensdo-deformagéo adotado por
Nogueiraet al. (1990) para o elemento de trelica.

As solugdes analiticas deste problema de contato bilateral para a viga de
comprimento L finito e para a viga de comprimento L “infinito” sdo encontradas em

Hetényi (1946). No caso da viga de comprimento L “infinito”, tém-se que as expressdes

paraw e 0 sdo dadas por:

w = —% e ™™ (cosAx + senix) (5.79)

=——e " senAx (5.7b)

onde K é o parametro de rigidez elastico da base e A € definido pela Equagéo (5.4).
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No caso da viga de comprimento L finito, as expressdes paraw e 6 séo definidas

aseguir:

w = PA 1 [coshAx cosA(L —x) + cosAx coshA(L —x) —senhAx

~ 2K senhAL +senAL
senA(L —x) +senAxsenhA (L —x) + 2coshAx coshAx]

(5.89)
PAZ 1
0=- {senhAx[cosAx + cosA(L —x)] —senAx[coshAx + coshA(L —x)]}
K senhAL + senAL
(5.8b)
Caso se queira avaliar a deflexdo lateral no centro daviga, tem-se:
__ P\ coshAL +cosAL +2 (5.9)

2K senhAL +senAL

Com o intuito de se comparar os resultados obtidos através desta dissertagéo
com aquel es fornecidos em Nogueira et al. (1990), escolheu-se para andlise 0s seguintes
comprimentos L daviga: 12, 6, 3 e 1.5 m. A Tabela 5.31 fornece, para cada um desses
valores de L, os model os adotados no presente trabalho usando-se os elementos finitos
isoparamétricos implementados. Note que, em fungdo da simetria do problema, apenas
metade da viga foi modelada, como mostrado na Figura 5.40 para a viga de
comprimento genérico. Destaca-se adicionalmente os resultados apresentados a seguir,
para a situacdo de contato unilateral, foram obtidos resolvendo-se o PCL resultante da
formulagdo primal, ja que para esse problema em particular a formulagéo dua ndo pode
ser empregada pois a matriz de rigidez da viga ndo € positiva definida.
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Figura 5.40 — Exemplo da discretizac8o adotada para a viga de comprimento genérico.

Tabela 5.31 — Model os de el ementos finitos adotados, carga concentrada.

X%
XX

. L/2
B

El, S L/2

KXY
XXX QX KKK RN UK XX
BRI

X

L(m) [ ELEMENTO 1| ELEMENTO 2 [ ELEMENTO 3
12 |10x0.20 + 2x2.00| 4x0.50 + 2x2.00| 2x0.75 + 3x1.50
6 8x0.20 + 2x0.70| 4x0.50 + 1x1.00 4x0.75
3 4x0.20 + 2x0.35 3x0.50 1x0.60 + 1x0.90
1.5 [3x0.20 + 1x0.15| 1x0.50 + 1x0.25 1x0.75

Nas Figuras 5.41-5.43 sdo apresentados os resultados obtidos para a viga de
comprimento L = 12 m, sendo as discretizagtes feitas com o Elemento 1 e 2. A Figura
5.41 caracteriza 0 comportamento da viga em relacdo ao problema de contato bilateral
(PCB); observe a semelhanca dos resultados obtidos pelo presente trabalho com aqueles
fornecidos em Nogueira et al. (1990) e Hetényi (1946) para as vigas de comprimento
finito e “infinito”. Alias, para essa dimensdo de viga ndo existe diferenca entre as
solugdes analiticas apresentadas.

A Figura 5.42 € mostrada a deflexdo lateral da viga para a situacdo de contato
unilateral (PCU). Para esse caso de carregamento e comprimento L da barra, note que
apenas uma pequena regido da viga proxima a carga concentrada fica em contato com a
fundacdo. Destaca-se, novamente, a semelhanca dos resultados obtidos aqui com a
resposta numérica extraida de Nogueira et al. (1990).

Por fim, através da Figura 5.43, enfatiza-se a diferenca de comportamento da

base elastica, atraves da variagdo dareacéo Ry, para as situagdes de contato em estudo.
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Wi/L

Wi/L

2.0E-4
M—Q‘M—&M
0.0E+0 . 1 NN
-2.0E-4 —
-4.0E-4 —
-6.0E-4 —
-8.0E-4 — —  Presente trabalho (Elemento 2)
O Hetényi (1946): v. finita
-LOE-3 - ' Hetényi (1946): v. infinita
o Nogueiraet al. (1990)
'1.2E‘3 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
XIL
Figura5.41 — Deflex&o lateral w davigade 12 m, PCB.
e
4.0E-3
— Presente trabalho (Elemento 2)
Nogueira et al. (1990
soes| @ og (1990)
2.0E-3 —
1.0E-3 —
0.0E+0
-1.0E-3 —
2083 \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
XIL

Figura5.42 — Deflex&o lateral w davigade 12 m, PCU.

119



(W
2.0E+1

0.0E+0

-2.0E+1 —
3
RoL"-4.0E+1 —
El

-6.0E+1 —|

Presente trabal ho:
—— PCB (Elemento 1)

-8.0E+1 —|

° o PCU (Elemento 1)
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X/L

Figura5.43 —Reacdo Ry, da base eléstica paraviga de 12 m, PCB x PCU.

Nas Figuras 5.44-5.47 estdo os resultados obtidos para a vigade L = 6 m.
Através da Figura 5.44, quando se analisa 0 PCB, ja € possivel perceber uma pequena
diferenca entre as solucdes analiticas para as vigas de comprimento finito e “infinito”,
principalmente para as deflexdes laterais dos pontos nodais da maha localizados
proximos a extremidade da viga. Os resultados obtidos pelo presente trabalho, usando-
se ha modelagem o Elemento 1, aproxima-se bastante daquel es resultados analiticos da
barra de comprimento finito.

Caso as restricdes unilaterais de contato sejam consideradas, observa-se através
da Figura 5.45 uma certa proporcionalidade entre aregi&o de contato e a regido de perda
de contato entre os corpos. Os resultados obtidos nesta dissertacdo mais uma vez
convergem para os da solugdo néo-linear apresentados por Nogueira et al. (1990).

Na Figura 5.46 destaca-se, novamente, quando se estuda a variacdo da rotacéo 6
da viga, as semelhancas dos resultados obtidos agui com aqueles anditicos (PCB) e
ndo-lineares (PCU) fornecidos pelos autores ja mencionados. Finalmente, através do
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estudo da variagdo da reacdo Ry, mostrada na Figura 5.47, verifica-se mais uma vez a

diferenca de comportamento da base el éstica para as situagcdes de contato analisadas.

(|
5.0E-4
0.0E+0 X X
-5.0E-4 —
W/L -1.0E-3 —
-1.5E-3 —
Presente trabalho (Elemento 1)
Hetényi (1946): v. finita
20Es O yi (1946)
X Hetényi (1946): v. infinita
o Nogueiraet al. (1990)
"25E3 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

XL
Figura5.44 — Deflex&o lateral w davigade 6 m, PCB.
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3.0E-3
Presente traba ho (Elemento 1)
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1.0E-3 —|
WI/L 0.0E+0
-1.0E-3
-2.0E-3
3083 | | | |
0.0 01 0.2 03 0.4
X/L
Figura 5.45 — Deflex&o lateral w davigade 6 m, PCU.
| - |
3.5E-3
Py ) [ [ ]
3.0E-3
2.5E-3 —
3 e
2.0E-3 ><\
o/1t . O
1.5E-3 —| *~ o __
Hetényi (1946): v. finit
O ényi (1946): v. finita X 60—
X Hetényi (1946): v. infinita o T — -
1.0E-3 —| X o 4
o Nogueira et al. (1990) ©
) Presente trabalho: X
5.0E-4 7 PCU(Elemento 1) X
X
PCB(Elemento 1) X
0.0 0.1 0.2 03 0.4
X/L

Figura 5.46 — Rotacdo 6 davigade 6 m, PCB x PCU.
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0.0E+0 { L
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-12E+1 @ Presente trabalho:
— PCB (Elemento 1)
o PCU (Elemento 1)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X/L

Figura5.47 — Reacdo Ry, da base el astica paraviga de 6 m, PCB x PCU.

As Figuras 5.48 e 5.49 mostram para as barras de comprimento L = 3 m e
L = 1.5 m, respectivamente, através da andlise da deflexdo lateral w, que ndo existe
separacdo (ou descolamento) entre os corpos elasticos em estudo. Mais uma vez, 0s
resultados obtidos com o programa computacional desenvolvido sdo comparados com
aqueles fornecidos por Nogueira et al. (1990) e Hetényi (1946).

Para essas dimensdes da viga observe que as solucgdes analiticas sdo divergentes
e que as solucBes numéricas apresentadas se aproximam, como esperado, dos resultados
analiticos fornecidos para a viga de comprimento finito.

123



WiL

W/L

e
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Figura 5.48 — Deflexdo lateral w davigade 3 m.
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Figura5.49 — Deflex&o latera w davigade 1.5 m.
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5.9-PROBLEMA DE CONTATO 7:
Viga em contato apenas com uma base elastica

e sujeita a uma carga uniformemente distribuida

O ultimo problema de contato a ser analisado neste capitulo € apresentado na
Figura 5.50. Trata-se de uma barra em contato com uma base eléstica do tipo Winkler,
com as mesmas propriedades fisicas e geométricas elastica estudada na secdo anterior,
porém agora sujeita a uma carga uniformemente distribuida q aplicada num certo

trecho central daviga.

by Dados:
EI:1034
S=2x10
ElS L bid i daylad x  q=—107
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Figura 5.50 — Viga em contato apenas com uma base elastica e sujeita

auma carga uniformemente distribuida no centro.

Como na secdo anterior, a solucdo analitica deste problema € fornecida por
Hetényi (1946) tanto para as vigas longas (comprimento “infinito”) como para as vigas
curtas (comprimento finito). Através das Figuras 5.51 (a), (b) e (¢), define-se a deflexdo
lateral w em uma viga de comprimento “infinito”, em um ponto arbitrério C, da

seguinte forma:

a) O ponto C sobre o carregamento:

W, = —%[(1 — e ™M cosha) +(L - e cosAb)] (5.10)

b) O ponto C adireitado carregamento:

W, = %(e_Aa cosha—e P coshb) (5.11)
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Figura 5.51 — Viga de comprimento “infinito” em contato com uma base el astica do tipo

Winkler e sujeita a carregamento uniformemente distribuido.

sendo K o parametro de rigidez da base e A segue a mesma definicéo da Equacéo 5.4.
Para o caso de uma viga de comprimento finito, como ilustrado na Figura 5.52,
tém-se as seguintes expressdes definindo a deflexéo lateral w:

a) Trecho A-C:

-9 1
K senhAL +senAL
+ cosAhasenhA(L —a) —senAacoshA (L —a)] +(coshAxsenAx

+ senhAx cosAx)[senAasenhA (L —a) —senhAasenA(L —a)]}

{ coshAx cosAx[ coshAasenA(L —a) —senhAacosA(L —a)

(5.12)
b) Trecho C-D:
W =[We_gly =0 —%[1—cosh)\(L —a)cosA(L -a)] (5.13)
Para a deflexéo lateral do ponto no meio daviga, escreve-se:
ZEsenh)\a COSAC cosh)\; +senAa coshAc cos)\;H
wy=-Jp-_0 4 (5.14)
K senhAL +senAL
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Figura5.52 — Viga de comprimento finito em contato com uma base el éstica do tipo

Winkler e sujeita a carregamento uniformemente distribuido g.

Com o objetivo de comparar os resultados obtidos neste trabalho com aqueles
fornecidos em Nogueira et al. (1990), analisar-se-4 0 comportamento desse sistema
estrutural para dois comprimentos da viga, asaber: L =12 melL =3 m; e acaga
uniformemente distribuida q seréa aplicada em uma faixa de 1.50 m da viga, de forma
simétrica.

Nogueira et al. (1990) resolveram numericamente esse problema via MEF
seguindo 0 mesmo procedimento ja descrito anteriormente, isto &, utilizando o elemento
isoparamétrico unidimensional com 4 pontos nodais para modelar a viga e o elemento
de trelica para representar a base eléstica seguindo a relagdo néo-linear tensdo-
deformacéo descrita na Figura 5.39.

Os resultados apresentados a seguir através da Figuras 5.53-5.56 foram obtidos
neste trabalho adotando-se os modelos de elementos finitos apresentados na Tabela
5.32. Observe que para a viga de 12 m e situagdo de contato bilateral (Figura 5.53),
existe uma boa convergéncia entre as soluges numeéricas e analiticas. Quando a
hipétese de restricdo unilateral de contato é considerada, pode-se verificar, através da
Figura 5.54, uma aproximacao entre os resultados aqui obtidos com a solugdo do PCL e
agueles fornecidos por Nogueira et al. (1990). Observe gue existe uma grande regi&o de
perda de contato entre os corpos. Na Figura 5.55 destaca-se o comportamento da base
eléstica, através da suareagdo Ry, para as duas situagfes de contato em estudo.

Por fim, observa-se através da Figura 5.56 que para a viga de comprimento
L = 3 m ndo ocorre, como esperado, a perda de contato entre os corpos em andlise. Mais
uma vez, para esse comprimento as solucdes numéricas coincidem com a resposta da

solucdo analiticadavigafinita.
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Tabela 5.32 — Model os de elementos finitos adotados, carga distribuida.

L(m) | ELEMENTO1 | ELEMENTO 2 ELEMENTO 3
12 ]10x0.15 + 3x1.50[1x0.75 + 4x1.3125| 1x0.75 + 4x1.3125

3 6x0.15 + 2x0.30 |1x0.75 + 2x0.3750 2X0.75
h
2.5E-4
0.0E+0 e & &
-2.5E-4 —
-5.0E-4 —
WI/L
-7.5E-4 —|
~10E-3 ————  Presente trabalho (Elemento 2)
O Hetényi (1946): v. finita
-1.3E-3 — L. P
X Hetényi (1946): v. infinita
o Nogueira et al. (1990)
“1oE3 | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

XL
Figura5.53 — Deflex&o lateral w davigade 12 m, PCB.
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Figura 5.54 — Deflex&o lateral w davigade 12 m, PCU.
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Figura 5.55 — Reacéo Ry, da base el &stica paraviga de 12 m, PCB x PCU.
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Hetényi (1946): v. finita
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Figura 5.56 — Deflex@o lateral w da viga de 3 m, carga uniformemente distribuida g.
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Capitulo 6

CONCLUSOESE
SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

6.1 — CONCLUSOES

Este trabalho teve como principa objetivo a andlise do equilibrio de vigas em
contato com uma fundacéo elastica do tipo Winkler. Duas situagdes de contato entre os
corpos foram estudadas: bilateral e unilateral. Para inclusdo das restrigoes unilaterais de
contato, duas metodologias de solugdo foram propostas. A primeira metodologia foi
descrita detalhadamente no Capitulo2 e baseou-se na aplicacdo do método de
Rayleigh-Ritz (MRR); a outra metodologia encontra-se no Capitulo 3 e fundamentou-se
no emprego do método dos elementos finitos (MEF) e recursos da programagdo
matemética para resolver o problema de contato em estudo.

Pode-se afirmar, inicialmente, que os exemplos numeéricos estudados no capitulo
anterior validam as implementages computacionais (resumidas no Capitulo 4) das duas
metodologias propostas. Os resultados apresentados no Capitulo 5 permitiram que
algumas conclusdes ja fossem apresentadas. Este capitulo se destinag, por conseguinte, a
organizar essas conclusdes e adicionamente fazer comentérios que visam destacar
alguns pontos importantes.

Em relacéo a estratégia de solugdo modal (MRR), pode-se ainda fazer as
Seguintes consideragoes:

* primeiramente, pode-se afirmar que trata-se de uma estratégia de solugdo

bastante simples e de fécil implementac&o computacional;

e ¢é considerada adequada para resolver problemas particulares de contato

unilateral, como os apresentados no Capitulo 2, onde ndo se conhece a priori

as coordenadas que definem as regides de contato;



pode ser empregada para validar formulagdes mais gerais (que adotam o
MEF ou MEC) usadas pararesolver problemas de contato unilateral;

como observado no capitulo anterior através de algumas andlises, a solucéo
apresentada por esta metodologia se aproxima da solucéo analitica a medida
gue o nimero de semi-ondas N aumenta;

no caso de contato unilateral um sistema de equacgbes fortemente néo-
lineares sempre é gerado ao se empregar esta metodologia. O sucesso da
solucdo desse sistema de equagcdes mostrou-se dependente de algumas
variaveis fornecidas pelo usuério do programa, como as amplitudes iniciais
(W) e as aproximagles iniciais das coordenadas que definem a regido (ou
regides) de contato e sem contato (t; t e tf);

um estudo parameétrico foi realizado afim de se obter um valor adequado
para inicidizar as amplitudes (W;) no processo iterativo de Newton—
Raphson; observou-se uma estabilidade da resposta, através de vérios
exemplos analisados, para valoresiniciais de W; igual ou maior que 10°%;
vale enfatizar, mais uma vez, a grande sensibilidade da resposta em relacéo
aos valores iniciais, fornecidas pelo usuario do programa, das coordenadas
da regido de contato (t; tj e ty). Em algumas modelagens do problema de
contato unilateral, a solugdo convergiu para a situacéo sem contato (PSC) ou
contato completo entre os corpos (PCB);

por fim, destaca-se que, em geral, a convergéncia para a resposta correta do
problema de contato unilateral, no processo de Newton—Raphson, aconteceu
entre 10 a 15 iterag0es.

Para a metodol ogia baseada no emprego do método dos el ementos finitos (MEF)

na solucao do problema de contato, pode-se ainda escrever:

capitulo anterior mostrou que uma grande variedade de problemas
envolvendo vigas em contato com bases elasticas do tipo Winkler poderia ser
anaisado através da combinacdo do MEF e técnicas de programacao

matematica;
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elemento isoparamétrico de viga com dois pontos nodais (Elemento 1)
apresentou fraco desempenho computacional em quase todas as andlise
realizadas;

destaca-se a equivaléncia, em termos de desempenho computacional, dos
outros dois elementos isoparamétricos de viga (Elementos 2 e 3);

como j& mencionado, observou-se uma maior estabilidade na resposta do
problema de complementaridade linear (PCL) resultante da formulagéo dual
do que daformulagéo primal;

em alguns exemplos e modelagens observou-se uma diferenca significativa
do tempo de processamento (montagem das matrizes e solugdo do PCL) na
solucdo do problema de contato por essas duas formulaces (Silva, 1998;
Silvaet al., 2001);

apesar da parametrizacdo, a solucéo do PCL através do algoritmo de Lemke
(Apéndice A) mostrou-se dependente de algumas varidveis importantes, tais
como: numero e dimensdo dos elementos, e intensidade da carga;

em cada problema de contato unilateral analisado, observou-se que a solugéo
do PCL obtida através do agoritmo de Lemke sempre indicava que:

. havia regido de contato, ou segja, a solugdo viavel basica complementar do
problema aumentado, apds as operacdes de pivoteamento, eraigua a solucdo
viavel complementar do problema origina (ver Apéndice A); ou

2. o ponto (w, z) = (q, 0) erasolugdo trivial do PCL original; ou

3. que ndo existia solucéo para o problema.

finAmente, vae comentar que, apesar de nd ser eficiente
computaciona mente (ordem das matrizes, instabilidade numérica e tempo de
processamento), a formulagdo primal pode ser usada sem restriches para
diversos problemas de vigas em contato com bases elasticas, 0 emprego da
formulacdo dual restringe-se aos sistemas estruturais em que a matriz de

rigidez daviga € positiva definida.
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6.2 — SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

Para desenvolvimento de futuras pesquisas, recomenda-se:

implementar e testar outros algoritmos de solugdo do PCL;

estender a solucdo moda (ou semi-analitica) apresentada no Capitulo 2 a
outros sistemas estruturais, como arcos, placas ou cascas em contato
unilateral com uma base el&stica;

dar continuidade a esta dissertacéo e a desenvolvida por Silva (1998), isto €,
usando o MEF e os recursos da programacdo matematica a analise de cascas
cilindricas com restri¢des unilaterais de contato (tubul ages enterradas);
implementar outros model os de fundacdo, como as bases elasticas com dois
parametros e o semi-espaco infinito (Kerr, 1964; Cheung e Zienkiewicz,
1965), e adicionalmente considerar modelos de fundagdes n&o-lineares
(Shen, 1995; Holanda, 2000).
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Apéndice A

A.1-INTRODUCAO

Nessa secdo sdo introduzidos os fundamentos da programacdo matematica (PM)
utilizados para resolver o problema com restricdes unilaterais de contato formulado no
Capitulo 3, Secdo 3.5. Sob o enfoque da PM, a andlise do problema de contato é
equivalente & solucdo do seguinte problema de otimizagdo (veja as Equacdes 3.54 e
3.55):

Min T (w, wb) (A.D)
Sujeitoa —-¢ <0 (A.2

onde a funcdo objetivo N e a condicdo de impenetrabilidade entre os corpos ¢ sdo
definidas em funcdo dos deslocamentos nodais incrementais da estrutura e fundagéo
eléstica

Em Eboli (1989), é comentado que a metodologia de solucéo de um problema de
PQ com restri¢des de desigual dades pode seguir basicamente dois caminhos. 0 emprego
de métodos de solucdo de PQ com restricbes de igualdade, desde que se adote uma
estratégia de determinacéo do conjunto ativo de restricdes (¢ = 0); ou através de
esquemas de pivoteamento, utilizados especificamente na solugcdo de problemas de
complementaridade linear (PCL). Esse trabalho segue a segunda abordagem.

Nas SubsecOes3.5.1e35.2, araves de formulagbes desenvolvidas
especificamente para o problema de contato unilateral, pode-se transformar o problema
de minimizacdo declarado anteriormente, com [l quadrdica, num problema de
determinacéo da solucdo ndo-negativa do sistema de equacdes escrito genericamente da

seguinte forma:

w=q+Mz (AB)
w=0 (A.4a)
220 (A.4b)

w'z=0 (A.4c)



onde M é uma matriz quadrada px p, e w, z e q sdo vetores de dimensdo p. Note que
nesta formulacdo ndo existe funcdo objetivo a ser minimizada ou maximizada; o
objetivo é a obtencdo dos vetores w e z que satisfagam as condigdes (A.3) e (A.4). A
condicdo (A.3) representa um sistema de equacOes lineares; a condicéo (A.4a) e (A.4b)
requerem gue a solucdo de (A.3) sga ndo-negativa; e a condicdo (A.4c) implica em:
wizi =0, parai =1, 2,..., p, desde que w;, z; = 0.

Um problema caracterizado pela Equacéo (A.3) e restricbes (A.4ab,c) €
encontrado na literatura com a denominagdo problema de complementaridade linear
(PCL). Em Fletcher (1981), sdo apresentados os métodos de PM usuamente
empregados na solucdo de um PCL. Como ja comentado no Capitulo 3, merecem
destaque: 0 método de Lemke (1968) usado neste trabalho; e o método de Dantzig
(Cottle e Dantzig, 1968). Estes métodos sdo baseados em esquemas de pivoteamento e
podem ser considerados extensdes do Método Simplex de programacao linear.

O método de Dantzig, conhecido também como o método de pivoteamento
principal, foi usado por Ascione e Grimaldi (1984) na solucéo do problema de contato
entre uma placa e uma fundacdo eléstica. Uma implementacdo computacional do
método de Lemke é fornecida por Ravindran (1972). Em Ravindran e Lee (1981), é
feito um estudo mostrando a superioridade do algoritmo de Lemke em relacéo as outras
técnicas na solucdo de problemas lineares e quadréticos complementares. Como
exemplos de aplicacdo do método de Lemke ao problema de contato sdo citados
novamente: Barbosa (1986); Silveirae Gongalves (1994 e 1995).

Na secdo seguinte sdo apresentados os fundamentos do método de Lemke, que,
como ja destacado, foi 0 esquema de pivoteamento adotado nesse trabalho para solucéo
de(A.3) e(A.4).
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A.2-OMETODO DE LEMKE

Procurando facilitar a compreensdo dos passos basicos envolvendo o método de
Lemke, bem como os procedimentos adotados na sua implementacdo computacional,
dividiu-se esta se¢do nos seguintes topicos. definicdes e observagdes, passo inicial;
passo principal; finalizagdo; implementagdo computacional; e significado mecanico do

método. A seguir sdo apresentados cada um desses topicos.

1. DefinigOes e Obser vagdes

* O ponto (w,z) é dito solucdo, se satisfaz (A.3).

* Se essa solucdo é ndo-negativa, ou sgja, se satisfaz (A.4ab), ela é chamada de
solucéo viavel do problema complementar.

» Uma solugdo vidvel é chamada solucdo complementar se pelo menos uma
variavel de cada par (wj,zj) € nula — satisfaz a condigdo de complementaridade
w' z=0; (wj,z) édito par complementar, sendo wj e zj complementos muituos.

» Uma solucéo € chamadatrivial se os elementos do vetor g s&o ndo-negativos:
w = ez = 0. N&o interessa, para este caso, empregar o esquema de pivoteamento de
Lemke.

* O problema de complementaridade € ndo-trivial se pelo menos um elemento de
g € negativo. Isto significa que a solugcdo inicial dada por w = q e z = 0 € inviavel,
mesmo que ela satisfaca a condi¢ao de complementaridade.

* Se 0 problema complementar é ndo-trivial, um vetor de componentes positivas
e, eumavariavel artificial escalar zg sdo introduzidos na analise. O objetivo € aumentar
0 sistema de equagdes origina (Equacgéo A.3). Esse sistema aumentado, composto de p

equacOes e p+1 incognitas, € descrito como segue:

w=gq+Mz+ez, (A.5)
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com as variaveis w, z e zg devendo satisfazer as condicoes:

w=0 (A.6a)
z>0,2,20 (A.6b)
w'z=0 (A.60)

Verifica-se que o objetivo passa a ser agora a determinacéo do ponto (w,z,zg) que
obedeca arelagcdo (A.5) e as restrigdes (A.6a,b,c).

* L é o conjunto de solugdes de (A.5). Esse conjunto € um sub-espaco de
dimens&o p, no espaco p+(p+1).

* O conjunto K de solugdes vidveis € um poliedro convexo, intersecdo dos semi-
espacos (Eboli, 1989).

» Fazendo-se: zg = minimo{qgj, 1 <i<p},z=0,ew =q + ez, obtém-se um
ponto de partida para solucéo do sistema anterior (veja o item a seguir). Através de uma
sequéncia de pivoteamentos, a ser especificada depois, que satisfaz (A.5) e (A.6a,b,c),

tenta-se guiar a variavel artificial zg até zero e, assim, obter a solugéo do problema de
complementaridade original.

* Uma solugdo (w,z,zg) do sistema (A.5) e (A.6) é chamada solucdo viavel
basica complementar se:

(i) (w,z,zp) ésolucéo viavel basicade (A.6a,b);

(i) nem wg, nem zg, sdo bésicas paraalgums {1, 2,..., p};

(iii) zg é basica, e umavariavel do par complementar (wj,zj) € basica, parai = 1,
2,....,p,ei £s.

* Dasolucgo viavel basica complementar (w,z,zq), onde wg € zg S80 ambas ndo-
béasicas, obtém-se uma solugdo viavel basica complementar adjacente (W,z,z,) , caso
sgjaintroduzido wg 0ou zg na base no lugar de umavariavel que néo sgja z().

» Cada solucéo vidvel basica complementar tem, pelo menos, duas solucdes

viavels basicas complementares adjacentes. Se o aumento de wg OuU zg ocasionar a

retirada de zg da base ou numa "terminacéo em raio" (ver o item sobre a finalizagdo do
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método), tem-se, entdo, menos de duas solugbes viaveis basicas complementares
adjacentes.

2. Passo I nicial

Existem, inicialmente, duas possibilidades de obtencéo da solucéo do PCL.:

(i) se o vetor g = 0, implica que o ponto (w,z) = (q,0) é solugdo do PCL
original — solucéo trivial do problema;

(i) se o vetor g tem alguma componente negativa, 0 esquema de solucéo
proposto por Lemke deve ser iniciado. Toma-se como ponto de partida a solugéo
inviavel (w,z) = (q,0); a variavel artificia zg €, entdo, aumentada de zero em (A.5),
w=q + e zp, até que uma Ultima componente wg Se anula, tornando-se ndo-basica
Substitui-se em seguida o valor de zg em todas as outras equagoes, compl etando, assim,
a operacao de pivoteamento. Essa primeira operagdo fica definida pelo par (wg,zq),

onde:

s= min%h'i,iﬂ,z,...,p. para g <OE (A7)
i 0

A obtencdo dessa primeira solucdo vidvel bésica complementar € melhor
entendida se o sistema (A.5) for organizado de acordo com a Tabela A.1. A variavel

artificial zg é, entdo, conduzida para a base, substituindo wg, que € a variavel basica de

maior valor negativo. Fazendo-se as operagdes de pivoteamento necessérias, ou sgja:

Os = —Us, € =0; —Jg, parai #s (A.83)
. _mq .

qu_—lzmq,parajzj,z,...,pl (A.8b)

m}j =-m; +mg, para j =12,...,pei #s (A.8¢)
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chega-se aformadadana TabelaA.2.

TabelaA.1 — Inicializagdo do processo.

Base | w, .. wW, .. wW z . zZ . Zz Z|(q
w, | 1 0 0 -my, -m, -m, -1 | q,
w, | O 1 0 -my -mg -mg -1 | q,
w, | O 0 1 -my -Mys -m, -1 | q

Base | w, .. Wy .. W, z, .. Z, .. Z, Z,| (
w, | 1 -1 0 m, my, m, 0| a
z,| O -1 0 mg My m, 1| q
w,| O -1 1 my Mis m, 0 | q,

Apbs esses procedimentos iniciais, tem-se que:

(i) q; 20, parai =12,...,p;

(ii) a solugéo béasica Wy =0y, Wy =0p,..., Weq = 0sqs Zo = Osr Werg = Oitre- -
Wy = q'p e todas as outras variaveis inicidmente nulas formam uma solugdo viavel

basica complementar;
(iii) a solucdo viavel basica complementar torna-se uma solugdo viavel

complementar do problema origina quando o valor de zg for reduzido a zero.
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3. Passo Principal

O esquema de solucéo proposto por Lemke prossegue obtendo-se uma seqiéncia

de solugdes viaveis basicas complementares, até zg tornar-se zero. Na determinagéo de

cada solucéo viavel basica complementar, entretanto, a mudanca de base é feita de ta
forma gque as seguintes condi¢des devem ser atendidas:

(i) a condicéo de complementaridade entre as varidveis deve ser mantida (isto €,
wjzi =0, parai =1, 2,...,p); e

(i) a solucdo béasica deve permanecer ndo-negativa (isto €, as constantes do lado
direito em todas as tabelas devem ser ndo-negativas).

A condicéo (i) é satisfeita selecionando de forma adequada a varidvel ndo-basica
aentrar na base da proxima tabela. Apos o passo inicial do método, as variaveis wg e zg
sd0 ambas ndo-basicas. Se wg ou zg for tomada como basica, a condi¢do de
complementaridade entre w e z é ainda mantida. Utilizando, entdo, a regra de
complementaridade — a variavel a ser escolhida para entrar na base é sempre o
complemento dagquela variavel que acabou de deixar a base na Ultima tabela — seleciona-
seavariavel zgaentrar nabase.

A condicdo (ii) é satisfeita selecionando de forma adequada a varidvel bésica a
ser substituida por zg. A selecéo dessa variavel basica é feita através do teste da razio
minima, similar aquele empregado no Método Simplex de programacdo linear. Desta
forma, para determinar avariavel que vai deixar a base, fazem-se os seguintes célculos:

—i=12,...,p, paramg >0 (A.9)
Mg
Tomando-se:

. Oqg. O
i~ ingd i (A.10)
Mjs  Ms>00M;s
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implica que a varidvel basica wj deve ser substituida por zg. Tem-se, assim, que uma
nova tabela € obtida fazendo-se a operacdo de pivoteamento (A.8a,b,c), considerando
agora m'j s como o elemento pivo.

Como a variavel wj acabou de sair da base, a variavel zj € escolhida
automaticamente, de acordo com a regra de complementaridade, para entrar na base;

aplicando-se em seguida o teste da razio minima, define-se a variavel basica a ser
substituida por Zj. Apos as operacdes de pivoteamento, chega-se a uma nova tabela.

4. Finalizacéo

O esquema de solug&o descrito no item anterior termina quando:

(i) o teste da raz&o minima indicar que a variavel basica dalinha s deve deixar a
base; ou segja, zp deve deixar a base. Tem-se entédo que a solugdo viavel basica
complementar do problema aumentado, ap0s a operacdo de pivoteamento, € igua a
solucdo viavel complementar do problemaoriginal; ou

(ii) o teste da razdo minima falhar. Isto acontece quando ndo for encontrado
nenhum coeficiente positivo na coluna pivo. Nesse caso, ndo existe solugdo parao PCL,;
e diz-se que o problema de complementaridade tem uma "terminagdo em raio".
Geometricamente, isto significa que a variavel ndo-basica selecionada para entrar na

base define uma linha basica que corresponde a um bordo ilimitado de K.

5. Implementacdo Computacional

Na Figura A.1 mostrada a seguir sdo descritos os passos que foram adotados na
implementagdo computacional do agoritmo de Lemke.
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1. Iniciaizagéo:
(i) faz-se: k = 1,
(i) considera-se w 0 vetor inicial das variaveis basicas,
(iii) determina-se o indice <K, tal que qg ={ming;:i =12,...83 ;
(iv) testa-se 0 valor de O
(iv-1) sequ <0, sigaparao passo 2.;
(iv-2) se q & 2 0, o agoritmo termina assumindo (w,z) = (gq,0) como

solugdo do PCL.

2. Introducdo da variavel zg: retira-se do vetor das variaveis basicas a variavel

correspondente ao indice X e introduz-se zp em sua posi¢ao. Consegue-se realizar

mudanca dirigindo-se diretamente ao passo 4..

3. Alterac@o complementar no vetor das variaveis basicas:

() faz-set k =k + 1,

(i) através da regra de complementaridade (ver item sobre o passo principal),
define-se a varidvel ndo-basica que deve ser introduzida na base. Faz-se r ser a coluna
dessa variavel ndo-bésica;

(iii) determina-se a variavel basica a ser retirada da base testando-se os vaores

de m'jr. Utiliza-se para isto o teste da razdo minima (veja as Equacbes A.9 e A.10); e

faz-se sK o indice gue identifica alinha dessa variavel bésica, ou sgja:

(iii-1) se m;; < O, paratodos osj =1, 2,..., p, 0 algoritmo € incapaz de

introduzir a varidvel ndo-basica no vetor bésico sem violar a restricdo de néo-

negatividade; siga, entéo, para o passo 6.;
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(iii-2) caso contrério, tomando-se —S— = min Dq—,JD, siga para 0 passo 4.

mskr mjr>0 jl’ E
— 0 objetivo éretirar do vetor basico avariavel que corresponde ao indice K eintroduzir

em sua posi¢ao a variavel ndo-basica que corresponde a colunar.

4. Aplica-se 0 esgquema de eliminacéo pivotal semelhante ao de Gauss-Jordan (veja as

Equacdes (A.8a,b,c), considerando a linha de indice sK como alinha pivo e a colunar
(respectivamente, a coluna (2p+1)) como a coluna pivo se k > 1 (respectivamente, se
k=1).

5. Critério de parada:
(i) se zg for retirada do vetor das variaveis basicas (isto &, zg = 0), siga para o

passo 7.;
(i) caso contrario, o agoritmo continua com o passo 3..

6. "Terminagdo em raio": o esquema de pivoteamento termina com zgp > 0, ou sgja, 0

PCL né&o tem solucéo.

7. Terminagdo normal: 0 esquema de pivoteamento termina com zg = O, ou sgja, 0 vetor

das variaveis béasicas contém a solucdo do PCL original.

FiguraA.l - Algoritmo de Lemke.

6. Significado M ecanico

Considere o PCL formulado na Subsecéo 3.5.2 — reagdes nodais da base elastica
como incdgnitas principais — escrito naforma aumentada (A.5) e (A.6):
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¢ =-H+PAr, +z,e (A.12)

Ary,z,20 (A.129)
$=0 (A.12b)
Ar) =0 (A.120)

Para formulagdo, observe que a variavel artificia zg significa uma abertura

adicional que é aplicada a interface de contato unilateral entre a estrutura e a base
elastica, com o objetivo de achar a compatibilidade de deslocamento em cada passo do

algoritmo.
O primeiro vaor de zp, zél) (passo inicial do método), corresponde a uma

abertura inicial requerida para separar todos os possiveis nés da estrutura e da base
elastica que possam vir a entrar em contato, exceto um par de nos que tem abertura
inicia igual a zero, como ilustrado na Figura A.2. Os passos subsequentes do algoritmo

reduz gradualmente a abertura artificia zg de zgl) até zero, considerando um por um 0s

pares de nds que venham a entrar em contato.

P

=0
§ES Z

N e e

Figura A.2 — Significado mecanico do método de Lemke.
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