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Resumo da Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtencéo do titulo de

Mestre em Engenharia Civil.

SUBESTRUTURACAO DINAMICA POR MEIO DO METODO DE CRAIG-
BAMPTON APLICADA A PORTICOS PLANOS

Lidianne de Paula Pinto Mapa

Fevereiro/2018

Orientador: Prof. Dr. Francisco de Assis das Neves
Coorientador: Prof. Dr. Gustavo Paulinelli Guimaraes

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver o algoritmo de subestruturacao linear
através do método de Craig-Bampton para elementos de portico. Nesse contexto, busca-
se esclarecer as formulacdes de acoplamento da sintese modal de componentes, mais
especificadamente do método de Craig-Bampton. O algoritmo implementado foi aplicado
ao acoplamento de vigas e pérticos. Essas aplicaces foram direcionadas para otimizacao
de estruturas, ou seja, quando deseja-se alterar a estrutura a fim de obter as frequéncias e
modos naturais desejados. A reducdo da ordem de modelos proporcionada pelo método
¢ descrita em cada aplicacdo. Analises via Método de Elementos Finitos (MEF)
implementado e também através do software SAP 2000 possibilitaram a validacdo do

algoritmo implementado.

Palavras—chave: Subestruturacdo, Craig-Bampton, Sintese Modal de componentes.



Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree

of Master of Science in Civil Engineering.

DYNAMIC SUBTRUCTURING BY CRAIG-BAMPTON METHOD APPLIED
TO FRAMES.

Lidianne de Paula Pinto Mapa

March/2018

The present work aims to develop the algorithm of linear substructuration through the
Craig-Bampton method for two-dimensional frames. In this context, it is sought to clarify
the coupling formulations of the component mode synthesis, more specifically the Craig-
Bampton method. The implemented algorithm was applied the coupling of beams and
frames. These applications were directed to optimize structures, that is, when it is desired
to change the structure in order to obtain the desired natural frequencies and modes. The
model reduced-order provided through the method described in each application.
Analyzes via Finite Element Method (MEF) implemented and also through SAP 2000

software enabled the validation of the implemented algorithm.
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1 INTRODUCAO
1.1 Formulagdo do Problema

Comumente, analises em engenharia sdo descritas matematicamente por equagdes
diferenciais, que ndo possuem solucBes analiticas, sendo necessaria a busca por solucdes
numeéricas (Bathe, 1996).

As solugdes numeéricas de problemas estruturais grandes e complexos, através do
Método de Elementos Finitos (MEF), exige grande eficiéncia computacional, e
consequentemente elevados custos. Na analise dindmica computacional, os detalhes de grandes
modelos e a discretizacdo no tempo faz com que o custo computacional seja elevado, relata
Buckel (2014). Conforme McPheeters et al. (1988) e Qu apud Wenneker (2013), o custo

computacional em andlises dindmicas é proporcional ao cubo do nimero de graus de liberdade.

Os métodos de acoplamento de subestruturas sdo amplamente desenvolvidos (Ohayon,
Sampaio e Soize, 2013). Eles permitem conhecer o comportamento de sistemas complexos e

grandes, através de informacg6es dos comportamentos dindmicos de subcomponentes.

D’Ambrogio e Sestieri (2004) relatam que se tratando de acoplamentos, deve-se

considerar dois diferentes casos:

v’ Estruturas que devem ser montadas com o objetivo de se obter o comportamento
dindmico (subestruturacdo dinamica).

v’ Estrutura que é acoplada a um segundo sistema com o0 objetivo de alterar o
comportamento dinamico. Nesse caso, desenvolve-se apenas modificacfes

concentradas (modificacdo dindmica estrutural).

Conforme Hang, Shankar e Lai (2009), a modificacdo dindmica estrutural consiste na
determinacéo dos efeitos de alteracfes de massa e rigidez na resposta dos sistemas mecanicos
baseados em informagdes disponiveis do sistema original e da parte modificadora.

Bathe e Dong (2014) relatam que pela subestruturacéo dindmica os subcomponentes séo
tipicamente analisados através de suas frequéncias ou modos dinamicos. Assim, o
comportamento da estrutura completa é obtido através da montagem de modelos de ordem
reduzida desses subcomponentes. Nesse caso, ocorre diminuicdo do custo computacional,

devido a aproximagdo de “n” graus de liberdade por “m” (m<<n) coordenadas generalizadas.
8



Hé& casos em que também € necessario conhecer o comportamento de subcomponentes
através de uma estrutura completa desenvolvendo a subestruturagdo (Voormeeren e Rixen,
2012; Law e Rentzsch, 2016). E Necessario, por exemplo, em sistemas delicados ou em

condicdes operacionais.

A subestruturacdo dinamica linear tem sido desenvolvida desde o século XX (Guyan,
1965; Craig e Bampton, 1968; MacNeal, 1971; Rubin, 1975). Um método de subestruturacdo
linear eficiente € 0 método de Craig-Bampton (C-B). Dessa maneira, pretende-se desenvolver
0 método de subestruturacdo, realizando o acoplamento de subestruturas geometricamente

lineares através do método de Craig-Bampton.
1.2 Justificativa

A subestruturacdo é amplamente utilizada em analises de elementos finitos. Esse
método pode ser eficaz para a obtencdo de respostas dindmicas de estruturas complexas como,

por exemplo, aeronaves (Bathe e Dong, 2014).

Rixen (2004) relata que é possivel resolver sistemas lineares com milhdes de graus de
liberdade, entretanto, as complexidades dos sistemas estdo aumentando juntamente com as

capacidades da computacao.

Além disso, 0s custos computacionais de respostas dindmicas podem se tornar
impraticaveis, relatam Hollkamp e Gordon (2008), uma vez que é necessario solucionar uma

equacdo de equilibrio do sistema para cada resposta no tempo.

De acordo com Allen e Kuether (2012), o custo computacional pode ser reduzido
drasticamente no primeiro desacoplamento de uma estrutura em subcomponentes, e utilizando
0 método de Craig-Bampton para obter o comportamento da estrutura completa. Nesse método
faz-se a reducdo do numero de graus de liberdade internos de cada subestrutura. Assim, a
solugéo ¢ calculada em “m” coordenadas generalizadas que é muito menor que “n” graus de

liberdade fisicos.

Conforme D’ Ambrogio e Sestieri (2004), além de facilitar os sistemas de montagem, a
subestruturagdo permite fazer otimizacdes locais para posterior otimizacGes globais. Ha
possibilidade de utilizar diferentes modelos, a partir de uma analise numérica como, por

exemplo, atraves do Método de Elementos Finitos, ou atraves de testes experimentais (Funcoes
9



de Resposta em Frequéncia: FRFs), tendo a possibilidade de realizar uma prototipagem virtual
do sistema, permitindo modificacGes estruturais de componentes individuais quando a resposta

dindmica global do sistema montado néo é satisfatoria.
1.3 Objetivos e Descrigdo do Trabalho

Essa pesquisa tem como objetivo desenvolver a implementacdo do método de
subestruturagdo dindmica de Craig-Bampton, visando o acoplamento de elementos de pértico
planos para analises de vibracdo livre em diferentes faixas de frequéncia. No desenvolvimento
do algoritmo, a discretizacdo de cada subestrutura é realizada através do Método de Elementos
Finitos, obtem-se as matrizes generalizadas de cada subestrutura, e elas séo acopladas pelos
graus de liberdade de interface.

A fim de validar o algoritmo implementado é desenvolvido o critério de confianca
modal (MAC) e realizado a comparacéo das frequéncias naturais do referido método e o Método

de Elementos Finitos também implementado e validado através do software SAP 2000.
1.4 Estrutura da Dissertacéo

Esse trabalho foi elaborado em 5 capitulos. No capitulo 2 sdo apresentadas formulagdes
gerais necessarias para a implementacdo do método de Craig-Bampton. Esse capitulo inicia-se
apresentando defini¢cbes de subestruturacdo e Sintese Modal de Componentes (CMS). A
formulacdo de acoplamento no dominio fisico e em coordenadas generalizadas, conceitos de
modos normais e modos de restricdo e critério de confianca modal (MAC) também séo
apresentados nesse capitulo. Por fim, o capitulo apresenta o0 método de Craig-Bampton.

No capitulo 3 é descrito a esquematizacdo do algoritmo de Craig de Bampton que foi

desenvolvido com base nas formulacdes definidas no capitulo 2 para andlises de vibracao livre.

No capitulo 4 é possivel observar as aplicaces desenvolvidas com o objetivo de validar
0 método. E apresentada a analise de vibracdo livre do acoplamento de vigas e também do
acoplamento de pdrticos. As frequéncias naturais e modos obtidos foram comparados com 0s

obtidos via Método de Elementos Finitos.

No capitulo 5 sdo desenvolvidas as conclusdes sobre a pesquisa e as consideragdes sobre
trabalhos futuros.
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2 SUBESTRUTURACAO DINAMICA

O objetivo desse capitulo é apresentar a base teodrica para o desenvolvimento de
subestruturacdo dinamica através do método de Craig-Bampton. Por isso, o capitulo inicia-se
com as definicdes de subestruturacdo, apresenta as formulacGes gerais de acoplamento em
coordenadas generalizadas. E por fim, apresenta as formulaces de acoplamento de estruturas

com comportamento geométrico linear e ndo linear atraves do método de Craig-Bampton.

Na secdo 2.4 é apresentado o critério de confianga modal, formula¢do que sera

necessaria para validacdo dos modos obtidos na implementacdo do algoritmo.

A matriz de rigidez e a matriz de massa a serem consideradas sdo apresentadas na se¢éo
2.5. A matriz de rigidez é baseada na teoria de Euler-Bernoulli. Nesse caso, € considerado
apenas a flexdo pura. Ja a matriz de massa € considerada como distribuida. A secdo 2.6

apresenta formulacdes analiticas a respeito de vibracédo lateral em vigas.
2.1 Definicbes

Conforme Allen e Kuether (2012), o método de subestruturacdo permite prever a
resposta de uma montagem a partir de modelos dindmicos de cada subestrutura, modelando

experimentalmente cada subestrutura ou usando o Método de Elementos Finitos.

Craig e Kurdila (2006) relatam que a subestruturacéo envolve a divisdo de uma estrutura
em um numero de subestruturas. Assim, obtém-se o modelo de ordem reduzida de cada

subestrutura, e, entdo, é feito a montagem dos modelos de ordem reduzida de toda a estrutura.

Klerk, Rixen e Jong (2006) e Bittencourt (1990) relatam as vantagens do método de

subestruturacéo:

v" Demanda computacional inferior a analise global;

<\

Subestruturas iguais necessitam ser modeladas e reduzidas apenas uma vez;

v’ Possibilidade de combinar pecas modeladas a partir de analise numérica ou
experimental;

v O efeito da alteracdo das propriedades de uma subestrutura na estrutura montada pode

ser eficientemente analisado.

v Permite compartilhar subestruturas de diferentes grupos de projeto.

11



v Conveniente se uma medicdo ndo puder ser feita porque a estrutura é muito grande ou
complexa ou se ndo existir energia de excitacdo suficiente para uma excitacdo adequada.

Klerk, Rixen e Voormeeren (2008) descrevem os procedimentos do método de

subestruturacdo para a decomposicdo discreta e continua. Na figura 1 é possivel observar a

representacdo desses procedimentos.

Dominio completo

Decomposicdo discreta Decomposicao continua

¥ N

/_..a-"_“'--.,\

",
o —_ |

Experimental

' }

T

s S I

Figura 1:Procedimentos do método de subestruturagdo
Adaptado de Klerk, Rixen e Voormeeren (2008)

Observa-se pela figura 1 que para o caso de decomposi¢ao discreta, o modelo é dividido
em subestruturas e 0 Método de Elementos Finitos ou similar é utilizado para discretiza-las.
Para o caso de decomposicao continua, as subestruturas sao analisadas experimentalmente, em

vez de usar o Método de Elementos Finitos para criar o modelo de ordem reduzida.

Klerk, Rixen e Jong (2006) relatam que os metodos de subestruturagdo podem ser:

12



v Métodos baseados no dominio modal: Para os métodos baseados no dominio modal,
cada subestrutura é descrita por matrizes generalizadas de massa, amortecimento e
rigidez através de propriedades modais. Esse método chama-se sintese modal de
componentes (CMS). O método de CMS mais conhecido é o método de Craig-Bampton.

v' Métodos baseados no dominio da resposta: Para os métodos baseados no dominio da
resposta, cada subestrutura é descrita em termos de fungdes de resposta em frequéncia

(FRF's). Esse método é denominado subestruturacéo baseada em freqliéncia (FBS).

Conforme Bittencourt (1990) e Bathe e Dong (2014), é possivel obter solugdes exatas
realizando subestruturacdo em analises estaticas. Entretanto, em andlises dinamicas obtém-

se uma aproximacao dos autovalores e autovetores.
2.2 Sintese Modal de Componentes (CMS)

Conforme Rao (2011), a equacéo de equilibrio de um sistema sob vibracéo forcada de

N graus de liberdade ndo amortecido é dada por:
Mii + Ku = f(t) (2.1)

Onde M é a matriz de massa, K é a matriz rigidez do sistema, ambas com dimensdo N x

N, u é o vetor deslocamento e f(t) o vetor de forca aplicada, ambos com dimensdes N x 1.

De acordo com Diniz (2006), considerando pequenas oscilacbes harménicas do tipo
f(t) = fel®t, onde w é a frequéncia das forcas aplicadas, os deslocamentos sio dados por

u(t) = uel®t, Assim , a equacéo (2.1) pode ser escrita como:
[K — w?M{u}={f} (2.2)
Para vibragdes livres o problema de autovalor da estrutura é considerado como:
Ku = w’*Mu (2.3)

Conforme Bathe e Dong (2014), as matrizes K e M geralmente s&o positivas definidas.
Assim, através do problema de autovalor da equacao (2.3) obtem-se N frequéncias naturais w;

para respectivos M-ortonormais autovetores u, ...uy, que sdo ordenadas, como:
2 2 2 2
0<wf<wi..<wf <oy (2.4)

13



Segundo Rixen (2004), assumindo que um elemento finito definido em um dominio Q
é subdividido em um niimero N de subestruturas, chamadas Q(, tais que cada né pertence a
apenas uma subestrutura, exceto aqueles nos limites da interface, a equacdo de equilibrio linear

dindmica de cada subestrutura Q) ¢ dada por:
M®§® + KOu® = £ 4 g s=1,..,Ng (2.5)

Onde M® e K® sdo as matrizes de massa e rigidez da subestrutura, u®® é vetor de

deslocamento, f® sdo forcas externas aplicadas na subestrutura e g as forcas internas nas

interfaces entre as subestruturas.
2.2.1 Condensacao Estatica

Paz e Leigh (2004) define a condensag&o estatica como processo em que as matrizes de
massa e rigidez sdo particionadas em graus de liberdade denominados primarios e secundarios.
Guyan (1965) desenvolveu o particionamento de matriz de massa e rigidez em graus de
liberdade que estavam sob atuacao de forcas e os que ndo estavam, a fim de reduzir o tamanho

dessas matrizes.

Na sintese modal de componentes as matrizes de cada subestrutura devem ser

31
1

particionadas em graus de liberdade internos , €sses nao estio sujeitos a forgas externas fj,
e a forcas internas de interface gy,, e em os graus de liberdade de contorno “b”, esses sdo atuados
por essas forcas (Craig e Kurdila, 2006). Assim, a equacgéo (2.5) pode ser reescrita da seguinte
forma:
M;; Mib] {ﬁi} + Kii Kib] {“i} _ { 0 } (2.6)
Mp; Mppl litp) * [Kpi  Kppl (b fp + 8
Paz e Leigh (2004) afirma que quando o método de condensacdo é aplicado em
problemas dindmicos possui incertezas que irdo depender do nimero de graus de liberdade

reduzidos .
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2.2.2 Coordenadas Generalizadas

Craig e Kurdila (2006) relatam que as coordenadas de deslocamento fisico das
subestruturas u sdo representadas em termos de coordenadas generalizadas de componentes p

através da transformacao:
u® = yOp® (2.7)

Onde a matriz modal de componentes ) é a matriz de transformagéo de coordenadas,
constituida pelos modos da subestrutura correspondente, que podem ser modos de corpo rigido,
modos normais de vibragéo livre, modos de restricdo e modos anexos. Conforme Diniz (2006),

essa matriz € composta por um conjunto truncado de “M” (M<<N) modos.

Wenneker (2013) relata que a reducdo modal diminui o tamanho do problema sem
modificar a malha de elementos finitos. Pois, os graus de liberdade sdo aproximados por um
possivel deslocamento e correspondentes amplitudes chamados de graus de liberdade
generalizados.

Kuether e Allen (2014b) afirmam que a eficiéncia do método de subestruturacdo
depende dos modos usados para reduzir os modelos das subestruturas. Conforme McPheeters
et al. (1988), o numero de modos de cada subestrutura deve ser de acordo com a faixa de
frequéncia de interesse. Kuether e Allen (2014) relatam que a regra basica para o acoplamento
de subestruturas com comportamento linear geométrico é incluir modos com frequéncias até

1,5 a 2,0 vezes a frequéncia maxima de interesse.

Klerk, Rixen e Voormeeren (2008) relata que um conjunto completo de coordenadas
fisicas (equacdo (2.5)) é reduzido a um conjunto menor de coordenadas generalizadas
substituindo a equacéo (2.7) em (2.5). A equacdo do movimento em coordenadas generalizadas

é dada por:
MOB® + ROp® = § 4 g (2.8)

Onde as matrizes de massa e rigidez e os vetores de forca em coordenadas generalizadas,

sdo dados, respectivamente, por:
MO = gOTMOP® RO = gOTROP®  §& = gOTEE (2.9)
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g(S) = lIJ(S)Tg(S)

2.2.3 Modos Normais

De acordo com Craig e Kurdila (2006), os modos normais sdo autovetores que podem
ser classificados de acordo com as condic¢des de contorno especificadas, como: modos normais

de interface fixa, modos normais de interface livre e modos normais de interface hibrida.

Conforme Craig e Chang (1976a), os modos normais de interface fixa de uma
subestrutura s&o obtidos restringindo-se os graus de liberdade de contorno da estrutura, ou seja

fazendo u, = 0 na equacéo (2.6). Assim, tem-se o problema de autovalor:
[Kii — wiM;]{p;}; = 0 j=12,...,N; (2.10)
Em que N; é numero de graus de liberdade internos.

Conforme Chopra (2007), através da equacdo 2.10 obtem-se modos com fatores
multiplicativos. Portanto, se ¢; € um modo de interface fixa, um vetor ¢; proporcional é o
mesmo modo, pois também satisfaz a equacédo (2.10). Dessa forma, Chopra (2007) relata que
é comum utilizar fatores escalares para padronizar os modos, esse processo € chamado de
normalizacdo. Em programas computacionais € comum, normalizar os modos em relacdo a

matriz massa, M.

Segundo Craig e Kurdila (2006), quando os modos de interface fixa sdo Mii-

ortonormalizados, tem-se:

GiMid;; = I (2.11)

$iiKiibii = Ay = diag(w]) (2.12)

Pela figura 2 pode-se observar o primeiro, o segundo e o terceiro modos normais de

interface fixas de uma viga.
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Modo de interface fixa 1

Modo de interface fixa 2

N
~_ 7

Modo de interface fixa 3

NS

Figura 2: Modos normais de interface fixa em uma subestrutura.
Adaptado de Craig e Kurdila (2006)

Observa-se pela figura 2 os deslocamentos nulos nas interfaces de todos os modos,

devido as restri¢cdes dos graus de liberdade de interface.

Conforme Craig e Chang (1976b) os modos de interface livre sdo obtidos fazendo

f,, = 0 na equacdo (2.6). Assim, tem-se problema de autovalor:
[K — w/M]{¢$}; =0 ji=12,..,N¢ (2.13)
Em que Nt é nimero de modos flexiveis.
Os modos normais de interface livre s&o ilustrados na figura 3.

Observa-se pela figura 3 os modos de vibracdo com todos graus de liberdade livres,
portanto, com o deslocamento diferente de nulo nas interfaces. Se tratando de um problema
classico de autovalor (Wenneker, 2013).
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Modo de flexao 1

Modo de flexdo 2

Modo de flexdo 3

Figura 3: Modos normais de interface livre em uma subestrutura.
Adaptado de Craig e Kurdila (2006)

2.2.4 Modos de Restricéo

Conforme Cook et al. (2002), modos de restricao sdo definidos como a deformacéao

estatica da estrutura quando um valor unitario é aplicado em um grau de liberdade de contorno.

Segundo Craig e Kurdila (2006), o conjunto de modos de restricdo para cada

subestrutura sdo dados por:

11 ] lIJlb] [ ] (2-14)
Kbi  Kpbl [Ibp Rp
Onde Ry, € o vetor de reacdo no grau de liberdade de contorno. Assim, a matriz de

modos de restri¢do é dada por:

llhb] [ [K;lK,b]] (2.15)

Ibb lbb

Pela figura 4 é possivel observar os modos de restricdo para a viga livre-livre

representada na figura 5.
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Modo E1

Modo R1

Modo E2

7

Modo R2

-

Figura 4: Modos de restricdo para uma viga livre-livre.
Adaptado de Craig e Kurdila (2006)

Figura 5: Viga livre-livre
Adaptado de Craig e Kurdila (2006)

Os modos E1 e R1 representados na figura 4 foram obtidos aplicando um deslocamento

unitario nos graus de liberdade 5 e 7, respectivamente, representados na figura 5. Ja os modos
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E2 e R2 representados na figura 4 foram obtidos aplicando uma rotagéo unitaria nos graus de
liberdade 6 e 8, respectivamente, representados na figura 5.

2.2.5 Acoplamento no Dominio Fisico

De acordo com Voormeeren e Rixen (2012), quando subestruturas sao acopladas, duas

condigdes devem ser satisfeitas nas suas interfaces:

v CondicGes de compatibilidade;
v" Condigdes equilibrio.

Segundo de Craig e Bampton (1968), a condicdo de compatibilidade de deslocamento

em torno das interfaces das subestruturas é expressa por:
Cu=0 (2.16)

Onde C é uma matriz booleana, que garante que qualquer par de graus de liberdade de

interface u® e u que se correspondem tém o mesmo deslocamento, isto é:
u® — y® =g (2.17)
Law e Rentzsch (2016) relatam que as condi¢des de equilibrio sdo expressas por:
L'g=0 (2.18)

Onde a matriz L é uma matriz booleana que garante que a resultante de duas forcas de

graus de liberdade de interface u™ e u" que se correspondem seja nula, ou seja:

Conforme Craig e Kurdila (2006), a equacdo de movimento de um sistema € baseada na
equacdo de Lagrange com multiplicadores A. Segundo Shanmugam e Padmanabhan (2006), o

lagrangeano para um sistema de Ns subestruturas acopladas é escrito como:
L=T-V+ ufc™A (2.20)

Onde T ¢ a energia cinética e V é a energia potencial do sistema. Conforme Rao (2011)
e Craig e Chung (1981), a energia cinética e potencial de um sistema com N graus de liberdade

séo, respectivamente, dadas em termos de coordenadas fisicas por:
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Ns (2.21)

T= lz uSOT MGG = lnTMu
2 2
s=1
< 2.22
V= lz aSTKOR® = luTKu ( )
2 2
s=1

De acordo com Craig e Kurdila (2006), a equacdo de movimento do sistema pode ser

obtida aplicando a equacéo de Lagrange:

dac oL o (2.23)
T e i1z

Em que Ny é o nimero de graus de liberdade .

Diferenciando a equacéo (2.20) de acordo com (2.23) pode-se escrever um sistema com

Ny equacdes de equilibrio que seguem em forma de matriz :
Mii + Ku = f + CTA (2.24)
Conforme Voormeeren e Rixen (2012), as forcas internas nas interfaces séo dadas por:
g=CTa (2.25)

A equacao de movimento (2.24) pode ser combinada com a equacéo de compatibilidade
(2.16) formando um conjunto de equagfes que seguem em forma de matriz (Craig e Kurdila,
2006):

M O[], [K —CT]uy_ (f (2.26)
o olBl+% 5 IG=(o}
Klerk, Rixen e Voormeeren (2008) relatam que 0s equacionamentos matematicos

descritos nessa secdo foram consideradas nos primérdios da teoria dos elementos finitos, e

tornou popular na década de 1990 na implementacao de solvers.
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2.2.6 Acoplamento em Coordenadas Generalizadas

Klerk, Rixen e Voormeeren (2008) afirmam que a condi¢do de compatibilidade e a
condicdo de equilibrio também devem ser impostas a subestruturas quando os deslocamentos

fisicos sdo representados em coordenadas generalizadas. Elas sdo dadas, respectivamente, por:

C,p=0 (2.27)
Llg, =0 (2.28)
Onde:
C, 4 C (2.29)
L, 2 L (2.30)

p

Conforme Craig e Kurdila (2006), a equacdo de movimento do sistema é baseada na
equacdo de Lagrange de movimento com multiplicadores de A. Segundo Shanmugam e

Padmanabhan (2006), o Lagrangiano para um sistema de Ns subestruturas acopladas é escrito

como:

L=T-V+ pTc,"A (2.31)

Onde T é a energia cinética e V energia potencial do sistema. Conforme Rao (2011) &
Craig e Chung (1981), a energia cinética e potencial de um sistema com N graus de liberdade

sdo, respectivamente, dadas em coordenadas generalizadas por:

Ns
1O . _ 1 _ (2.32)
T=3) pOTMORE = = pTM,p
s=1
Ns
1N _ 1 (2.33)
V= ZZ PEOTKOP® = pTi,p
s=1

De acordo com Shanmugam e Padmanabhan (2006), a equacdo de movimento do

sistema pode ser obtida aplicando a equacdo de Lagrange:

daL oc (2.34)
i=12,..,N

4t 90, an. P
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Em que N, € o nimero de coordenadas generalizadas.

Diferenciando a equacdo (2.31) de acordo com a equacéo (2.34) pode-se escrever um

sistema com N, equacdes de equilibrio que seguem em forma de matriz :
M,p + K,p =f, + C)A (2.35)
Klerk, Rixen e Voormeeren (2008) relatam que as forgas de interfaces sdo dadas por:
g,=ChA (2.36)

A equacdo de movimento (2.35) pode ser combinada com a equacéo de compatibilidade
(2.27) formando um conjunto de equacGes que seguem em forma matricial (Craig e Kurdila,
2006):

.. T
[Mp O] [p] + K, —-Cp [p] _ {fp} (2.37)
0 o0lla —-C, 0 |la 0
Um método implicito é utilizado para solucionar esse conjunto de equacOes. Esse
método consiste em substituir um conjunto de coordenadas generalizadas dependentes p por

um conjunto de coordenadas generalizadas independente q, através da seguinte transformacao
(Craig e Chang,1976a):

p=Lyq (2.38)

Conforme Craig e Chung (1981), rearranjando e particionando p em Np coordenadas
dependentes pp € Np — N, coordenadas linearmente independentes p; = q. Tem-se a condi¢do

de compatibilidade como:

[Cop Cpil {II),II)} =0 (2.39)
Onde Cpp € uma matriz quadrada ndo singular de C.
A partir da equacéo (2.39) os graus de liberdade dependente séo obtidos por:
Pp = —CopCoipr (2.40)
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Substituindo a equacdo (2.40) em (2.38), tem-se:

p= {r;?} _ _C?ECDI] Pi=Lq (2.41)
L, é a matriz de acoplamento de subestruturas, e € dada por:
L, = [_(;Bécm] (2.42)
Iy
Substituindo a equacdo (2.38) em (2.27):
CoL,q=0 vq (2.43)

Portanto, L, € o espaco nulo de C, ou vice versa.

Substituindo a equacdo (2.38) em (2.35) e pré-multiplicando o resultado por LITQ, tem-se
(Craig e Kurdila, 2006):

Mqd +Kqq=fy+L,"CIA (2.44)
Onde My = LiM,L,; Ky = LIK L, ; f, = Lif,
Considerando a equacédo de condicédo de equilibrio (2.28) e a equacéao (2.36), tem-se:
L,"CIA =0 (2.45)

Substituindo (2.45) em (2.44), obtém-se:

M + Kqq = f, (2.46)

2.2.7 Método de Craig-Bampton

Conforme Bathe e Dong (2014), o método de Craig-Bampton baseia-se na
transformacdo de deslocamentos em coordenadas generalizadas através da combinagdo de
modos normais de interface fixa e de modos de restrigdo. De acordo com Wenneker (2013),
nesse método os graus de liberdade de contorno ndo sao reduzidos e os deslocamentos internos

podem ser aproximados aplicando um conjuntos de modos truncados:
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u; = ¢ipx + Pipuy, (2.47)

Considerando que os graus de liberdade de contorno ndo sédo reduzidos, tem-se a base
de reducéo de Craig-Bampton:

uw: () dic U () P ® (2.48)
() — i — ik ib k —
u {ub} [ 0 Ibb] {pb} TCBp

Onde ¢;x ¢ a matriz dos “k” primeiros modos de interface fixa, y;, € a matriz de

modos de restricdo, p € o vetor de coordenadas generalizadas e T¢g € a matriz de transformacéo
C-B.

De acordo com Craig e Kurdila (2006), quando os modos normais de interface fixa séo
normalizados de acordo com a equacdo (2.11) e (2.12), as matrizes de massa e rigidez

generalizadas das subestruturas (equacao (2.9)) apresentam as seguintes formas:

() (2.49)
M® = bk Mip
My My,
RO — [Mu Okb](s) (2:50)
B l0pk Ko

Para o acoplamento de duas subestruturas, 1 e 2, a equacao (2.38) é escrita como:

Pt
1

I 0 07/q®
& q
p® 0 I 0f)a
o] oo riw
Py
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Assim, tem-se as respectivas matrizes de massa e rigidez de ordem reduzida superpostas

(Craig e Kurdila, 2006):

(D
Irlk1k1 Ok1k2 Mklb }
= = (2
MCB = |0k2kl Ikzkz Ml((z)b I (252)
v (CO N y (¢ By 16 V) "(Z)J
[Mbkl My, My, + My
(2.53)

1
[Al(q)kl Ok, k, Oy, b ]
2
=10k k, A1(<2)1<2 Ok, b
(1 2
|.0bk1 Opi, Kéb) +K£b)

2.2.8 Subestruturacdo Nao-Linear através do Método de Craig-Bampton

Conforme Wenneker (2013), a equacdo de equilibrio de uma subestrutura com

comportamento geométrico ndo linear com N graus de liberdade pode ser escrita como:

Onde fy;,(u) se refere a forca de restauracao ndo linear.

A equagdo (2.54) particionada em graus de liberdade internos i e de contorno b, é dada

por:

lli} N [fNL,i(u)l B [

u [0 ] (2.55)

fy ()

Iﬂii Ihlib ] { u i } Kii Kib ]
+
{ fNL,b (ll)

Mpi  Mppl (i) [Kpi  Kpp
Reduzindo a equacéo (2.55) conforme equacdo (2.8), através da matriz de transformacéo

C-B (equacao (2.48)) tem-se:
(2.56)

">

o - fnLi(p) 0
.. T NL,i _ 7T —
Mcgp + Kcpp + Tcp {fNL,b(p)} = Tcp {fb(t)} =

Conforme Kuether (2014), para o modelo reduzido, as forgas de restauragdo modal ndo

linear podem ser aproximadas por uma funcgéo:
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faLi(p) } (2.57)

e(plf P2, -, pm) = TCB {fNLb(p)

Segundo Hollkamp e Gordon (2008), a forma geral dessa funcdo néo linear para o r-

ézimo modo é dada por:
n n n n n
0:(P1, P2 ) Pm) = z z B.(i,j)pip; + Z Z Z Ar (1], K) pipjPx (2.58)
i=1 j=1 i=1 j=i k=j

De acordo com Kuether (2014), os coeficientes de rigidez n&o linear A, e B, néo estdo
explicitamente disponiveis quando os modelos de MEF séo construidos diretamente. Harmin e
Cooper (2010) relatam que esses coeficientes podem ser obtidos através de varios testes

estaticos ndo linear de cargas em um software de elementos finitos.

Segundo McEwan et al. (2001a) e McEwan et al. (2001b), considerando uma estrutura

estatica com comportamento geométrico ndo linear, tem-se:
0 =f—-Kcp (2.59)
Conforme Gordon e Hollkamp (2011), para r-ésimo modo tem-se:
0, = f — k;p, (2.60)

Considerando a equacdo (2.60), tem-se a equacdo (2.58) em forma matricial para N

testes de carga:
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(fr[l] - qur[l] )
fr[z] - qur[z]

¢ B.(1,1)
B,(1,1)
: (2.61)

| Br(r'lrn)
:l T o A(1,1,D) [
pf[N] p1p2[N]..pa[N] p3[N] p?p,[N]..pa[N]] | AL(1,1,2)

\A-(n,n.n)/

Segundo Gordon e Hollkamp (2011), as amplitudes modais p,.[k] para o r-ésimo modo
correspondente ao k-ésimo teste de carga podem ser determinadas pela pseudo-inversa da

matriz de transformagéo de Craig-Bampton:
plk] = Téwik] (2.62)

Onde w[K] é o vetor deslocamento obtido para o k-ésimo teste de carga realizado em

um software de elementos finitos. O subscrito # denota pseudo-inversa da matriz.
Kuether e Allen (2014a) afirmam que pode-se considerar as cargas testes como sendo:

m (2.63)
F = M{Tcg12a; + Tcp2as + - + Tepmam) = Mz Tep,rar

r=1

Onde a, € o fator escalar de cargas correspondendo a amplitude de for¢a do modo na r-

ésima colunade T¢p.

Gordon e Hollkamp (2011) relatam que o fator escalar de cargas € dado pela seguinte

relagéo:
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(DIZ' Wc,max (264)

T 9T, (Do

Onde w may € deslocamento maximo desejado em um ponto ¢, {¢, }. € o deslocamento

do ponto ¢ para o r-eésimo modo.

De acordo com Kuether e Allen (2014b) , o deslocamento desejado deve ser suficiente
para causar efeitos ndo lineares. Segundo Gordon e Hollkamp (2011), se os deslocamentos
desejados forem muito altos, o algoritmo poderd ndo convergir. Se os deslocamentos forem

muito baixos, os deslocamentos estardo no intervalo linear.

Segundo McEwan et al. (2001a) as cargas testes no dominio modal sdo obtidas por:
f = TigF (2.65)

Conforme Gordon e Hollkamp (2011), ap6s a obtencdo das solugfes estaticas, 0s
deslocamentos modais ndo lineares resultantes podem ser extraidos e comparado as amplitudes

modais desejadas para garantir que os efeitos da ndo linearidade sejam exercidos.

De acordo com Kuether e Allen (2014a), uma boa escolha para o conjunto de carga é
um conjunto de permutacdes das somas e diferencas dos fatores escalares. Em geral, 0 numero

de solucgdes estéaticas requerido é dado por:

2m! 4m! (2.66)
m—2) " 3(m=3)

Numero de permutagdes = 2m +

Onde m é o numero total de modos usados na matriz de transformacdo de Craig-
Bampton .

Conforme Gordon e Hollkamp (2011), a implementacdo elaborada conforme equagao
(2.61), ignora as dependéncias entre os coeficientes e, por isso, 0 conjunto resultante de
coeficientes para um modelo pode ser matematicamente inconsistente. Uma abordagem
melhorada pode ser implementada. Essa identifica os coeficientes independentes para todos 0s
modos e os coeficientes dependentes sdo, entdo, calculados em uma segunda etapa. As

dependéncias entre os coeficientes sdo:
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A4, k) = 2A:(,), k) = 2A¢(,),))
B (i) = Bi(,K) = B (i,K) e Bi(i,}) = 2B;(i, D) (2.69)

Kuether e Allen (2014a) relatam que para desenvolver o acoplamento utilizando método
de Craig-Bampton, primeiramente, os termos quadraticos e cubicos sdo separados em duas

forcas néo lineares:

m m
B=[PiB:Bul”  onde  Br=> > B.GDpipy 2.69)
i=1 j=1 '
m m m
a=[a .. 0n"  onde o = ZzAro i, ) pipjpi
i=1 j=i k=j

(2.70)

Kuether (2014) afirma que os vetores « e B devem ser diferenciados em relagao a cada

respectiva coordenada generalizada:

N, (p) = @ _[9B OB B (2.71)
17 =3p = 6p; 3, " Opm

N, (p) = Jda _1da da (’)a] (2.72)
2\P p dp; 0p,  0pm

Considerando as equac0es (2.71) e (2.72), segundo Kuether e Allen (2014a), a equacao
de equilibrio (2.54) pode ser reescrita da seguinte forma:

o 1 1 0 (2.73)
Mcgp + Kegp + ENl(p)p + §N2 (p)p = Tcp {fb(t)}
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As condicbes de compatibilidade e de equilibrio para o acoplamento de duas
subestruturas, A e B, séo dadas, respectivamente, por (Kuether e Allen, 2014a):

(Pk) (2.74)
u? uj
C{uB} =Cp ipg } =0
B
o)
A
fpg} 1 0 0 qb (2.75)
4Xb¥:0 0 I|_) gl_y
B 01 0 Ax pd
Lpb' 0 0 I Up
xB)

2017):
M%& o K 0 1 [N} 0
LT;[ - AB]LPEH'L};[ o ABleq"'_L};[ ' 5| Lpd
0 Mgcg 0 Kcg 2 0 Nj (2.76)
1 [N* 0 Tc {fA(zt)}
+ LT[ 2 o|L,q=LT b
3P[0 NE

1% {fz??t)}

2.3 Subestruturacdo Baseada em Freqiéncia

Conforme Klerk, Rixen e Voormeeren (2008), no caso de medi¢des no dominio da
frequéncia as propriedades de massa, amortecimento e rigidez dos sistemas néo séo conhecidos

separadamente como no dominio fisico. As equagdes de movimento, de compatibilidade e de
equilibrio séo, respectivamente:

z(w)u(jw) = f(w) + g(w) (2.77)
Bu(w) =0 (2.78)
L'g(w) =0 (2.79)
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Onde, u, f e g representam a amplitude complexa da resposta harmonica e forgas,

respectivamente. A Impedancia Mecénica z é dada por:
z(jw) 2 —w’M + joC + K (2.80)
Em que j um ndmero unitério imaginario.
2.4  Critério de Confianca Modal (MAC)

Conforme Allemang e Brown (2003), o critério de confianca modal (MAC) é uma
medida de consisténcia de vetores modais obtidos de diferentes algoritmos, ou
experimentalmente e através de métodos numeéricos. Pastor, Binda e Harcarik (2012) relata que

0 MAC proporciona uma confiancga adicional.

De acordo com Pastor, Binda e Harcarik (2012), o critério de confian¢a modal (MAC)
é um indicador estatistico, baseado no método de minimo quadrados e em analise de regressdo
linear, que é sensivel a maior diferenca entre valores comparativos e é insensivel a pequenas

diferencas. O coeficiente MAC entre dois conjuntos de vetores {u,} e {ug} € dado por:

|{UA}3 {“B}q|2

({ualt {upl)({uplq {ugly) (2.81)

MAC(r,q) =

O coeficiente MAC varia entre 0 e 1. Segundo Allemang e Brown (1982), para 0s
vetores modais exibirem uma relacdo consistente, o coeficiente MAC entre eles deve ser

préximo do valor 1. Caso o MAC se aproxime de 0 os vetores ndo sdo correspondentes.
2.5 Matriz de Massa e Rigidez

Conforme Vaz (2011), a deformacdo axial deve ser considerada para analises em
porticos. A figura 6 demostra um elemento de portico plano de comprimento L e graus de

liberdade d1, d2,ds, d4, dse ds € v(x) deslocamento vertical.
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Figura 6: Elemento de portico plano
Adaptado de Vaz (2011)

Considerando dois nés por elemento (figura 6), tem-se a seguinte matriz de rigidez
elastica, Ke, no referencial local.

EA . . EA . .
L L

12E1  6EI 12E1  6EI

L

6El  4EI 6El  2EI

0 — — 0 - =

Ke=1 Ea ; - EA - -

—— 0 0 — 0 0 (2.82)

L L

12E1 6Kl 12E  6EI

B 12 3 12

6El  2EI 6El  4EI

12 L 12 L

Onde E é o modulo de elasticidade do material, | € o0 momento de inércia da secdo
transversal e A é a area de secdo transversal.

A matriz de rigidez (equacdo 2.82) é obtida pela teoria de Euler-Bernoulli em que o
cisalhamento néo é considerado.

Ainda considerando o elemento de pértico demonstrado na figura 6, tem-se a seguinte

matriz de massa distribuida no referencial local.
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140 0 0 70 0 0
0 156 22L 0 54 —13L

_PALl 0 22L 412 0 13L -3I2 (2.83)

420070 0 0 140 0 0

0 54 13L 0 156 —22L

L0 —13L -3L 0 —22L 41?

Onde p € a densidade do material.

2.6 Vibracdo Lateral em Vigas

Nessa secdo sera considerado a vibracao lateral de vigas a fim de apresentar formulagdes
de frequéncias naturais obtidas de forma analitica. A figura 7 demonstra um elemento
infinitesimal de viga de comprimento dx sob flex&o.

F(x.t)
ﬂMAh[ﬁ
M(x,t) M(x.t)+dM(x,t)
0]
wix.t)
V(x.t) dx V(x.t)+ dV(x.t)
| e — —> >

Figura 7: Elemento infinitesimal de viga sob flexdo
Adaptado de Rao (2011)

Os termos descritos na figura 7 sdo M(x,t), momento fletor, V(x,t), cortante e F(x,t),
forca externa por unidade de comprimento.

Através de equacdes de equilibrio, considerando a viga em vibracdo livre tem-se a
equacdo de movimento dada por:

d*w 0*w (2.84)
2_ — =
S xt) + 72 x,t)=0

Onde
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= pA (2.85)

A funcdo de forma modal obtida através da equacéo (2.84) € dada por:

w(x) = C;(cosPBx + cosh Bx)
+ C,(cos B (2.86)
— cosh Bx) + C3(sen Bx + senh Bx) + C4(sen x — senh Bx)

Onde as constantes C1, C2, C3 Cse S podem ser encontradas aplicando as condi¢fes de

contorno.

As frequéncias naturais podem ser calculadas por:

El El (2.87)
w = B? oA~ (B)? DALY

Considerando uma viga engastada livre tem-se que os valores de 8,1, onde n é o niUmero

do modo, sdo dados por:
B,l = 1,875104
(2.88)
B,l = 4,6940 91
Bl = 7,854757

B,l = 10,995541
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3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Esse capitulo possui a descricdo do algoritmo que foi implementado em linguagem
MATLAB considerando formulagdes apresentadas no capitulo 2. Através do referido algoritmo
pode-se obter frequéncias e modos naturais de estruturas aporticadas acopladas através do
método de Craig-Bampton. O fluxograma computacional simplificado que representa o
algoritmo implementado pode ser observado pela Figura 8.

Primeiramente, a estrutura é dividida em subestruturas a fim de fazer a entrada de dados
no programa implementado. Os dados pertencentes a cada subestrutura sdo armazenados em

uma estrutura tipo lista.

O programa principal inicia-se fazendo a leitura de dados geométricos e propriedades

de materiais de cada subestrutura como:

e Propriedades das se¢oes;

Propriedades dos materiais;

Numero de nés;

NUmero de elementos;

e Coordenadas dos nos;

e Matriz incidéncia de elementos finitos;

e NOs que possuem condicdes de contorno;
e N0s de interface;

¢ Intervalo de frequéncia de interesse;

e NuUmero de subestruturas, Nsubes.

A rotina procede dando inicio a um loop que se encerra quando atinge-se 0 numero de
subestruturas, Nsubes, indicado na entrada de dados. Posteriormente, como mostra o
fluxograma dado pela figura 8, é feito o calculo das matrizes de massa e rigidez locais e faz-se
a superposicdo das matrizes de massa e rigidez globais de cada elemento, através do
procedimento padrdo do Método de Elementos Finitos. Aplica-se as condi¢fes de contorno nas

matrizes.
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Entrada de dados

A 4

/ Loop i=1:Nsubes /4—

Determinacao das matrizes M
e K globais através do MEF

A 4

Particionamento das matrizes
MeK

Subrotina

\ 4

autoptob Obtenc¢do da matriz de

< ~
------ < transformagao C-B

A 4

Obtencdo das matrizes

Subrotina generalizadas

ordmod L 4

Superposicao das matrizes de
cada subestrutura

A 4

O problema de autovalor é

solucionado em dominio modal

A 4

Subrotina Transformagdo em coordenadas
fisicas

MAC

A\ 4

Imprime forma modal

Figura 8: Fluxograma do algoritmo desenvolvido.

Em seguida (figura 8) as matrizes sdo particionadas em graus de liberdade internos e
externos, conforme equacéo (2.6). Para obtencéo da matriz de transformacéo C-B, as subrotinas
ordmod e autoprob sdo executadas. Através da subrotina autoprob obtem-se o resultado do

problema de autovalor dos modos normais de interface fixa e M-ortonormaliza esses modos.
37



Atraveés da subrotina ordmod ordenam-se 0s autovalores e autovetores em ordem crescente. Os
modos de restricdo foram obtidos no programa principal. O nimero de modos normais
utilizados na matriz de transformacéo de Craig-Bampton sdo selecionados de acordo com a

frequéncia de interesse.

No passo seguinte (figura 8), as matrizes em coordenadas fisicas sdo reduzidas atraves

da matriz de transformacdo C-B, obtendo as matrizes generalizadas conforme (2.49) e (2.50).

Por seguinte (figura 8), as matrizes generalizadas de cada subestrutura sdo superpostas
através da transformacdo linear (2.38). O problema dindmico de vibracdo livre da estrutura
global é solucionado no dominio modal. Assim, a matriz de transformacéo C-B é utilizada para

obter a resposta fisica.

O Método de Elementos Finitos também foi implementado para anélise de estruturas
sob vibragdo livre. Assim, os modos obtidos no método de Craig-Bampton séo correlacionados
com os obtidos via Método de Elementos Finitos através da subrotina MAC. Finalmente, as

formas modais e frequéncias da estrutura acoplada sdo impressas.
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4 APLICACOES

Nesse capitulo sera apresentado aplicagdes com objetivo de validar o algoritmo que foi
desenvolvido através de formulacdes apresentadas no capitulo 2.

Primeiramente, sera apresentado uma aplicacdo de acoplamento de vigas.
Posteriormente, serd apresentado o acoplamento de pérticos. Ambas aplicacdes se tratam de
problemas de vibracdo livre linear e teriam como aplicacdo a otimizacao estrutural, ou seja, a
modificacdo de parte da estrutura a fim de alterar as frequéncias naturais e modos. Sera descrito
a reducéo de custo computacional obtida através do método de Craig-Bampton. A discretizacdo
dessas exemplificacbes foram feitas considerando pelo menos 7 elementos para 0 maior
comprimento de onda em anélise (ou seja maior frequéncia). Os resultados sdo comparados

com solucBes numéricas obtidas através do Método de Elementos Finitos.

4.1 Acoplamento de Vigas Engastadas-Livres

A fim de exemplificar o acoplamento de vigas, fez-se o acoplamento de duas vigas
engastadas-livres, cada viga (subestruturas) foram discretizadas em 100 elementos finitos,
considerou-se dois graus de liberdade por nd. A representacdo do acoplamento pode ser
observado pela figura 9, onde as vigas foram acopladas através dos graus de liberdade de
deslocamento e de rotagéo da interface compartilhada.

1,20 m Uz, 1,50 m
( : ) '\ 4
Uz:n / K @
d=0,10m Acoplamento dos graus de _
@ liberdade de contorno d=0,07 m

k
q E
y §

Figura 9: Representacdo do acoplamento de vigas através do método de Craig-Bampton.

As propriedades geométricas das vigas representadas na figura 9, sdo para a viga de
comprimento L = 1,20 m, inércia | = 0,49087.10-5 m* e area A = 0,00785 m2, e para a viga de

comprimento L = 1,5 m, inércia | = 0,1178.10-5 m* e area A = 0,00385 m2. Considerou-se 0
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aluminio o material dessas vigas com as seguintes propriedades: modulo de elasticidade E=
70,0 GPa e densidade 2780 Kg/m?.

Na figura 10 € possivel observar o primeiro (a), o segundo (b) e o terceiro (c) modo de
vibracéo livre para a viga engastada-livre de comprimento L=1.2 m, que sera chamada aqui de

subestrutura 1.

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0 02 0.4 0.6 0.8 1 12

Comprimento (m) )
a

0.06

0.04
0021

-0.02

.04 . . . s .
] 02 0.4 0.6 0.8 1 12

Comprimento {m) b)

0.02

ooy

DT

002

-0.03 : : ' : '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
Comprimento (m) 0

Figura 10: Primeiro (a), segundo (b) e terceiro (c) modo de vibracdo livre para a subestrutura
1.
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Observa-se pela figura 10 que a amplitude maxima ocorreu no nd mais a direita para 0s
trés modos, sendo que eles sdo respectivos as trés menores frequéncias de vibragdo livre,

apresentadas na tabela 1.

Pela figura 11 é possivel observar o primeiro (a), o segundo (b) e o terceiro (c) modo de
vibracéo livre para a viga engastada-livre de comprimento L=1.5 m, que sera chamada aqui de

subestrutura 2.

0 0.5 1 1.5

Comprimento (m) a)

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
Comprimento (m) b)

-0.02 ¢

-0.04 ' ' ' '
0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

Comprimento (m) )
C

Figura 11: Primeiro (a), segundo (b) e terceiro (c) modos de vibracao livre para a subestrutura
2.
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Considerando que as condi¢des de contorno da viga foram determinadas no né da
extremidade direita, nota-se pela figura 11 que a amplitude mé&xima apresentou-se no né mais

a esquerda para os trés primeiros modos.

Observa-se que 0os modos de vibracdo apresentaram-se com maiores amplitudes para a

viga de comprimento de 1,5 m (subestrutura 2) devido ao seu menor momento de inercia.

Pela tabela 1 é possivel observar as frequéncias naturais obtidas via Método de
Elementos Finitos e as obtidas de forma analitica para cada subestrutura com os respectivos

erros para até o quarto modo.
O erros foram calculados através da seguinte formula:

resultado analitico — resultado obtido via MEF

) o) —
Diferenga (%) = 100 resultado obtido via MEF

Tabela 1: Frequéncias naturais obtidas de forma analiticas e atraveés do MEF e os respectivos

erros.
Subestrutura 1 Subestrutura 2
Numero Frequéncias Frequéncias
0, 0,
m?)(()jo MEF (Hz) analiticas (Hz) Erro (%) - MEF (H2) analiticas (Hz) Erro (%)
1 48,750 48,750 0,000 21,840 21,840 0,000
2 305,511 305,499 0,004 136,869 136,864 0,004
3 855,441 855,428 0,002 383,237 383,232 0,002
4 1676,322 1676,322 0,000 750,992 750,992 0,0000

Observa-se pela tabela 1 que os resultados obtidos via Método de Elementos Finitos
estdo muitos préximos das frequéncias calculadas analiticamente, o que comprova a eficiéncia

do algoritmo do Método de Elementos Finitos implementado para as subestruturas.
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Na tabela 2 é possivel observar as frequéncias dos cinco primeiros modos de interface

fixa para a subestruturas 1 e 2.

Tabela 2: Frequéncias dos modos de interface fixa relativos as subestruturas 1 e 2.

NUmero do Subestrutura 1 Subestrutura 2
modo Interface fixa (Hz) Interface fixa (Hz)
1 310,209 383,086
2 855,102 751,002
3 1676,343 1241,444
4 2771,080 1854,504
5 4139,517 138,974

Considerando o intervalo de frequéncia de interesse de 0 a 500Hz, e incluindo os modos
de cada subestrutura relativos a até 2 vezes a frequéncia maxima de interesse, pode-se observar
pela tabela 2 que os dois primeiros modos estdo dentro desse intervalo para subestrutura 1 e
para a subestrutura 2. Assim, esses modos constituiram a matriz de transformacéo de Craig-
Bampton, a fim de reduzir os modelos das subestruturas.

Pelo algoritmo verifica-se que o total de modos normais de interface fixa obtidos é igual
ao numero de graus de liberdade internos de cada subestrutura, conforme pode-se constatar
também através da equacdo (2.10). Portanto, o nimero de elementos finitos adotados para cada

subestrutura deve possibilitar que haja nés internos.

Na figura 12 é possivel observar os trés primeiros modos de vibracdo livre para a
estrutura acoplada obtidos através do Método de Elementos Finitos e através do método de

Craig-Bampton, conforme indica a legenda.

Observa-se pela figura 12 que as amplitudes udos trés modos apresentados obtidas pelo
Método de Craig-Bampton se mostraram proximas das obtidas via Método de Elementos

Finitos.
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#* Método de Elementos Finitos
— Craig Bampton
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# Método de Elementos Finitos
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2.5
b)

0.5 1 1.5
Comprimento (m)

# Método de Elementos Finitos

Craig Bampton

0.5 1 1.5
Comprimento (m)

c)

Figura 12: Primeiro - 49,839 Hz (a), segundo - 139,695 Hz (b) e terceiro - 269,265 Hz (c)

modos de vibracao livre para a viga bi-engastada.
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Na tabela 3 é possivel observar a convergéncia do método de Craig-Bampton em relacdo

ao Método de Elementos Finitos considerando as frequéncias obtidas.

Tabela 3: Diferenca percentual de frequéncia obtida entre 0 método MEF e C-B (0 a 500Hz).

N° do modo Craig:Ba_mpton MEF Diferenca
Frequéncia (Hz)  Frequéncia (Hz) (%)
1 49,853 49,839 0,028
2 140,589 139,695 0,640
3 270,486 269,265 0,453
4 443,402 436,434 1,597
5 784.950 674,921 16,302

A diferenca apresentada na tabela 3 foi calculada através da seguinte formula:

resultado obtido via MEF — resultado obtido via C — B
resultado obtido via MEF

Diferenca (%) = 100

Nota-se pela tabela 3 que na faixa de frequéncia de interesse (0 a 500 Hz) as frequéncias
naturais obtidas pelo método de Craig-Bampton sdo proximas das obtidas via Método de
Elementos Finitos. A diferenca maxima entre os métodos nessa faixa é de 1,597%, relativo ao
qguarto modo de vibracdo da estrutura acoplada. A precisdo do método é melhor para as
frequéncias relativas aos primeiros modos, devido ao nimero modos selecionados para a base

de reducéo de Craig-Bampton.

A validacdo dos modos acoplados foi feita através do MAC. Pela Figura 13 € possivel
observar a correlacdo entre os modos obtidos via MEF e pelo método de Craig-Bampton através

dos coeficientes MAC entre os modos.
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Figura 13: Valores dos coeficientes MAC entre os modos obtidos via Craig-Bampton e via

Método de Elementos Fintos para a viga bi-engastada.

Observa-se pela figura 13 que os coeficientes MAC da diagonal principal se
aproximaram de 100% e fora da diagonal se aproximaram de zero para todos os modos que
estdo dentro da faixa de frequéncia de interesse, indicando que os modos obtidos através do
método de Craig-Bampton, se correlacionam corretamente com o respondente obtido via

Método de Elementos Finitos até o quarto modo.

Nessa aplicacdo, o método de Craig-Bampton foi executado utilizando 6 equacoes,

enguanto o Método de Elementos Finitos utilizou 398 equacdes.
4.2  Acoplamento de Porticos de Dois Andares

A segunda aplicacdo a ser analisada se trata de acoplamento de dois porticos, ambos de

dois vdos. Nota-se pela figura 14 a representacdo do acoplamento dos porticos.
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Figura 14: Representacdo do acoplamento de porticos.
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As vigas e colunas de cada portico (subestruturas) foram discretizadas em 10 elementos
finitos, totalizando 120 elementos finitos de todo o portico. Esses pérticos foram acoplados

através dos graus de liberdade das interfaces compartilhadas.

A subestrutura A foi modelada com o perfil W 310x143 e a subestrutura B com o perfil
W 360x72. Foi considerado o modulo de elasticidade de 200 GPa para as se¢des das duas

subestruturas.

Na tabela 4 é possivel observar as frequéncias relativas aos seis primeiros modos de

interface fixa obtidas para a subestrutura A e B.

Tabela 4: Frequéncias dos modos de interface fixa relativos as subestruturas A e B.

. Subestrutura A Subestrutura B
Numero do modo ) -
Interface fixa (Hz) Interface fixa (Hz)
1 53,767 19,392
2 163,213 64,216
3 214,125 132,634
4 247,779 148,990
S 258,358 188,709
6 321,073 223,086

Considerando a faixa de frequéncia de interesse de 0 a 30 Hz, e os modos de cada
subestrutura relativos a até 2 vezes a frequéncia méaxima de interesse, sao selecionados para a
base de transformacéo de Craig-Bampton o primeiro modo para a subestrutura A e 0 primeiro
modo para a subestrutura B, observando as frequéncias dadas pela tabela 4.

Pela tabela 5 é possivel observar as frequéncias obtidas via Método de Elementos Finitos

e via Craig-Bampton para a estrutura completa.
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Tabela 5: Diferenca percentual de frequéncia obtida entre 0 método MEF e C-B (0 a 30 Hz)

Craig-Bampton MEF
N®do modo Frequéncia (Hz)  Frequéncia (Hz) Diferenca %
1 10,162 10,156 0,053
2 26,435 26,312 0,470
3 58,663 53,431 9,802
4 111,776 74,330 50,377

Observa-se pela tabela 5 que dentro da faixa de frequéncia de interesse a diferenca
maxima entre os modos é de 0,470%, sendo que somente o primeiro e 0 segundo modo estdo
dentro da faixa de interesse. Os valores das frequéncias se distanciam para os modos fora da
faixa de frequéncia de interesse.

Pela figura 15 pode-se observar os trés primeiros modos de vibragdo do portico acoplado
obtidos via Método de Elementos Finitos e via Craig-Bampton.

Nota-se pela figura 15 que o Método de Craig-Bampton e o Método de Elementos
Finitos apresentam proximos somente para os dois primeiros modos apresentados (figura 15
(@)-(b)). O terceiro modo (figura 15 (c)) corresponde a frequéncia de 53,431 Hz pelo Método

de Elementos Finitos.
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Figura 15: Primeiro - 10,156 Hz (a) segundo - 26,312 Hz (b) e terceiro - 53,431 Hz (c) modos

de vibracéo para o poértico acoplado.
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Através do MAC apresentado na figura 16 é possivel observar a consisténcia do método
de Craig-Bampton com relagdo ao Método de Elementos Fintos.

100
80
60

40

MAC / %

20

Nr. Modo Substruturas acopladas
Nr. Modo Estrutura Original

Figura 16: Coeficiente MAC relativo ao acoplamento de porticos (0 a 30Hz).

A figura 16 evidencia que somente os dois primeiros modos obtidos via método de
Craig-Bampton se correlaciona corretamente com o correspondente no Método de Elementos
Finitos, pois apresentaram o coeficiente MAC préximo de 100%. O coeficiente MAC para o
terceiro modo possui o valor de 73%, se mostrando inconsistente.

Mudando a faixa de frequéncia de interesse para 0 a 100 Hz, sdo selecionados para
matriz transformacéo de Craig-Bampton dois modos para a subestrutura A e cinco modos para

subestrutura B, observando os valores de frequéncia dados pela tabela 4.
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Na tabela 6 é possivel observar as frequéncias naturais obtidas para a estrutura completa

através do Método de Elementos Finitos e através do método de Craig-Bampton com as

respectivas diferencas entre os metodos.

Tabela 6: Diferenca percentual de frequéncia obtida entre o método MEF e C-B (0 a 100 Hz)

Craig-Bampton

MEF

N®do modo " Frequéncia (Hz)

Frequéncia (Hz)

Diferenca (%)

10,157
26,327
53,457
74,739
96,248
124,342

o Ol WN B

10,156
26,312
53,431
74,331
95,137
123,283

0,005
0,058
0,049
0,549
1,167
0,859

Observa-se pela tabela 6 que a diferenca maxima entre as frequéncias naturais obtidas

na faixa de frequéncia de interesse € de 1,167%. O sexto modo, relativo a frequéncia de 123,283

Hz pelo Método de Elementos Finitos, apresentou a diferenca entre as frequéncias de 0,859 %.

A figura 17 apresenta os coeficientes MAC dado pela faixa de interesse de 0 a 100 Hz.

Demonstra-se pela figura 17 que o valor do coeficiente MAC apresentou valores

préximos de 100% para os 6 primeiros modos, sendo que 0s cinco primeiros estdo na faixa de

frequéncia de interesse, conforme apresentado na tabela 6. O sexto modo apresentou-se

consistente devido ao nimero de modos selecionados para matriz de transformacéo de Craig-

Bampton.
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Figura 17: Coeficiente MAC relativo ao acoplamento de pérticos (0 a 100 Hz).

Observa-se que ocorreu uma melhor aproximacao de frequéncias e modos quando foi
considerado a faixa de frequéncia de interesse de 0 a 100 Hz.

Nessa aplicacdo, 0 Método de Elementos Finitos foi executado utilizando 348 equacoes,
enquanto o método de Craig-Bampton para a faixa de frequéncia de 0 a 30 Hz utilizou 8

equacdes e para a faixa de frequéncia de 0 a 100 Hz utilizou-se 13 equagdes.
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5 CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou o acoplamento de subestruturas aporticadas utilizando o
método de Craig-Bampton, com objetivo de obter reducdo de custo computacional. Esse
método € usual quando diferentes partes de uma estrutura sdo modeladas por diferentes equipes
ou quando deseja-se fazer uma otimizagao, por exemplo. A discretizacdo de cada subestrutura
se deu através do Método de Elementos Finitos, posteriormente, obteve-se 0s modelos de ordem
reduzida de cada subestrutura, para posterior acoplamento atraves de formulacdes do método

de Craig-Bampton.

Através dos resultados dos problemas numéricos apresentados no capitulo anterior,
pode-se observar que o uso do método de Craig-Bampton permite a reducdo do numero de

equac0es e, portanto, a reducdo do custo computacional.

A escolha da faixa de frequéncia de interesse faz com que o método tenha confiabilidade
somente para 0s modos da estrutura acoplada que estdo nesse intervalo. Entretanto, pode-se
observar que 0 método de Craig-Bampton apresenta frequéncias e modos consistentes, quando
comparado com o Método de Elementos Finitos, usando poucos modos na matriz de
transformacdo. O aumento do numero de modos, ou seja, aumento da faixa de frequéncia de
interesse, faz com que a diferenga entre o referido método e o Método de Elementos Finitos

diminua.

No caso de subestruturas iguais, as montagens das matrizes através do Método de
Elementos Finitos ndo necessitam serem elaboradas mais de uma vez, reduzindo ainda mais 0s

custos computacionais.

Deve-se observar ainda, que para uma boa precisdo do método de Craig-Bampton é
necessario que os modos da matriz transformacao e as respectivas matriz massa e rigidez sejam
precisos, ou seja, o0 método de Craig-Bampton depende da discretizacdo do Método de

Elementos Finitos.
5.1 Sugestdes para Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros propde-se:
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Desenvolvimento do método de Craig-Bampton linear e ndo linear para placas e

cascas;

Desenvolver a solucdo do problema de autovalor atraves de um método numeérico

eficiente;

Estudar a convergéncia baseada no numero de modos utilizados.
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