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Mestre em Ciéncias da Engenharia Civil

na area de concentracao em Construcao Metélica

Analise nao-linear fisica e geométrica de sistemas aporticados com elementos

de rigidez varidvel em concreto armado

Tatiane Maga Pereira MENDES

Neste trabalho apresentam-se estratégias para a analise nao-linear fisica e geométrica de
porticos planos em concreto armado. A nao-linearidade fisica sera incluida de duas formas:
via modelo de Ghali-Favre e via processo de equilibrio direto de esfor¢cos na secao. No
modelo de Ghali-Favre, a rigidez em uma dada secao de um elemento, para certo nivel de
solicitacao no estadio II, é determinada a partir interpolacao das deformagoes generalizadas
nos estadios I e II puro. No método de equilibrio direto da secao, faz-se uso de uma estratégia
iterativa de equilibrio, onde deformacoes axiais e flexionais sao iterativamente impostas e os
correspondentes esforcos internos calculados, até que se verifique equilibrio entre esforcos
resistentes e solicitantes. Assim, pode-se determinar as rigidezes axial e flexional, em uma
dada segao, correspondente ao nivel de solicitagdo. De posse entdo da rigidez (variavel) ao
longo do elemento estrutural, emprega-se uma formulacao baseada no Método da Rigidez
Direta (MRD) que possibilita modelar essa variacao de rigidez segundo leis matematicas
quaisquer. Ademais, se incluem, na formulacao, opcoes de modelagem de secoes de formas
geométricas quaisquer, eventualmente variaveis ao longo do elemento. Para a anélise nao-
linear, adota-se um esquema incremental-iterativo de Newton-Raphson no qual a matriz de
rigidez geométrica ¢ atualizada, em cada iteracao do processo incremental-iterativo, enquanto
a matriz de rigidez fisica é atualizada apenas a cada novo incremento de carga. Assim, tanto
a degradacao por fissuragao do concreto como grandes deslocamentos sao considerados na
analise. Nesse algoritmo, um referencial corrotacional é também considerado. Comparagoes

com resultados experimentais sao mostradas para atestar a eficiéncia da estratégia.
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Non-linear physical and geometric analysis of framed systems with elements of

variable stiffness in reinforced concrete

by Tatiane Maga Pereira MENDES

This work presents a strategy for the physical and geometric non-linear analysis of plane
reinforced concrete frames. The physical non-linearity is included by means of two diferent
processes: the Ghali-Favre process, and the direct equilibrium process of the cross section.
In the Ghali-Favre process, the rigidity at a given cross section of a frame element, for a given
load level, is determined by interpolating the generalized strains associated with the I and
pure IT states (fully cracked section) as a function of the corresponding generalized stresses.
In the direct equilibrium process of the cross section, an iterative balance strategy is proposed
in which axial and flexural deformations are iteratively imposed, and the corresponding
internal forces evaluated, until balance between resisting and acting forces is attained. This
allows measuring the axial and flexural rigidity at a given cross section. Thus, with the
(variable) rigidity along the element, one employs a formulation based on the Direct Stiffness
Method (DSM), which allows for modeling that rigidity according generic mathematical
laws. In addition, one also implements options for modeling cross sections of any geometric
shapes, possibly variable along the element length. To carry out the non-linear analysis, an
incremental-iterative Newton-Raphson scheme is employed in which the geometric stiffness
matrix is updated at every iteration of the incremental-iterative process, and the physical
stiffness matrix is updated only at every new load increment. Thus, concrete degradation
by cracking and large displacements are taken into account in the analysis. Besides, in this
algorithm a co-rotational reference system is considered to increase the response accuracy.

Comparisons with experimental results are show the attest the efficiency of the strategy.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto e Motivacao

Um dos desafios da engenharia estrutural esta ligado a criacao de tecnologias que permitam
uma redugao do peso das estruturas, observando aspectos bem definidos de seguranca (Gon-
calves, 2003). Consequéncia 6bvia da redugdo de material é também a redugao de custos
na construcao dos sistemas estruturais. Nesse contexto, nao apenas se inserem as pesquisas
na area de materiais, sobretudo em compdésitos avangados, em que se objetivam o desenvol-
vimento de materiais com elevada relacao de resisténcia mecanica por densidade de massa,
mas também as pesquisas que visem o desenvolvimento de processos avancados de simula-
¢ao computacional desses sistemas estruturais. Obviamente, estruturas arquitetonicamente
complexas, muito altas, esbeltas, como as Twin Towers mostradas na Figura 1.1, também

demandam o emprego de processos computacionais avancados em seu projeto.

No caso do concreto, pode-se, hoje, chegar a resisténcias superiores a 50MPa (Moncavo,
2011), o que possibilita elementos mais esbeltos e leves, de modo que consideragoes de efeitos
nao-lineares geométricos tornam-se relevantes. No entanto, por se tratar de estruturas em

concreto armado, hé, ademais, que se considerar o processo de fissuracao em sua analise.

Também esta ligado ao desenvolvimento da engenharia estrutural, a criacao de formulagoes
que descrevem os fendomenos fisicos que ocorrem nas estruturas, ou seja, a resposta do sistema
estrutural as acoes externas. No entanto, a aplicacao dessas formulacoes a problemas reais
estd associada a geracao de sistemas com um grande nimero de equagoes, impossiveis de
serem resolvidas por processos manuais. Desse modo, o emprego de recursos computacionais,
disponiveis, na verdade, desde a década de 60 (Martha, 2010), tém sido o meio possivel para
a obtencao de respostas precisas, mais proximas da realidade, desses sistemas estruturais.
O fato de o computador realizar um elevado niimero de operacoes matemaéticas em pouco
tempo de processamento tem possibilitado o desenvolvimento de formulacoes e ferramentas

de projetos estruturais muito sofisticadas.
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Ficura 1.1: Twin Towers - Kuala Lumpur - Concreto de 80Mpa até o 60° andar

Calculos mais rigorosos incluem op¢oes de consideracao da nao-linearidade geométrica (NLG),
da nao-linearidade fisica (NLF) e de efeitos dinamicos. Em estruturas esbeltas, os fenémenos
de NLG tornam-se bastante relevantes. O colapso, neste caso, se da antes do escoamento
do material devido a grandes deslocamentos laterais. A NLF esta ligada ao comportamento
do material, e manifesta-se nas relagoes tensao-deformacao, ou também nas relacoes fisi-
cas que envolvem resultantes de tensao e correspondentes deformacoes generalizadas. Mais
especificamente no concreto, a NLF esté ligada a perda de rigidez devido a fissuragao, ao des-
lizamento entre armadura e concreto, a plastificagdo do ago e a fluéncia do concreto (Gelatti,
2012).

A norma atual de concreto (NBR6118, 2014) prevé simplificagoes quanto a consideragao
das nao-linearidades, o que diminui consideravelmente o tempo de analise (Ribeiro, 2016).
No entanto para certas estruturas é conveniente analisar o problema completamente, com

técnicas numéricas complexas, empregando recursos computacionais.

1.2 Objetivos

Vé-se a relevancia da consideracao das nao-linearidades fisica e geométrica em estruturas cada
vez mais esbeltas. Neste trabalho, propoe-se a consideragao desses 2 tipos de nao-linearidade.
Em relacao a nao-linearidade geométrica, a formulacao considerada aborda essencialmente a

determinagao do caminho de equilibrio até a carga critica da estrutura (pre-buckling phase).
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Quanto a NLF incluem-se relacoes fisicas que descrevem a perda de rigidez ao longo dos
elementos estruturais. Neste contexto, sao consideradas, neste trabalho, para a simulagao de
perda de rigidez, tanto modelos ja difundidos na literatura técnica (Ghali, Favre e Elbadry,
2002) como a estratégia proposta aqui de equilibrio direto da se¢ao. Ressalta-se, que essas
formulacoes foram computacionalmente implementadas no c6digo computacional NAESY-
2Dframework, que baseia-se no Método de Rigidez Direta (MRD) e dispoe de opgoes de
analise que possibilitam a simulagao de elementos com rigidez variavel. Note-se que esse
tipo de opc¢ao de modelagem serd fundamental para simular a perda de rigidez do elementos
de concreto armado em decorréncia do processo de fissuracao. Um esquema geral de andlise
nao-linear geométrica via método de Newton-Raphson ja se encontrava implementado no
programa NAESY-2Dframework, o qual foi complementado com o presente trabalho pela
inclusao dos efeitos da NLF. O programa NAESY-2Dframework é uma base computacional
que vem sendo desenvolvida por Aratjo, 1994, e recebendo contribuicoes de dissertacoes e
trabalhos de conclusdo de curso, entre os quais citam-se os trabalhos de Pereira (2013), Maga
(2015), Ribeiro (2016) e Pereira (2015).

Para validar as formulacoes desenvolvidas e implementadas, foram utilizados exemplos de
trabalhos experimentais e numéricos. Como mencionado acima, o foco das aplicagoes sera

estruturas em concreto armado (CA).

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao contém seis capitulos e dois apéndices. No capitulo 2 descreve-se a for-
mulacao do Método da Rigidez Direta. Este método possibilita a modelagem de elementos
estruturais de portico plano, com rigidez variavel segundo leis quaisquer, inclusao de efeitos
de deformacao por cisalhamento, e secoes de formas geométricas quaisquer. Também no
capitulo 2 é feita a deducdo das matrizes de rigidez fisica e geométrica de elemento, e sao

feitas observagoes sobre a obten¢ao das agoes de engastamento perfeito.

No capitulo 3, abordam-se as caracteristicas de nao-linearidade fisica do concreto armado,
e como este material se comporta segundo diversos tipos de solicitacoes. Em seguida,
descrevem-se modelos analiticos desenvolvidos ao longo dos anos, e que se propoem a des-
crever a rigidez em elementos de concreto armado. Por fim, descrevem-se as estratégias
desenvolvidas e implementadas neste trabalho, que sao o modelo de Ghali-Favre e a es-
tratégia de equilibrio direto da secao transversal. Ainda faz-se o estudo dos diagramas

momento-curvatura através de aplicacdes parciais com secoes nao usuais.

Faz-se no capitulo 4 uma descri¢ao dos aspectos da nao-linearidade geométrica e consideragao

normativas. Também descreve-se a estratégia de solugao nao-linear de Newton—-Raphson com
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controle de carga. Esta estratégia considera sistemas de referéncia corrotacionais e a mesma

também possibilita descricao de respostas com grandes deslocamentos.

No capitulo 5, sao feitas aplicagoes com o objetivo de validar as formulacoes implementadas.
Estas aplicacoes sao focadas em estruturas de concreto armado e os resultados sao todos

comparados com resultados experimentais.

Por fim, no capitulo 6 fazem-se conclusoes sobre este trabalho e sugestoes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Método da Rigidez Direta

Neste trabalho, essencialmente propoem-se estratégias voltadas para a resolucao de estru-
turas reticuladas (elementos de barra), que se caracterizam por possuirem elementos que
tém uma dimensdo preponderante em relagdo as demais (Soriano, 2005). Particularmente
consideram-se porticos planos (vide Figura 2.1), onde o eixo principal de todas as se¢oes
é perpendicular ao plano da estrutura e as agoes do tipo forca encontram-se no plano da

estrutura e as do tipo cargas-momento sao perpendiculares ao mesmo.

FIGURA 2.1: Pértico Plano - Fonte: Ribeiro (2016)

Para a analise dessa classe de sistemas estruturais empregou-se o Método da Rigidez Direta
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(MRD), o qual consiste na obtengdo do sistema de equagoes de equilibrio do sistema estru-
tural a partir dos valores diretos dos coeficientes de rigidez e das cargas nodais equivalentes
(Clough, 1990). O MRD é uma formulagdo que vem sendo empregada desde a década de
50 e no qual se baseia qualquer formulacdo de Elementos Finitos (Aratjo e Pereira, 2017).
Este método possibilita a modelagem de elementos estruturais de portico plano com rigidez
variavel, segundo leis quaisquer, inclusao de efeitos de deformacao por cisalhamento, e com
secoes de formas geométricas quaisquer. Nas secoes seguintes deste capitulo, apresenta-se
um processo que permite a obtencao das expressoes exatas dos coeficientes do sistema de

equacoes algébricas desse método.

2.1 Formulacao Matricial

Neste capitulo, descrevem-se as expressoes genéricas que se empregam na obtencao do sis-

tema de equagoes de equilibrio do Método da Rigidez Direta (MRD), dado por

Ktu = f y (21)

onde K; é a matriz de rigidez tangente da estrutura, f o vetor de acoes nodais equivalentes
e u é o vetor de deslocamentos nodais, incognitos ou prescritos. Neste trabalho, a matriz de
rigidez K; serd obtida pela soma de duas outras matrizes, quais sejam, a matriz de rigidez
elastica (ou fisica), Ky, e a matriz de rigidez geométrica, K,. Na matriz de rigidez fisica,
incluem-se as relacoes constitutivas do material, quais expressam também os efeitos da nao-
linearidade fisica como a degradagao de rigidez conforme o nivel de tensdao em pontos da
secao transversal. J& a matriz de rigidez geométrica, K, surge da consideracao do equilibrio
da estrutura em uma configuracao deformada, ou seja, levam-se em conta os chamados efeitos

de segunda ordem. Pode-se entao escrever

(Ky = MK j)u=1f |, (2.2)
sendo A um ntimero associado ao incremento de cargas na estrutura.

As matrizes Ky e K, descrevem a estrutura como um todo, e para obté-las é necessario
um somatorio das matrizes de rigidez fisicas e geométricas de cada elemento da estrutura.
Assim, no processo de construgao da matriz de rigidez da estrutura, inicialmente obtém-se os
coeficientes de rigidez e de acoes em nivel de elemento, e por um processo de transformacgao
de rotacao de vetores e matrizes determina-se a correspondente matriz global da estrutura.
Para isso, na formulacao do Método da Rigidez Direta aqui empregada, aplica-se o Principio

das Forgas Virtuais (PFV), que possibilita a obtengio das expressoes exatas para calculo dos
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coeficientes do respectivo sistema de equacoes, em casos nos quais os elementos estruturais

apresentem caracteristicas fisicas e geométrica quaisquer.

2.2 Matriz de rigidez fisica de elemento do poértico plano
(K¥)

Apresenta-se genericamente, nesta secao, a forma de obtencao da matriz de rigidez fisica (ou
elastica) de elemento do poértico plano. Neste processo é possivel considerar a degradagao
da rigidez devido a nao-linearidade fisica em situacoes quaisquer, inclusive em elementos
em concreto armado, onde, devido & fissuracao, nao ¢ possivel determinar a rigidez pelo
calculo direto de caracteristicas geométricas da secao. Para desenvolvimento da formulacao,

considera-se o elemento de portico plano mostrado na Figura 2.2.

AFQU
Foad
X"') .;U} | h Fl[i
- Ly u,f

Ficura 2.2: Elemento de pértico plano

As equacoes de equilibrio para esse elemento sao dadas por

YoFn,=fi+fi+Fio=0
ZFx2:f2+f5+FQO:O ) (23)
YF=fs+fo—fol+F3=0

sendo f; as agoes de extremidade de elemento (i = 1,...,6), [ &€ o comprimento do elemento,

F; sao as resultantes devidas a acao externa ¢(z). Pode-se perceber que, do equilibrio de
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forcas, resultam apenas trés equagoes, mas hé seis incognitas a serem determinadas. Aplica-
se entao o Principio das Forgas Virtuais (PFV) para completar o sistema de equacoes, e

estabelecem-se assim as seguintes equagoes de compatibilidade de deslocamento:

Ty = /mm /mm /@id/\ , (2.4)
l l l

em que u; sao os deslocamentos que se desejam calcular, df, dd e d)\ sao respectivamente os
deslocamentos flexional, axial e transversal relativos em uma secao do elemento, e M;, N;, e
(); sao os correspondentes esforgos internos (momento fletor, for¢ca normal e for¢a cortante)

devidos ao estado de carregamento virtual definido por f; = 1, ou seja,
M;=M;(f;) ,Ni=N;(fi) ,Q,=Q;(f) : (2.5)

Note que para a obtencao das equacoes de compatibilidade, escreve-se a relacao 2.4 para

pontos e diregoes em que os deslocamentos sejam conhecidos (prescritos).

Quando o material se comporta segundo a lei de Hooke, linearmente, pode-se escrever,

M
N
do = e,ds = ﬂds (2.7)
_ @
d\ = GASdS (2.8)

No entanto, objetiva-se, neste trabalho, considerar a nao-linearidade do material, e como
dito anteriormente, a fissuracao que ocorre no concreto impossibilita a determinacao de uma
geometria bem definida ao longo do elemento. Sendo assim, nao serd possivel calcular as
rigidezes em uma certa se¢ao do elemento em termos de suas caracteristicas geométricas (A,

As e I), e portanto escrevem-se as relagoes 2.6, 2.7 e 2.8 como

M
df = yds = —ds (2.9)
ke
dd = e,ds = kﬁds : (2.10)
) = kgds , (2.11)

sendo k;, a rigidez flexional, k, a rigidez axial e k, a rigidez ao cisalhamento.
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Utilizando as Equacoes 2.3, 2.4 e 2.5, e considerando os dois sistemas de analise mostrados nas
Figuras 2.3 e 2.4, designados como sistemas [ e I, obtém-se os sistemas de equacgoes algébricas
que possibilitam a determinacao dos coeficientes de rigidez e agoes de engastamento nos casos
mais gerais possiveis. Para se chegar porém a esses sistemas, expressam-se, inicialmente, as
funcoes de esforcos simples no elemento em termos das acoes incognitas, f;, ¢ = 1,2,3,
e do carregamento externo (aqui genericamente representado por ¢), substituem-se essas
expressoes nas relacoes de deslocamentos dadas em 2.9, 2.10 e 2.11 e, finalmente, escrevem-
se as equacoes de compatibilidade pertinentes a partir de 2.4. Para cada um dos sistemas de
analise I e II, obtém-se entao as expressoes explicitas desses sistemas de equacoes, mostradas

a seguir.

Caso I uy = us = ug = 0 (engaste no segundo nd) Neste caso, os deslocamentos relativos

q(x’))
ka fsk
£ for £
f / o \/
3k »>
Ficura 2.3: Elemento de pértico plano com o segundo né restringido
(Equagoes 2.9-2.11) em dada se¢do podem ser escritos na forma
My ML
do =Y —Lds+—2d 2.12
; pods+ pds (2.12)
N; NI
ds =Y —ds+ —2d 2.13
Z s+ s (2.13)
7=1
~Q; Q
d\ =Y “Lds+ =2d 2.14
2 sl (2.14)
7j=1
que substituidas na Equacao 2.4 fornecem
3 — — —_—
M; M N.N. Q.Q; .
i = ) —d =2l q i =1,2,3 2.15
u Z(z T s+/l i s+/l k. 3>+u0 ) ,2, (2.15)

j=1

onde M; = M(f;), N; = N(f),Q; = Q(f:;) denotam as funcoes de esforgos simples devidas as

acoes incognitas, e u;p ¢ o deslocamento na direcao do i-ésimo grau de liberdade em funcao
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da carga de elemento, ¢, dado por

M;M" NN Q,QY
mz/ 0@+/ °®+/Q%dM:LZ3 (2.16)
! kb l ka 1 ks

com M" = M(q), NJ" = N(q), Q5" = Q(q).

Denotando-se as acoes incognitas com 2 indices, por exemplo, na forma f;;, (vide Figuras 2.3
e 2.4), onde o segundo indice da variavel exprime a causa que gera as agoes (deslocamentos
prescritos ou carga de elemento), a expressio integral na Equagao 2.15 associada a um certo

indice j pode ser escrita na forma

M : M. NN QO
: ]ds—i-/ . ]ds—i-/ Zdes = aipfir (2.17)
) 1 Ka 1 ks

em que a;, € o coeficiente que resulta quando evidencia-se a acao fi;. Assim, em forma

matricial, expressa-se o conjunto de equagoes de compatibilidade por

At =uy, —up k=1,2,3, (2-18)

onde o subscrito I denota o caso I (com engaste no segundo no). Explicitamente, a matriz

A;; é dada por

x2 z
A = 0 L edey [, —da : (2.19)
0 fl —i—;dxl fl klbdl’l

onde seus coeficiente sao obtidos da expressao 2.17. Escrevendo-se, por fim, as equacgoes
de equilibrio 2.3 juntamente com as equacgoes de compatibilidade 2.18, obtém o sistema de

equacgoes algébricas

E;; E f F
A B il = 0 b =1,2,3, (2.20)
A;r O fri urg — Ujo
sendo,
L 0 0 100 Jik Jak Uik
Ey=10 1 0| ,Er=]010|.fn=|fu | fre=]| for | 0= | uxn
0 -1 1 001 3k Jok Uk
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Ressalta-se que em 2.20 fr, e fr contém ou os coeficientes da matriz de rigidez (solugao para

deslocamentos unitarios prescritos) ou as agoes nodais equivalentes (solucao para cargas de

membro com deslocamentos nodais nulos).

Caso II: u; = uy = ug = 0 (engaste no primeiro no)

q(x’))
ka f5k
f f
1k | 6k f4k
f3k > v >
Ficura 2.4: Elemento de pértico plano com o primeiro né restringido
Para o caso 11, de forma analoga ao caso I, escreve-se
3 — — —_—
M; M; N.N. Qi '
P = —d —d X i =4,5,6 2.22
u jzl(l T 8+/l i 8+/l . 3>)+u0 ,i=4,5, (2.22)
MiM(F) NiN(F) a.0E)
Upg = /—Ods + /—Ods + /%ds ,1=4,5,6 (2.23)
Lk 1 ka 1 ks

com M = M(q), N\¥) = N(q) e Q) = Q(q). Como no caso I, expressa-se o conjunto de

equacoes de compatibilidade 2.22 em forma matricial por

Appfr, =up, —upg )

(2.24)

onde seus coeficiente sao obtidos da expressao 2.22, ap6s isolamento dos termos associados

a uma certa acao f;;, exatamente como feito no caso I. Do mesmo modo, obtém-se o sistema

de equagoes algébricas

E;, E [t _F
7 Err | _ 0 k= 4.5.6. (2.95)
0 App I fr Upr — Upg
fir ] fak Uap,
fro="1 for | =" for | »ure = | usk ; (2.26)
f3k i for Upk
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com A ppr dada por

App = 0 f5EE 4 Ly [, -5 | (2.27)
0 fl —%dl'l fl kibdxl

Novamente, os termos fr; e frr denotam ou os coeficientes da matriz de rigidez para deslo-

camentos unitarios no no final (segundo nd) ou as agoes nodais equivalentes.

A avaliacao das integrais que compoem as expressoes das matrizes A;; e App devem ser feitas
por um esquema de integracao numérica. Percebe-se que, considerando a nao-linearidade
fisica em elementos em concreto armado (CA), nao existe rigidez constante ao longo do
elemento, entao mesmo para estruturas com segoes geometricamente constantes ao longo do
elemento faz-se necessario utilizar algum método de integracao para calculo dos coeficientes
das matrizes em 2.19 e 2.27. No presente trabalho, emprega-se o processo de integracao de

Gauss-Legendre (Bathe, 1996) para calculo numérico desses coeficientes.

Em resumo, para se obter os coeficientes da matriz de rigidez de elemento, considera-se
Fy = 0 (elemento livre de carga) nas Equagoes 2.20 e impoem-se os deslocamentos nodais

prescritos u; = d;x, k = 1, ..,6. Obtém-se

f[k = Afllll[k, ka = —E[[f[k; k= 1, 2, 3 (228)

fre = Appupy, fro= —E;/fr k=456 (2.29)

Logo, a matriz de rigidez fisica de elemento é dada por,

£, f
K,=| ™ ™ (2.30)
ka ka

comk=1,2,3,4,5,6
Para determinar as acoes de engastamento através dos Sistemas 2.20 e 2.25, impoem-se as
condicoes de contorno uy, = up, = 0 e calculam-se f;, e fr,. Os deslocamentos devido as

acoes externas sao calculados conforme as Equacoes 2.16 e 2.23 e os sistemas podem ser

escritos como

Aty =up (2.31)
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AFFka = Upo s (232)

2.3 Matriz de rigidez geométrica de elemento do pértico
plano (K,)

Neste trabalho, a matriz de rigidez geométrica serd obtida pelo mesmo procedimento mos-
trado anteriormente, mais bem detalhado em Ribeiro (2016). Temos, portanto, os casos I e

IT discutidos abaixo.
Caso I: uy = us = ug = 0 (engaste no segundo no)

£ Fungdo de deslocamento transversal, w(x)

4k

Y

Ficura 2.5: Elemento de pértico plano deformado com o segundo né restringido

Aqui, surge um momento fletor adicional, em decorréncia da carga (fix), que pode ser ex-

pressado por,

My = M(fix) = = fus[w(z1) —ua] . (2.33)

Ficura 2.6: Decomposicao das forcas fir e for no eixo deformado
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Da Figura 2.6, em que se mostra a decomposicao das forcas fix e for segundo as componentes
tangencial e normal, obtém-se as seguintes expressoes dos esforcos cortante, (()q), € normal
(Nz). Tem-se

Q1 = Q(fur) = —fuw'(z1) (2.34)

N2 = N(ka) = flku’(xl) s (235)

sendo u(x) a fun¢ao que descreve os deslocamentos axiais.

Adicionando-se a contribuicdo destes esforgos na Equacgao 2.17, podemos obter os novos

termos da matriz A7, dados por,

an = /lﬂi[w<zz)_u2]ds+/lwds, i=1,2,3 (2.36)

ks
iz = /
l

De acordo com as Equacgoes 2.36 e 2.37, as expressoes de ajs ,as1 € ag; Sao,

I\ .
- 2ds, i=1,2,3 (2.37)

/

- / g (2.38)

1 ka
o —1 I

ay; = —[w(z1) — ugldzy + [w' (1)) dx4 (2.39)
1 k'b l ks

o / we) — v, (2.40)
l )

Neste trabalho, aproximam-se os deslocamentos transversais e axiais , w(z) e u(z) ,por
funcoes de interpolacao cubicas, de modo a satisfazer as seguintes condicoes de contorno

relativas ao caso I:
w(0) =uy, w(0)=uz, wl)=w'()=0 (2.41)

w(0) =wuy, u(l)=0 (2.42)

A interpolacao dos deslocamentos ao longo do elemento sera dada entao por,

w(z1) = Pauz + P3u3 (2.43)
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u(ry) = prug (2.44)
sendo,
T x3 x? x3 x?
o1(z) =1— le Pa(m1) = 2l_31 - l_217 p3(11) = 1_21 - Tl + T, (2.45)
e desse modo,
12 = V11U1, (21 = V22U + UgzU3, A31 = V3aUo + VU33Ug3, (2.46)

com

vy = / dry, (2.47)
1 ka
T 1
Vo2 = /_[1 — @o(x1)]dx, +/ 902 x1)]dzy, (2.48)
1 kb l ks
T 1
Uz = /—[1 — @3(w1)]dxy +/ (05 (21)]ds, (2.49)
l kb ! ks
1
o /kb lpa(21) — 1]day, (2.50)
T /—‘pi”(wl)dxl (2.51)
Lk

Finalmente, pode-se determinar o sistema de equacgoes para célculo dos coeficientes da matriz

de rigidez geométrica de portico, que serda dado por

E E f F
" " T = _fli ) k - ]-7 27 3 (252)
A 0 fr vir
sendo,
V11 0 0 000
vir=| 0 vy wves |, F=10 0 0 (2.53)
0 V32 Uss 010

Note que os termos de A;; em 2.52 serao idénticos aqueles definidos na Equagao 2.19.

Caso II: u; = us = uz = 0 (engaste no primeiro no)
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Y

Fungdo de deslocamento transversal, w(x)

_>

u,

Ficura 2.7: Elemento de pértico plano deformado com o primeiro né restringido

De forma anéloga ao caso I, procede-se no caso 11, a fim se de obter os coeficientes da matriz

de rigidez geométrica (Figura 2.7).

Nota-se h4 um momento fletor adicional, em decorréncia da carga (fy), e assim tem-se

My = M(fur) = — fanlus — w(z)] (2.54)

F1GURA 2.8: Decomposi¢ao das forcas fir € fsr no eixo deformado

Da Figura 2.8, pode-se ver a decomposicao das forcas fyx e f5r e suas componentes tangencial
e normal ao eixo do elemento, e assim obtém-se as expressoes dos esfor¢os cortante, (Q4), e

normal, (NNV;), dados por

Q1 = Q(fax) = fux' (), N5 = N(fs1) = fset(2) (2.55)

Adicionando a contribuicao destes esforcos na Equacao 2.22, obtém-se os novos termos da

matriz Arp, dados por

_ M plw(xy) — us] @f — [w'(21)] _
apy = /z T d8+/l—ks ds, f =4,5,6 (2.56)

af5 = /
l

N,
;; Sds, f=4,5,6 (2.57)
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De acordo com as Equacgoes 2.56 e 2.57, as expressoes de ags ,as4 € agq S0,

g5 = /ZZ—;dxl (2.58)
i = [ o)~ wldny+ [ el (2.50)

l S

ags = /del (2.60)
I b

Aproximam-se os deslocamentos transversais e axiais , w(x) e u(x) por func¢oes de interpo-

lagao ctbicas, de modo a satisfazer as seguintes condicoes de contorno relativas ao Caso II:

w(l) =us, w(l)=ug w(0)=w'"(0)=0 (2.61)

u(l) =uyg, u(0)=0 (2.62)

A interpolacao dos deslocamentos é feita pelas funcoes

w(r1) = Ps5us + Yels (2.63)
u(z1) = pauy (2.64)
sendo,
T 3 2l 3 a?
pile) =1-TF,  pslm) =25 +35,  gle)=7-F (2.65)

Assim, vé-se que os coeficientes da matriz Arpp sao dados por

(45 = Ugqlly, Q54 = Us5Us + Usellg, A4 = UgsUs T Vgele (2.66)
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sendo,

Vg4g — /Mdl’l (267)
l

kq
i = (U5 o) - [ iehela (268)
Usg = /l(l ;bxl)%(xl)d%—/l;—:[%(xl)]dxl (2.69)
— / ki[gpg,(xl)—l]d:cl (2.70)
1 b
o w6(71)
Veg — /l k‘b de’l (271)

Finalmente, chega-se ao sistema de equagoes abaixo para calculo dos coeficientes da matriz

rigidez geométrica no caso 11,

E;r Err
0 App

[fm]:_m[ F ] . k=4,56 (2.72)

ka \a

sendo,

V44 0 0
Vpp = 0 wvss Use (2-73)

0 wves Uss

Os demais termos em 2.72 serao idénticos aqueles definidos na Equagao 2.25

A matriz de rigidez geométrica de elemento,K,, compoe-se, portanto, dos termos fr;, e fpy, |
k=1,2,...,6, calculados a partir de 2.52 e 2.72 e organizados em forma matricial conforme

se indica na Equacao 2.30.

2.4 Variacgao de rigidez em elementos de concreto armado

Em elementos de concreto armado a variagao de rigidez ao longo do comprimento do elemento
se da tanto pela variacao das caracteristicas geométricas propriamente como pelo nivel de
solicitacao em cada secao. Vé-se, porém, que a formulacao do Método da Rigidez Direta
(MRD), descrita acima, é muito conveniente para modelar essa variacao de rigidez. A fim
de calcular os coeficientes de A;;, App, vi; e vipp faz-se necessério utilizar um método de
integracao numeérica. Neste trabalho emprega-se o processo de integracao de Gauss-Legendre,

segundo o qual o dominio é mapeado em um intervalo de -1 a 1. Destaca-se que para integrar
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um polinémio de grau n sao necessarios 2n — 1 pontos. Portanto, para uma funcao linear
de 1° grau é necessario apenas um ponto para integracao exata. Assim, definem-se posicoes
dentro do intervalo, —1 a 1, em que se avalia a funcao a ser integrada. Os coeficientes a;; e

v;; (Ribeiro, 2016) sdo entao obtidos pelas expressoes

npg

o= [ondn = [ asle@l@lin=5Y aslelon @1

npg

oy = [hoder= [ hg @Il = 5D hsle e (27

1

em que as fungdes g;; e h;; sdo relacionadas a a;; e vy, |J (1) | € o jacobiano de transformacao,
e Mr ¢ wi denotam as posicao e respectivos pesos do processo de Gauss-Legendre. Para
aproximacao dos integrandos em 2.74 e 2.75, dados nas relagoes 2.19 e 2.27 (expressoes para
gij), e nas relacoes de 2.47 a 2.51 e de 2.67 a 2.71 (expressdes para h;;), empregam-se as

funcgoes de interpolagao mostradas na Figura 2.9.
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FicurA 2.9: Fungoes de interpolagao



Capitulo 3

Analise nao-linear fisica de estruturas

em Concreto Armado

A nao-linearidade fisica manifesta-se devido ao comportamento nao-linear dos materiais. Es-
pecificamente, no concreto armado (CA), ha mais complexidade devido ao comportamento
nao-linear de ambos materiais, ago e concreto, e a interacao entre eles. O concreto simples
pode ser considerado linear até 0,5f., no trecho relativo a compressao (Carvalho, Filho e
Rodrigues, 2013) vide Figura 3.1 . Quanto a tra¢ao, o concreto também apresenta compor-
tamento nao-linear, resultado da fissuracao que ocorre nas fibras tracionas quando a tensao
atuante supera o valor de f. (Figura 3.1). Ressalta-se, que o concreto ji se encontra inici-
almente fissurado devido ao processo de cura e retracao e durante o carregamento acontece

a propagacao dessas fissuras

c A

C

ck [—————

max

0,55, €, € €

cl cu

ct

F1aUraA 3.1: Curva Tensao-deformagao para o concreto. Fonte: Adaptado de Desayi e Krishnan
(1964)

E importante também mencionar o efeito da fluéncia no concreto, como sendo uma das

causas da nao-linearidade em estruturas de CA. A fluéncia é o aumento da deformacao nas

21
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secoes a um carregamento constante, no entanto este efeito nao sera considerado no presente
trabalho.

Nota-se o comportamento nao-linear advindo do aco em seu diagrama tensao—deformacao
(vide Figura 3.2), obtido em um ensaio de tragdo. Verifica-se um comportamento linear no
trecho na fase elastica, e apos este trecho, o regime torna-se plastico, tendo comportamento

nao-linear.

0)

i \
Limite de

resisténcia \

Patamar de
escoamento

Limite de —al _
porpocionalidade
Encruamento Ruptura

>

e} > €
Fase Elastica r Fase plastica

Fiaura 3.2: Acos estruturais laminados a quente.

3.1 Comportamento do Concreto Armado a Flexao

Sob flexao, um elemento em concreto armado apresenta o comportamento mostrado na
Figura 3.3, em que o, é a funcao de tensao no concreto, F, = 0,A, é a resultante de tracao
na armadura, F! = o,A. é a resultante de compressao, e y, ¢ a posicao da linha neutra
relativa ao respectivo estadio, medida a partir da borda mais comprimida. Nota-se que a
regiao abaixo da linha neutra (l.n.) esta tracionada, ocorrendo fissuras quando o momento
solicitante ultrapassa o chamado momento de fissuracao, M,, que separa o estadio I do
estadio II.

A curvatura em uma secao pode ser calculada como,

ou observando a Figura 3.3,



Capitulo 3. Anélise nao-linear fisica de estruturas em Concreto Armado 23

Area Comprimida , y

Md

¥y, [

A :

Armadura
tracionada

—

FiGuraA 3.3: Elemento de CA fletido.

i
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sendo v a curvatura, k, a rigidez flexional, €, a deformacao no aco e ., a deformacao na

fibra mais comprimida do concreto.

Atesta-se, também, o comportamento nao-linear do concreto armado pelas curvas momento
curvatura das secoes transversais (vide Figura 3.4). E possivel observar o desenvolvimento

das fissuracoes e a plastificacao dos materiais.

No estadio I a deformagao do concreto e do ago sao iguais (Ghali, Favre e Elbadry, 2002)
e ambos os materiais trabalham no regime elastico, logo o diagrama tensao—deformacao é
linear, nao hé fissuras visiveis e nao se excede a tensao de tracao méxima do concreto.
Quando a tensao de tracao ¢ porém ultrapassada, ocorrem fissuras, assume-se que s6 0 aco
resista as tensoes de tragao, pois a zona tracionada estaria totalmente fissurada. Além disso,
as fissuras tornam-se visiveis e o momento fletor esta entre M, e M, caraterizando o estadio
I1.

No estadio III, o momento fletor estd acima de M, préximo ao momento dltimo, M,,. Nesta
configuragao, as fissuras se aproximam da linha neutra fazendo com que sua profundidade
diminua e, consequentemente, a correspondente drea comprimida de concreto Carvalho, Filho
e Rodrigues, 2013. O estadio III representa o estado limite dltimo, que indica o esgotamento

da resisténcia da segao.

3.2 Comportamento do Concreto Armado a Tracao

Um elemento em concreto armado submetido a esforco de tracao vai estar livre de fissuras
quando o esforco solicitante N for menor que N,, sendo N, o valor de esforco normal que
produz a primeira fissura em dada secao. Antes do processo de fissuracao comecar a ocorrer,
a secao se encontra no estadio I. Imediatamente apos atingir o esforco N,., a secao encontra-

se no estadio II e ocorrem as primeiras fissuras. No estadio Il puro, a tensao de tracao no
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Figura 3.4: Diagrama momento curvatura da secdo solicitada a flexdo simples.

concreto vai a zero e o aco resiste ao esforco de tracao completamente nesta secao, provocando

um aumento na deformagao do ago, abrindo a fissura. (Ghali, Favre e Elbadry, 2002)

Longe das fissuras, a aderéncia entre concreto e aco faz com que o concreto resista & parte
da solicitacdo de tragdo. A Figura 3.5 mostra a variacao do esfor¢o de tragao no ago, no

concreto, e a aderéncia ao longo de um elemento em concreto armado sujeito a esfor¢o normal
solicitante N, N > N,. (Ghali, Favre e Elbadry, 2002)

Ao longo dos anos, varios modelos analiticos foram propostos para descrever a rigidez em ele-
mentos em CA, usualmente considerando uma rigidez média Ghali, Favre e Elbadry (2002),
Branson (1965) e Khuntia (2004)

3.3 Modelo de Branson(1965)

Branson propos uma formulacao semiempirica para quantificar o momento de inércia efetivo
em uma secao de concreto armado. Segundo Branson, cada secao em concreto armado
apresenta um valor de rigidez médio dependendo do volume de fissuras. Portanto, os valores
de rigidez a flexdao se modificam ao longo do elemento, de modo que haverd um valor de
inércia diferente em cada secao do elemento. Como exemplo, indica-se na viga mostrado

na Figura 3.6, o aspecto geral da distribuigao de fissuras ao longo de um elemento em CA
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F1caUra 3.5: Comportamento do CA a trac¢do. a- Fissuras em um elemento solicitado a tracéo,
b- tensao na barra de aco, c- aderéncia e d- tensdo no concreto. Fonte: Adaptado de Ghali,
Favre e Elbadry (2002)

sob flexao. Infere-se que a regiao central possua uma inércia menor por apresentar maior
nivel de fissuracao, enquanto a regiao nas proximidades dos apoios encontra-se mais integra,
portanto tem uma valor de inércia maior. A formulacao de Branson considera um momento
de inércia efetivo, que ¢ a média dos momentos de inércia da secao nos estadios I e II puro,

como se mostra na Equagao 3.3

()] e
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onde M, ¢ o momento de fissuracao, M, é o momento atuante na secao transversal ou
o momento maximo positivo atuante em todo o vao, I; ¢ o momento de inércia da secao
homogeneizada no estadio I, I;; ¢ momento de inércia da se¢ao homogeneizada no estadio II,
e m é um indice de valor igual a 4, para situagoes em que a anéalise é feita em apenas uma

secao da peca, ou igual a 3, quando feita ao longo de todo seu comprimento.

3.4 Modelo de Ghali e Favre (1986)

Ja segundo o modelo de Ghali, Favre e Elbadry (2002), a estratégia para avaliar a rigidez
em uma secao de concreto armado baseava-se na curvatura média, definida como a média
das curvaturas da secdo nos estadios I e II puro, como se mostra na Equacdo 3.10. Abaixo,

demonstram-se as expressoes mateméticas basicas de modelo de Ghali-Favre.

3.4.1 Tracao Axial

Em um elemento sob tragao, na regiao entre as duas fissuras a tensao no concreto ¢ menor
do que f,; (resisténcia do concreto a tragao) e a tensao no a¢o é menor que oy (tensao no ago
no estadio IT). Ja nas segbes fissuradas (no estadio IT puro), a tensdo no concreto se anula e
a tensao de tracao é completamente resistida pelo aco, ou seja, 0, = 04. Vé-se assim que a

deformacao no aco varia ao longo do elemento, e seu valor médio podera ser calculado por,

sm — ~; 3.4
o = 3.4

sendo [ o comprimento original, Al o alongamento do elemento e ¢, é a deformacao média
no elemento. Sabendo-se que &, < €49, onde €4 é a deformacao no ago na secao fissurada,

tem-se que

Esm = €s2 — AES ) (35)

onde Aeg, é uma redugao na deformagao do aco devido a colaboragao do concreto. O maior
valor dessa colaboracao, Acmax, ocorre imediatamente antes da formacao da primeira fissura,
onde N = N,. Na verdade, Ae, tem uma variacao hiperbdlica, como mostra a Figura 3.7 e

pode ser dado por

A{-js = AgsméX& ) (36)

052
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F1aURrA 3.7: Forga axial versus deformacgao no aco. Fonte: Adaptado de Ghali, Favre e Elbadry
(2002)

onde o valor de Aegnae pode ser calculado por

UST

Agsméx = (552 - 581) (37)

052

Substituindo as Equagoes 3.6 e 3.7 em 3.5, pode-se interpolar, em certa secao do elemento

em CA, a deformacao média no aco pela expressao

Esm = (1 - C)gsl + C‘C’:SQ s (38)

onde ¢ & um coeficiente adimensional entre 0 e 1 (parametro de interpolacao), com ¢ = 0
para N < N,,e 0 < ( <1 para N > N,, ¢ dado por

2
(=1- <U$r) com oy > O . (3.9)

(OF)
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3.4.2 Flexao Simples

Ghali e Favre assumiram que a fissuracao, em um elemento em concreto armado sob flexao,
teria um efeito similar, na curvatura, ao efeito da solicitacao de tracao na deformacao axial
discutida anteriormente. Assim, eles exprimiram a curvatura média de forma analoga a

Equacao 3.8, ou seja, estabeleceram que

(V) = A=) - () +¢- () (3.10)

sendo ¢ um coeficiente de interpolagdo entre os estadios I e II, (¢); a curvatura da se¢do no

estadio I e (¢);; é a curvatura da secdo no estadio II, expressadas pelas equagoes,

2

¢ = 1—51'52'<A$) ) (3.11)
M

V), = B (3.12)
M

W) = El, ' (3.13)

sendo M, o momento de fissuracao, 5, = 1 para barras nervuradas, 5, = 0, 5 para barras lisas,
B2 = 1 para o primeiro carregamento ou para cargas pouco representativas e Sy = 0,5 para
cargas permanentes ou ciclicas. I e I3 sao os momento de inércia da se¢ao nos estadio I e II
puro, respectivamente. A estratégia de calculo implementada para célculo das propriedades

geomeétricas nos estadios I, II e III é descrita no Apéndice A

3.4.3 Flexao Composta

Para uma se¢do sob flexao composta (Figura 3.8), especificamente sob flexo-tracao e flexo—
compressao com excentricidade fora do nicleo central, Ghali e Favre também propuseram
uma interessante forma de calculo da deformacao axial e da curvatura média. A excentrici-

dade da forca normal é calculada por

e= 5 (3.14)

e os valores da for¢ca normal de fissuragao e do correspondente momento fletor sao dados

1 e -t
N, = f. | — 3.15
ft (Al * Wbotl) ( )
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FIGURA 3.8: Elemento de CA sujeito a flexdo composta (a) se¢do no estadio I (b) segdo no
estadio II. Fonte: Adaptado de Ghali, Favre e Elbadry (2002)

M, = eN, (3.16)

sendo A; e Wy, a area da secao e modulo resistente no estadio I. Ressalta-se que a equacao
3.15 nao se aplica quando a secao encontra-se totalmente sob compressao, ou seja quando o
esforco normal resultante estd dentro do ntcleo central do elemento. De forma andloga, as

subsecoes anteriores, aplicam-se as equagoes de interpolacao abaixo:

o = (1= O + o (3.17)
(), = (L= Q)+ (), +C- W)y (318)

(=1 - (%) (3.19)

h (=1—pfa- (Aﬂﬁ) (3.20)

Como percebe-se da discussao acima, ha mudanca na posicao da linha neutra de acordo

com o nivel de carregamento, ou seja, ha uma variacao de rigidez ao longo do elemento e
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em funcao do nivel de solicitacao. Portanto para a analise de porticos em concreto armado,
faz-se necessario considerar a nao-linearidade fisica (NLF), que se implementa via processo
incremental-iterativo. No processo que se considera neste trabalho, a matriz de rigidez fisica
(levando em conta os efeitos de ndo-linearidade fisica) sera atualizada ao final do equilibrio

de cada incremento de carga.

3.4.4 Calculo da rigidez de segoes em concreto armado - Ghali e

Favre

Um dos modelos adotados neste trabalho para a consideragao de NLF em elementos de
concreto armado foi o modelo de Ghali e Favre, implementado conforme descreve-se generi-

camente no algoritmo abaixo:

- Calculam-se as propriedades geométricas no estadio I, a saber, area da secao transfor-
mada nao fissurada, A;, momento de inércia, I;, modulo de resisténcia elastica, W7y,
para todas as secoes transversais que encontrem nos pontos de integragao numeérica ao
longos dos elementos. Essas secoes sao definidas por uma malha de contorno conforme
se mostra no Apéndice A. Também determinam-se o momento fletor de fissuracao, M,,

e o correspondente normal, N,

- Calculam-se as propriedades geométricas no estadio I, a saber, area da secao trans-
formada fissurada, sem consideracao do concreto tracionado, Ay, momento de inércia,
15, e modulo de resisténcia elastica, Wy para todas as secoes transversais nos pontos
de integracao do elemento. Também determinam-se o momento de escoamento, M, e

o normal de escoamento das armaduras, NV,

- Para o estadio III calcula-se o momento dltimo da secao com um processo descrito no
apéndice B. O estadio III foi considerado como uma reta, portanto sendo o momento

solicitante M, < M < M,, a curvatura média foi interpolada linearmente

Da anélise nao-linear, tém-se os esforcos no inicio e final de cada elemento que compoe a
estrutura, Né’f e M;’f, e nestes elementos sao definidos pontos de integracao (Figura 3.9),
necessarios para o calculo dos coeficientes de rigidez descritos no capitulo 2. Dessa forma é
necessario interpolar os esforcos, em cada ponto de integracao, utilizando interpolacao linear
(vide Figura 2.9). Obtém-se

N} = NjH; () + N;Hz (n) (3.21)

M} = MiH, () + MJHs (n) | (3.22)
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Pontos de integracao

@ ao longo do clemento

7z X

FicurA 3.9: Elemento estrutural e pontos de integragao ao longo de seu eixo.

sendo N¥ e M¥ os esforgos solicitantes normal e momento fletor nos pontos de integragio do

elemento, k, com k = 1,2...npg. H (n) sao as fun¢des de interpolagao lineares adotadas.

Entdo para certos esforgos N¥ e M¥ define-se qual tipo de solicitagao se trata (se flexdo

simples, flexao composta ou normal pura), e baseado-se na curvatura média da secao e na

deformacao axial, pode-se determinar os valores de rigidez médios, ks, e ka,,, necessarios

para calcular a matriz de rigidez do elemento de poértico em concreto armado, de acordo com

0s casos abaixo:

- Se N¥ < tol e M} > tol — Flexdo simples

Neste caso, utilizam-se as expressoes 3.10 e 3.11 para calcular v,,. Tem-se

Kam = EA]
Mk
kbm =4
Yrm,

- Se N¥ > tol e M¥ < tol — Normal puro

Utilizam-se as expressoes 3.8 e 3.9 para encontrar e,

Nk
kom = —4
5sm
kzbm = Ell

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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- Se N¥ > tol e M% > tol — Flexao composta

Utilizam-se as expressoes 3.15 e 3.16 para encontrar £, € ¥,

k

kom = iv d (3.27)
Mk

kym = ¢—d (3.28)

Os valores de rigidez flexional, ky,, e de rigidez axial k,,,, obtidos sao incluidos nos coeficientes

da matriz de rigidez do elemento.

3.5 Equilibrio Direto da Secao

Visto que o método de Ghali, Favre e Elbadry (2002) nao abrange a nao-linearidade fisica em
elementos estruturais sob compressao centrada ou sob flexao-compressao com a resultante de
normal dentro do nicleo central do elemento, uma estratégia geral de degradacao da rigidez
baseada no equilibrio direto de esforgos na secao foi desenvolvida. Designa-se entao esta
estratégia por estratégia de equilibrio direto, e nela a rigidez flexional, ky, e a axial, k,, sao
calculadas a partir das deformacoes necessérias, nessa secao, para gerar os esforcos resistentes

que equilibrem os solicitantes. Escrevem-se entao as seguintes equacgoes de equilibrio:

M| — My =0, (3.29)

[N:| = |Na| =0 (3.30)

sendo My e Ny os esforcos solicitantes, e M, e N, os correspondentes esforcos resistentes,
obtidos pela deformacao da secao de modo que os valores de My e Ny se igualem aos valores
de M, e N,.

Na Figura 3.10 define-se o eixo do elemento, formado por um segmento de reta entre os
pontos O e Of, onde o ponto O estabelece a posicio do eixo na secdo. Este ponto O pode
ser um ponto qualquer na secao, no entanto, no algoritmo proposto aqui, estabeleceu-se sua
posicao como sendo o centroide da area equivalente nao fissurada de ago e concreto. Note-se
que os esforcos solicitantes nos elementos estruturais sao calculados no ponto O de cada

Secao.

Assim, os esforgos solicitantes N¥ e M* (medidos no ponto O* de cada se¢io) serao equili-

brados por uma deformacao axial e uma curvatura, ¢, e v, calculadas também em relacao
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FicuraA 3.10: Elemento estrutural e secao solicitada

ao ponto OF. Obtém-se:
Al dd

_ o % 31

T T ds (3-31)
.

_ v 32

= (3.32)

Inicialmente, tem-se os esfor¢os no inicio e final de cada elemento da estrutura, Né’f e Mé’f,
e nestes elementos sdo definidos os pontos de integracao (Figura 3.9) necessarios para o cal-
culo dos coeficientes de rigidez descritos no capitulo 2. Os esforcos sao entao linearmente
interpolados ao longo do elemento pelas funcoes em 3.21, de onde obtém-se os esforcos soli-
citantes, normal, N¥ e momento fletor, M¥%, nos pontos de integragao k, com k = 1,2...npg
do elemento. Os esforcos resistentes também devem ser calculados em relacao a OF e, as

correspondentes expressoes de calculo sao

Nf=F,+> Fu (3.33)
=1
=1

onde, N¥ é a forca normal resistente da secdo, F,. é a forga resultante no concreto, F, é a
forga resultante no ago, M* ¢ o momento resistente da se¢do, M, é a parcela de momento
resistente da secao devida ao concreto e Z?:l F,y; é a parcela de momento resistente devida
ao aco. Em 3.33 e 3.34, as parcelas de esforcos resistentes associados ao concreto sao dadas

por

= / oudA (3.35)
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M, = /acydA (3.36)

sendo o, a funcao de tensao no concreto e y a variavel de integragao que indica a posicao do
infinitesimal de area dA. Implementaram-se duas leis de tensdo-deformacao (Figura 3.11)
para o concreto comprimido. A primeira, baseada na NBR6118 (2014), dada por (vide Figura
3.11a)

>
>
€

€ cu . .
(a) 2 (b) cl cu

oY

FIGURA 3.11: Diagrama tesdo-deformacgido do concreto (a)NBR6118, 2014 e (b)Eurocode2,

1999
o, = fck [1 - (1 - g—)n} (3.37)
€2

onde os valores de n em 3.37 sao dados conforme os intervalos abaixo dos valores de f.:

foo <BO0MPa —-n=2 |

4
fee > D0MPa —n=1,4+ 23,4 [_(901—010%1«)]

Também em 3.37, o parametro de deformacao especifica de encurtamento, €., € 0 parametro
de deformacao especifica de encurtamento do concreto na ruptura, e.,, sao definidos como

indica-se abaixo:
- Para concretos de classe até C50
£eo = 2%0
Ecu = 3, 5%0
- Para concretos de classe C55 até C90

Eeg = 2%0 —+ 0, 085%0 (fck - 50)0’53

4
— (90—fc )
Eeu = 2, 6%o0 + 35%0 [—100 L ]
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A segunda relacao tensao-deformagao no concreto considerada neste trabalho é a relacao

proposta pelo Eurocode2 (1999), dada por

Oc - ]W]—U
fcm 1+(k_77)77

, (3.38)

onde,
n=¢c/e
g =0, 7f(9,;§’5 <28

com fo, em MPa e g, e g, em %o.

Para o concreto tracionado adotou-se a parte da curva tensao deformacao proposta por

Desayi e Krishnan (1964), mostrada a Figura 3.12,

(0]
¢
fct _________ 4
7
/
, |
Vs I
/
0,55f | ____ |
ct |
I |
|
I |
I |
E | |
¢
] ] >
€ € €
ct Cr max

Figura 3.12: Comportamento concreto simples & tragao, adaptado de Desayi e Krishnan
(1964)

onde e = 0,55f/E. € €max = 0,7%0. Tem-se entdo para o primeiro trecho, e. < g4, a
relacao tensao-deformacao
o.=¢c.F. (3.39)

onde Ec é o moédulo de elasticidade inicial do concreto, e para o segundo trecho, ¢, < e, <

Emaz , & relacao
0,55f,
o, = _0.550a_ (e — Emaz) - (3.40)

Ect — Emax
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A curva tensao-deformacao do aco utilizada foi a fornecida pela NBR6118 (2014), com a
deformacao especifica de escoamento caracteristica no aco dada por ¢, = fy/Es e €, é a

deformacao tdltima no ago.

O A

vk

)"

Y

€ € €

y u

Figura 3.13: Comportamento do aco segundo NBR6118, 2014

Para o primeiro trecho, e, < ¢,, tem-se
os =By (3.41)
sendo E's o modulo de elasticidade do aco. Para o segundo trecho, ¢, < g5 < ¢, ,tem-se

0s = fyb - (3.42)

Nota-se que o calculo das forcas e momentos resultantes no aco, devido & geometria, é
realizado de forma simples devido a geometria simples dessas areas. No entanto para calcular
as acoes resultantes no concreto, dadas pelas integrais das Equagoes 3.35 e 3.36, é necessario
o fornecimento de uma malha de contorno para definir a geometria da secao transversal
(que pode ser complexa), nos pontos de integragao ao longo do elemento onde se objetiva
equilibrar a secao. Para isso, a secao é ainda dividida em faixas, e nestas faixas sao definidos

pontos de integracao ao longo da altura da secao, como se mostra na Figura 3.14.

Aplicando o processo de integracao de Gauss-Lengendre nas Equagoes 3.35 e 3.36, obtém-se

as expressoes numeéricas para as resultantes no concreto:
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y 4 Armadura

y
4 y -5~ Elemento de
A contorno linear
yaue
Faixa
Pontos de
integragao
» 7 » Z

(a) (b)

Fiaura 3.14: (a) Malha de contorno da segao transversal e sua discretizagdo em faixas (b)
detalhe de uma faixa com seus pontos de integragao

Fo= Y [odwiay (3.43)

= > B [ oyt 3.1

- Asémp > > oelymbly(m)w; (3.45)
M. = ) / o(y)b(y)ydy (3.46)
_ Z As;rip / 1 ae(y(m)b(y(n))ydn (3.47)
- S > alym)blylm)e, (3.48)

Percebe-se que os valores de esfor¢os sao funcao da posicao da linha neutra, y,,, da curvatura
1, e da deformacdo axial da secio no ponto OF, e,. Sabendo-se que a geometria da secio
é qualquer e que a area comprimida de concreto também é funcao da posicao da linha
neutra, portanto, é necessario saber de antemao a posicao da linha neutra e a curvatura.
A partir deste entendimento, observou-se que seria necessaria uma estratégia iterativa para

determinar a solucao, ou seja, dada uma posicao inicial de linha neutra ,y,9, € uma curvatura,
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calculam-se os esforcos resistentes da secao, comparam-se com os esforcos solicitantes até
que se obtenha a convergéncia em relacao ao equilibrio. O processo iterativo implementado
divide-se em duas partes: na primeira faz-se o equilibrio do esfor¢co normal e, na segunda,

do momento fletor, como descreve-se abaixo:
— Equilibrio do esforco normal
1. Arbitra-se inicialmente uma deformagao no ponto O, €2 = ¢!

2. Calculam-se as forcas nas camadas de ac¢o e no concreto e obtém-se, N, = F,. +
Z?:l Fei

3. Calcula-se o desequilibrio entre o normal resistente e o normal solicitante, |V,| —
| Nl

e Se ||N,| — |Ny4|| < tol, Equilibrio do momento
e Se ||N,| — |Ny4|| > tol, passo 4
4. Determina-se a deformagao, 5™, da proxima iteracao
o Se |N,| — [Ny <0,0 =il =& + S | passo 2
o Se |N,| — [Ny > 0,0 = el = ¢ — % pagso 2
— Equilibrio do momento fletor

5 Arbitra-se, inicialmente, uma curvatura, ¢°, uma posigao de linha neutra, y° = yJ,
e um incremento de deformagao na fibra mais comprimida do concreto (superior),

de;, a partir da configuracao de equilibrio do normal (vide Figura 3.15)

6 Calcula-se as forcas e os momentos nas camadas de aco e no concreto , obtém-se,
Nr:Fc+Z?:1Fsi € Mr:Mc_l'Z?:lFsiyi

7 Calcula-se o desequilibrio entre o normal resistente e o normal solicitante, |N,| —
| Nl

e Se ||N,| — | Ny4|| < tol, passo 9
e Se ||N,| — | Ny4|| > tol, passo 8

8 Determina-se a posi¢ao da linha neutra e a curvatura, y/*! e ¢/t da proxima

iteragao
e Se |N,| — [Ny < 0,0 — yit! :y%+g_8p

e Se |N,| — [Ny >O,O—>y¥b+1 =yl _ s

n 27

i+1 _ dgjr1+eo
— wJ — T
n
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— Passo 2

9 Calcula-se o desequilibrio entre o momento resistente e o momento solicitante,

| M, | — | My]
e Se ||M,| — |My|| < tol, Fim do processo
o Se ||M,| — |My|| > tol, passo 6

10 Calcula-se o incremento de deformagao da fibra mais comprimida ou tracionada

do concreto e a nova posicao da linha neutra

_ |My|—|Mal , j
— 0&j11 = 08541 — T Y,
1/)j
j+1 _ dgj+1+eo
= Yn = I
— Passo 2
A .
j+1 0
y I Oe } € I
oe’ o |
T T Apébs o
\\ If equilibrio N *
\ 0
L
\
£l v k
Yn \ : Ok ( Nd
____________ — — - — = —- _- —= ] = = = _l_|_____ > >
. » »
PR z
!
N
i
y J y 0 - \\
n n I\ \ M k
d
\ “ Posigao inicial
1 \v
Posiéﬁo final “\ | Posm?}o inicial para
de equilibrio \ | tenativas de equili-
*\\ : brar o momento
[N
Vo
N
Y Yy
‘o
Yy
Y i

FicurA 3.15: Processo de equilibrio direto da secao - primeiro passo de carga

Ressalta-se que para a primeira corre¢ao dos coeficientes k;, e k, (primeiro incremento de
carga) a deformagao no ponto €2 e o incremento de deformagio na fibra externa mais com-
primida, de;, sao definidos pela solu¢ao no estadio I correspondente ao passo de carga. E
a linha neutra inicial y° ¢ a linha da se¢ao integra, que ¢ igual ao centroide da area trans-
formada nao-fissurada. Para os passos de carga subsequentes, estes valores iniciais sao os

valores da solucao anterior vide Figura 3.16.
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\ Posigao inicial

7 ) —

|
Posicao final vl
de equilibrio :

I . e
\ v\ Apods o equilibrio N

i Posigao inicial para

\ W . e
\ ¥ , tenativas de equili-
\
\ ‘\ 1 brar o momento
\ \!

-

|l

{
i
I
I
:
- y
I
I
I
I
I

F1GURrRA 3.16: Processo de equilibrio direto da secdo - demais passos de carga

3.5.1 Calculo da rigidez de secoes em concreto armado - Equilibrio

direto

Como mencionado anteriormente, a formula¢ao do Método da Rigidez Direta (MRD) descrita
no capitulo 2 possibilita a consideracao de todas essas variacoes de rigidez, de forma precisa
e conveniente, bastando para isso que sejam calculadas as rigidezes nos pontos de integracao
do elemento. Equilibrada a secao, consideram-se, nas secoes que correspondem aos pontos

de integracao, as relagoes

ko = —2 (3.49)

M}
ko= (3.50)

que fornecem os valores de rigidez flexional e axial do elemento em concreto armado, nas
secoes localizadas nos pontos de integracao. Vé-se assim que o processo permite, perfeita-
mente, o calculo preciso da matriz de rigidez do elemento em concreto armado levando em

conta caracterfsticas gerais de variagao de rigidez ao longo do elemento, sejam elas devidas
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ao comportamento nao-linear fisica do material ou devidas a eventuais variacoes geométricas

de secao. O processo também permitird modelar secoes de formas geométricas quaisquer.

3.5.2 Estratégia para curvas Mxiy e Nxe

Para tracar as curvar momento versus curvatura e normal versus deformacao axial utilizou-
se uma estratégia similar a estratégia de equilibrio direto de esforcos na secao, embora
neste caso tenha-se meramente aplicado incrementos sucessivos de deformacao generalizada
(axial ou flexional), e para estes valores de deformagcao os correspondentes esfor¢o resistentes

resultantes tenham sido calculados. Em geral, os passos abaixo foram seguido.
- Determina-se para qual elemento e qual secao quer-se tracar
- Determina-se qual tipo de curva se quer tragar
- Determina-se o niimero de pontos que vao compor a curva, npdcurv
Para a construcao da curva de esfor¢os normais resistentes (N x e, M = 0) tem-se:
1. Calcula-se Ae = —=2— ¢ §et = (.0

npdcurv

2. Calcula-se d&* = d&* + Ae

3. Calcula-se o esforco normal resistente para de’, N,

4. Escreve-se o par ordenado d¢, N, e retorna-se para o passo 2
Nota-se que neste caso a curvatura é igual a zero e a linha neutra esta no infinito
Para a curva de momentos resistentes (Mx 1, N = 0), tem-se:

1. Calcula-se Ae = —S=— ¢ §' = 0.0

npdcurv

2. Calcula-se ' = e + Ae

det
Y9

3. A linha neutra inicial y? = 1’ é a linha da secao integra e a curvaturas inicial é ¢) =

4. Calcula-se as forcas e os momentos nas camadas de aco e no concreto , obtém-se,
NT - Fc + Zz‘lzl Fei e MT - Mc + Z?zl Fszyz

5. Calcula-se o desequilibrio entre o normal resistente e o normal solicitante |V,.| — | Ny,
sendo |N4| = 0.0

o Se ||N,| — | Ny4|| < tol, passo 7
e Se ||N,| — | Ng|| > tol, passo 6

6. Determina-se a posi¢ao da linha neutra e a curvatura, ¢ ™! e 11, da proxima iteragio
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e Se ‘N'r‘| _|Nd| <070—>y%+1:ygl+g_§

o Se [N.| —|Ng| >0,0 = yitt =y) — %

0

+1 (561'
— P =

Yn

— Passo 4

7. Calcula-se o0 momento fletor resistente para d¢?, M,

8. Escreve-se o par ordenado ds?, M, e retorna-se para o passo 2

Para a curva de momentos resistentes com um esforgo normal constante (Mxvy, N = cte),

tem-se:

— Leitura do valor de normal constante

— Equilibrio do esforco normal

1.

2.

Arbitra-se inicialmente uma deformagao no ponto O, 2 = &

Calculam-se as forcas nas camadas de ag¢o e no concreto e obtém-se, N, = F,. +
n
Zizl Fsi

Calcula-se o desequilibrio entre o normal resistente e o normal solicitante, |N,| —
| Nl

e Se ||N,| — |Ny4|| < tol, Equilibrio do momento
e Se ||N,| — | Ny4|| > tol, passo 4

Determina-se a deformagao, €5 da proxima iteragio
e Se [N.|—|Ny <0,0 et =gt + ;—37 passo 2

e Se |N,| — Ny >0,0— el =¢f — 82—8, passo 2

o

— Incremento de deformacao e determinacao do momento resistente

1.

2.

Calcula-se Ae = £eu==_ ¢ §¢! = (.0
npdcurv

Calcula-se 9t = d&t + Ae

. A linha neutra inicial ¢ = 3y’ ¢ a linha da segdo integra e a curvaturas inicial é

67,'
g =12

y9

Calcula-se as forcas e os momentos nas camadas de ago e no concreto , obtém-se,
Nr:Fc‘I'Z?:lFsi € Mr:Mc_’_Z?:lFsiyi

Calcula-se o desequilibrio entre o normal resistente e o normal solicitante |V,.| —
| Ng|, sendo |Ny4| = 0.0
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e Se ||N,| — | Ng4|| < tol, passo 7
e Se ||N,| — | Ny|| > tol, passo 6

6. Determina-se a posi¢do da linha neutra e a curvatura, y/** e ¢! da proxima
iteracao
il G Y
o Se |[N,| —|Ng| <0,0 =yt =y) + 52
i+l _ g n
e Se [N,| = |Ng| > 0,0 =yt =yl — 22
. e,
g =
Y
— Passo 4

7. Calcula-se o momento fletor resistente para s, M,

8. Escreve-se o par ordenado d¢?, M, e retorna-se para o passo 2

3.6 Consideracoes Normativas

Segundo os principios bésicos de calculo, item 15.3 da NBR6118, 2014, a nao-linearidade fi-
sica, presente nas estruturas de concreto armado, deve ser obrigatoriamente considerada,
quando considera-se também a nao-linearidade geométrica. Para a anélise dos esforcos
globais de segunda ordem, esse tipo de nao-linearidade pode ser considerada de maneira

aproximada, tomando—se como rigidez dos elementos estruturais os seguintes valores:
o Lajes: (EI),,.=0,3-E,l.

e Vigas: (EI)
(ET)

sec 074 : Eci[c , para A; ;ﬁ As
= 0,5 El. , para A, = A,

sec

e Pilares: (EI), =0,8E.l,

sec

sendo I. a inércia bruta. Alternativamente, quando a estrutura de contraventamento for
composta exclusivamente por vigas e pilares e v, for inferior a 1,3, pode—se considerar tanto
para as vigas quanto para os pilares, a rigidez equivalente dada por (E1), .= 0,7 Eyl. .

Ressalta—se que esses valores reduzidos de rigidez estabelecidos pela norma sao aproximados.

3.7 Aplicacoes Preliminares

Apresentam-se algumas aplicacoes preliminares que tém por objetivo determinar a curva
momento-curvatura de algumas secoes de concreto armado. Duas segoes foram escolhidas

para estas aplicacoes preliminares. A primeira, uma secao trapezoidal com furo na parte
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tracionada é considerada e, a segunda, uma secao T retirada do capitulo 7 do livro Ghali,
Favre e Elbadry (2002). Empregou-se a estratégia descrita na segdo 3.5.2 para construgao
das curvas Mxy com N = 0. Os resultados sdo mostrados nos graficos das Figuras 3.17 e
3.18. Ressalta-se que os patamares verificados nas curvas obtidas com o modelo de Ghali-
Favre devem-se a consideracao do parametro 8, = 0,5. A estratégia baseada no equilibrio
direto descreve um comportamento mais real do fenémeno fisico, vez que nao se fundamenta
nas observacoes empiricas que embasam o modelo de Ghali-Favre. Por outro lado, vé-se
que o modelo de Ghali-Favre descreve razoavelmente bem o comportamento do elemento em

concreto armado sob flexao simples.

TABELA 3.1: Dados dos materiais - Se¢ao trapezoidal

Médulo de elasticidade tangente inicial do concreto  E.; = 2920kN/ cm?

Modulo de elasticidade do ago E, = 19600k N/cm?
Resisténcia do concreto a tracao direta fet = 0,204kN/cm?
Resisténcia & compressao do concreto f. = 2,55kN/cm?
Resisténcia ao escoamento do aco fy = 50kN/cm?

TABELA 3.2: Dados dos materiais - Secao T

Médulo de elasticidade tangente inicial do concreto  E.; = 3000kN/ cm?

Moédulo de elasticidade do aco E, = 20000kN/cm?
Resisténcia do concreto a tracao direta fer = 0,204kN/cm?
Resisténcia & compressao do concreto f. = 2,55kN/cm?
Resisténcia ao escoamento do aco fy = BOkN/cm?

) 40cm | ) 150cm |

I As'=3 ¢ 5.(’;111111 I As'—6.0cm? l

v —

7 X KX
2,25cm

As’=3 ¢ 10,0mm
20cm 30cm

12cm
[
K

15cm

27cm
125cm
120cm

30cm

10cm 5Scm

—
v Y | As—40.0cm?

FIGURA 3.17: SecOes transversais(a) trapezoidal com furo (b) e segdo T
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Figura 3.18: Curva momento-curvatura para se¢io trapezoidal com furo

2:6

1.5F

M (kN.m)

0.5

X 10°

——Eq. Direto - Presente Trabalho

—e—Ghali e Favre - Presente Trabalho - ,6’2:0,5 i

——Estadio I
——Eistadio II

\]

3 4 5
P(em™)

Ficura 3.19: Curva momento-curvatura para secao T

%107



Capitulo 4

Analise nao-linear geométrica

4.1 Analise nao-linear geométrica

Uma estrutura resiste as agoes a ela impostas se deformando, ou seja, seus n6s mudam de
posicao, de modo a gerar uma configuragao deformada em que haja equilibrio entre esforcos
solicitantes e resistentes. As forcas horizontais, inicialmente paralelas ao elemento, agora
interagem com os deslocamentos laterais gerando esfor¢os adicionais. A este fenomeno dé-
se 0 nome de efeitos de segunda ordem ou ndo-linearidade geométrica (NLG). Em uma
analise NLG, o equilibrio da estrutura é obtido a partir da configuracao deformada. Além
disso, surgem diversas configuracoes de equilibrio ao longo do processo de carregamento da

estrutura, que definem a sua trajetoria de equilibrio.

Dessa forma pode-se definir os efeitos P — A e P — ¢ para estruturas planas de acordo com a
(NBR:8800, 2008). O efeito P — A Figura 4.2, também chamado de efeito global de segunda
ordem, estd ligado ao momento que surge no apoios do portico devido a multiplicagao da
carga P pelo deslocamento A. Ja o efeito P — § (vide Figura 4.3) é um efeito nao-linear
geométrico em nivel de elemento, ou seja, que estd associado a configuracao deformada de

cada elemento.

Particularmente para estruturas em concreto, a norma brasileira NBR6118:2014 determina
que os efeitos de segunda ordem devam ser considerados quando estes superarem os efeitos
de primeira ordem em 10 %. Desse modo, as estruturas podem ser classificadas como de
nos fixos, quando o acréscimo de esfor¢o é inferior aos 10%, e de nos moveis, quando o
acréscimo é superior a 10%. Para verificar se é necessaria a consideracio dos efeitos existem

dois parametros, quais sejam, o parametro de instabilidade a e o coeficiente ..

46
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FicUura 4.1: Configuracao deformada.
Adaptado de Silvestre e Camotim (2007)

Fiaura 4.2: Efeitos de segunda ordem P — A.
Adaptado de Silvestre e Camotim (2007)

4.1.1 Parametro de instabilidade «

Idealizado por Beck e Konig, em 1967, o parametro « permite a classificacao da estrutura
quanto sua estabilidade global. E calculado segundo a NBR:8800, 2008 como,

Ny

a:Htot' E_ .1 )

(4.1)

sendo H;,; a altura total da estrutura medida a partir do topo da fundagao ou de um nivel
pouco deslocavel do subsolo, N, o somatoério de todas as cargas verticais atuantes com seu
valor caracteristico, e F.s - I, representa o somatorio dos valores de rigidez de todos os

pilares na direcao considerada, que no caso de estruturas de porticos, trelicas ou mistas,
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NBC

Ficura 4.3: Efeitos de segunda ordem P — .
Adaptado de Silvestre e Camotim (2007)

pode ser considerado o valor da rigidez de um pilar equivalente de secao constante. Para
ser considerada de noés fixos, o parametro o de uma estrutura deve ser menor que um g
calculado como sendo,

a;=0,240,1-nsen<3

a; =0,6se n>4

sendo n o nimero de andares acima da fundacao

4.1.2 Coeficiente 7,

O coeficiente v, também é utilizado para avaliar a importancia dos esforcos de segunda

ordem. O valor de v, é dado por

1

1 o A]\/[tot,ai
M tot,d

Vo = , (4.2)
sendo M 401, 0 momento de tombamento, obtido através da soma dos momentos de todas
as forgas horizontais em relagao a base da estrutura, e AM;, 4 a soma dos produtos de todas
as forcas verticais atuantes na estrutura pelos deslocamentos horizontais de seus respectivos
pontos de aplicacao, obtidos da andlise de 1a ordem. Para ser considerada de nos fixos, a
estrutura deve ter 7, < 1,1. No caso de estruturas com 1,1 < v, > 1,3 pode-se calcular os

esfor¢o de forma aproximada majorando-se as agoes horizontais de 0,95 - v,
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4.2 Estratégia de solugao nao-linear

No presente trabalho, o método iterativo utilizado para resolver o sistema nao-linear de
equacoes é o procedimento de Newton—Raphson, mostrado na Figura 4.4, com controle de
carga. A atualizacao da matriz de rigidez geométrica é realizada a cada iteragdo, enquanto

a atualizagdo da matriz de rigidez fisica é realizada apenas ao final do incremento de carga.
O referido método foi implementado conforme o fluxograma da Figura 4.5 e é descrito abaixo.

— A rotina de solu¢ao nao-linear comeca com o conhecimento prévio de algumas grande-
zas, a saber, a matriz de rigidez inicial, K, calculada na configuracao indeformada da
estrutura, o vetor de forgas externas de referéncia, p, o fator de carga, A , a tolerancia
para se determinar a convergéncia do processo iterativo, tol, e o nimero de passos de

carga, numpc.
- Inicio do processo incremental, i = 1, numpc
- Montagem do vetor de forgas externas, p?.

- Inicio do processo iterativo, j, que busca encontrar o equilibrio do sistema estru-
tural, na configuracao deformada, em que as forcas internas se igualem as externas

segundo a tolerancia definida
e Determinacao da correcao de deslocamentos, du, pela solucao de

Se j=1 calcula-se Kfj_l)éﬁ = p e posterior multiplicacao da correcao de

deslocamentos pelo fator de carga, ou = A\u
Sej>1 Kéjfl)éﬁ =r

e Decomposicao de du em suas parcelas du, (deslocamentos naturais) e du,
(deslocamentos de corpo rigido) utilizando a abordagem corrotacional, apli-

cada localmente em cada elemento
e Calculo da correcao de esforcos internos associados a du,, para cada elemento
e Atualizacao das coordenadas
e Atualizacao da matriz de rigidez tangente Kéj_l) — K;
e Calculo do vetor de forcas internas fj = ﬁj_l) + 5f3-

e Determinagao do desequilibrio de for¢as (gradiente de energia potencial) atra-

vés da equagio r! = p’ + f
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e Calculo da norma relativa e verificacdo da tolerancia |[r[|/||p}|| < tol. caso
haja convergéncia a rotina segue para a atualizacao da matriz de rigidez fisica,

se nao, retoma-se o processo iterativo
- Atualizacdo da matriz de rigidez fisica K' = K'*!

- Se 1 < numpc, retoma-se o processo incremental, se nao, fim do processo incremental-

iterativo

Alguns pontos dessa estratégia merecem especial atencao. Primeiramente, cita-se que a
atualizacao das coordenadas é feita, a cada iteragao, a partir da correcao dos deslocamentos
ou, e posteriormente, com as coordenadas atualizadas, procede—se a atualizacdo da matriz
de rigidez tangente, com degradacao da rigidez. Ressalta-se, também, que para a avaliagao
do vetor de forgas internas, utilizaram—se somente os incrementos de deslocamentos naturais,
ou,. A decomposicao dos deslocamentos, como mencionado acima, consiste na denominada,

abordagem corrotacional e permite descrever grandes deslocamentos.

Forca externa
_p’] - Trajetoria de equilibrio
Ap
Jll Q Ponto de equilibrio e atualizagio da
T matriz de rigidez fisica
Forga interna f]
—— Gradiente de forgas 1
wl| oYy e Forga externa do incremento p"
Rigidez tangente K,
—_— -
L || du; | du}  |Suj Deslocamento
LN a4 A A A
S— du}
dul
Su,

F1GURA 4.4: Método de Newton-Raphson. Adaptado de Ribeiro, 2016
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Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo, realizam aplicagoes destinadas a validar as estratégias de andlise de estruturas
em concreto armado propostas nesta dissertacao. Na verdade, em todas as aplicacoes con-
sideradas, comparam-se os resultados obtidos com as estratégias propostas com resultados

experimentais publicados na literatura técnica.

5.1 Aplicacao 1

Esta aplicacao tem por objetivo validar o processo implementado de degradagao da rigidez.
Para isso, foram calculados os valores de deslocamento verticais no meio do vao de vigas
biapoiadas ensaiadas por Alvares (1993) e mostrada na Figura 5.1. Os ensaios foram feitos
em trés grupos de vigas, sendo cada grupo composto por duas vigas com mesmos detalhes
de armadura, variando-se porém a quantidade de armadura positiva de grupo para grupo
(Figura 5.2). O resultado também foi comparado com a andlise realizada por Silva (2012) .

Os dados dos materiais, fornecidos em Silva (2012), sdo mostrados na Tabela 5.2.

P P

s JE—

80cm ‘ 80cm | 80cm ‘
\ \ | \

Figura 5.1: Viga aplicagao 1

Para a viga 1, com armadura inferior de 3 ¢ de 10mm, apresentam-se nas Tabelas 5.3 e 5.4
os valores de momento de fissuragao, plastificacao, altimo e suas respectivas curvaturas. Os
valores foram obtidos com as estratégias descritas nos apéndices A e B e comparados com
Silva (2012).

52
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FIGURA 5.2: SecOes transversais aplicagio 1

TABELA 5.1: Dados da secdo - Aplicacdo 1

Base b=12,0cm
Altura h = 30,0cm
Altura util d = 27,5cm

Posicao da armadura comprimida d' = 2,25cm

TABELA 5.2: Dados dos materiais - Aplicacao 1

Modulo de elasticidade tangente inicial do concreto  E.; = 2920kN/ cm?

Moédulo de elasticidade do aco E, = 19600k N /cm?
Resisténcia do concreto a tracao direta fet = 0,204kN/cm?
Resisténcia a compressao do concreto f. = 2,55kN/cm?
Resisténcia ao escoamento do aco fy = BOEN/cm?

Tragaram-se os diagramas momento-curvatura de uma se¢ao (constante) de cada uma das
vigas usando as estratégias mencionadas no item 3.5.2 e utilizando o processo de equilibrio
direto de esforcos na secao . A secao foi discretizada em 5 faixas e em cada faixa usaram-se
3 pontos de integracao. Respostas para S, = 1, 5 = 0,5 e para o processo de equilibrio
sao calculadas. Nota-se que as curvas obtidas fazendo [y = 0,5 tém uma descontinuidade
na passagem do estadio I para o II (vide Figuras 5.3, 5.4 e 5.5). As curvas obtidas através
do processo de equilibrio direto mostraram um comportamento proximo as curvas obtidas
com o processo de Ghali, Favre e Elbadry (2002). Ressalta-se que, no processo de equilibrio
direto, usou-se o digrama parabola-retangulo da NBR6118 (2014) e no método de Ghali,
Favre e Elbadry (2002) admite-se diagrama tensao deformacao linear (interpolagao entre o

estadio I e o II puro).

Ainda plotou-se as curvas do momento fletor em funcao da posicao da linha neutra e da
rigidez flexional em fungao do momento fletor para todas as vigas. O comportamento das

curvas ¢ como descrito em Hsu (1993).

Obtidas as curvas, partiu-se para o processo incremental iterativo nao-linear de resolugao do
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TABELA 5.3: Valores de momento de fissuracio, plastificacio e dltimo para a viga de 3 ¢ de
10mm.

Viga 1 Silva(2012) Presente Trabalho

M, 641 639,8
M, 2940 2953.6
M, 3022 2066.3

TABELA 5.4: Curvaturas referentes aos valores de momento de fissuracao, plastificacao e ultimo
para a viga de 3 ¢ de 10mm.

Viga 1 Silva(2012) Presente Trabalho

oy 8,523710°  8,550210°°
b, 1,280210~%  1,292210°
Vu 7.798z10%  7,2402101

3000

2500
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1500

M (kN.m)

1000

—o—Ghali e Favre - Silva(2012)
Ghali e Favre - 62:1.0 - Presente Trabalho

—w—Ghali e Favre - 62:045 - Presente Trabalho
—4—Eq. Direto - Presente Trabalho

—Estédio I puro

—*—Estadio II puro
| 1 1 1 |

500

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
¥ (em™) x 10"

F1cUuraA 5.3: Curva momento-curvatura para a viga de 3 ¢ de 10mm.

problema. Plotam-se as solu¢bes para o método de Ghali, Favre e Elbadry (2002), S, =1 e
Ba = 0,5, e para o processo de equilibrio direto. Também mostram-se os resultado obtidos
por Silva (2012) (Figuras 5.8, 5.9 ¢ 5.10). O peso proprio foi considerado em todas as anélises

como uma carga uniformemente distribuida de valor ¢ = 0,009k N/cm.

Os resultados da andlise, comparados aos experimentais de Alvares (1993), apresentam ex-

celente concordancia. Verifica-se, na verdade, nas curvas Pxu, (vide Figuras 5.8, 5.9 e 5.10)
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F1GURrA 5.5: Curva momento-curvatura para a viga de 7 ¢ de 10mm.

4
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FiguraA 5.6: Momento fletor em funcao da posi¢do da linha neutra.
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FiGura 5.7: Rigidez Flexional em fungdo do momento fletor.
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F1GURA 5.8: Deslocamento vertical no meio da viga com 3 ¢ de 10mm.
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F1GURA 5.9: Deslocamento vertical no meio da viga com 5 ¢ de 10mm.
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F1GURA 5.10: Deslocamento vertical no meio da viga com 7 ¢ de 10mm.

pouca diferenca entre a utilizacao do coeficiente S5 = 0,5 ou B, = 1,0. Também observa-
se 6timo desempenho do processo de equilibrio direto implementado. Ressalta-se que, em
Silva (2012), um processo simplificado de calculo de deslocamentos na viga (integrando-se
duplamente a curvatura) é adotado, e respostas menos precisas sdo obtidas. Ademais, di-
ferentemente do presente trabalho, no processo de calculo adotado por Silva (2012), ndo se

incluem efeitos de 22 ordem.

5.2 Aplicacao 2

Para testar o modelamento de se¢oes nao usuais, quaisquer, estudou-se uma viga de secao I
de concreto armado, ensaiada por Neves (2000).A viga foi divida em 12 elementos de mesmo
tamanho e suas dimensoes encontram-se na Figura 5.11 e na Tabela 5.5. No experimento
foi aplicada a carga P de 60kN em incrementos de 5kN. No presente trabalho, foram
aplicados incrementos de 1kN. Além disso foi considerado o peso proprio como uma carga
uniformemente distribuida ¢ = 0.0064746kN /m.

Adverte-se que algumas propriedades dos materiais foram adotadas segundo Nogueira (2010),

por falta de referéncias em Neves (2000). Ademais, neste trabalho, foi adotado um valor de
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FI1GURA 5.11: Viga bi apoiada e carregamento - Aplicagdo 2
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F1cURA 5.12: Sec¢do transversal - Aplicagao 2

TABELA 5.5: Dados da se¢ao - Aplicacgao 2

Base b= 20,0cm
Altura h = 30,0cm
Altura util d = 26,25cm

Posicao da armadura comprimida d' = 3, 75¢em

TABELA 5.6: Dados dos materiais - Aplicagdo 2

Modulo de elasticidade tangente inicial do concreto  FE.; = 2963.2kN/cm?

Modulo de elasticidade do ago E, = 17789,0kN/cm?
Resisténcia do concreto a tracao direta fet = 0,28kN/cm?
Resisténcia média a compressao do concreto fem = 2,80kN/cm?
Resisténcia ao escoamento do ago fy = 50kN/cm?

cobrimento da armadura longitudinal em concordéncia com a NBR6118, 2014 (vide Figura

5.12).

Primeiramente, tracou-se a curva momento-curvatura utilizando o modelo de Ghali, Favre
e Elbadry (2002) e o processo de equilibrio direto desenvolvido neste trabalho (vide Figura

5.13). Para isso, a se¢do foi fornecida segundo uma malha de 12 elementos e 12 nos, divida
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FiGura 5.13: Curva momento-curvatura - aplicacao 2.

em nove faixas e em cada faixa usaram-se 3 pontos de integracao. Assim como na Aplicagao
1, também plotou-se a curva do momento resistente em funcao da posicao da linha neutra e

a curva da rigidez flexional em func¢do do momento fletor atuante (Figura 5.14).

Discretizando-se a viga em 12 elementos, obteve-se a trajetoria de equilibrio mostrada na
Figura 5.16, em que plota-se a carga em funcao do deslocamento vertical no né central do

modelo.

Novamente, os diagramas momento-curvatura indicados na Figura 5.13 indicam boa con-
cordancia entre o processos de Ghali-Favre e de equilibrio direto. Da comparacdao com os
resultados experimentais por Neves (2000), vé-se que com o processo de equilibrio direto

proposto, a resposta obtida se aproxima mais da experimental.
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FiGuRrA 5.15: Momento fletor versus posi¢ao da linha neutra - aplicagao 2.
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FiGURA 5.16: Deslocamento vertical do meio do vao da viga analisada.
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5.3 Aplicacao 3

Afim de validar o processo de degradacao da rigidez axial implementado, estudou-se o se-
guinte pilar (Figura 5.17), sujeito a compressao centrada. Uma série de pilares foi ensaiada
por Razvi e Saatcioglu (1989), nos quais diferentes espagamentos entre os estribos sdo con-
siderados. Para fins de comparacao, escolheram-se, entre os pilares ensaiados por Razvi e
Saatcioglu (1989), aqueles com espacamento entre estribos de 35mm (pilar n° #3 em Razvi e
Saatcioglu (1989)) e de 75mm (pilar n° 4 em Razvi e Saatcioglu (1989)). As caracteristicas

da secao transversal estao na Figura 5.17, e as caracteristicas dos materiais, na Tabela 5.7

P
16cm
T | 2cm
| g 8
| o| O >
O <f 7
I —| —
: @,
g : vY
< |
< | As=Ag'=4,0212cm?

Fiaura 5.17: (a)Pilar - Aplicacao 3, (b) Secao Transversal

TABELA 5.7: Dados dos materiais - Aplicacao 3

Modulo de elasticidade tangente inicial do concreto  E.; = 3360kN/ cm?

Moédulo de elasticidade do aco E, = 21000k N/cm?
Resisténcia do concreto a tracao direta fer = 0,32kN/cm?
Resisténcia média a compressao do concreto fem = 3,20kN/cm?
Resisténcia ao escoamento do aco fy = 4TkN/cm?

O pilar foi discretizado em 7 elementos e, em cada elemento, utilizaram-se 3 pontos de inte-
gracao. Na Figura 5.19, plota-se a carga P em funcao da deformacgao €., no meio do pilar,
na secao que se encontra no segundo ponto de integracao do quarto elemento. Experimen-
talmente, para medir a deformacdo no centro do pilar Razvi e Saatcioglu (1989) colocaram

um LVDT (linear variable differential transformer) em cada face da coluna. Neste exemplo,
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utilizaram-se as curvas tensao-deformagao no concreto da NBR6118 (2014), do Eurocode2
(1999) e a curva fornecida por Razvi e Saatcioglu (1989) (vide Figura 5.18). Ressalta-se que
a secao foi dividida em 5 faixas e, em cada faixa, consideram-se 3 pontos de integracao de

Gauss.

30
25
< 20F
&
=
b 15} g
10+ :
50 ——Diagrama de Raziv e Saatcioglu (1989) | |
——Diagrama da NBR6118:2014
—Diagrama do EuroCode2
0 | 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
x107

Ficura 5.18: Carga em funcao da deformacao no centro do pilar

Nos gréficos da Figura 5.19, a comparacao com os resultados experimentais indicam maior
rigidez do modelo de anélise pelo processo de equilibrio direto, principalmente nos niveis
mais elevados de carga. Para visualizar mais claramente as curvas P-¢., apresentam-se as
curvas amplificadas na Figura 5.20. Segundo Razvi e Saatcioglu (1989), flambagem das
barras longitudinais e rigidez degradada de forma desigual no pilar causam excentricidade
nos niveis de solicitacao proximos a carga maxima do ensaio. Nesses niveis de carga, Razvi
e Saatcioglu (1989) também mencionam que as medidas feitas pelo LVDT (linear variable

differential transformer) apresentam diferengas consideraveis.



Capitulo 5. Aplicacoes

1200

1000

400

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

200

Siadee

——Eq. Direto - P. Trabalho - NBR6118:2014
——Eq. Direto - P. Trabalho - Dig. Experimental
——Eq. Direto - P. Trabalho - EuroCode2
—Raziv e Saatcioglu (1989) - Pilar *04
---Raziv e Saatcioglu (1989) - Pilar *03

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
¢ (%)
Ficura 5.19: Carga em funcao da deformacao no centro do pilar
L e S S T i S — 1
1000 —r=rr=nnp=n~ ,’/ ***** namndene
/A D
800 - ) | | | | | |
_ 27 SN R
A T L
S e
. s s s s
! 1 ——Eq. Direto - P. Trabalho - NBR6118:2014 ‘
| | ——Eq. Direto - P. Trabalho - Dig. Experimental |
200 ! | ——Eq. Direto - P. Trabalho - EuroCode2 i
1
| i i —Raziv e Saatcioglu (1989) - Pilar *04
i i ---Raziv e Saatcioglu (1989) - Pilar *03
0 I I I I I I I I I i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
< (%)

Ficura 5.20

: Carga em funcao da deformacgao no centro do pilar
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5.4 Aplicacao 4

A aplicagao 04 trata de uma coluna sujeita a uma carga P com excentricidade de 1,5cm
analisada em S. Bratina (2004). Este problema tem sido considerado por varios pesquisado-
res como um problema padrao (benchmark) para testar modelos de andlise de elementos em
concreto armado com a consideracao de nao-linearidades fisica e geométrica. As caracteris-
ticas da coluna, da discretizacao e da secao transversal estao na Figura 5.21. Esta coluna foi
ensaiada por Espion (1993), que fornece os dados dos materiais presentes na Tabela 5.8. Para
averiguagao inicial do comportamento da segao sob diversos niveis de carga axial, plotam-se
na Figura 5.22 as relagoes momento-curvatura para cargas de 0 a 400 kN, em incrementos

de 100 EN. Nota-se que o trecho linear da relagdo aumenta com o aumento da carga axial.
P P

(ezl,Scm
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A AN

@
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225cm

T A
»

A
Z d

Ficura 5.21: (a)Pilar - Aplicacao 4, (b) Discretizacdo e (c¢) Secao Transversal

TABELA 5.8: Dados dos materiais - Aplicacao 4

Moédulo de elasticidade tangente inicial do concreto  E.,, = 3360kN/ cm?

Modulo de elasticidade do aco E, = 20000k]\7/cm2
Resisténcia a compressao do concreto fem = 3,83kN/cm?
Resisténcia ao escoamento do ago fy = 46,5kN/cm?

Para verificagdo da resposta, plota-se a trajetoria de equilibrio na Figura 5.23, em que se

comparam os resultados experimentais por Espion (1993) e numéricos por S. Bratina (2004)
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FiguraA 5.22: Curva momento curvatura para diversas forgas normais solicitantes

e pelo processo de equilibrio direto proposto neste trabalho. Nas analise nesta dissertacao,
consideram-se tanto o diagrama tensao-deformacao no concreto segundo a NBR6118 (2014)
como segundo o Eurocode2 (1999). O grau de liberdade de controle (onde plota-se a resposta)
foi o horizontal do n6 superior da coluna. Na andlise aqui, com o processo de equilibrio direto,
consideraram-se 4 faixas e 3 pontos de integracao ao longo da altura da secao, enquanto na
analise apresentada am S. Bratina (2004), 5 faixas e 10 pontos de integragdo. Como vé-se

excelente concordancia com os resultados experimentais foi verificada.
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Ficura 5.23: Carga P pelo deslocamento horizontal no topo do pilar



Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, o objetivo foi construir estratégias para a andalise nao-linear fisica e geo-
métrica de porticos planos em concreto armado, com se¢oes quaisquer e rigidez variavel ao
longo do elemento. Para modelar a variacao de rigidez, inclusive em elementos de concreto
armado, onde, devido a fissuracao, a rigidez é naturalmente variavel em funcao do nivel de
solicitacdo, emprega-se a formulacao especial do Método da Rigidez Direta apresentada no
capitulo 2, que permite a obtencao da matriz de rigidez do elemento de portico nas situagoes
mais gerais possiveis de variacao de caracteristicas fisicas e geométricas. Particularmente
para elementos em concreto armado, adotou-se uma estratégia baseada no equilibrio direto
de esforcos para determinar os parametros de rigidez flexional, k, e axial, k,, nas secoes
do elemento. Além dessa estratégia de equilibrio direto, também empregou-se o método de

Ghali-Favre para medir essas rigidezes.

No que tange as estratégias para a consideracao da nao linearidade fisica, ressalta-se que,
o modelo de Ghali e Favre limita-se exclusivamente a casos em que haja tracao envolvida.
Desse modo, o processo restringe-se aos casos de tracao pura, flexao simples e de flexo-
tracao com resultante de forca normal dentro do nticleo central do elemento. Nesses casos,
verifica-se porém que o modelo fornece bons resultados. Ja no modelo de equilibrio direto
da secao transversal, a degradacao da rigidez é feita de forma geral, diretamente a partir da
consideracao do diagrama tensao-deformacao no aco e no concreto, de modo que o processo
se aplica a todas as situagoes possiveis, quer dizer, também nos casos em que as segoes
do elemento estejam integralmente sob tensao de compressao (flexo-compressao de pequena
excentricidade). Vé-se que a implementacao das faixas de integragdo ao longo da secao,
necessarias ao calculo do esforgos resistentes, apresenta bom desempenho, demandando em
geral nao mais que trés pontos de integracao para convergéncia. Note que, por ocasiao da
implementacao das faixas de integracao, a geometria da secao transversal é descrita por meio
de uma malha de elementos para discretizacao do contorno, que possibilita modelar secoes

de forma geométrica quaisquer.

Nas aplicacgoes realizadas percebe-se a eficiéncia dos modelos desenvolvidos. Nos problemas 1
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e 2 foram modeladas vigas sujeitas a cargas pontuais e ao peso proprio. Verifica-se que os re-
sultados via Ghali e Favre e via equilibrio direto da se¢ao apresentam excelente concordancia
com os experimentais. Atencao especial da-se & aplicacao 2, em que se faz a modelagem de
uma secao I em concreto armado, mostrando a eficiéncia do processo proposto na considera-
cao de secoes quaisquer. Na aplicacao 3 foi modelado um pilar sujeito a compressao centrada.
Ressalta-se, nessa aplicacao, a comparacao feita entre os diagramas tensao-deformacao im-
plementados e o diagrama fornecido pelo trabalho de Razvi e Saatcioglu (1989). Nota-se boa
correspondéncia entre os resultados obtidos com os diversos diagramas tensao-deformacao.
Em geral, neste problema, salvo o trecho da trajetéria de equilibrio nas proximidades da
carga ultima do ensaio (em que se observam, nos ensaios, flambagem longitudinal das barras
longitudinais e degradagdo nao uniforme de material), ha boa concordancia entre os resul-
tados experimentais e aqueles obtidos com o processo proposto de equilibrio direto. Aqui,
o modelo de degradacao segundo Ghali-Favre nao se aplica. Na aplicagdo 4, destaca-se o
funcionamento da estratégia para tracar as curvas momento-curvatura, que foram obtidas
para diversos niveis de carga axial (Figura 5.22). Vé-se aqui excelente concordancia entre
a trajetoria de equilibrio obtida experimentalmente por Espion (1993) e pelo presente pro-
cesso de equilibrio direto proposto no trabalho. Menciona-se que nao foi possivel obter a
trajetoria completa de equilibrio nos problemas 3 e 4 porque o método de solugcao nao-linear
empregado, de Newton—Raphson com controle de carga, nao possibilita a passagem por um

ponto limite de carga.

Por fim, conclui-se que a estratégia adotada neste trabalho, na simulacao da rigidez varia-
vel de elementos estruturais com secoes geométricas quaisquer, combinada com o processo
proposto por Ghali e Favre (quando possivel a sua aplica¢do) e com o processo de equili-
brio direto da se¢do, mostrou-se muito eficaz para a consideragao da nao-linearidade fisica e
geométrica de estruturas em concreto armado. Sendo estes processo fundamental para o pro-
jeto de estruturas em concreto armado, as quais constituem-se, pelo processo de fissuragao,

essencialmente de elementos com rigidez variavel.

6.1 Sugestoes para trabalhos futuros

- Inclusao dos efeitos da nao-linearidade fisica na rigidez ao cisalhamento k,;

- Extensao da base computacional para interacao solo-estrutura em ago e concreto ar-

mado via formulagao acoplada FEM-BEM;

- Extensdo dos processos nao-lineares (fisicos e geométricos) discutidos nesta pesquisa

ao modulo de analise de estruturas espaciais do programa NAESY;

- Analise de estruturas com ligacdes semirrigidas.
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Apéndice A

A.1 Propriedades nos Estadios I e 11

Nesta secao, apresentam-se processos para calculo das propriedades geométricas de segoes
transversais de concreto armado, admitindo-se que a se¢ao encontra-se em dois estados distin-
tos, a saber, nos estadios I e II. No estadio I admite-se que secao esteja integra, nao fissurada.
Ja no estadio 11, despreza-se o concreto tracionado, situado abaixo da linha neutra (Figura
Al).

Segéao no estadio I Se¢&o no estadio II

Armadura

Armadura

Area de n=1 Area de n=1 )
concreto n—2 concreto ne? o dElelrpelrlltos a/ctlma
vy comprimida y y a lin ,a.neu ra
t| Jn t n do estadio IT
n;:3 Area de
n=ns concreto

tracionada
desprezada

Ficura A.1: Secao transversal - Estadios I e 11

A.1.1 Linha Neutra

A linha neutra ou eixo neutro é definida pelos pontos da secao transversal com deformacao
normal nula. No caso de flexdo simples, vé-se que o momento estatico da secao em relagao
a este eixo é zero. Neste trabalho, parte-se deste principio para a obtencao da linha neutra

nos estadio I e II.
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Linha Neutra - Estadio I

Como mencionado acima, sabe-se que na flexao simples o momento estatico em relacao a
posicao da linha neutra é zero e que no Estadio I a se¢ao estéa integra. Portanto a expressao

para o momento estético fica

Yt n 0
Mg = / ydA + CVZ [Asjysj] + / —ydA=0 (Al)
0

j=1 Yo
sendo n o nimero de camadas de armadura, A,; a drea de aco da camada, y,; a distancia

da camada de aco até a posicao da linha neutra e «a é o coeficiente de homogenizacao, que

pode ser calculado por

a=— |, (A.2)

onde Ey é o modulo de elasticidade longitudinal do aco e E. é o modulo de elasticidade

longitudinal do concreto.

Linha Neutra - Estadio 11

No estadio I, a area de concreto situada abaixo da linha neutra encontra-se fissurada devido
aos esforcos de tracao e, desta forma, despreza-se a contribuicao da area tracionada no céalculo

do momento estatico. Sua expressao fica

Yt n
Mg = / ydA + « Z [Asjysi] =0 . (A.3)
0

Jj=1

Para secdes quaisquer, as Equacoes A.1 e A.3 devem ser resolvidas por tentativa. Deste
modo foi implementado um esquema iterativo para obtencao das posicoes de linha neutra
nos estadios I e II. Este algoritmo procura a posicao da linha neutra sob condicao de que o
momento estatico da secao se anule. O algoritmo proposto ¢ o mesmo para os dois estadios,

e denota-se no estadio I, M, = My, e no estadio I, My = M;;.

Algoritmo para obtencao da linha neutra

1. Arbitra-se como posi¢ao inicial da l.n., y© = h/2, onde h/2 é a metade da altura da
secao. Entao para iteragoes i = 1,2, ..., até a convergéncia, para uma dada tolerancia,

calcula-se 0 momento estatico da segao em concreto armado, M, em relacao a l.n.
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- Se | M| < tol fim y, = ¢,
- Se | M| > tol passo 3

2. Determina-se a posigao da l.n. na proxima iteragao, ¥ , pela expressao

- SeMS>t0l—>y;+1:yf;—g%
- SeMs<tol—>y;+1:y;+§’—§t

3. Translagao da origem do sistema de referéncia para a nova posi¢ao da lLn., y't! e
atualizacao das coordenadas dos elementos que definem o contorno da se¢ao (usada no

calculo de M, vide Figura A.1) e volte para o passo 2.

Ao fim do processo, tem-se a linha neutra no estadio I ou no estadio II de acordo com a
expressao de M, considerada. A linha neutra no estddio I serd designada por ynl e no

estadio II, por ynilI.

A.1.2 Area e Momento de Inércia da Secao

A 4rea da segdo de concreto (sem ago) e momento de inércia foram calculados via integrais
de contorno. A Figura A.2 mostra a malha de contorno da secao transversal e o detalhe
de cada elemento da malha. Para o estadio I a secao foi considerada integra, ou seja, toda
area geométrica da secao foi contabilizada. Ja no estadio II, apenas a area acima da linha
neutra foi contabilizada vide Figura A.1. As expressoes integrais de contorno empregadas

sao mostradas a seguir

> 7

Ficgura A.2: Malha de contorno e elemento genérico de contorno
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Ac:/QdQ:/Q%:émzdr , (A1)

A area total transformada (ago + concreto) é dada por

Ay=A+ad Ay (A.5)

J=1

sendo A; a area da secao equivalente no estadio I ou no estadio II de acordo com os elementos
considerados na integracao da Equacao A.4. O momento de inércia em torno de z é calculado

de forma similar como segue

2
1. :/deQ = / Oy’ = j{nydeF , (A.6)
0 o Ox r

sendo que no estadio I todos elementos da malha de contorno sao considerados na integracao.

J& no estadio Il apenas os elementos acima da linha neutra serao considerados. O momento

de inércia total (ago + concreto) é dado por

I, =1.+ aZAsjysj ) (A7)

Jj=1

A 4rea da secdo considerando o estadio I é designada, A;, e no estadio II, A;;. De forma

analoga para os momentos de inércia tem-se I; e I;;

A.2 Esforcos nos Estadios I e 11

Para utilizagao do modelo de Ghali e Favre é necessario determinar os pontos do diagrama
momento-curvatura que sao o momento de inicio de fissuracao da secao, M,., a curvatura cor-
respondente a este momento,,, 0 momento de escoamento das armaduras, M, e a curvatura
correspondente, 1,. Também precisa-se determinar o valor do esfor¢o normal de fissuragao ,
N,., e a deformagcao axial correspondente, .. Para isso, utilizam-se as propriedades geomé-

tricas determinadas acima.

A.2.1 Momento de inicio de fissuracao, M,

O momento de fissuracao é obtido fazendo

Mr = OéeWbotfct ) (AS)
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sendo a, um coeficiente que relaciona a resisténcia do concreto obtida no ensaio de tracao
com a resisténcia a flexao e Wy, 0 modulo elastico, calculado como Wy = I7/(h — ynz). De

posso de M, pode-se obter 1, segundo a relagao

A.2.2 Momento de plastificacao das armaduras, M,

O momento de plastificacao das armaduras é dado por

M. — Jykli

= s (A.10)

sendo fyk a tensao de escoamento da armadura e d a altura util da camada mais externa
das armaduras. Ressalta-se que esta expressao contabiliza apenas o inicio do escoamento da
armadura, ou seja, quando existem mais de uma camada de aco o modelo nao capta este

fenomeno. Assim, com o valor de M, calcula-se 9,

Mp
= ) A1l
EC][I ( )

Uy

A.2.3 Normal de inicio de fissuracao, N,

Determina-se o normal de fissuracao e a deformacao axial correspondente pelas expressoes

N'I‘ = fctAI s (A12)

N
E.A;

(A.13)

Er =
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Apéndice B

B.1 Determinacao do Momento Ultimo de uma Secao de

Concreto Armado

Como mencionado, admitiu, no modelo de Ghali e Favre, que o estadio I1I seja descrito uma
relacdo linear (vide Figura B.1). Para isso foi necessario determinar o momento tltimo da
secao. Uma estrategia similar ao processo de equilibrio direto foi empregada, no entanto,
aqui, a deformacao na fibra mais comprimida de concreto foi fixada em 3, 5%0 e como trata-se

de flexao simples, |Ny| = 0,0. Abaixo descreve-se o algoritmo implementado

,7 Estadio II com
colaboragéo do 4
/ concreto entre 4
as fissuras 7~ -

. Estadio IT puro

<V

. Estadio II Estadio 111

< Lll ;l
< r|‘ rl‘ 14

Estadio I

Ficura B.1: Diagrama momento-curvatura e estadios
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1. Arbitra-se, inicialmente, uma posi¢ao de linha neutra, y° = y/ = h/2, sendo h a altura
da secgao, e a deformagao na fibra mais comprimida do concreto (superior) é fixada,
Eo = 3, 5%0

2. Calcula-se as forcas e os momentos nas camadas de aco e no concreto , obtém-se,
Nr:Fc"'Z?:lFsi € Mr:Mc"f_Z?:lFsiyi

3. Calculam-se o desequilibrio entre o normal resistente e o normal solicitante, |V,.| — | Ny|
e Se ||N,| — |Ny4|| < tol, passo b
e Se ||N,| — |Ny|| > tol, passo 4
4. Determina-se a posigao da linha neutra, y/', da proxima iteragao
o Se [N —|Ny| < 0,0 yit!t = yi + 2
o Se |N,| — Ny > 0,0 = yit! =yi —
— Passo 2
5. My = M, e Ynrir = v,

Assim, obtém-se 0 momento ultimo da secao, M, e a linha neutra do estadio III. Ressalta-se

que sao considerados os diagramas tensao-deformagao mencionados no capitulo 03.

A curvatura relativa a este estadio é dada por,
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