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RESUMO

Galvao, Alexandre da Silva; Gongalves, Paulo Batista; Silveira, Ricardo Azoubel
da Mota. Instabilidade estitica e dinimica de porticos planos com ligacdes
semi-rigidas. Rio de Janeiro, 2004. 245p. Tese de Doutorado — Departamento de
Engenharia Civil. Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

O principal objetivo deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um programa
computacional para a analise ndo-linear estatica e dindmica de podrticos planos
com ligagdes flexiveis (semi-rigidas). Inicialmente ¢ apresentada a metodologia
de solucdo nao-linear e as formulacdes dos elementos finitos adotados na base
computacional implementada. Em seguida, sdo estudados varios exemplos de
sistemas estruturais estaticos com caminhos de equilibrio fortemente ndo-lineares
com a finalidade de testar os programas implementados. Entdo ¢ apresentada a
formulacao do problema dindmico com a definicdo das equagdes diferenciais
ordinarias de movimento e as expressoes das matrizes de massa e amortecimento.
A solugao desse sistema de equagdes diferenciais ordinarias ¢ obtida por métodos
de integragdo numérica implicitos ou explicitos. Alguns destes métodos sdo
apresentados neste trabalho e incorporados ao programa computacional em
conjunto com estratégias adaptativas de incremento automatico do intervalo de
tempo de integragdo At. Por fim, o sistema computacional desenvolvido ¢
utilizado na modelagem e obtengdo da resposta estrutural estatica e dindmica de
alguns sistemas estruturais planos com comportamento eminentemente nao-linear.
Através destes resultados sdo analisados alguns fendmenos importantes de
instabilidade estatica e dindmica, bem como possiveis mecanismos de colapso € a

influéncia de parametros fisicos e geométricos no comportamento estrutural.

PALAVRAS-CHAVE

Instabilidade estrutural; dinimica estrutural; nio-linearidade geométrica;

ligagdes semi-rigidas; porticos planos.
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ABSTRACT

Galvao, Alexandre da Silva; Gongalves, Paulo Batista; Silveira, Ricardo
Azoubel da Mota (advisors). Static and dynamic instability of plane frames
with semi-rigid connections. Rio de Janeiro, 2004. 245p. D.Sc. Thesis —
Departamento de Engenharia Civil. Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

The main objective of this thesis is to develop a numerical methodology for
the nonlinear static and dynamics analysis of plane frames with semi-rigid
connections. Initially, the formulations of the adopted finite elements are
presented and implemented together with numerical methodologies for the
solution of the non-linear equilibrium equations. Then, some examples of strongly
nonlinear structural systems under static loads are studied to check the
methodology. Subsequently, the ordinary differential equations of motion are
derived and the corresponding damping and mass matrices are presented. The
solution of this system of ordinary differential equations is obtained by implicit or
explicit numerical integration methods. Some of these methods are presented in
this work and incorporated into the computational program together with adaptive
strategies for the automatic increment of the time step At. Finally, the
computational system here developed is used to study the static and dynamic
response of some plain structural systems with an inherent nonlinear behavior. A
detailed parametric study is carried out to identify the influence of physical and
geometric parameters on the structural behavior. This enables the analysis of some
important static and dynamic instability phenomena and identification of possible

mechanisms of collapse.

KEY-WORDS

Structural instability; structural dynamic; geometric nonlinearity; semi-rigid

connections; plane frames.
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1
INTRODUGAO

1.1
CONSIDERAGOES INICIAIS E OBJETIVOS

Consideragdes praticas de projeto obrigam o engenheiro calculista a fazer
verificagdes quanto a resisténcia e a estabilidade de sistemas estruturais.
Adicionalmente, problemas relacionados com o estado limite de utilizacdo desses
sistemas também precisam ser analisados de forma cuidadosa.

O desenvolvimento de novos materiais, de novas técnicas construtivas, bem
como a disponibilidade de recursos computacionais e fatores econdmicos, entretanto,
tem motivado o emprego de elementos estruturais cada vez mais leves e esbeltos
nesses projetos. Porém, sabe-se que, a medida que se aumenta a esbeltez de um dado
elemento estrutural, o seu mecanismo de colapso pode sofrer significativas mudangas
qualitativas. Assim, problemas relativos a perda de estabilidade sob cargas estaticas e
dindmicas, bem como vibragdes indesejaveis, podem surgir. Particularmente isto ¢
bastante comum em projetos envolvendo estruturas metélicas reticuladas.

Portanto, a analise numérica ndo-linear dessas estruturas se torna cada vez mais
relevante. Essa analise ndo-linear consiste basicamente em introduzir no modelo
numérico ¢ formulagdes a serem usadas, todos os fatores considerados relevantes e
que permitam o analista conhecer os possiveis mecanismos de colapso da estrutura.
Dentre os fatores considerados relevantes a serem incluidos na analise destacam-se:
os efeitos decorrentes dos grandes deslocamentos e rotagdes que o sistema estrutural
pode sofrer, a flexibilidade das conexdes e as imperfeigdes iniciais, como as
geométricas e de carregamento.

Assim, muitos pesquisadores t€ém se empenhado e direcionado suas pesquisas
para o desenvolvimento de metodologias praticas e eficientes para uma andlise ndo-
linear de sistemas estruturais. Esta tese ¢ uma continua¢do natural de uma série de
pesquisas focadas neste objetivo. Dentre essas, vale destacar as pesquisas de Silveira

(1995), Galvao (2000, 2001), Rocha (2000) e Pinheiro (2003), que desenvolveram em
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linguagem Fortran (Fortran PowerStation 4.0, 1994-1995), um programa
computacional capaz de realizar a andlise ndo-linear de sistemas reticulados planos.
Em Silveira (1995) estdo os procedimentos numéricos necessarios para a obten¢do da
resposta de sistemas estruturais esbeltos com restrigdes de contato; ja Galvao (2000)
estudou e implementou varias formulacdes ndo-lineares de elementos de viga-coluna;
em Rocha (2000) sdao desenvolvidas estratégias de solucao nao-linear que permitem o
tracado de forma completa do caminho ndo-linear de equilibrio; Galvao (2001)
adicionou ao sistema a possibilidade de se realizar a andlise de vibracdo em treligas e
porticos planos e espaciais; e, recentemente, Pinheiro (2003) implementou
formulagdes nao-lineares para a analise de treligas planas e espaciais, bem como a
possibilidade da modelagem de porticos com ligagdes semi-rigidas. Paralelamente,
varios trabalhos foram desenvolvidos nesta linha de pesquisa sobre ferramentas de
analise qualitativa e quantitativa das oscilagdes nao-lineares de sistemas estruturais
suscetiveis a grandes deslocamentos usando modelos de baixa dimensao, isto &,
modelos com poucos graus de liberdade. Dentre esses trabalhos deve-se mencionar as
teses de Machado (1993) e Santee (1999), que implementaram diversos algoritmos
para a analise de oscilagdes nao-lineares, ¢ Del Prado (2001), que usou estas
ferramentas para analisar as oscilagdes ndo-lineares e instabilidade dinamica de
cascas cilindricas. Cabe também citar a tese de Pinto (1999) e Beneveli (2002), que
estudaram o controle de vibragdes ndo-lineares de estruturas flexiveis.

As referéncias citadas forneceram a base computacional para as
implementacdes realizadas neste trabalho, cujo objetivo principal € a obtencdo da
resposta nao-linear, estatica e dinamica, de sistemas estruturais reticulados planos
com ligagdes rigidas e semi-rigidas. Aten¢do especial ¢ dada a formulacdo do
problema dindmico nao-linear e aos algoritmos empregados na sua solugdo. Foram
entdo desenvolvidos e implementados métodos de integragdo numérica (explicitos e
implicitos) que possibilitam a andlise dinamica de porticos com a incorporagdo da
flexibilidade das conexdes das barras. Juntamente com esses métodos foram
utilizadas estratégias adaptativas que permitem o controle automatico dos
incrementos de tempo no processo de integracdo das equacdes diferenciais do

movimento.
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Por fim, destaca-se que o presente trabalho ¢ parte integrante da linha de
pesquisa ‘Instabilidade e Dinamica de Estruturas’ do Programa de Po6s-Graduacao

em Engenharia Civil da PUC-Rio.

1.2
ORGANIZAGAO DO TRABALHO

Ainda neste capitulo, na Secdo 1.3, ¢ feita uma pequena revisdao bibliografica
onde aten¢do especial ¢ dada aos trabalhos recentes sobre formulacdes e estratégias
de solugdo dos problemas estaticos ¢ dinamicos ndo-lineares.

No Capitulo 2 ¢ feita uma explanacao geral sobre o problema estrutural estatico
nao-linear, onde inicialmente sdo introduzidos os tipos de referenciais e em seguida a
definicdo da formula¢do do elemento finito ndo-linear de viga-coluna. Depois sdo
discutidas as modificagdes necessarias para que ele incorpore os efeitos devido a
flexibilidade (ou semi-rigidez) das conexdes estruturais. A metodologia de solugdo
nao-linear implementada ¢ apresentada no final do referido capitulo.

No Capitulo 3 sdo realizadas andlises estaticas de alguns sistemas estruturais
com respostas fortemente ndo-lineares. Em particular, a atengdo ¢ voltada a analise
paramétrica envolvendo dois sistemas estruturais classicos: o arco senoidal abatido e
os porticos em L.

No Capitulo 4 ¢ formulado o problema estrutural dindmico com a defini¢ao das
equagdes diferenciais ordindrias de movimento que caracterizam o equilibrio do
sistema. Em seguida, sdo apresentadas as expressdes das matrizes de massa para o
elemento finito com ligacdes rigidas e flexiveis. O problema de vibragdo livre e os
procedimentos usados neste trabalho para se calcular as freqiiéncias naturais e os
modos de vibragdo sdo entdo estudados. Por fim, sdo apresentados os métodos de
integragdo direta e as estratégias de adaptatividade do incremento de tempo, que
juntos serdao usados na obtencao da resposta transiente linear e ndo-linear do sistema
estrutural.

O Capitulo 5 apresenta as analises numéricas dos problemas estruturais

dinamicos lineares e nao-lineares. Mais uma vez, atengao especial ¢ dada ao arco
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senoidal abatido e aos porticos em L, dando continuidade assim ao estudo
paramétrico iniciado no Capitulo 3.

Por fim, no Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes relativas ao emprego e
implementacdes das diversas formulagdes e metodologias utilizadas nas andlises
numéricas dos Capitulos 3 e 5. Em seguida sdo apresentadas algumas sugestdes para

o desenvolvimento de pesquisas futuras.

1.3
REVISAO BIBLIOGRAFICA

Formulagdes ndo-lineares para o elemento de viga-coluna em referenciais
Lagrangianos total e atualizado (RLT e RLA) foram propostas por varios
pesquisadores, dos quais pode-se citar: Wen et al. (1983); Chajes et al. (1987); Goto
et al. (1987); Wong e Loi (1990); Alves (1993); e Torkamani et al. (1997).
Adicionalmente, Yang e Kuo (1994) sugeriram que o vetor de for¢as internas poderia
ser calculado através de duas abordagens: uma usando os deslocamentos naturais
incrementais e a outra através da rigidez externa. Ja Pacoste e Eriksson (1995 e 1997)
introduziram, baseados numa formulacdo em RLT, relagdes deformacao-
deslocamento nado-lineares através de funcdes trigonométricas. Galvao (2000)
implementou e comparou, através da andlise de varios problemas estruturais, a
eficiéncia computacional de varias formulagdes de elementos finitos de porticos
planos.

Entre os estudos que abordam a importancia da inclusdo da ndo-linearidade
geométrica na andlise estrutural, destacam-se: Fonte (1992) e Banki (1999), que
estudaram o comportamento nao-linear de edificios; e Anchieta Jr (2001), que
analisou torres de transmissao.

Nos ultimos tempos, varios pesquisadores tém estudado e desenvolvido
formula¢des com o objetivo de examinar o comportamento ndo-linear de estruturas
metalicas aporticadas, onde, mais especificamente, a inclusdo da ndo-linearidades

fisica na andlise tem recebido grande atengdo. Dentro dessa linha de pesquisa
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destacam-se os trabalhos de Chen e Sohal (1995) e de Chan e Chui (1997, 2000).
Esses ultimos pesquisadores adotaram o conceito da ‘se¢do montada’ para levar em
consideracgdo a plastificagdo na secdo. Merece ainda destaque o artigo de Liew et. al.
(2000) e os publicados recentemente por Ochoa (2004) ¢ Zhou e Chan (2004a,
2004b). No Brasil, a andlise inelastica de sistemas estruturais metalicos tem
despertado interesse de grandes centros de pesquisa e varias dissertagdes e teses ja
foram concluidas envolvendo esse tema (Martins, 1999; Landesman, 1999; Carneiro,
2000; Assaid, 2001).

A solucdo de sistemas de equagdes nao-lineares e, em particular, a obtengao dos
caminhos de equilibrio de sistemas estruturais suscetiveis a flambagem ¢ em muitos
casos um problema de dificil solu¢do. Assim, juntamente com as pesquisas relativas
ao desenvolvimento de formulagdes ndo-lineares (fisica e geométrica), muitos
trabalhos tém sido produzidos com a finalidade de se determinar a melhor estratégia
de solug¢dao de sistemas de equacdes ndo-lineares. Os métodos que t€ém mostrado
maior eficiéncia sdo os que combinam procedimentos incrementais e iterativos. Como
trabalhos pioneiros, podem ser citados: Mallet e Marcal (1968), que utilizaram
iteracdes do tipo Newton; e Zienkiewicz (1971), que apresentou uma modificagdo no
método de Newton-Raphson, fazendo com que a matriz de rigidez s6 fosse atualizada
a cada passo de carga. Nos ultimos anos, diversos trabalhos vém apresentando
diferentes estratégias de controle automdtico do processo incremental, bem como
diferentes estratégias de iteragcdo. Utilizando um ‘pardmetro de rigidez corrente’
como indicador do grau de nao-linearidade do sistema estrutural, Bergan et al. (1978)
e Bergan (1980) suprimiram as iteracdes de equilibrio nas zonas criticas da trajetoria,
até os pontos limites serem atravessados.

Batoz e Dhatt (1979) apresentaram uma técnica na qual o ciclo iterativo ¢
realizado ndo a carga constante, mas a deslocamento constante; Riks (1972)
apresentou um método, baseado no parametro comprimento de arco Al, capaz de
obter o tracado completo do caminho de equilibrio da estrutura; Meek e Tan (1984)
apresentaram um resumo das principais técnicas para se ultrapassar os pontos limites,

das quais a técnica do comprimento de arco foi reconhecida como uma das mais
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eficientes. Contribuiram, adicionalmente, com essa técnica: Riks (1979), Ramm
(1981) e Crisfield (1981 e 1991).

Yang e Kuo (1994) introduziram estratégias de incremento de carga e iteragao
baseadas num pardmetro de rigidez generalizado; Krenk (1993, 1995) elaborou uma
estratégia de iteragdo usando a condicdo de ortogonalidade entre o vetor de forcas
residuais e o vetor de deslocamento incremental; e em Crisfield (1997) sao
encontrados procedimentos numéricos que permitem avaliar com precisdo os pontos
criticos existentes nas trajetorias de equilibrio.

Joaquim (2000) implementou e testou a performance de técnicas numéricas
para solugdo de problemas estaticos ndo-lineares. Numa dessas técnicas ele empregou
o comprimento de arco cilindrico junto com um acelerador de convergéncia do tipo
‘line-search’. Com a mesma base computacional utilizada no presente trabalho,
Silveira et al. (1999a, 1999b) desenvolveram uma metodologia geral de solugdo de
sistemas de equagdes algébricas ndo-lineares. Em sua dissertacdo de mestrado, Rocha
(2000) realizou um estudo comparativo detalhado de vérias estratégias de iteracdo e
incremento de carga.

Nos projetos de estruturas metalicas tradicionais, os porticos bi ou
tridimensionais sdao usualmente analisados com a simplificagdio de que o
comportamento da ligacdo viga-coluna pode ser idealizado através dos casos
extremos, a saber: ligagdes rotuladas (onde nenhum momento ¢ transmitido entre a
coluna e a viga e esses elementos se comportam de forma independente) e rigidas
(onde o angulo entre os eixos da coluna e viga ndo se altera quando a estrutura se
deforma). Nas estruturas reais, entretanto, investigacdes experimentais tém
demonstrado que a maioria das conexdes entre os elementos estruturais metalicos
deve ser tratada como ligacdes semi-rigidas, usando curvas momento-rota¢do para
descrever o seu comportamento. Torna-se necessario, portanto, incorporar o efeito da
resisténcia e da flexibilidade (ou rigidez) da ligacao na analise do sistema estrutural e
dessa forma representar o comportamento verdadeiro do poértico.

A bibliografia especializada relata que o primeiro trabalho desenvolvido para
avaliar a rigidez de uma ligag¢do foi realizado na Universidade de Illinois, em 1917

(Wilson e Moore, 1917). Desde essa época, € mais recentemente com a popularizagao
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do uso da solda ¢ dos parafusos de alta resisténcia, tem sido demonstrado um
crescente interesse no estudo e no uso de ligagdes semi-rigidas em estruturas
metalicas. Como ja mencionado, outro fator importante para o avango das pesquisas
sobre o comportamento das ligagdes foi o desenvolvimento verificado na area da
computacdo, o que possibilitou o uso de equipamentos e técnicas sofisticadas para a
analise e tratamento dos modelos experimentais e para o refinamento dos modelos
matematicos desenvolvidos.

Entre os principais trabalhos surgidos nos ultimos anos que tratam da anélise
nao-linear estatica de porticos com conexdes semi-rigidas destaca-se o de Sekulovic e
Salatic (2001), que propuseram um elemento de viga-coluna hibrido. Esse ultimo
artigo esta relacionado ao de Sekulovic e Malcevic (1994), que trata da andlise de
segunda ordem de porticos. Outros trabalhos que apresentam formulacdes para
analise de porticos com ligagdes semi-rigidas sdo os de Lui e Chen (1988), King
(1994), Simdes (1996) e Xu (2001).

Varios outros trabalhos tratam da predi¢do do comportamento ndo-linear de
conexoes semi-rigidas, seja através da modelagem por elementos finitos (Lima et al.
2002) ou através de banco de dados contendo os valores de momento ¢ rotagdo
oriundos de ensaios experimentais (Chen e Kishi, 1989; Abdalla e Chen, 1995).

Nas tultimas décadas, varios pesquisadores propuseram formas de se aproximar
o comportamento momento-rotacdo de ligacdes semi-rigidas através de modelos
analiticos, matematicos ou mistos. Entre os principais trabalhos, encontram-se os de
Richard e Abbott (1975), Frye e Morris (1975), Ang e Morris (1984), Lui e Chen
(1986, 1988), Kishi ¢ Chen (1986a, 1986b), Al-Bermani et al. (1994) e Zhu et al.
(1995), entre outros.

Utilizando a base computacional inicialmente desenvolvida por Silveira (1995)
e expandida por Galvao (2000), Pinheiro (2003) implementou trés formulacdes de
elementos de viga-coluna com conexdes semi-rigidas e varias possibilidades de
curvas momento-rotacdo para aproximar o comportamento da ligacdo. Os trabalhos
de Chen e Lui (1991), Chan e Chui (2000) e Sekulovic e Salatic (2001) foram de

fundamental importancia para o desenvolvimento da dissertacao de Pinheiro (2003).
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Portanto, a estabilidade elastica e inelastica de podrticos planos com ligagdes
rigidas e flexiveis, sob carregamento estatico, tem sido extensivamente estudada nas
ultimas décadas, porém, problemas envolvendo carregamento dindmico dessas
estruturas tém recebido atenc¢do limitada (Xue e Meek, 2001).

Por outro lado, a engenharia estrutural vem cada vez mais concebendo sistemas
estruturais que ndao podem ser analisados e dimensionados sem que os efeitos
dinamicos sejam considerados. Portanto, existe uma demanda crescente por sistemas
computacionais com recursos para analise dinamica linear e nao-linear. Atentando a
esse fato, nos ultimos anos, varias teses e dissertacoes vém sendo desenvolvidas em
instituigdes brasileiras focalizando os estudos na analise dinamica de estruturas. Entre
elas podem ser citadas: Vianna (1991), que modelou as ndo-linearidades por meio de
elementos especiais de amortecimento e de contato, e utilizou os métodos Hilber,
Hughes e Taylor para integragdo no tempo; Pires (1992), que apresentou uma
formulacdo para a andlise ndo-linear geométrica (estatica e dindmica) em estruturas
treligadas; Fernandes Jr. (1995), que abordou o problema dinamico de porticos planos
de aco sob carregamentos transientes com consideragdo de formagdo de rotulas
plastica, onde excitacdes dinamicas de curta duragdo e grande intensidade foram
consideradas; Soares Filho (1997), que estudou o problema dindmico de porticos
planos com ligagdes semi-rigidas nos regimes eldstico e elastoplastico através de
recursos da programacao matematica, e abordando o problema de vibragdes forgadas
através do método da superposicdo modal e integracio de Newmark; De Paula
(2001), que apresentou uma formulagdo de modelos numéricos para estruturas
reticuladas planas considerando as ndo-linearidades fisica e geométrica.

Para a analise dindmica ndo-linear de estruturas, os métodos mais convenientes
e, portanto, mais utilizados, sdo os métodos de integracao implicitos, em particular os
da familia de Newmark (Chan e Chui, 2000). Algoritmos de integracdo direta,
explicitos e implicitos, sdo fartamente apresentados na literatura. Destacam-se aqui os
livros classicos de elementos finitos como o Bathe (1995) e o Cook et al. (1989). Em
1988, Dokainish e Subbaraj publicaram dois artigos importantes (Dokainish e
Subbaraj, 1988; Subbaraj e Dokainish, 1988) em que foram discutidas e apresentadas

alternativas de implementagcdo para diversos métodos de integragdo explicitos e
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implicitos para analise estrutural linear e nao-linear. Nos ultimos anos, buscando-se
eliminar as altas freqiiéncias da resposta dindmica, tem-se pesquisado algoritmos com
dissipagdo numeérica controlada. A principal dificuldade no desenvolvimento de
desses algoritmos esta na definicdo do amortecimento numérico nas altas freqii€ncias
sem introduzir um excessivo amortecimento em importantes modos de vibragdo de
baixas freqliéncias. Varios algoritmos implicitos com dissipacdo numérica foram
desenvolvidos com esse objetivo, como por exemplo, o método Wilson-0 (Wilson et
al, 1973), o método de aH-Newmark (Hilber e Hughes, 1978) e o método de aB-
Newmark (Wood et al., 1980).

Com o objetivo de se melhorar a eficiéncia dos métodos de integragdo direta,
sem, no entanto, diminuir a sua precisdo, foram desenvolvidos procedimentos
adaptativos para selecionar o maior incremento de tempo possivel para o proximo
passo do processo de solucdo. Entre os trabalhos envolvendo esse tema, citam-se:
uma estratégia adaptativa que monitora o erro de truncamento no método Runge-
Kutta (Press et. al., 1992); e uma estratégia adaptativa introduzida por Jacob (1990),
baseada no trabalho de Bergan e Mollestad (1985), para algoritmos implicitos da
familia de Newmark. Em 1996, De Cassia (1996) utilizou trés estratégias adaptativas
distintas, uma no espaco e duas no tempo, na andlise dindmica bidimensional de
problemas continuos elasto e visco-plasticos.

Finalmente, a analise transiente linear e ndo-linear de vigas e poérticos com
conexdes semi-rigidas, bem como o estudo dos problemas de vibragdo associados
com esses sistemas estruturais, podem ser encontrados nos artigos de Shi e Atluri
(1989), Chan (1994), Chui e Chan (1997), e Sekulovic et al. (2002). Esses ultimos
autores obtiveram a resposta dinamica nado-linear de sistemas estruturais com ligagdes
semi-rigidas também considerando a excentricidade do elemento de conexdao em

relacdo ao pilar.
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PROBLEMA ESTRUTURAL ESTATICO NAO-LINEAR

2.1
INTRODUGAO

O presente capitulo tem o objetivo de fornecer os fundamentos para a obtencao
da trajetéria de equilibrio de sistemas estruturais esbeltos através do método dos
elementos finitos (MEF). Sabe-se que um dos passos importantes para se resolver um
problema estrutural ndo-linear, a partir de uma abordagem numérica aproximada, ¢
obter, através dos principios basicos da mecanica, a equacdo ou o conjunto de
equacdes algébricas ndo-lineares que governa o estado de equilibrio do sistema.
Portanto, outra etapa importante da analise ¢ introduzida e envolve, invariavelmente,
a solucdo da equag@o ou conjunto de equacdes algébricas nao-lineares. Ao contrario
do problema estrutural com caracteristicas lineares, cuja solu¢do pode ser obtida por
procedimentos algébricos simples e diretos, a solu¢do do problema ndo-linear
normalmente s6 pode ser alcancada através do emprego de procedimentos numéricos
especiais. Dos métodos usualmente adotados, os que sdo considerados mais eficientes
procuram resolver passo a passo as equacdes ndo-lineares; em particular, merecem
destaque os esquemas que combinam procedimentos incrementais € iterativos.

Na proxima secdo ¢ apresentada a formulagdo do elemento finito ndo-linear de
viga-coluna adotado na discretizagdo dos problemas estruturais estaticos e dindmicos
do presente trabalho. Na Secdo 2.3 sdo introduzidas modificacdes na relagdo forga-
deslocamento do elemento finito proposto para que ele incorpore os efeitos devido a
flexibilidade (ou semi-rigidez) das conexdes estruturais. Por fim, na Secdo 2.4, ¢
apresentada a metodologia de solu¢do ndo-linear usada, que tem a caracteristica de
automatizar e controlar o processo incremental-iterativo de solu¢do do conjunto de

equagoes que definem o equilibrio do sistema.
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2.2
FORMULAGAO DO ELEMENTO FINITO NAO-LINEAR

Duas abordagens tém sido propostas para descrever o movimento de corpos
solidos: as do tipo Euleriana e Lagrangiana. Na formulag¢do Euleriana, as coordenadas
espaciais, isto ¢, aquelas associadas ao corpo deformado, sdo empregadas como as
coordenadas de referéncia. Ja na formulagdo Lagrangiana, as coordenadas materiais,
ou seja, aquelas associadas ao corpo antes de sua deformacdo, sdo utilizadas como as
coordenadas de referéncia.

A formulacdo Lagrangiana ¢ particularmente apropriada para andlises nao-
lineares do tipo passo-a-passo, onde o interesse estd centrado na histéria de
deformagdo de cada ponto do corpo durante o processo de carregamento. Ja a
formula¢dao Euleriana tem sido amplamente adotada na andlise de problemas de
mecanica dos fluidos, onde a atengdo estd focada no movimento do material ao longo
de um volume especifico de controle. Posto isso, o presente trabalho restringe-se a
formula¢des do tipo Lagrangiana, tendo-se em vista ainda que a maioria das
formulagdes de elementos finitos com ndo-linearidade geométrica encontradas na
literatura baseiam-se nesse tipo de referencial.

Com a abordagem Lagrangiana, trés tipos de configuragdes podem ser
concebidos em termos de um sistema estacionario de coordenadas Cartesianas: a
configuragdo inicial, a Gltima configuragdo deformada t e a configura¢do deformada
corrente t+ At. Por hipotese, assume-se que todas as variaveis de estado, tais como
tensoes, deformacdes e deslocamentos, juntamente com a historia de carregamento,
sao conhecidas na configuracdo t. A partir dai, a questdo principal passa a ser a
formulacdo de um processo incremental para determinar todas essas varidveis de
estado para o corpo na configuracdo t+ At, considerando que o carregamento
externo atuando na configuracgao t tenha sofrido um pequeno acréscimo de valor. O
passo que caracteriza o processo de deformagdo do corpo de t para t+At ¢
tipicamente referido como um passo incremental.

Dependendo de qual configuragdo anterior € selecionada como referéncia para a

obten¢do do estado de equilibrio do corpo na configuracio deformada corrente,
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t+ At, dois tipos de referenciais Lagrangianos podem ser identificados: o referencial
Lagrangiano atualizado (RLA), onde a ultima configuragdo t de equilibrio ¢
selecionada como o estado de referéncia, e o referencial Lagrangiano total (RLT), que
utiliza a configuragao inicial indeformada para o mesmo proposito.

Para o RLT, os deslocamentos sao medidos em relacdo a configuragdo inicial
indeformada (Figura 2.1) e para o RLA, os deslocamentos sdao medidos em relagdo a
ultima configuragdo de equilibrio obtida no processo incremental, ou seja, em relacao

a um referencial que ¢ atualizado a cada incremento de carga (Figura 2.2).

A A“e'
)

t=0

> Xa

Figura 2.1: Referencial Lagrangiano total (RLT).

> Xar

Figura 2.2: Referencial Lagrangiano atualizado (RLA).
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E importante destacar que devido aos eventuais deslocamentos de corpo rigido
ocorridos durante o processo incremental, cujas influéncias ndo sdo perfeitamente
consideradas, bem como devido a utiliza¢do de fungdes de interpolagdo simplificadas,
a tendéncia ¢ que os resultados obtidos se afastem do comportamento real a medida
que a configuracao deformada distancia-se da configuracao original. Este problema ¢
menos sentido quando se utiliza o referencial Lagrangiano atualizado (RLA), pois
neste tipo de abordagem a configuracdo de referencia ¢ a obtida no incremento
anterior ao que se deseja obter a configuracdo deformada, ndo havendo, portanto,
grande distanciamento entre as duas configuragoes.

A teoria a ser apresentada a seguir fundamenta-se nos trabalhos de Yang e Kuo
(1994) e Alves (1995), e Galvao (2000). Nesse ultimo sdo encontradas varias
formulagdes geometricamente nao-lineares, para a modelagem de sistemas estruturais
planos formados por barras. A andlise do desempenho computacional dessas
formulacdes ¢ fornecida nos artigos de Galvao e Silveira (2000) e Silveira et al.
(2000). Entretanto, merece destaque, do ponto de vista de desempenho na solugao de
problemas fortemente nao-lineares, tempo de processamento ¢ eficiéncia na obtencao
das configuragdes pos-criticas mais complicadas, aquela formulagdo desenvolvida por
Galvao (2000) que utiliza as relagdes cinematicas ndo-lineares sugeridas por Yang e
Kuo (1994) e os conceitos de energia propostos por Alves (1995). Essa formulagao
serd brevemente descrita nas proximas segoes.

Serdo apresentadas primeiramente as relacdes deformacao-deslocamento nao-
lineares do elemento finito considerado; em seguida, serdo definidas a expressao da
energia potencial total do sistema na forma incremental e as equagdes de equilibrio
nao-lineares; e finalmente, a matriz de rigidez tangente e o vetor de forgas internas do

elemento finito adotado.
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2.21

Relagdes deformagao-deslocamento

As seguintes componentes de deformacdo axial e transversal, baseadas no
tensor de Green-Lagrange, e ja expressas separando-se as parcelas lineares das nao-

lineares, sao adotadas:

Ae,, =Ae,, +An,, (2.1)

Agyy =Aeyy +Any, (2.2)

Exy Xy

onde para cada parcela se escreve:

— r 2 2
pe, =22 an,, = o[ 2L) [ 2V 2.3)
ox 2|\ ax ox
A, —1|08u  0Av an. L[0T AT oavonv)
o2l ey ox Y2l ey ox oy ox

sendo Au o deslocamento axial de um ponto distante y da linha neutra da se¢ao.

Aceitando-se a hipotese da teoria de barras de Bernoulli de que as segdes

transversais inicialmente planas permanecem planas apds a deformagao, escreve-se:

Aﬁ:Au—y@ (2.5)
dx

onde a primeira parcela, Au, ¢ conseqiiéncia dos esfor¢os extensionais atuantes e €
constante ao longo da se¢do; a segunda parcela, y(dAv/dx), ¢ devido aos esforcos de

flexdo, e varia linearmente com a distancia a linha neutra. Substituindo-se entdo (2.5)

em (2.3) e (2.4), chega-se a:
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2
Ae =Ckﬂ—yd Av (2.6a)
dx dx?
2 2 2. )2 2
R ((tﬂj _pydMud7Av | ol d7Av J{@j (2.6b)
2 dx dx dxz dxz dx
Ae, =l —ﬁ+&£ =0 (2.6¢)
Y2 dx dx
1| dAudAv dAv d?Av
A =— + 2.6d
Mxy 2[ dx dx y[ dx dx2 J] ( )

No caso do RLA, ¢ indispensavel que se defina para o elemento finito
considerado o estado de tensdes, ou de deformacdes, na ultima configuragdo de
equilibrio obtida no processo de solugdo incremental, ou seja, na configuragao t.
Nessa configuragdo, as forcas iniciais resultantes axiais P, cisalhantes 'Q, e momento

fletor ‘M, podem ser definidas por:

‘P=['1, dA; tQ=/£ttxydA; e 'M= 'ty ydA (2.7)

tM=—MA+Tx Q= -~/ (2.8)

Para um elemento de podrtico plano cuja hipdtese de Bernoulli tenha sido
adotada, apenas a tensdo axial “'t,, pode ser obtida diretamente da lei constitutiva:
Ar o= E Agy,. Yang e Kuo (1994) sugerem que a tensdo cisalhante incremental Attxy
seja determinada considerando-se como hipotese inicial a se¢do transversal simétrica

em relagdo aos eixos x € z. Dessa forma, chega-se a seguinte expressao:

A 1 n
‘=Sl + 8 2.9)
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onde as parcelas linear e nao-linear do incremento da tensao cisalhante sdo dadas por

(Yang e Kuo, 1994):

E h? | d3Av E h? ) dAu d3Av
Sy=—|Y - | =5 e Sh=—|y -— |V (2.10)
2 4 dx 2 4 dx dx

sendo h igual a altura da secdo transversal do elemento de viga.

M.

i e

}/( y\\

: alongamento
<
b encurtamento

b) Diagrama de momentos ¢) Deformagdes na extremidade

Figura 2.3: Deformacao inicial: configuragao de equilibrio t.

2.2.2

Incremento da energia potencial total

O incremento na energia potencial total de um sistema estrutural pode ser

definido, na configuragdo de equilibrio t+At, de acordo com a seguinte expressao:

Al=AD + AV 2.11)

sendo o incremento de energia interna de deformacao, AD, ja introduzindo as parcelas

axial e cisalhante da deformacao, dado por:
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AD = [[(*r Ae, +2'7, Ac,, )dAd Eaet +2%c Ae, |dAdx (.12

= ” T A8, +2'1 A X + 3 g +27t Ag x (2.12)
Vol Vol

J& o incremento da energia potencial das forgas externas, AV, € definido por:

AV =- [F; Ay, dS:-[jtFi Au; dS+ [AF; Au; ds} (2.13)
S S S

Assumindo aqui que as deformagdes incrementais sdo pequenas de forma que
as parcelas ndo-lineares destas podem ser desprezadas, e seguindo a sugestdo de

Alves (1993), pode-se reescrever o funcional de energia da seguinte forma:

AH=UL +U‘L’ +UO - [J.tFi Aui dS+ J‘AFI Aui dS] (214)
S S

onde, através das Equacgdes (2.6)-(2.9), define-se:

U, =+ [EAe}, tdvol (2.15a)
Vol
1L dAu 2 dAv 2 I({d?Av 2 1L dAu d2Av
U= ['P (—j +(—j +— dx + — J| ‘M= dx
29 dx dx Al dx? 25 dx  dx2
1L, dAu dAv
o) Qe (dx 2.15b
26[|: Q dx dx :| ( )
UO = j(tTXXAexx +2trxyAexy )dVOl (215C)
Vol

Note que a Equagdo (2.15c) pode ser associada ao trabalho realizado pelas

tensdes atuantes no elemento, na configuracdo de equilibrio t, quando o elemento
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sofre o incremento de deformagdo. Esse trabalho, portanto, deve ser igual ao daquele

realizado pelas forgas externas atuantes em t, ou seja:

Up= ['F; Au; dS (2.16)
S

e assim consegue-se reescrever o incremento da energia potencial, AIl, da seguinte

forma:

AlT=Up +U, - [AFAu; dS (2.17)
S

223

Elemento finito

O elemento de viga-coluna adotado € o esquematizado na Figura 2.4. Trata-se
de um segmento reto, limitado pelos nos 1 e j, que se deforma no plano de defini¢do
da estrutura. Cada elemento define um sistema local de coordenadas xy, rotacionado

em relagdo a um sistema global de coordenadas XY de um certo angulo o.

Figura 2.4: Elemento de viga-coluna adotado.
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Para aproximar o deslocamento axial incremental Au ¢ adotada uma fungao
linear, enquanto para a componente transversal Av, admitindo-se AB = dAv/dx, adota-

se uma funcdo do terceiro grau. Dessa forma, escreve-se:

Au:ao +a1X (2.183)

AV =Dy +b; x+byx? +b; x> (2.18b)

onde ay, a;, by, by, b, b3 e by sdo constantes a serem determinadas através das
condigdes de contorno do elemento, isto é: em x = 0, Au = Au;, Av = Av; e A9, =
dAv,/dx; e em x = L, Au = Au,, Av = Av, e AB, = dAv,/dx. Dessas condi¢des chega-se

as expressoes para Au e Av em termos dos seus valores nodais:

Au=H1Au1+H2 Au2 (2.193)

onde H;, H,,... ¢ Hg sdo as fungdes de interpolacao:

3x2 2x° 'S 3x? 2x° x? x°
Mmr et e e
(2.20b)

Matricialmente, tem-se que os deslocamentos Au e Av, e a rotagdo A6 de um

dado ponto do elemento, a uma distancia x do no i (Figura 2.4), sdo dadas por:
Ad = HAu® (2.21)

onde Ad' ={Au Av AG} e AueT={AuiAViA6iAujAVjA6j}; H ¢ uma matriz que

contém as fungdes de forma em (2.20).
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224

Matriz de rigidez e vetor das forgas internas

Com a substitui¢ao das Equagdes (2.19a,b) nas relagdes cinematicas (2.6), e em
seguida estas nas expressoes (2.15), chega-se, de acordo com Alves (1993), a energia

potencial total em func¢ao dos deslocamentos e forgas nodais, ou seja:

ATT = Au®" BK; +%Ki}Aue +AuT RS — AuT AR (2.22)

onde as componentes das matriz de rigidez linear K| e matriz de rigidez geométrica

K; sdo obtidas diretamente da energia interna de deformagdo através da

diferenciacao de U e U,, respectivamente:

U,
N — 2.23a
LG.p aAuiaAuj ( )
2
0°U. (2.23b)

k., n=—*
©(L.) 8Aui8Auj

Em (2.22), tem-se ainda que 'F; caracteriza o vetor das forgas internas do elemento

genérico considerado na configuragdo de equilibrio t; A ¢ um fator de carga e F, um
vetor de cargas nodais de referéncia.

Levando-se em conta entdo a contribui¢ao de todos os elementos finitos, sem
esquecer que o somatorio dos vetores ¢ das matrizes deve ser efetuado em relagao a
um referencial comum (K = Y Re¢TKeR¢ , R® sendo a matriz de rotagdo do elemento),
chega-se a uma expressao semelhante a (2.22) para todo o sistema estrutural. Do
principio da energia potencial total estacionaria, tem-se que a condi¢do de equilibrio

do sistema na configuragao t+At ¢ dada por:

[K, +K_|AU +'F, =""“AF, (2.24a)
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ou,
At Fi +tFi =t+At}\,Fr (2.24b)
sendo:

MF =K, +K. ]AU (2.25)

definido como o incremento das forcas internas da estrutura. Observe portanto que o

vetor das forcas internas na configuracdo de equilibrio t+At, tHAL

F;, ¢ obtido neste
trabalho de forma incremental, ou seja, calculando a cada incremento o acréscimo nas
forgas internas.

Procurando-se eliminar os modos espurios de deformacdo decorrentes de
deslocamentos e rotacdes de corpo rigido, Yang e Kuo (1994) propdem que a

seguinte equacdo seja utilizada para o incremento das forcas internas num dado

elemento genérico ‘e’:

MR = K°Aug, (2.26)

com Au$, sendo o vetor de deslocamentos naturais incrementais do elemento, no

sistema local, e é definido como:

ag=[0 0 6, 5 0 6 (2.27)

C1

onde, da Figura 2.5, chega-se as expressdoes dos deslocamentos que provocam

deformagao no elemento:

§="ML-'L; 0,=A0,-y; 0,=A0,-y (2.28)
sendo y =tan"'[v/(‘L+U)], com v = Av; — Avj, a rotagdo de corpo rigido que o
elemento sofre. Assim, através das relacdes anteriores, chega-se a uma expressao

incremental forca-deslocamento do elemento, ou seja:
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AM, b= M,/L K, K, {26},
AM, M, /L K, K, |26

onde

4EI 2PL 4P( EI
i = =t —| —
"L 15 L \EA

i 300 L

K -k 2Bt PL 2P[EL
EA

32

(2.29a)

(2.29b)

(2.29¢)

Por fim, o vetor das forgas internas de todo o sistema estrutural deve ser obtido

somando-se os esforgos internos absorvidos por cada elemento, devidamente

transformados para o sistema global de referéncia.

AP

a) Deslocamentos naturais
incrementais.

b) Esforcos relacionados
com 3, Qe @

T L
o yil® -
Vi I
L Au ] oY S

] 7 WANY

| IF ***** tL+u ””” ’f : !
AVi: \r ,,,,,,,, ,1 I
| t AU :

n L . j L

i j X

¢) Geometria deformada

Figura 2.5: Calculo das forgas internas.
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23
FORMULAGAO DO ELEMENTO FINITO HiBRIDO NAO-LINEAR

Habitualmente, procedimentos padrdes de andalise ndo-linear para porticos sao
baseados na hipdtese de que as conexdes nodais sdao ideais. Dai, duas idealizagdes
extremas para as ligacdes sdo utilizadas: perfeitamente rigidas ou rotuladas. Modelos
com conexoes ideais simplificam o procedimento de analise, mas freqlientemente nao
representam o comportamento real dos sistemas estruturais. Em geral, conexdes
nodais de porticos planos estdo sujeitas a influéncia de momentos fletores e forcas
axiais e cisalhantes. Os efeitos destas ultimas podem, em geral, ser negligenciados, de
modo que apenas os momentos fletores sdo de interesse pratico.

Hé muitas maneiras de incorporar a flexibilidade da conexdo nodal na anéalise
discreta ndo-linear de porticos. Um dos modos mais simples ¢ a obtencdo das
matrizes de rigidez tomando-se como base a relagdo final de forca-deslocamento do
elemento de viga-coluna no sistema de coordenadas locais. Pretende-se entdo nesta
se¢do apresentar de forma sucinta as modificagdes necessarias na relacdo forga-
deslocamento (2.29) para levar em consideragdo o efeito da flexibilidade da conexao
numa analise ndo-linear.

Como mostrado por Pinheiro (2003), uma ligagdo semi-rigida pode ser
modelada como um elemento de mola inserido no ponto de intersecdo entre a viga e a
coluna, tal qual exemplificam as Figuras 2.6 e 2.7. Para a grande maioria das
estruturas em aco, os efeitos das forcas axial e cisalhante na deformacdo da conexio
sdo pequenos se comparados com aqueles provocados pelo momento fletor. Por essa
razdo, apenas a deformacdo rotacional do elemento de mola ¢ considerada em
analises praticas. Por simplicidade de célculo, o elemento de mola da conexao possui,
por hipdtese, tamanho desprezivel, como mostrado pela Figura 2.7 (Chan e Chui,

2000).
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Figura 2.6: Elemento de mola simulando uma conex&o.

® | Por hipétese, Por hipdtese,| =
g comprimento zero comprimento zero %
o <—>f o
2 Molas de conexdo L
2 =)
=4 c
7] Q
E E
2 o
.o w . L .
No |\ E Elemento de viga @ P No j

o o
c c
= =
<] . o
o Elemento hibrido o
1] O
o T
g g
/] [\
£ £
@ o
| |

Figura 2.7: Modelo do elemento de pértico semi-rigido idealizado.

Devido a flexibilidade de uma ligagdo semi-rigida, as rotagdes da extremidade
da articulagdo conectada ao pilar e da extremidade conectada a viga sdao, em geral,

diferentes e conhecidas como rotagdo da conexdo®, e rotagio da viga O,

respectivamente. Considerando a condi¢do de equilibrio dos momentos na conexao,

obtém-se (Figura 2.6):

M, +M, =0 (2.30)

onde,

M, =S.(8,-6,) (2.31a)
M, =-M_ =S8, -6,) (2.31b)
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em que M, e M, sdo os momentos na conexao e na viga, respectivamente, atuando

no elemento de mola, e S, ¢ a rigidez da conexdo. As equagdes (2.31a) e (2.31b)

podem ser rearranjadas sob uma forma incremental matricial, ou seja:

{AM} [ S, —SCHAGC}
= (2.32)
AM, -S. S, ||a6,

sendo AM; e AM, os momentos nodais incrementais na conexdao € na viga,
respectivamente, AO. e Ay as rotacdes nodais incrementais correspondentes aqueles

momentos e S, a rigidez tangente da conexao, que ¢ obtida fazendo-se:

M

S, =+
d¢,

(2.33)

onde M ¢ o momento atuando na ligacdo e ¢. a rotagdo relativa (isto €, a rotacdo da
mola ou deformacao rotacional), definido como sendo
¢.=6,-06, (2.34)

Da Equacao (2.32), a matriz de rigidez tangente do elemento de mola pode ser

descrita através:
K, = > T (2.35)
S |-s. S '

A configuracdo deformada do elemento hibrido com molas nas extremidades ¢
mostrada na Figura 2.8a. A rotacdo da ligacdo ¢ definida como a diferenca entre os
angulos de rotagdo do lado conectado ao nd global e o lado conectado ao elemento de

viga-coluna, como ja mostrado matematicamente pela Equacao (2.34).
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Com as molas de conexao adicionadas as extremidades da viga-coluna, a matriz
de rigidez convencional do elemento deve ser modificada de tal modo a levar em
consideragdo o efeito das ligagdes semi-rigidas. A matriz de rigidez resultante pode,
entdo, ser utilizada nas analises posteriores.

Considerando agora as secdes internas da viga-coluna conectadas as molas, a

relacdo de rigidez do elemento, também na forma incremental, ¢ dada por

Alvlbi Kii I<ij Aebi

= : (2.36)

sendo os subscritos ‘i’ e ‘j’ referidos aos nds extremos i e j do elemento de viga-
coluna. Os termos Kj; sdo as componentes de rigidez a flexdo desse mesmo elemento,
cujos valores sdo, para uma analise de primeira ordem, 4EI/L para Kj; e Kj; e 2EI/L
para Kjj e Kj. No caso de uma solugdo ndo-linear, tais valores dependem da

formulag¢do utilizada (Galvao, 2000; Pinheiro, 2003).
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Rigidez da conexdo, Sy

Mej . 0g5 .
- dej = (Bgj - Opj)

Mej = Sqgj (Bej - Op)
My, Mp; = Sej (Bp; - Bp)

{b) Nos internos adicionais

S -
M 6 N -
ci » Yei Sea o=t

@ @—b—

.o Forma indefarmada .o
No6 i ¢ ) No j

{a) Nos externos do elemento (Nés globais)

Figura 2.8: Elemento de viga-coluna com molas de conexdo (Chan e Chui, 2000).

Combinando a Equagdo (2.36) com as componentes de rigidez das molas das

duas extremidades do elemento, encontra-se:

AM S, =S, 0 0 ([AB,
AM,; -S.. S, +K, K. 0 ||A8,
bi — ci ci il ij bi (237)
AM,, 0 K; S;+Ky; —S, Aebj
AM . 0 0 =S, S.. ||A6

(s}

] qj qj qj

onde S¢; € S¢j sdo as componentes de rigidez tangentes das molas de conexdo € AO; €
AB; sdo, de acordo com a Figura 2.9, as rotagdes incrementais das duas extremidades
do elemento tomando-se como base um eixo paralelo ao Gltimo sistema de referéncia,

ou seja, na ultima configuragao de equilibrio.
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Y Mola simulando conexdo flexivel de
rigidez Sy \No I

Elemento deformado

Coordenadas locais da
utima configuragéo de
aquilibrio

Coordenadas globais

> X

Figura 2.9: Rotagbes e deflexdes laterais de uma elemento deformado com molas nas
extremidades simulando conexdes flexiveis (Pinheiro, 2003).

Efetuando-se a multiplicagdo matricial, assumindo-se que as cargas sao
aplicadas apenas nos nos globais, e que dessa forma tanto AMy; quanto AMy; sejam

iguais a zero, chega-se a, ja organizando—se matricialmente:

S +Kjj Kj ACH Si 0 [[AD;
= (2.38)
enquanto as equagdes restantes, também organizadas matricialmente, ficam:
AM S, 0 [[A6, S, 0 [[A6,
= - (2.39)
AM, 0 S,|A9, 0 S, |48,

O vetor que contém os valores de ABy,; e ABy; pode ser obtido a partir de (2.38)

através da expressao:

Aebi Sci + Kii I<ij B Sci O AGci
= (2.40)
A0, K, S,+K,||0 s,|a8,
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Substituindo-se entdo equagao anterior em (2.39), encontra-se:

AM Se 07 1Sy 07[sy+K, -K; |[Ss 07)[ae, D4l
AM[ L]0 s, BlO S,|| K, Si+K;l|| 0 S,]|/|a8, (2.41)

onde B=(S, +K;)S,+Kj;)—-K;K;. Para um elemento de viga-coluna, pode-se

ainda determinar algumas relagdes entre os esfor¢os cisalhantes e os momentos

incrementais. Essas relagdes, de acordo com a Figura 2.10, valem:

AM, 1 0
AQ, /L 1L [[M,
Qi_| Y / . (2.42)
AM, 0 1 [|M,
AQ,| |-1L -1L

em que AM; e AM; sdo os momentos incrementais, AQ; e AQ; sdo as forgas
cisalhantes incrementais nos ndés do elemento hibrido e L ¢ o comprimento do
elemento de viga-coluna na configuragdo t de equilibrio utilizada como referéncia,

cujo sobrescrito esquerdo t foi omitido por questdes de clareza.

AM

AM O El = constante \J
pL P

\ i Bcw i /

T L b |
I ¥
_(AM, + AM ) AQ. = _(AM + AM,)
- L o L

AQ;

Figura 2.10: Notacdes para deslocamentos e forgas nodais do elemento de pértico plano
com ligagdes semi-rigidas.

Combinando entdo (2.41) e (2.42), encontra-se:

AM, 1 0

1

AQ, /L YL |(|Ss O] 1 Si 0 ]|S4+K;  —-K; |[S; 0 |}/A6,
AM, ) 1 0 S, Bl O Scj -K; Sq+K; || O Scj Aecj‘

AQ, | [-Y/L -1L
(2.43)
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Da Figura 2.9, pode-se ainda obter as relagdes entre os incrementos de rotagao
da conexdo em relagdo aos cixos locais e os incrementos de rotagao obtidos em

relacdo ao ultimo sistema de coordenadas, ou seja:

AD;

1

ABg| |1 L 0 —1/L||Av; 54
AO;[ [0 YL 1 —1/L]|A6; (249)

Av i

onde Av; e Av;j sdo os deslocamentos laterais incrementais projetados sobre a ultima
configuragdo de equilibrio de ambos os nos do elemento e L o comprimento do
mesmo.

De posse de (2.44), pode-se obter a matriz de rigidez elastica para o elemento

hibrido de viga-coluna substituindo-se a equagao anterior em (2.43), o que fornece:

AM, 1 0
AQ; | | /L YL S. 0
AM;| | 0 1 0 S,
AQ; -1/L -1/L
AD;
Bl O Sg]| -Kji Sq+Ki || 0 Sy])|0 VL 1 -1/L||A8; ’
Av;
cuja expressao final é:
AM, Ke,, Ke, Ke; Ke,,||AD
AQ, _ Ke,, Ke,, Ke,; Ke,,||Av, (2.46)
AM;, Ke;, Ke;, Ke;; Ke,, ||A6;
AQ; Ke,, Ke,, Ke,; Ke,,||Av,
onde:
S2 (S, +K;
Ke,, =S, - il = i) (2.47a)

) B


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

41

o SGKS, —Si(S; +K,
Ke,, =-Ke,, = % + BL( ) (2.47b)

SciKi'Sc'
Ke, , =814 (2.47¢)
’ p

2
S, S4K;Su —SA(S,+K,)

Kez,l = _Ke4,1 = f + i BL (247d)
S, +S. K; +K; SZ (S, S2(S, + K.
I{e2 5 — Ke44 — C1 5 CJ C_] Cl( ) ( 2 ) ( JJ) (2.476)
| ' L BL
Sq  SaKyS, —SZ(S +K;)
Ke,,=-Ke,, =—+ (2.47%)
* ST L BL
S2(S, + +S2 (S, )—=S K; +K; S,
Ke24 =Ke42 — CJ( cl ) ( - JJ) cj 01( ) ( ) (2 47 )
> s BL
SchjiSci
Ke,, =9I (2.47h)
p
Sy SyK,Sy ~SA(S, +K;) _
Ke,, =-Ke,, =—+ : (2.471)
’ AL BL
Sij (Sci +Kii) .
Ke,, =S, _T (2.47)

Além disso, reagrupando-se esta Ultima na matriz de rigidez completa do

elemento, que possui dimensao 6, obtém-se:

AP, | [ EA/L 0 0 -EA/L 0 0 |[Au,
AQ; 0 Ke,, Ke,, 0 Ke,, Ke,;||Ay;
AM; _ 0 Ke,, Ke, 0 Ke,, Ke; ||AH; (2.48)
AP, -EA/L 0 0 EA/L 0 0 Au;
AQ; 0 Ke,, Key; 0 Ke,s Key; | [Av;
AM;| | 0 Ke;, Kes, 0 Key, Keyy | |AD;

Com base na formulagdo de elemento finito ndo-linear apresentada na Se¢ado

2.2, pode-se obter uma relacdo final de forca-deslocamento ja se levando em
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consideracdo o efeito da semi-rigidez presente nas conexdes nodais, que pode ser

formulada como sendo

AP EA/L+P/L M;/L M,/L|| &
AM, =] M,/L K Ki 48, ¢, (2.49)
AM, M, /L K K ||A6.

* *
n ] J

ii

onde os termos AP, AM; e AM; denotam a for¢a axial incremental e os momentos
nodais incrementais, respectivamente. Como também ja definidos, 8, AO; e A6;
mensuram o incremento de deformacdo axial e as rota¢des nodais incrementais,
respectivamente. Os valores de P, M; e M; denotam a for¢a axial e os momentos
nodais na ultima configuracdo de equilibrio, respectivamente.Por fim, os termos

presentes na matriz de rigidez sdo definidos como

2
_ Sci(scj + ij)

K. =S, (2.50a)
p
* SciKi'Sc'
Kj=—"7"+ (2.50b)
p
* SchjiSci
K =——"— (2.50¢)
p
. S5(Ss +K;)
K=§, - ———=— (2.50d)
p

onde B=(S, +K;)(S, +K;)—-K;K;, sendo S e S; os valores de semi-rigidez de

ambas as conexdes que, numa analise incremental-iterativa, podem ser atualizados
utilizando-se um dos modelos constitutivos representativos da ligacao (ver Apéndice
B). Ja K;;, Kj;, Kj; e Kjj representam os termos da formulagdo nio-linear utilizada e sdo

dados pelas Equacgdes (2.29b e 2.29c¢):
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24
METODOLOGIA DE SOLUGAO NAO-LINEAR

De um modo geral, a condi¢do de equilibrio de um sistema estrutural com

caracteristicas nao-lineares pode ser expresso da seguinte forma:

Fi(U)=LAF, (2.51)

onde, como ja mencionado, F; ¢ vetor das forgas internas da estrutura, funcao dos
deslocamentos dos pontos nodais da estrutura U, e A é o parametro de carregamento
proporcional e é responsavel pelo escalonamento de Fy, que é um vetor de referéncia
e de magnitude arbitraria, ou seja, apenas a sua dire¢do € importante.

Para se obter as diversas configuracdes de equilibrio do sistema e assim poder
tracar a chamada trajetoria nao-linear de equilibrio, deve-se resolver a equagdo (2.51)
de forma incremental. Isso significa que para uma seqiiéncia de incrementos do
parametro de carga AMA;, AAy, AAs,...., deve ser calculada uma seqiliéncia de
incrementos de deslocamentos nodais AU;, AU,, AU;,...... Entretanto, como F; é uma
funcdo ndo-linear dos deslocamentos, a solucdo estimada do problema (solugdo
predita: ALY, AUY), para cada passo de carga, nio deve satisfazer a priori a equagdo
anterior. Como conseqiiéncia, defini-se uma forga residual g, ou também chamada

forga desequilibrada, dada por:

g =\F. —F,(U) (2.52)

que deve ser aplicada novamente ao sistema estrutural. Os varios algoritmos
existentes, que utilizam abordagem incremental-iterativa, apresentam como passo
fundamental a avaliagdo dessas forgas residuais, em particular das forgas internas da
estrutura. Dessa forma, uma nova estimativa para os deslocamentos ¢ gerada pela

relagdo:

KoU=g (2.53)
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onde K ¢ a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural e oU ¢ o vetor de
deslocamentos residuais, ou seja, ¢ o valor estimado para se corrigir o incremento de
deslocamentos da solucao predita AU.

Em varios trabalhos (Crisfield, 1991 e 1997) essa estimativa da correcdo de Au
ndo ¢ obtida de uma maneira direta através da solugdo de (2.53). Nestes os

deslocamentos residuais sdo definidos como a soma de duas componentes, ou seja:

85U = 58U, +82.8U, (2.54)

onde 0A € um parametro que, a fim de tornar mais eficiente o processo de correcao,

deve ser avaliado no ciclo iterativo para também “corrigir” o incremento de carga;

dug € Su, sdo obtidos através das relagdes: dU, = K'g e U, =K'F.. Observe que

esses vetores de deslocamentos podem ser obtidos de forma imediata, pois K, g e F,
sao conhecidos. A definicdo de dA em (2.54) vai depender de uma equagdo de
restri¢do a ser imposta adicionalmente ao problema nao-linear.

Uma das estratégias usada nesse trabalho para se chegar ao valor de oA ¢
baseada no emprego da técnica denominada comprimento de arco constante
(Crisfield, 1991; Rocha, 2000), que consiste em adicionar a Equagdo (2.51) a seguinte

restri¢ao:
AUTAU+ANFF, =Al’ (2.55)

onde Al ¢ o comprimento de arco da trajetoria de equilibrio. A adi¢do de (2.55) ao
sistema permite que se faca ajuste no parametro de carga A durante o ciclo iterativo, e
dessa forma ultrapassar possiveis pontos criticos existentes nos caminhos primarios e
secundarios.

Apoés a realizacdo de uma série de iteracdes que leve o residuo a ser tdo
pequeno quanto se queira, e isso ¢ feito através de algum critério de convergéncia

(Apéndice A), um novo estado de equilibrio ¢ estabelecido. A iteracdo representada
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. . ~ k
pelo superescrito k deve, portanto, fornecer os subincrementos (ou corre¢des) OA" €
k . . ~ . .
du’, e apds essa iteracdo os incrementos de carga e deslocamento sdo novamente

avaliados fazendo:

A = KD L5k e AUF = AUK + 85U (2.56)

Num contexto computacional, ¢ vantajoso introduzir a equacdo de restricao
seguindo as duas etapas de solucdo apresentadas a seguir:

1. A partir da ultima configuracdao de equilibrio da estrutura, ¢ selecionado um

incremento de carga, definido aqui como incremento inicial do parametro de

carga AL’, procurando satisfazer alguma equacio de restriio imposta ao

problema (Equagdo (2.56), por exemplo). Apos a selegdo de ALY, determina-se o

incremento inicial dos deslocamentos nodais Au’ através da equacdo:
AU’ = AXSU, (2.57)

sendo U, =K™'F. o vetor dos deslocamentos tangenciais. As aproximagdes

AL e AU caracterizam a chamada solugéo incremental predita.

2. Na segunda etapa de solucdo, procura-se, através de iteragdes do tipo
Newton, corrigir a solu¢do incremental inicialmente proposta na etapa anterior,
com o intuito de restaurar o equilibrio da estrutura o mais rapido possivel. Se as
iteragdes realizadas envolvem ndo s6 os deslocamentos U, mas também o
parametro de carga A, entdo uma equagdo adicional de restri¢do ¢ requerida. A

forma dessa equacgdo de restricao ¢ o que distingue as varias técnicas de solugdo

(ver Apéndice A).

A Figura 2.11 fornece um esquema de solucdo incremental-iterativa para o
sistema com um grau de liberdade, onde os parametros de carga e o deslocamento sdo

atualizados seguindo a restri¢do de comprimento de arco cilindrico (Crisfield, 1991).
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P h solugdo predita
| _ 7 J5kl '\\2/
A . ‘| restrigdo
Al |

Al |

| |
du' ‘
. ‘ L

| | i
- Au(] ‘ u

Au' |

Figura 2.11: Solugdo para um incremento de carga.

A seguir, com o proposito de fornecer um resumo dos procedimentos
computacionais utilizados, sdo mostrados na Tabela 2.1 e Figura 2.12, os passos
basicos envolvidos na implementagdo computacional da metodologia de solugao

numérica apresentada.

1. Configuragio inicial: tU e tA
2. Defini¢ao da solugdo predita: A)° e AU°
3. Iteragdes: k=1, 2,..., I;nax

4. Verifica a convergéncia: ¢ = Hg(k—l)H /HAk(k—l)Fr H <E?

Sim: pare o ciclo de iteragdes, siga para o passo 7;

Z

Nao: calcule 5U* =5U; + 81" SU!

5. Atualizagdo das variaveis:
i. incrementais: AX* = AXED 450k e AU* =AU*Y 4+ SU*
ii. totais: “AK=ta+ Ak e cMUrR=U+AUR

6. Retorne ao passo 3

7. Faga novo incremento de carga e recomece 0 processo

Tabela 2.1: Algoritmo de solugao nao-linear.
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INICIO DO > [
PROCESSAMENTO Leitura de dados de entrada]

Montagem do vetor de cargas de referéncia: F,

[ ——— e —— e —— e —

A

A
Novo incremento }I Configuragao inicial: 'Ue

Matriz de rigidez: K e Matriz de massa M

v

Solugdo predita: ALY e AU © |

Ciclo incremental-Iterativo
inc=1,2,...N2 maximo de incrementos

F— i — e — =

Vetor de forgas residuais:

g=1F -E(U) «€— Vetor de forgas internas: F;

Ciclo iterativo k=1,2,... A

Se N-R padrao w| Calculo de Atualiza-se as variaveis
Atualiza K Ak e SUK incrementais e totais

47

-

FIM DO
Arquivos de saida PROCESSAMENTO

Calcule MF;

MATRIZ DE RIGIDEZ YETOR DE FORCAS INTERNAS
[=1.23,..,m | i=1,2,3,.., m
| Calcule 'R | Calcule'R e R,
| ; | ;
| tAue = 'RRT AU | ‘Au = RT AU
I ' .
| Calcule tt K¢ : Calcule Au, (*Au)
| |
! |

|
|
|
|
|
v
|
|
v
I At € = tRC + At e
onde: I Fi=h Fi
t e t+At : Gltima configuragdo de equilibrio e configuragdo corrente. I
‘R: matriz de rotagdo elementar atualizada na configuragao t.
R,: matriz de rotagdo elementar atualizada na {iltima iteragdo .
AU: vetor de deslocamentos incrementais no sistema global.
K : matriz de rigidez o sistema global.
F; : vetor de forcas internas no sistema global.

t+At Fi = 2 Ra t+At Ff

Figura 2.12: Fluxograma da metodologia de solugdo no-linear.
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EXEMPLOS NUMERICOS:
ANALISES ESTATICAS NAO-LINEARES

3.1
INTRODUGAO

Nesse capitulo sdo realizadas andlises estdticas de alguns exemplos
estruturais com resposta fortemente nao-linear. Em particular, concentra-se a
atencdo em dois exemplos estruturais classicos: o arco senoidal abatido e o os
porticos em L.

Além de possibilitar um melhor entendimento da influéncia de parametros
geométricos e fisicos na resposta ndo-linear e, consequentemente, na estabilidade
destas estruturas, estas analises sdo suficientes para ilustrar a eficiéncia da
metodologia apresentada no Capitulo 2 em se resolver problemas estruturais
estaticos com forte ndo-linearidade. Entretanto, varios outros exemplos estruturais
podem ser encontrados em trabalhos que utilizaram a mesma base computacional,
dos quais pode-se citar a tese de doutorado de Silveira (1995), as dissertagdes de
mestrado de Galvao (2000) e Pinheiro (2003). A Figura 3.1 exibe um resumo das
estruturas estudadas neste capitulo.

Os arco circulares ilustrados nas Figura 3.1a e 3.1b exibem caminhos de
equilibrio extremamente nao-lineares. Para o primeiro, sao usados como
referéncia a solug¢do analitica apresentada em Wood e Zienkiewicz (1977), e os
resultados apresentados pelo segundo arco (Figura 3.1b) sdo comparados com os
fornecidos por Yang e Kuo (1994).

O arco senoidal sob carregamento distribuido da Figura 3.1c tem seus
resultados comparados aos apresentados por Bergan (1980) e, em seguida, ¢ feito
um estudo da influéncia de imperfeicdes de carregamento e da rigidez das
ligacdes nos apoios.

Finalmente, ¢ desenvolvida uma analise paramétrica detalhada para os
porticos em L (Figura 3.1d). Dois casos classicos deste tipo de pdrtico tém seus

resultados comparados aos da literatura: o portico de Lee e o portico de Roorda.
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(d)

(c)

wlz,

wd d/d

- e <

VO/7T0S200 oN [enbia oedesyiia) - o1y4-oONd

Figura 3.1: Sistemas estruturais analisados neste capitulo.
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3.2
ARCOS

Os arcos esbeltos sdo sistemas estruturais que podem exibir, dependendo da
magnitude e tipo de carregamento, assim como das condi¢cdes de apoio, um
comportamento fortemente ndo-linear. Com o objetivo entdo de verificar a
eficiéncia das formulagdes apresentadas no capitulo anterior (ou Cap 2) serdo
analisadas nesta se¢ao as respostas nao-lineares de trés arcos considerando o
carregamento aplicado estaticamente. Tratam-se de exemplos classicos de
problemas de equilibrio e estabilidade que possuem resultados analiticos e
numéricos encontrados na literatura.

Nestas andlises a foi utilizado o método de Newton-Raphson modificado
junto com as técnicas do comprimento de arco cilindrico ou do deslocamento
generalizado (Apéndice A). Os incrementos automaticos do parametro de carga,
AKO, foram também controlados por essas duas técnicas. Por fim, adotou-se, em

geral, uma tolerancia £ = 10" para indicar a convergéncia da resposta.

3.21
Arco circular rotulado-engastado

Como primeiro exemplo tem-se o arco circular rotulado-engastado
submetido a uma carga pontual centrada em seu eixo de simetria, conforme
indicado na Figura 3.2. Para modelar esse sistema estrutural, adotou-se no
presente trabalho uma malha de 32 elementos finitos.

Na Figura 3.3 s3o exibidas as trajetorias de equilibrio do arco, indicando
como o pardmetro de carga adimensional PRYEI varia em fungio do
deslocamento transversal w e da rotacao 0 no topo do arco. A solugdo analitica
para esse problema, até o primeiro ponto limite de carga, foi fornecida por Wood
e Zienkiewicz (1977); Kouhia e Mikkola (1989) apresentaram resultados
numéricos obtidos através de um modelo formado por 64 elementos. Observe a
boa concordancia dos resultados obtidos pelo presente trabalho com aqueles das
referéncias citadas.

A Figura 3.4 exibe as configuracdes deformadas do arco nas configuracdes

A, B, C e D indicadas na Figura 3.3a.
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6
E=12x10

Figura 3.2: Arco circular rotulado-engastado sob carga pontual centrada.

= Presente trabalho (32 elementos)
® Wood e Zienkiewicz (1977) - Analitico
10 -
-u/R
I
|
8 — |
|
|
\
— 6 ‘
2 L
~ \
Al
= 4 )
2 =
0 - - - - =~ - - 1 - - = . . . .
C
) | | | | | | | | | | |
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
w/R, w/R
(a)
12 — Presente trabalho - 32 elementos

® Kouhia e Mikkola (1989) - 64 elementos

PR?/EI

o o 02 04 o >

Figura 3.3: Trajetorias de equilibrio do arco circular rotulado-engastado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

52

u*=-0.6118334 [~ o

u* =-0.4290926—=
\P* =6.0077

lw* =0.5745503

w *=1.138842

P* =9.098987

|

(@) (b)

[ — u* =-0.0973192 —{}—

u* =-0.5741094

w *=1.211965 w * =1.679506

P*=-0.794223

P*=0.99992

(c) (d)
P*=PR¥EL;, w*=w/R; u*=u/R

Figura 3.4: Configura¢des deformadas do arco circular rotulado-engastado.

3.2.2
Arco circular biarticulado

A reposta ndo-linear de um arco circular biarticulado, quando submetido as
duas situacdes de carga concentrada indicadas na Figura 3.5, serd estudada nesta
secao.

P |p — Modelo perfeito
,,,,, Carga excéntrica

- L =100 —_———

Figura 3.5: Arco circular biarticulado.
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Para realizar a analise do modelo perfeito com carga pontual perfeitamente
centrada, apenas metade do arco foi discretizada e adotou-se 10 elementos finitos.
No caso do modelo com carga excéntrica, foi adotada uma malha composta de 26
elementos para modelar o arco completo.

Essas duas situacdes de carga provocam respostas fortemente ndo-lineares
do arco, como mostradas através das trajetdrias de equilibrio ilustradas nas
Figuras 3.6a e 3.6b. Observe que resultados obtidos pelo presente trabalho
apresentam boa concordancia com os disponiveis na literatura (Yang e Kuo,

1994).

250
200 B Presente Trabalho
Metade do arco: 10 elementos
150
100
50
P
0
-50
-100
== Yang e Kuo (1994)
-150 | Arco completo: 26 elementos
2200 [T T I O O NN SO
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
w
(a) Modelo simétrico.
125
100 r Presente Trabalho
75 | Arco completo: 26 elementos
50
25 +
P
0 ==
225 ¢
-50
75 b == Yang e Kuo (1994)
Arco completo: 26 elementos
-100 :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

w
(b) Modelo assimétrico.

Figura 3.6: Arco circular biarticulado: trajetérias de equilibrio
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Para essas duas situagcdes de carga o arco apresenta uma resposta ciclica.
Esse comportamento pode ser notado através da Figura 3.7, onde sdo mostradas as
deformadas da estrutura em alguns pontos das duas trajetdrias. Dessa observagao
conclui-se que, apos cada ciclo, os resultados tornam-se menos precisos, pois o

numero de elementos utilizados no modelo estrutural torna-se menos eficiente na

representacao da estrutura.

-3-
P=-19.693
-4 -
(a) Carga centrada. (b) Carga excéntrica

Figura 3.7: Configuragdes deformadas da estrutura.
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3.2.3

Arco senoidal sob carregamento distribuido

Pretende-se nesta se¢do analisar a influéncia de imperfeigdes nas condig¢des
de apoio e de carregamento na resposta nao-linear do arco senoidal apresentado na
Figura 3.8. Entretanto, considera-se inicialmente o sistema estrutural classico
encontrado na literatura (Bergan, 1980), ou seja, o arco biarticulado e submetido a
uma carga vertical P uniformemente distribuida, como mostrado na mesma figura.

A resposta do arco senoidal biarticulado a esse carregamento uniforme ¢
apresentada através da trajetoria de equilibrio nao-linear fornecido na Figura 3.9,
onde mais uma vez fica comprovada a eficiéncia e exatiddo das formulagdes
implementadas neste trabalho. Na Tabela 3.2 sdo comparados os valores obtidos

da carga P nos pontos criticos da trajetoria de equilibrio.

P (N/mm)

Ini— L=1000mm ————————®
9 2 4
E =210000 MPa p=78x 10 Ns/mm

Figura 3.8: Arco senoidal biarticulado sob carga distribuida.

0.4

<
9%}
1

P/h Mpa)
<)
[\S]

0.1

— Presente
@ Bergan (1980)

0.0

T T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

w/z,

Figura 3.9: Trajetéria de equilibrio do arco senoidal biarticulado.
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Com o objetivo de verificar a sensibilidade da resposta do arco senoidal a
variagdes na rigidez dos apoios, analisa-se novamente o mesmo sistema, mas
agora com ligagdes semi-rigidas, como ilustrado na Figura 3.10. Primeiramente,
consideram-se as ligacdes flexiveis nas duas extremidades do arco com o mesmo
valor da rigidez a rotacao Sc (Figura 3.10a); em seguida, valores diferentes de Sc
sdo adotados para essas ligagdes flexiveis (Figura 3.10b).

As trajetérias de equilibrio para a primeira situacdo de apoio sdo
apresentadas na Figura 3.11a. E interessante observar que o aumento da rigidez Sc
ameniza o efeito de perda de estabilidade por ponto limite de carga seguido de
salto (snap-through). Para Sc maiores que 20EI/L, ndo se observam mais a
presenca de pontos criticos ao longo da trajetoria.

A sensibilidade do arco a diferentes valores de Sc das ligagcdes pode ser
verificada através das trajetoérias apresentadas na Figura 3.11b. Para esse estudo,
procurou-se fixar a rigidez da extremidade esquerda do arco considerando Sc; =
SEI/L; e variou-se a rigidez da ligagdo do apoio da direita seguindo a relacdo Sc,
= Sc; (1 — o). Note que a medida que a diferenca entre Scl e Sc2 aumenta, como
o acréscimo de o, o valor da carga critica diminui e a inclinagdo da trajetoria pos-

critica torna-se mais acentuada.

(a) Sc iguais (b) Sc diferentes

Figura 3.10: Arco senoidal com ligagbes semi-rigidas.

Por fim, analisam-se os efeitos de um carregamento imperfeito na resposta
ndo-linear do arco com ligacdes idénticas semi-rigidas (Sc = SEI/L). Como
observado, essa imperfeicdo ¢ associada a um carregamento distribuido adicional,
de magnitude oP, introduzido do lado direito do arco. Os caminhos ndo-lineares
de equilibrio, para diferentes valores de a, sao fornecidos na Figura 3.11.

Observa-se que a medida o valor do parametro o ¢ incrementado,
aumentando-se conseqiientemente a assimetria do carregamento, o valor da carga

critica diminui. Entretanto, essas imperfei¢cdes ndo ocasionaram o surgimento de
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pontos de bifurcacdo, o que levaria a uma perda muito

capacidade de carga.

/Arco biengastado

,Sc=20 EI/L
/' Sc=10 EIVL
"/ ,Sc= 5 EIL

s
- /

-~ Se= 1 EIL

051 f— /// Arco biapoiado
0.0 T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
w/z,
(a) Sciguais (Figura 3.10a)
1.0 1 1
!
. Sci= 5 (x EI/L) i
0.8 - Scy = Sci(1-ctimp) //V;/{I//
///”/
0.6 - /)
<= — /?///// Limp
E : ;f{i‘:f:‘::és —~ 4 0.1

0.2 A

041 / | ko}x\gi
04

0.0 ' 1 v T T
0.0 0.5 1.0

1.5 2.0 2.5

w/z,

(b) Sc diferentes (Figura 3.10b)

mais drastica

Figura 3.11: Trajetérias de equilibrio do arco senoidal como ligagdes semi-rigidas.
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Olimp x P

P [ v v v v ¥ ¥ 1 ]

Ly vy v ovov v vy

o

Sc Sc

Figura 3.12: Arco senoidal com ligagdes semi-rigidas e carregamento imperfeito.

1.0 7

Sc= 5 EI/L i

P/h (MPa)
[a)
>
1

<
~
1

00 v ) v I v I v I v 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

w/z,

Figura 3.13: Trajetorias de equilibrio do arco senoidal com ligagdes semi-rigidas e
carregamento imperfeito.

3.2.31
Estudo do parametro geométrico z,

Na literatura sd@o encontrados alguns trabalhos que apresentam uma relagao
entre geometria do arco e o tipo de trajetéria de equilibrio que este deve
apresentar. Em Schreyer e Masur (1966) foi definido o pardmetro geométrico
A=2z¢/h, onde z; ¢ a altura do arco e h a altura da se¢do transversal, como ja
indicado pela Figura 3.8. Neste mesmo trabalho, foram apresentados os seguintes
limites de comportamento para um arco circular biengastado submetido a

carregamento distribuido:
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(1)  Se2.85> X\ = A trajetoria de equilibrio ndo apresenta pontos limites;

(i) Se 5.02>X >2.85> Ocorréncia de ponto limite seguido por salto dindmico

(i) Se 5.74 > A > 5.02-> Ocorréncia de ponto de bifurcagdo no ramo instavel
apo6s o ponto limite;

(iv) Se A >5.74 - Ponto de bifurcac¢do ocorre antes do ponto limite;

Um estudo semelhante foi apresentado para um arco circular biarticulado
em Dickie e Broughton (1971), e os seguintes limites de comportamento foram
fornecidos:

(v) Sel.11>A > A trajetoria de equilibrio ndo apresenta pontos limites;

(vi) Se2.24 > > 1.11-> Ocorréncia de ponto limite seguido por salto dindmico

(vil) Se 2.65 > A > 2.24-> Ocorréncia de ponto de bifurcagdo no ramo instavel
apo6s o ponto limite;

(viii) Se A >2.65 = Ponto de bifurcagdo ocorre antes do ponto limite;

No presente trabalho ¢ fixado o valor de h = 20 mm. Deste modo, a analise
da influencia da geometria do arco no tipo de resposta estrutural se resume no
estudo da influencia da altura zy do arco senoidal no comportamento estrutural.

A Figura 3.11 exibe as trajetorias de equilibrio para valores de z, iguais,
respectivamente, a 20, 30, 40 e 50 mm. Para obter as trajetorias do modo
simétrico dos arcos foi utilizado o procedimento de modelar apenas metade do
arco, restringindo no né do topo a deslocabilidade horizontal e a rotacdo. O modo
assimétrico foi obtido com o modelo do arco inteiro e a introdugdo de pequenas

imperfeigdes na geometria.
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0.4 1.0
zg =20 mm 0.8
0.3 1
0.6
= 0.4
= 021 s
0.2
| 0.0
0.1 — Regiao estavel . )
- Regidio instavel 0.2{ — Regido estavel
- Regido instavel
0.0 : : : : : : : : : : 0.4 . . ‘ ‘ . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
w/z w/zg
(a) zo =20 mm (b) zop =30 mm
47 N
27 3] \\ Zo = 50 mm
‘ 21 )
11 A\
- 1,
<
< =
& 0 . “ ]
0 Y e /
_1 4 — Regido estavel 24 T Regl.ilo ?Sta\,/ell A -
—— Regido instavel — Regido instave )
. 34
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
w/zy wizg
(¢) zo =40 mm (d) zo =50 mm
1.2 7 . ~
bifurcagao
0.1 1 08
bifurcacgao
~ ¢ 0.4 -
2 / \ N
E 0 3 0
@
-0.4 A
-0.1 - -0.8 1
-1.2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
w/z, w/z,
(e) zo =50 mm () zo =50 mm

Figura 3.14: Trajetdrias de equilibrio para diferentes valores de z,.

A primeira observacao feita em relacdo aos caminhos de equilibrio ¢ o
surgimento de um ponto de bifurcagdo ao longo do caminho ndo-linear para
valores de zp acima de 20 mm. A este ponto de bifurcacdo segue uma perda de

estabilidade do arco. O caminho pds-critico encontrado tangencia a trajetoria do
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modo simétrico no ponto de bifurcacao e volta a tangenciar este caminho em um
outro ponto do caminho fundamental na regido associada a configuragdes poOs-
flambagem logo apds o ponto limite minimo. Para se entender a forma desse
caminho pds-critico, apresenta-se nas Figuras 3.14e e 3.14f duas projegdes deste
caminho para o arco com z; igual a 50 mm.

Uma outra observacao importante ¢ que a medida que se reduz o valor de zy,
o ponto limite associado ao modo assimétrico se aproxima do ponto limite do
modo simétrico. Para tentar compreender melhor esse fendmeno, serdo analisados
no Capitulo 5 os modos de vibracdo e a variagdo das freqiiéncias naturais para
estes diferentes valores de z.

Em seguida, considerando-se o arco com altura zp= 50 mm, que, como foi
visto, apresenta um ponto de bifurcacdo bem definido, pretende-se avaliar a
sensibilidade da estrutura a imperfei¢cdes de carga e também de apoio.

A imperfei¢do de carregamento pode ser modelada como mostra a Figura
3.15. A sensibilidade da estrutura a imperfeicao de carregamento ¢ mostrada na

Figura 3.16.

Olimp x P

p I T T

|
Ly v v v v ¥ ¥y o¥ |

o

Figura 3.15: Imperfeicédo de carga.
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3.0 7

Modo simétrico

237 | Arco biapoiado: z,= 50 mm

2.0 H s
odo assimétrico Imperfeicio de Carga

P/h

1.5 7

1.0

0.5

00 T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

w/z,
Figura 3.16: Sensibilidade a imperfeicdo de carga: arco biapoiado com zg = 50 mm.

Para o presente arco o efeito de imperfeicdes iniciais € extremamente
relevante, reduzindo consideravelmente a capacidade de carga.

Da mesma forma deve-se avaliar a sensibilidade da estrutura na presenga de
imperfei¢cdes dos apoios. Supondo um arco apoiado em suas extremidades por
conexdes semi-rigidas de Rigidez Scl e Sc2 = (1+atimp)Scl (Figura 3.17), obtém-
se, como mostrado na Figura 3.18, duas situacdes de imperfei¢do: oimp>0, em que
a imperfei¢do de Sc, implica em uma maior rigidez na conexao € oimp<0, em que

a imperfei¢do de Sc, implica em reducdo de rigidez.
P

I O O
L
Scl Sc2

Sc2=(1 + climp) x Scl

Figura 3.17: Arco z, = 50 mm e apoios semi-rigidos: Scq = Sc, = 5 El/L.

E interessante observar que um acréscimo de rigidez em uma das conexdes
leva a estrutura a perda de simetria fazendo-a perder capacidade de carga,
entretanto, a variacdo na magnitude destes acréscimos para estrutura assimétrica

ndo provoca grandes variagdes no primeiro ponto de bifurcagdo. A diferenca ¢
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mais sensivel no segundo ponto de bifurcacdo. Por outro lado, a reducao na

rigidez de uma das ligagdes ¢ fortemente sentida no primeiro ponto de bifurcacgao.

4.5
7 I/\\\
4.0 r/'\\ \\\ ‘\\ ZO = 50 mm
1 / \ \ —
3.5 / \\\ " \ SCI =5EIL
1 v \
3.0 1 ,'I A ‘\ Sc,=(1+ oy, )Se,
’ | * L'\ \
7 \ .\
2.5 ‘\k ‘\:\ —— Arcosimétrico
i | 11‘“ ‘\\\ —— Arcoassimétrico
2.0 7 \\ ‘\ L\‘
4 \\ \\ \\
1.5 T \ 4 ‘L
1o N
’ | l‘\ \\\ aimp
0.5 1 y ., 03
] “a 0.2
O 0 T T T T T T T T T T T T T \-‘\.“'\- T T - T 1 0.1
00 02 04 06 08 1.0 1.2 1.4 1.6°"1.8 2.0
(a) Wy
4.5 -
1 ) \\
¢ \ _
4.0 1 AN \\ z, =50 mm
| / AR \ _
3.5 /I \\\ " \ SCI =5EI/L
I Coov s \
3 0; |I O‘l_mp‘x “‘ \\ SC2 = (1 + a‘imp) SCl

Arco simétrico

—— Arco assimétrico

(b) w/z,

Figura 3.18: Arco z, = 50 mm e apoios semi-rigidos: Sc, =5 El/L e Sc; = Scq (1 + dlimp).

No Capitulo 5 ¢ apresentada uma analise paramétrica detalhada envolvendo
o problema de vibragao livre e resposta dinamica ndo-linear para essa familia de

arcos.
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3.3
PORTICOS EM L

Em algumas estruturas aporticadas esbeltas sujeitas a grandes deflexodes,
certos membros podem apresentar configuragdes de equilibrio critico e,
principalmente, configuragcdes poOs-criticas, fortemente dependentes das
caracteristicas dos membros adjacentes. Esse ¢ o caso dos porticos em L,
conhecidos na literatura como L-Frames. A Figura 3.19 mostra dois exemplos
classicos de porticos em L, o Portico de Lee (Lee et al., 1968; Schweizerhof e
Wriggers, 1986; Galvao et al.,, 2004) e o Portico de Roorda (Roorda, 1965;
Koiter, 1967; Roorda e Chilver, 1970).

P
\24‘ Pe+‘
B PR S B

A=6.0 s
§ 1 =20 Eo‘
E=720.0 EALe/EI = 10°

Lo

T A &

(a) Portico de Lee. (b) Pértico de Roorda.

Figura 3.19 : Exemplos de porticos em L.

Em 1967, Koiter (1967) mostrou que alguns porticos em L apresentavam
bifurcacdo assimétrica e, conseqlientemente, sua a capacidade pos-critica era
afetada por imperfeicdes. Seus resultados puderam ser comparados com os
obtidos experimentalmente por Roorda (1965). Desde entdo, o comportamento
pos-critico desse tipo de estrutura tem sido fartamente estudado. Varios autores no
passado (Koiter, 1967; Roorda e Chilver, 1970; Brush e Almroth, 1975; Rizzi et
al., 1980; Gioncu e Ivan, 1983; Bazant e Cedolin, 1991), estudaram a regiao
inicial da trajetoria pos-critica dessas estruturas através de expansdes assintoticas
da energia potencial ou das equacdes de equilibrio que governam seu

comportamento ndo-linear. Esses estudos normalmente tinham a preocupacdo de
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determinar a inclinagdo e a curvatura do inicio da resposta pos-critica, pois, como
se sabe, esses dois parametros sdo suficientes para caracterizar o tipo de
bifurcacdo, podendo ainda ser usados para estimar a sensibilidade da estrutura a
imperfeigoes.

Essas solucdes aproximadas podem, entretanto, descrever somente a regido
inicial do comportamento pds-critico do pértico e ainda gerar erros significativos
quando houver grandes deslocamentos ou grandes imperfeigdes no sistema
estrutural.

Devido a constatacao da forte nao-linearidade no seu comportamento pos-
critico, os porticos em L t€m sido usados por varios autores para testar a eficiéncia
de varias formulagcdes de elementos finitos, bem como o desempenho
computacional de vdrias estratégias de solugdo de sistemas de equagdes nao-
lineares (Salermo e Lanzo, 1997; Meek e Xue, 1996; Pacoste e Eriksson, 1997,
Waszczyszyn e Janus-Michalska, 1998; Silveira et al., 2000; Galvao e Silveira,
2000).

Entretanto, pouca coisa se sabe sobre a influéncia de varios parametros, tais
como, condi¢des de contorno, imperfeicdes geométricas e de carregamento, e
rigidez da barra lateral no comportamento pos-critico dessas estruturas
aporticadas.

Sera realizada entdo nesta secao um estudo para verificar a influéncia desses
parametros na resposta ndo-linear e na sensibilidade a imperfei¢des dos porticos
em L. Serdo mostrados inicialmente, no entanto, alguns resultados que validam as
formulagdes apresentadas no Capitulo 2.

Em todas essas analises se adotou, em funcao da eficiéncia computacional
observada, o método de Newton-Raphson modificado junto com a técnica do
comprimento de arco cilindrico para resolver o sistema de equagdes ndo-lineares.
A tolerancia utilizada para indicar a convergéncia em cada passo de carga foi de

£=10".
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3.31

Pértico de Lee

A primeira estrutura a ser analisada ¢ a mostrada na Figura 3.20. Esse
sistema estrutural, normalmente conhecido como Portico de Lee (Lee et al.,
1968), ¢ composto por duas barras idénticas, uma vertical e outra horizontal,
conectadas rigidamente entre si € com apoios articulados em suas extremidades.
Uma tnica carga vertical P ¢ aplicada na barra horizontal, a uma distancia de 24
unidades de comprimento da ligagao.

A modelagem desse sistema estrutural neste trabalho foi feita usando-se 20
elementos finitos do mesmo tamanho (10 para cada barra). Para comegar o

processo de solucdo nao-linear, adotou-se um parametro inicial de carga

Al =07P

., com P, =n’El/L*. As configuracdes deformadas do portico nos
pontos criticos, bem como as trajetorias de equilibrio referentes aos
deslocamentos verticais e horizontais do né onde a carga ¢ aplicada sdo mostradas
na Figura 3.21.

Como pode ser visto, a estrutura exibe um comportamento fortemente nao-
linear, com dois pontos limites de carga e dois pontos limites de deslocamento ao
longo do caminho ndo-linear de equilibrio. Note também que os resultados
obtidos pelo presente trabalho sdo praticamente iguais aos fornecidos por

Schweizerhof e Wriggers (1986), demonstrando a eficiéncia da formulagdo e

metodologia de solugdo ndo-linear utilizadas aqui.

24 96 |
[ I 1
lP
w | 3@
o 4-
W
A=60
S =20
- E=720.0
v=03

Figura 3.20: Pértico de Lee.
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® Schweizerhof'e Wriggers (1986) o 4
2.51 Presente trabalho
u|w
A
2.0
P
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1.5
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B
1.0 i
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a
0.51
0.0 ¢
C
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»,
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.
-1.0 ‘ ‘ ‘ ‘
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Figura 3.21: Trajetdrias de equilibrio do Pértico de Lee.

3.3.2

Pértico de Roorda

O segundo sistema estrutural a ser analisado ¢ ilustrado na Figura 3.22a e ¢
conhecido na literatura como o portico de Roorda (Roorda, 1965). Como sera
mostrado, trata-se de uma estrutura que apresenta bifurcagao assimétrica.

Como no caso do portico de Lee, considerou-se 10 elementos para modelar
cada membro e, com a finalidade de se obter as duas regides da trajetéria pos-
critica (bifurcacdo assimétrica), foram inseridas pequenas excentricidades (e =
L/10000) na carga P (Figura 3.22b), gerando assim: (i) uma excentricidade
positiva (0-) para a carga aplicada na extremidade livre de um elemento horizontal
de comprimento e = /10000, inserido a esquerda da conexdo entre as barras; e
(i1) uma excentricidade negativa (6+) para a carga aplicada na extremidade direita

de um elemento de comprimento e = L/10000, a direita da ligagao.
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@\
=

. E AL’ /EI=10°

(a) Modelo perfeito (b) Modelo imperfeito
Figura 3.22: Pértico de Roorda.

A Figura 3.23 fornece a variacdo do parametro de carga P/P,
P, = nZEI/Lz, com a rotacdo O do no6 de ligagdo entre as duas barras. Nessa

figura, valores positivos de 6 representam rotagdes anti-horarias do no.

P/Pe

-60 -40 220 0 20 40 60
0 (deg)

Figura 3.23: Trajetdrias de equilibrio do Pértico de Roorda.

Observe que o portico apresenta bifurcacdo assimétrica, isto €, a resposta

pés-critica apresenta uma inclinag@o finita no ponto de bifurcacdo. Isso distingue
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o comportamento de porticos em geral do comportamento de colunas, que exibem
uma bifurcacdo simétrica estavel.

Esse comportamento do pdrtico de Roorda acontece devido a influéncia do
incremento das forcas cisalhantes ¢ encurtamento axial das barras em fung¢ao dos
seus respectivos deslocamentos. Assim, quando a coluna flamba para a direita
(6+), um incremento de forga cisalhante ¢ produzido na viga fazendo com que as
forcas axiais de compressdo na coluna sejam maiores que a carga aplicada, e
assim a resisténcia do sistema diminui com o incremento da deformacdao do
sistema. Nesse caso, entdo, a resposta pds-critica € instavel.

Analogamente, se o pértico se desloca para esquerda (0-), uma forca de
tracdo secundaria ¢ induzida na coluna. Como conseqii€éncia, a carga externa que a
estrutura pode suportar cresce com o incremento da deformagao do sistema. Nesse
caso a configuragdo pos-critica € estavel e a inclina¢do da trajetdria cresce até um
ponto limite associado a grandes deslocamentos, apds o qual este segmento da
trajetoria pds-critica também se torna instavel.

Através de uma analise classica de estabilidade do poértico de Roorda,

chega-se a seguinte expressao para a carga critica (Bazant e Cedolin, 1991):

2
n El
P, =1.407 > 3.1

Através de expansdes assintoticas das equacdes de equilibrio que governam
0 comportamento ndo-linear do portico, Koiter (1967) obteve a seguinte

aproximacao para o inicio de sua da trajetéria pos-critica:

P/P, =1+0.38050 (3.2)

que representa uma reta tangente a trajetéria no ponto de bifurcagdo. Uma
aproximagdo mais refinada foi introduzida por Rizzi et al. (1990), considerando,

além da inclinagdo inicial, a curvatura inicial da trajetoria pos-critica, ou seja:

P/P, =1-0.38050+0.46386° (3.3)
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Os resultados obtidos através das Equagdes (3.2) e (3.3) sao comparados na
Figura 3.24 com a parte inicial da trajetoria de equilibrio secundaria obtida no
presente trabalho. A mesma figura fornece os pontos obtidos experimentalmente
por Roorda (1965). Observe, mais uma vez, a boa concordancia entre as solugdes
apresentadas para pequenos valores da rotagdo 0. Entretanto, como esperado, a
medida que o valor de © aumenta, cresce a diferenca entre as respostas obtidas no
presente trabalho e as das aproximacgdes analiticas. Ha também uma concordancia
satisfatoria entre os resultados do presente trabalho e os resultados experimentais
de Roorda (1965), atestando assim a precisdo das formulagdes ndo-lineares

empregadas aqui.

1.9 1
1.8 1
1.7 A
1.6 1
1.5 1
1.4 s
1.3 1
1.2 1
1.1 A

® Roorda (1965)
—*%— Koiter (1967)
—— Rizzi et al. (1990)
— Presente trabalho

P/P,,

/Q

1.0

0.9 -

0.8 -

0.7 -

06 +——m—m—m—————————————————
1.0 -08 -0.6 04 -02 00 02 04 06 08 1.0

0O (rad)

Figura 3.24: Portico de Roorda: comparagéo dos resultados numeéricos e analiticos.

3.33
Estudo paramétrico

Enquanto véarias solucdes analiticas aproximadas sdao encontradas na
literatura, poucos sdo os trabalhos destinados a uma analise paramétrica detalhada
desses porticos em L (Galvao et al., 2000). Entretanto, este estudo € essencial para

a compreensao da influéncia dos pardmetros geométricos, condigdes de contorno e
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imperfeigdes no comportamento critico e pos-critico dessas estruturas, podendo
ser de grande ajuda a projetistas estruturais na avaliagdo da influéncia das barras
de suporte lateral na estabilidade de estruturas.

Nas proximas segoes sera investigada a influéncia das condi¢des de bordo,
das imperfeicdes (carregamento) e da flexibilidade da ligagdo viga-coluna, no
comportamento do portico com as propriedades fisicas e geométricas estudado por

Roorda (1965).

3.3.3.1

Influéncia das condi¢oes de apoio

Com o intuito de verificar a influéncia das condi¢des de apoio, quatro tipos
de suporte sdo considerados na extremidade direita da viga, como mostrado na
Figura 3.25. As trajetorias de equilibrio pos-critico para essas quatro condigdes de
bordo da viga sdo fornecidos na Figura 3.26 junto com as configuragdes
deformadas dos porticos para o valor de 6 = +10°. Neste grafico, como nos
demais, o carregamento ¢ adimensionalizado pela divisdo por P.=n"EI/L’.

Dessas trajetorias pode-se concluir que as condi¢des de bordo da viga tém
grande influéncia no comportamento do portico ndo apenas no que diz respeito ao
valor da carga critica, mas também na sua resposta pds-critica e sensibilidade a
imperfeicdo. Observe que para a condicdo de bordo C, quando ¢ permitido o
movimento horizontal do apoio, o valor da carga critica ¢ uma pequena fracao da
carga critica do portico original de Roorda. Adicionalmente, o portico exibe uma
bifurcacdo assimétrica, indicando que em situagdes praticas reais a carga maxima

seria ainda menor.
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P/P.

0(deg)

(a) Trajetdrias de equilibrio

(b) Configuracdes deformadas

-60 -40 -20 0 20
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Figura 3.26: Trajetérias de equilibrio e configuragbes deformadas de um portico em L

com diferentes condigdes de apoio.
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3.3.3.2

Influéncia da posi¢ao do carregamento

A influéncia da posicdo da carga P aplicada a esquerda ou a direita da
coluna (Figura 22b), para as diferentes condi¢des de contorno A, B, C e D da
secdo anterior (Figura 3.25), é mostrada nas Figuras 3.27a,b,c,d, onde o pardmetro
de carga P/P. ¢ apresentado em funcao da rotacdo 6 (ponto nodal localizado na
conexao das barras) para diferentes valores do parametro e (0 < e < L/2), sendo e
definido como a distancia entre o eixo da coluna e o ponto de aplicacdo da carga
como mostrado na Figura 3.22b.

Analisando essas figuras pode-se constatar que, de um modo geral, quando
ha uma excentricidade positiva de carregamento, o pértico exibe uma capacidade
de carga Py, inferior a P.;; e quanto maior a imperfei¢ao, ou inclinacdo inicial do
caminho pos-critico, menor ¢ Py;,,. Quando a excentricidade é negativa, a resposta
do sistema estrutural ¢ estavel até atingir uma carga limite associada a grandes
deslocamentos e rotagdes. Mas, mesmo nessa situacao, a excentricidade tem um
efeito negativo na redugdo da rigidez efetiva do pdrtico, como mostrado através da
inclinag¢do inicial da trajetoria.

Para o caso de apoio B, quando a excentricidade tende a zero, a carga critica do

sistema estrutural tende a carga critica de Euler.

Excentricidade e/L

250 (1) 0.0001
NN @) 0005
3) 002
2071 @ 005
) 01
6) 025
;&_‘01-5" 7 05

1.07

057

0.0
-75 -60 -45 -30 -15 O 15 30 45 60

0 (deg)

(a) Caso A
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(b) Caso B
0.3

0.2 44
g B
=

0.1 1

0.0

10 0 10 20 30 40 50
0 (deg)

(c)Caso C

45
4.0 j'.:‘ Y |
3.5
3.0
J2.5
=20
15
1.0 -
0.5 -
00-—"~+—+—+t+————"7—
40 20 0 20 40 60 &0
0 (deg)

(d) Caso D

Figura 3.27: Trajetérias de equilibrio do pértico em L para carga em diferentes posig¢oes.

Por fim, a variagdo da carga limite do podrtico imperfeito (caso A) com o
parametro e/L ¢ mostrado na Figura 3.28, onde, como pode ser observado, os
valores de Py, obtidos no presente trabalho apresentam boa concordancia com os
obtidos experimentalmente por Roorda (1965) e analiticamente por Brush e

Almroth (1975) através da expressao:
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P, /P, =1-1.15(@/L)"? (3.4)

im

1.00 *
0.98 - » Roorda (1965)
0.96 — ~ Brush e Almroth
at — Presente trabalho
% 0.94 -
ol
0.92
P =
090 | er )
0.88 : : : : —
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

e/L

Figura 3.28: Comparacgao dos resultados numérico, experimental e analitico para Pj,.

3.3.3.3

Carregamento distribuido

Um caso muito comum de carregamento ¢ o carregamento distribuido sobre
a viga (Figura 3.29). A Figura 3.30 ilustra este caso comparando, para o caso de
apoio A, as trajetérias de equilibrio obtidas para algumas excentricidades € o

caminho de equilibrio de um carregamento distribuido dobre a viga.

L

Figura 3.29: Pértico em L com carga distribuida.
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4.0 |

| Excentricidade e/L
3.5 %) (1) 0.02

| (2) 0.1
30 - 3) 0.5

‘ (4) Carga distribuida

270 -60 -50 -40 -30 20 -10 O 10 20 30 40 50 60
0 (deg)

Figura 3.30: Comparagéo entre as trajetérias obtidas para diferentes posi¢des da carga

pontual e a trajetéria de equilibrio de uma carga distribuida sobre todo o vao da viga.

3.3.34

Influéncia da rigidez da ligagao entre as barras

A ultima secdo deste capitulo ¢ destinada a verificagdo da influéncia da
rigidez a rotagdo da ligagdo Sc entre as barras nas respostas critica e pos-critica do
pértico em L mostrado na Figura 3.31. Nessa mesma figura estdo as quatro
possibilidades de modelagem do sistema na regido de aplicacdo da carga e do
elemento hibrido de comprimento Ly = ¢ = L/10000 adotado, para possibilitar a
obtengdo das trajetérias pos-bifurcacdao. As trajetorias de equilibrio do portico

para esses modelos sdo apresentadas na Figura 3.32.

SPL EI " | e P
S— e
.

(a) Modelo 1

|
T | Al e = 10° | [ Il
\ s
L
o EA —4_  (b)Modelo2
(a) Portico em L (b) Modelos adotados

Figura 3.31: Pértico em L com ligagcédo semi-rigida entre as barras.
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0.8 -
0.6 ]
0.4 .
0.2 ]

0.0 T
-130 -100 -70 -40 -10 20 50

0(deg)

(b) Modelo 2
Figura 3.32: Trajetérias de equilibrio do pértico em L com ligagao semi-rigida.

Pode-se observar inicialmente para os dois conjuntos de trajetorias de
equilibrio sdo semelhantes, principalmente para o caso da excentricidade positiva
(trechos das trajetérias do lado direito nas duas figuras). No caso da
excentricidade negativa (trechos das trajetdrias do lado esquerdo), a medida que
Sc diminui, a resposta pos-critica dos dois conjuntos comecam a apresentar

diferencas, chegando até a situagdo limite de Sc = 0, onde o caminho pos-critico
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nao pode ser obtido através do modelo 1. Isso j& era esperado, pois nesse modelo
o momento fletor ndo pode ser transmitido quando Sc = 0.

Adicionalmente, como j& era também esperado, o aumento da rigidez da
ligacdo promoveu um acréscimo do valor da carga critica do portico. Entretanto,
esse acréscimo de P, foi acompanhado por um aumento da inclinagao da trajetoria
pos-critica, o que caracteriza uma maior sensibilidade a imperfeigdes.

Essa ¢ uma caracteristica interessante apresentada por alguns sistemas
estruturais sensiveis a imperfeicdes: a carga critica cresce devido a variacao de
certos parametros, mas a sensibilidade a imperfeicdes também cresce. Desse
modo, o aparente acréscimo na capacidade de carga pode ser totalmente destruido
pela inevitavel presenga de imperfeicdes.

Para concluir, ¢ importante observar que, geralmente, na pratica, as relagdes
das estruturas de acgo sdo tais que efeitos de plasticidade podem ocorrer durante as
fases iniciais da resposta pds-critica ou até mesmo antes da ocorréncia da
flambagem do sistema. Nessas circunstancias, ¢ obviamente necessario considerar
uma formulagdo que considere a plastificacdo de algumas secdes. Esse tipo de
abordagem certamente sera considerado futuramente na continuidade do presente

trabalho de pesquisa.
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PROBLEMA ESTRUTURAL DINAMICO NAO-LINEAR

4.1
INTRODUGAO

Neste capitulo, a defini¢do das equagdes diferenciais ordinarias de
movimento, caracterizando o equilibrio dindmico do sistema estrutural, bem como
as expressdes das matrizes de massa e de amortecimento sdo mostradas na Sec¢do
4.2. Em seguida, na Se¢do 4.3, sdo apresentados o problema de vibragao livre e os
procedimentos usados neste trabalho para se calcular as freqii€ncias naturais e os
modos de vibracao. Por fim, a Se¢ao 4.4 fornece uma descri¢ao detalhada dos
métodos de integracdo explicitos e implicitos, bem como das estratégias de
adaptatividade do incremento de tempo. Juntos, esses procedimentos sdo usados

na solug@o dos problemas estruturais dinamicos lineares e ndo-lineares.

4.2
EQUAGCOES DE MOVIMENTO

As equagdes diferenciais que governam a resposta dindmica de um sistema
estrutural podem ser obtidas utilizando-se o Teorema dos Deslocamentos Virtuais.
Portanto, impondo-se o equilibrio ao elemento finito apresentado na Figura 4.1,

chega-se a seguinte relagdo, ja adotando-se uma notacao matricial:

L
jkquii+5uTcoq.1+68Tc]dx==5uTFea) 4.1)
0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

80

L |

Figura 4.1: Elemento finito de viga-coluna adotado.

onde dSu sdo os deslocamentos virtuais e 0g as deformagdes virtuais
correspondentes; ¢ sdo as tensdes no elemento em equilibrio com F,, que sdo as
forcas externas aplicadas, fungdo da variavel tempo, t; p € a massa por unidade de
volume e finalmente c(x) representa o coeficiente de amortecimento Vviscoso
distribuido ao longo comprimento L do elemento.

O campo de deslocamentos u e suas duas primeiras derivadas no tempo,
velocidade u (du/dt) e aceleracdo i (d*u/dt?), podem ser aproximados através das

funcdes de forma H(x) (Equagdo (2.20)), e dos parametros nodais incrementais

u®(t), u(t) e i(t), dependentes no tempo, como segue:

u(x,t) = H(x)u®(t) (4.2a)
a(x, t) = H(x) u® (1) (4.2b)
ii(x, t) = H(x) i (1) (4.2¢)

Pode-se considerar as relagdes anteriores como uma separagdo local de
variaveis (Cook et All, 1989). Através da aproximacao dos deslocamentos (4.2a),

avalia-se as deformagdes no elemento através da expressao:

&(x,t) =B(x)u(t) (4.3)

onde B ¢ definida como a matriz deformacdo-deslocamento e ¢ obtida

diferenciando-se e combinando-se de forma apropriada as linhas da matriz H.
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Com a substituicdo das Equagdes (4.2a), (4.2b), (4.2¢) e (4.3) em (4.1),
chega-se a forma aproximada e discreta desta Ultima, em qualquer instante t, ou

seja:
L L L
SuT ijTH dx i +jc(x)HTH dx u® +jBTc dx-F, [=0 (4.4)
0 0 0

Observe que, ao tentar satisfazer a equacdo anterior, e sabendo que a
variagdo dos deslocamentos du ¢ arbitraria, chega-se a equacdo de movimento na

forma matricial classica, do elemento finito considerado:
MCi® +C%u® + F =FJ(t) (4.4)

onde o primeiro termo do lado esquerdo da equagdo corresponde as forcas de
inércia do elemento, sendo M® a matriz de massa consistente do elemento, que ¢é

definida por:
L
M°® = ijTH dx, (4.5)
0

O segundo termo caracteriza as forcas dependentes da velocidade e do
amortecimento; sendo a matriz C° chamada de matriz de amortecimento viscoso

consistente e sua expressao ¢ dada por:

L
C® = j c(x)HTH dx (4.6)
0

Finalmente, F{ representa o vetor das forgas internas, onde para o elemento

finito adotado, e para problemas nao-lineares, ¢ calculado na forma incremental
conforme apresentado no Capitulo 2, Equacdo (2.26).
Na pratica, a determinagdo do coeficiente c(x) em (4.5) ¢ extremamente

complicada ou até mesmo inviavel. E adotada entdo neste trabalho a metodologia
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usual de se contornar essa dificuldade: avalia-se a matriz de amortecimento
através de uma matriz proporcional as matrizes de massa e de rigidez, ou seja, C*
= ay M° + a, K°, onde a, e ax sdo os coeficientes de proporcionalidade de

Rayleigh. Seus valores sdo obtidos a partir do fator de amortecimento &, definido
pelo usudrio, e de duas freqiiéncias naturais distintas ®; e ;, conforme

expressoes a seguir (Chopra, 1995):

2coicoj 2
=gl e oa =t @.7)
o; + O o, + O,

m
Finalmente, de acordo com as relacdes anteriores ¢ somando-se a
contribuicdo de cada elemento finito usado na modelagem do problema, escreve-

se a equacdo que define a equilibrio dindmico de um dado sistema estrutural de

acordo com:

MU+CU+F, =F, (4.8)

421

Consideragoes sobre a matriz de massa

Uma componente genérica m;j da matriz de massa ¢ conhecida como
coeficiente de influéncia de massa e representa a for¢a atuante no grau de
liberdade 1 devido a aplicagdo de uma aceleracao unitaria em j e nula nos demais
graus de liberdade. O método mais simples de se avaliar a matriz de massa de um
elemento finito ¢ o conhecido como o método da massa concentrada (lumped
mass method), em que se supde as propriedades inerciais concentradas nos nos do
elemento. Desse modo, para o elemento de viga-coluna da Figura 4.1, a matriz de
massa concentrada M" ¢ dada por uma matriz diagonal cujas componentes néo-

nulas sdo representadas pelo vetor:

Mj =[m2 m?2 Iy m2 m?2 Iy] (4.9)
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onde o momento de inércia de massa Iy de uma barra uniforme de comprimento

L/2 e massa m/2 = pAL/2 ¢é dado por:

2
pAL
Iy = 4.10
M= (4.10)
Assim, (4.9) pode ser reescrita como:
2 2
mL-PAL L L (4.11)
2 12 12

Evidentemente, a grande vantagem do método da massa concentrada é o
fato da matriz de massa ser diagonal. Por outro lado, uma abordagem utilizando a
matriz de massa consistente, dada pela equagdo (4.5), oferece maior precisdo da
resposta do sistema e, portanto, uma convergéncia mais rapida quando se utiliza
um processo iterativo de solugdo. Além disso, as relacdes entre energia potencial e
energia cinética sao obtidas de forma consistente (Cook et all, 1989).

A matriz de massa consistente do elemento de viga-coluna adotado (Figura
4.1) é obtida diretamente através da Equacao (4.5).

Ao se analisar o elemento finito com ligagdes semi-rigidas (elemento
hibrido, Figura 2.10), no que diz respeito a definicdo da matriz de massa
consistente, pode-se partir da seguinte aproximagdo dos deslocamentos
transversais na forma incremental (Chan ¢ Chui, 2000):

Av = [Hsz L -H,H L][Aebi
ABy;

Av;,
}+[(3_2H1)H1 (3_2H2)H2]{Av} (4.12)

J

onde:

H =1-— ¢ Hy =— 4.13
1 L ¢ Ho (4.13)
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Combinando-se (4.12), (2.41) e (2.42), chega-se ao campo de deslocamento

Av em fungao dos deslocamentos nodais, isto é:

2 5 1 Sei + K Kjj B Se 0

A9, (4.14)
1 /L 0 -1/L]|Av; [(3 MO (3-2H,)H ] Av;
X +|(3- -
0 I/L 1 —1/L||A8, . 2l Ay,
Av;
expressao esta que pode ser reorganizada da seguinte forma:
AD;
av=m, 4.15
V=Hg Ae] ( )
Av.

J

onde a matriz Hy,, que contém as funcdes de forma especificas para o elemento

com ligag¢des semi-rigidas, ¢ dada por:

-1
S. +K.. K. S, O
H, = [leHzL —H1H§ L][ “ ! ! } [ N }

(4.16)
[1 /L 0 -1/L
X

0 UL | _I/L}L[o (G-2H)H, 0 (3—2H2)H2]]

Substituindo entdo Hg na expressdo (4.5) chega-se a matriz de massa
consistente (4x4) referentes aos deslocamentos indicados em (4.15). Os demais
termos da matriz de massa consistente 6x6 do elemento com ligagdes semi-rigidas

sdo 1dénticos aos da matriz de massa do elemento convencional.
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4.2.2

Equacoes do movimento para o problema linear

Para um sistema estrutural com comportamento linear-eldstico, o vetor das
forcas internas Fj, para os tipos de elementos finitos adotados, pode ser obtido

simplesmente fazendo-se:
F, =K, U (4.17)

onde Ky, ¢ a matriz de rigidez linear do sistema e U os deslocamentos nodais.

As forgas externas sdo varidveis conhecidas do problema a ser resolvido.
Com o objetivo de facilitar para o usuario do programa computacional a definigdo
destas forcas, adotou-se neste trabalho, a utilizagdo de um vetor de referéncias
semelhante ao utilizado no processo de solu¢do do problema nao-linear estatico.
Assim, define-se F¢(t) = A(t) Fr, em que A(t) ¢ o pardmetro de carga variavel no
tempo e F,, como ja definido, ¢ o vetor de cargas de referéncia.

Portanto, a resposta dindmica de um sistema estrutural com caracteristicas
lineares pode ser obtida resolvendo-se o sistema de equagdes diferenciais

ordinarias:
M U+CU+K; U=L1)F, (4.19)
Geralmente, M, C e K, sdo constantes e simétricas; M e K, sdo matrizes
positivo definidas, C ¢ positivo semi-definida e A uma funcdo continua do tempo.

Resolver o sistema de equagdes (4.19) consiste em se encontrar a resposta

da estrutura no instante t, satisfazendo as condi¢des iniciais do problema,

Ut=0)="U ¢ Ut=0)="0 (4.20)

onde ‘U e °U sdo, respectivamente, os vetores de deslocamento e velocidade

iniciais. A aceleragdao em t = 0 é obtida diretamente de:

‘U=M"[M0)F.-C "U-K, "U] (4.21)
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Na Secao 4.4 serdo apresentados varios procedimentos de solugcdo da

Equacao (4.19).

423

Equagoes do movimento para o problema nao-linear geométrico

Para o caso do sistema estrutural com comportamento ndo-linear eléstico, as

a equagdes de movimento podem ser representadas, genericamente, como segue:

M U+CU+F,(U)=A1)F, (4.22)

onde agora o vetor das forcas internas F; depende ndo-linearmente dos
deslocamentos U. Observe, entretanto, que este vetor pode ser calculado, para
cada passo de tempo, ¢ para os elementos finitos considerados, seguindo a
abordagem incremental apresentada no Capitulo 2.

O algoritmo de solucdo adotado na solugdo da Equacdo (4.22) serd

apresentado adiante, na Secdo 4.4.2.
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4.3
ANALISE DE VIBRAGAO LIVRE

O conhecimento das freqiiéncias naturais e modos de vibracdo de uma
estrutura ¢ de fundamental importancia para o entendimento das vibragdes livres e
forgadas. Outra importante fungdo de uma analise de freqiiéncias ¢ o estudo da
estabilidade de estruturas com caminhos de equilibrio complicados. Se uma
configuracdo de equilibrio apresenta pelo menos uma freqiiéncia de valor
imagindrio, esta configuracdo ¢ instavel. Se uma configuracdo apresenta uma
freqiiéncia nula, esta configuragdo corresponde a um ponto critico. Este fato torna,
portanto, bastante tutil a obtengdo de curvas que relacionam o quadrado da

freqiiéncia natural com o nivel de carregamento.

431

Equacao caracteristica

Costuma-se geralmente resolver os problemas de vibracdo livre
desconsiderando inicialmente os efeitos de amortecimento. Nesse caso, a equagao

do movimento assume a seguinte forma:
MU+KU=0 (4.23)

onde K ¢ a matriz de rigidez do sistema estrutural, que pode ou ndo ser
dependente das forgas internas no elemento. Supondo entao que os deslocamentos
na equacgdo anterior possam ser substituidos por fungdes senoidais do tipo U(t) =

Uy sen(mt), chega-se a seguinte equagdo caracteristica do problema de autovalor:
K-o M| =0 (4.24)

onde o ¢ a freqii€ncia natural do sistema.
Para problemas ndo-lineares, na presenca de forgas axiais, a rigidez do

elemento finito e conseqilientemente a rigidez do sistema estrutural, se modificam.
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Esse efeito pode incluido na analise através da matriz de rigidez geométrica K.

Assim, o problema de autovalor pode ser redefinido da seguinte forma:
‘[KL +K,]- o M‘ =0 (4.25)

onde as matrizes de rigidez Ky, e K; para o elemento finito de poértico plano
convencional ou hibrido (ligacdes semi-rigidas) ¢ obtida conforme mostrado no

Capitulo 2.

43.2

Algoritmo de solugao do problema de autovalor

A solucao do problema de autovalor definido pela Equacao (4.24) pode ser
obtida de forma direta utilizando, por exemplo, o método de Jacobi (Brebbia e
Ferrante, 1986; Demmel e Vaselic, 1989).

Entretanto, ao se incorporar a nio-linearidade geométrica na analise, esta
solucao deixa de ser obtida de forma direta, j4 que a montagem da matriz de
rigidez geométrica K; depende dos esforcos internos atuantes no elemento. Faz-se
necessario, portanto, o conhecimento da configuracao de equilibrio do sistema sob
determinado carregamento, para que em seguida se possam avaliar esses esforcos
internos.

O algoritmo adotado neste trabalho para se calcular as freqiiéncias naturais,
ap6s cada nova configuracao de equilibrio do sistema, ¢ apresentado na Figura
4.2.

Observe que a solugdo do problema de autovalor ¢ obtida através da
inclusdo da sub-rotina FREQNAT, logo apds a verificagdo da convergéncia do
processo iterativo. Assim, a cada nova configuragdo de equilibrio do sistema
estrutural, os deslocamentos e os esforcos internos obtidos sdo utilizados em
FREQNAT para avaliar a matriz de rigidez e, logo em seguida, as freqiiéncias
naturais e os modos de vibragao. Na Figura 4.3 ¢ mostrada a organizagdo da sub-

rotina FREQNAT.
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INICIO DO > [
PROCESSAMENTO Leitura de dados de entradaJ

Montagem do vetor de cargas de referéncia: F,

P = = = —

I Y
Novo incremento >| Configuragdo inicial: ‘U e A |

L — — == ]

. . | Matriz de rigidez: K e Matriz de massa M |
Subrotina FREQNAT
I Freqtiéncias naturais e modos de vibragao .
. A
Ciclo incremental-Iterativo N . 0 0
I inc=1,2,..N°® maximo de incrementos Solugdo predlta: AL e Au
| - . \ - .
Vetor de forgas residuais: Vetor de f ot ¥ |
etor de forgas internas: F;
. I g -FU) [€ ¢ i I I
I A
" Ciclo iterativo k=1,2,... b "
I Se N-R padrio w | Calculo de Atualiza as variaveis I I
I . recalcula K 7 sake SUK incrementais e totais . .

FIM DO
Arquivos de saida PROCESSAMENTO

Figura 4.2: Algoritmo de solu¢do nao-linear.

SUBROTINA FREQNAT

Matriz de rigidez: K e Matriz de Massa M

\/

Método de Choleski
Decomposigdo da matriz M
M=STS

\/

Obtengdo da matriz: Q = S™!

\Z

Obtengdo da matriz: A=QTK Q

\4

Resolugéo do problema auxiliar: AX’ = AX’

Autovalores na diagonal da matriz A

Autovetores X’ nas colunas da matriz B

Método de Jacobi (Brebbia e Ferrante, 1986)

v

Obtengdo dos autovetores: X = Q X’

v

[ Impressao dos resultados ]

Figura 4.3: Algoritmo adotado para célculo das frequéncias (Sub-rotina FREQNAT).
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4.4
ALGORITMOS DE INTEGRAGAO

Os métodos de integracdo encontrados na literatura podem ser divididos em
dois grupos: métodos explicitos e métodos implicitos (Dokainish e Subbaraj,
1988, Subbaraj e Dokainish, 1989). Esses métodos apresentam vantagens e
desvantagens, que podem ser comparadas através do maior intervalo de tempo que
pode ser utilizado para produzir a resposta com a eficiéncia desejada, bem como
através da sua estabilidade numérica.

Um método de integracdo baseia-se geralmente em duas idéias basicas e
essenciais:

(1) as equacgdes do movimento sdo discretizadas no tempo e o equilibrio

do sistema ¢ imposto em instantes separados por intervalos de tempo;

(i) ao longo de cada intervalo de tempo, um determinado comportamento

¢ adotado para se determinar a variacdo do deslocamento, da velocidade e

da aceleracao.

Nas proximas secdes serdo apresentados, de forma detalhada, os métodos
explicitos e implicitos que foram implementados no programa de analise

estrutural dindmica linear e ndo-linear desenvolvido neste trabalho.

441

Métodos explicitos e implicitos

A principal caracteristica dos métodos explicitos ¢ a obtencdo da solugdo do
problema dindmico no tempo t+At considerando-se o equilibrio do sistema no
instante t, enquanto que para os métodos implicitos, algumas condicdes de
equilibrio precisam ser satisfeitas em t+At.

Os métodos explicitos tém a vantagem de exigir um menor nimero de
operagdes nos calculos envolvidos, o que os tornaria mais econdmicos
computacionalmente. Os métodos implicitos requerem usualmente a solugdo de
um sistema de equacdes ndo-lineares em cada passo de tempo e a solugdo do

problema ¢ obtida através de sucessivas solugdes de sistemas de equagdes
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algébricas lineares (para cada instante de tempo), utilizando em geral algoritmos
iterativos do tipo Newton-Raphson.

Em geral, os métodos implicitos sdo incondicionalmente estdveis, ou seja,
ndo tém restri¢do com relagdo ao tamanho do incremento de tempo para efeito de
estabilidade do algoritmo, e dessa forma, o tamanho do incremento de tempo ¢
ditado pela precisdo desejada e nao pela estabilidade do algoritmo. J& os métodos
explicitos sdo sempre condicionalmente estdveis e os incrementos de tempo
requeridos por esses métodos, para que seja atendida a condi¢do de estabilidade,
sdo muito pequenos. Ao contrario dos algoritmos implicitos, o tamanho do
incremento de tempo nos algoritmos explicitos ¢ governado, em geral, pela
estabilidade e ndo pela precisdo do algoritmo, visto que o incremento de tempo
requerido para estabilidade ¢ tdo pequeno que se torna suficiente para que se
obtenha uma resposta precisa.

Os métodos explicitos sdo particularmente bem sucedidos em problemas
dinamicos de curta duracao ou problemas de propagacao de ondas, tais como
estruturas sujeitas a carregamentos explosivos ou impactos de alta velocidade.

Os métodos explicitos mais tradicionalmente empregados na solucdo de
problemas estruturais dinamicos sdo os métodos da diferenca central e de Runge-
Kutta. Com relagao aos métodos implicitos, destacam-se os métodos da familia de

Newmark

4411
Método da diferenga central

O método da diferenca central é um dos métodos mais utilizados em
programas de andlise dindmica. Esse método explicito ¢ baseado nas seguintes

formulas de diferencas centrais:

A2 ¢ :L(H—AtU_ tU); =AL/2 :L(tU_ t—At/ZU) (4.26a.b)

At At
tI'J — L(HAt/Z U_ t—At/2U) (4.26C)
At
tUzi(t+At/2U_ t_At/2U) (4.26d)

AL 2 1y _ %(HAtU_l_ tU); A2y _(tU+ t—AtU) (4.26¢.0)

[\
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onde t-At, t e t+At sdo 3 instantes de tempo sucessivos. Das equagdes anteriores

pode-se tirar:

ty 1 t+At t—At
U=—("ty- 2ty 4.27a
i > 4279
U= %(”At U-2'U+ t_AtU) (4.27b)
At

Sera considerada inicialmente solu¢do do problema estrutural dinamico
linear. Levando-se entdo (4.27a) e (4.27b) na equacdo diferencial de equilibrio
dindmico (4.19) e, em seguida, reagrupando-se os termos, chega-se a:

dmile A = MOF, — K+—2m|u-[-Lm+cl|ray
At? 2At At? At? 2At

(4.28)
do qual se deseja obter os deslocamentos "'U.

Nota-se em (4.28) que "™U ¢ funcdo de 'U e "“'U, 0 que torna necessario um

procedimento especial para iniciar o processo de solucao. Esse procedimento pode

ser facilmente alcancado conhecendo-se oy , oy ¢ %0 , de onde pode-se calcular

"My, através de (4.27a) e (4.27b), ou seja:
“Atyr_ 0 oy A% g

U="U-At U+T 8] (4.29)
Conforme observado em (4.28), os deslocamentos no instante de tempo t+At
sdo calculados através dos parametros obtidos da configuracdo de equilibrio do
instante anterior t. Isso caracteriza um método explicito de integracdo. Note
também que esse esquema de integracdo ndo requer a fatorizacdo da matriz de
rigidez efetiva na solugdo incremental. Entretanto, mesmo se uma matriz de massa
diagonal for adotada (método da massa concentrada), e se a matriz de

amortecimento nao for diagonal, havera necessidade da fatorizacdo da matriz de
massa efetiva M = (1/ At)M + (1 / 2At)C .

Uma alternativa para contornar esse problema ¢ apresentada por Dokainish e
Subbaraj (1988), em que, substituindo ‘U=1/2At ("**U-"U) pela
aproximagdo 'U=1/At (‘U- "U), chega ao seguinte sistema explicito:

“y = MUAC(AF, -K'U)-AtC (U= “MUJ|+2 ‘U= "YU (4.30)

No presente trabalho, entretanto, foi implementado o procedimento geral

utilizando-se a expressao (4.28), conforme mostrado na tabela abaixo.
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a. Calculos iniciais:
1. Monte a matriz de massa M, a matriz de rigidez K, e a matriz de

amortecimento proporcional C;

2. Inicialize °U,"Ue °U;
3. Selecione um intervalo de tempo At;

4. Calcule as constantes de integracao:

al=—:; alzL; a2=2a0; a3:L
At 2At a2

5. Calcule MU="U-At “U+a3 OU;
6. Monte a matriz de massa efetiva: M =a0 M +al C :
7. Triangularize a matriz de massa efetiva M.
b. Para cada passo de tempo At:
1. Calcule o carregamento efetivo em t:
F="AF, —(K+a2 M)'U- (a0M-al C) "U
2. Avalie os deslocamentos no instante t+At:
M “YU=F
3. Avalie velocidades e aceleragdes no instante t:
‘W=al("*U- ""U)

tU :aO (t+AtU_2 tU+ t—AtU)

Tabela 4.1: Método da diferenga central.
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441.2
Método de Runge-Kutta

Uma forma de se resolver problemas envolvendo equagdes diferenciais
ordinarias de ordem elevada ¢ reduzir o problema a um sistema de equagodes de

primeira ordem. Por exemplo, a equacao de segunda ordem dada por:

2

d’y dy
o + q(X)d_X = r(x) (43 1)
pode ser reduzida ao seguinte sistema de duas equagdes de primeira ordem:
Y ) (4.322)
dx
dz
™ =r1(x)—q(x)z(x) (4.32b)
X

Dessa maneira, pode-se substituir, ou reduzir, um problema com uma
equacdo diferencial ordinaria de ordem N por um problema de N de equagdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem, ou seja:

%zﬂ(x,vl,...,VN) i=1,.,N (4.33)
onde f; sdo funcdes conhecidas.

Para a solucdo do problema através de uma aproximagdo linear, como

ilustrada na Figura 4.4, poderia ser adotado o método de Euler, que baseia-se na

seguinte formula:

"yv="v+Ax f("x,"V) (4.34)

v(x),

Figura 4.4: Representacéo grafica do método de Euler (aproximacgao linear).
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O método de Euler é conceitualmente importante. Entretanto, na pratica, nao
¢ recomendavel, pois, devido a sua aproximacao grosseira, seriam necessarios
intervalos At muito pequenos para se obter solugdes aceitaveis.

O método de Runge-Kutta consiste em se propagar a solucdo em um
intervalo, combinando informagdes de varios passos obtidos pelo método de Euler
em uma expansao do problema em série de Taylor na ordem que se desejar. Nos
problemas de engenharia governados por equagdes diferencias, em geral utiliza-se
0 método de Runge-Kutta de quarta ordem. Trata-se de um método cléssico que ¢
freqlientemente recomendado pelos matemdticos em fung¢do da sua exatiddo
(Dokainish e Subbaraj, 1989).

No método Runge-Kutta de quarta ordem, para cada passo At, ¢ necessario
que se calculem os parametros desejados em quatro situacdes distintas: uma vez
para o ponto inicial, duas vezes para o ponto central € uma vez no ponto final do
intervalo(Figura 4.5). A partir dos calculos nesses pontos indicados, o valor final

da fung¢do (mostrado como um ponto cheio) ¢ calculado.

Figura 4.5: Idéia basica do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Esse método, portanto, envolve a seguinte seqiiéncia de calculos:

A =Ax f(n X,nV) (4.35a)

“x+§,nv+lA1) (4.35b)
2 2
Ax 1

"x+—="v+—A 4.35c¢
2 5 2] ( )

Ax f(nX+AX,nVn +A3) (4.35d)

>
&
Il
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Esses quatro parametros sdo entdo combinados na seguinte expressao, que

define a expressao geral do método de Runge-Kutta de quarta ordem:

n+l n 1 1 1 1
V= V+— A +— A, +— A +— A 4.36
g Mty AT AT Ay (4.36)

Desse modo, o método requer a avaliacdo da fungdo conhecida f e, por
conseguinte, os parametros A;, em quatro pontos diferentes para cada passo Ax.

Tratando-se agora especificamente do problema de dindmica estrutural em
questao, representado pelo sistema de equagdes diferenciais ordinarias de segunda
ordem dado em (4.19) ou (4.22), a redu¢ao da ordem do sistema ¢ feita da

seguinte forma:

v-Y (4.37a)
ot
U= %U =M"[L(F, -CU-K U] (4.37b)

portanto, para se utilizar o procedimento fornecido por (4.35-4.36), basta definir

os parametros do método como ¢ mostrado abaixo:

"x=t e Ax=At; (4.38.a)
' =[0, i, u,i, .0, i,]; (4.38b)
vi=[u;0uy 0, .0, 0, ] (4.38¢)

onde m ¢ o numero de graus de liberdade do sistema estrutural a ser resolvido.
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4413

Método de Newmark

O método de Newmark (Newmark,1959) é o mais popular dos métodos de
integracao implicitos. Sua concepgao ¢ baseada na variagao linear da aceleracao
ao longo do intervalo de integragdo. A variacdo da resposta de um sistema
estrutural durante um intervalo de tempo At, considerando a aceleragdo linear, ¢

ilustrado na Figura 4.6.

u(x)A

cubica

AL,

trat 99
u

Figura 4.6: Aceleragao linear.

De acordo com esse processo de integragdo, a expressdo para a velocidade

no final de cada intervalo ¢ dada por:

At

ALY t['J_'_?(tI"J_'_ t+AtI“J) (4.39)
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+A ~ A . . J
Para se obter ""*U em fung¢do de pardmetros do instante anterior, utiliza-se a

seguinte expansao em série de Taylor.

. .. At? . A3 ALY
HAYZty 4 W AL tU%+ tU%+ tU”z—t4+... (4.40)

onde, de acordo com a hipdtese de variagao linear da aceleracao, escreve-se:

t'I'J':Ait(”mtj—tU) e 'UV=0 (4.41)

Assim, a Equacao (4.40) ¢ redefinida da seguinte forma:
2 2
BT Z g4 T AL+ tﬁ%#wfj% (4.42)

As expressoes (4.39) e (4.42) sdo as formulas de Newmark para a variagdo
linear da aceleracao no intervalo de tempo considerado. Através do emprego dos
parametros B e y nessas expressoes, cujos valores determinam a eficiéncia e
estabilidade do algoritmo, chega-se as formulas gerais do método de Newmark, ou
seja:

AT = U+ (1-7) ' UAt+y AU AL (4.432)

Aty = tU+‘I’JAt+G—Bj A2 +p TAUALY  (4.43b)

onde, para B = 1/6 e y = 1/2, as relagdes acima correspondem ao método da
aceleragdo linear. Newmark (1959) propds os valores de f = 1/4 e y = 1/2 para se
ter um algoritmo incondicionalmente estdvel com aceleracdo constante no
intervalo, sendo esta definida pela média das aceleragdes nos instantes extremos
do intervalo.

Para o problema linear, a resposta do sistema estrutural no instante t+At

pode ser avaliada resolvendo-se a seguinte equacao de movimento:
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M t+AtI':I+C H_Atﬁ‘i‘K t+AtU — H_At;\«Fr (4’44)

De (4.46a), (4.46b) e (4.47), chega-se ao seguinte sistema:

K+——C+ >
BAt BAt

C{jLﬁU+EJLJ4JWJ+A{jl—{yﬁ}—
BAt BAt 28

) ([ tU=1tU+mﬂL—qﬁj (4.45)
BAt? BAt 2

M}H—At U:H-At 7\,Fr +

ou, de uma forma mais compacta:

K "MU=F (4.46)

onde a matriz de rigidez efetiva e o vetor de forgas nodais efetivo sdo dados por:

K=K+-—C+ !

BAt BAL (4.47a)
F="")\F + C{L ‘U +{L—1th+At{L—lth}
BAt BAt 2p
M| U e L] (4.47b)
BAL? BAt 2B

Um resumo dos procedimentos do método Newmark para problemas

estruturais lineares ¢ apresentado no algoritmo presente na Tabela 4.2.
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a. Calculos iniciais:

1.

W N

3.
6.

Monte a matriz de massa M, a matriz de rigidez K e a matriz de
amortecimento proporcional C;

Inicialize’U,’Ue U ;

Selecione um intervalo de tempo At;

Calcule as seguintes constantes de integracgao:

a0 = : ;alzi;a2zi;a3: L -11;
BAt? BAt BAt 2BAt
¥ At(y
ad=—-1; aS=—| -2 |; a6=At(l—y); a7 = Aty
p 2B
Monte a matriz de rigidez efetiva: K=K+a0M+alC;
Triangularize a matriz K.

b. Para cada passo de tempo At:

1.

2.

3.

Calcule o carregamento efetivo em t+At:

F=""AF, +M(a0 'U+a2 'U+a3 'U )+Clal 'U+a4 'U+a5'0)
Avalie os deslocamentos no instante t+At:

K t+AtU _ F

Avalie velocidades ¢ aceleragdes no instante t+At:

t+AtU =a0 (t+AtU B tU)_ a2 tI‘J_a3 tU

HMU="U+a6 'U+a7 "™U

Tabela 4.2: Método de Newmark para problemas estruturais dindmicos lineares.

4414

Método de Wilson-0

O esquema de integracao implicito conhecido como método Wilson-0 é uma

extensdo do método da aceleragao linear. O método Wilson-0, entretanto,

considera varia¢do linear da aceleragdo em um intervalo entre t e t+0At, como

mostrado na Figura 4.7, onde 6 > 1. Quando 6 = 1 o problema se reduz ao método

da aceleracdo linear. De acordo com a literatura pesquisada (Bathe, 1995;

Subbaraj e Dokainish, 1989), para haver estabilidade incondicional dessa

estratégia de solugdo ¢ necessario utilizar 6 > 1.37.
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u(X)A ‘ OAt 4‘
Sa
t‘ t+At‘ ‘ -
77777777 t

0
"
o
-

linear
&—»’L‘

Figura 4.7: |déia basica do método de Wilson-0.

Fazendo 1 ser o incremento no tempo, tal que 0 < t < OAt, tem-se a seguinte

variagdo linear para a aceleragao:

T = tU_i_L(HGAtI“J_ tﬂ) (4.48)
OAt

Integrando-se duas vezes a equacado anterior, chega-se a:

2
A Y § P § LA Y ) (4.492)
20At
. '[32 . 13 . .
U= W4t U+ — 0+ —— (- D) (4.49b)
2 60AL

Observe entdo que no instante t+0At, ou seja, T = OAt, as duas equagdes

anteriores se tornam:

t+6AtU — tU+%(t+eAtU+tU) (4.503)
t+0At t ty 62 At? t-+OAL 1 t
B R e G (TR ) (4.50D)

t+0At U e

Dessas equacdes pode-se chegar aos valores de AT em termos

de "9y, ou seja:
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HHOAL ] 6 (LMY _ tU)—i 2 4 (4.51a)
02At? At
t+6AtU :i(HGAtU_ tU)_Z t['J_ % tU (4.51b)
OAt 2

Para se obter os deslocamentos, as velocidades e as aceleragdes no instante
t+OAt, o equilibrio do sistema estrutural deve ser considerado nesse instante.

Assim, escreve-se:
t+0At ¥ t+0At y t+0At t+0At
M U+C U+K U= AF, (4.52)
onde o parametro de carga ¢ extrapolado linearmente através da expressao:

t+9At7\/ _ t}b + e (t+At7\‘ _ t}b) (4.53)

Substituindo entdo as expressdes de AU e YOMU | Equagdes (4.51a) e

(4.51b), em (4.52), chega-se a uma equacdo onde os deslocamentos podem ser

obtidos no instante t+0At, "' U, ou seja:

K+—oCr—0 M HOAG —[t A+ B(TA A" )IF, +
0At  (0At)*

C[L‘U+2‘U+%‘U}+M 6 i S iy (4.54)
OAt 2 (0At)? OAt

que, como na se¢do anterior, pode ser simplificada de acordo com:
K "My =F (4.55)
onde agora a matriz de rigidez efetiva e o vetor de forgas nodais efetivo sao dados

por:

M (4.56a)
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ﬁ‘:[tk+9(t+Atk—tk)]Fr +C[3tU+2tﬁ+eAtt[’j}+M 6 tU+itU+2tﬂ
OAt 2 (0A1)? OAt

(4.56b)

Note que através do vetor de deslocamento HOA Y obtido da solugdo de

(4.55), chega-se, para o instante t+OAt, na aceleracio AL usando-se a
Equacao (2.51a). Com esse vetor calculado e fazendo-se t = At em (4.48), (4.49a)
e (4.49b), obtém-se, por fim, nos valores de "*U,"™U e ““U procurados. A

Tabela 4.3 apresenta de forma resumida o algoritmo de Wilson-0 para os

problemas estruturais lineares.

a. Calculos iniciais:
1. Monte a matriz de massa M, a matriz de rigidez K, e a matriz de
amortecimento proporcional C;

2. Inicialize °U,"Ue °U;
3. Selecione um intervalo de tempo At;
4. Calcule as seguintes constantes de integragao:
al= 6 5 a1=i; a2=2al; a3=%;
(BAt) OAt 2
2
a4:a—0; a5:—£; a6:1—§; a7=£; a8:AL
0 0 0 2 6

5. Monte a matriz de rigidez efetiva: K=K+a0M+alC;
6. Triangularize K.

b. Para cada passo de tempo At:
1. Calcule o carregamento efetivo em t+0At:

F o[ +0(" -t )IF, +M (a0 'U+a2 'U+2 1D+
c(al ‘U+2 'U+a3 tU)
2. Avalie os deslocamentos no instante t+0At:
K t+(—)AtU _ 131
3. Avalie deslocamentos, velocidades e aceleragdes no instante t+At:
1+A1I“J =a4 (t+9AtU _ tU)+ as t['J_a6 t["J
t+AtU — tU+a7( t+AtU+tU)
FMU="U+At 'U+a8( "0 +2 'U)

Tabela 4.3: Método de Wilson-6 para problemas estruturais dindmicos lineares.
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44.2

Consideragoes sobre a analise dinamica nao-linear

Os algoritmos de integracdo explicitos e implicitos apresentados nas se¢des
anteriores podem ser empregados na obtengdo da resposta dinamica ndo-linear de
sistemas estruturais governada pela Equacao (4.22). Entretanto, alguns cuidados
devem ser tomados na busca pelo equilibrio dinamico do sistema, pois o vetor das
forgas internas F; ¢ uma fun¢do nio-linear dos deslocamentos da estrutura.

Na realidade, todos os ingredientes para a obtencdo da solugdo de (4.22) ja
foram apresentados, quais sejam:

(1) a formulagao incremental usada no Capitulo 2;

(i1) a estratégia de solu¢@o ndo-linear também discutida no Capitulo 2, que ¢

baseada num esquema incremental-iterativo; e, por fim,

(ii1) os algoritmos de integracdo apresentados neste capitulo, em particular,

os esquemas implicitos.

Basta, portanto, coordenar e organizar esses procedimentos para se chegar
ao algoritmo apresentado na Tabela 4.4 (Subbaraj e Dokainish, 1989), onde foram
agrupados os métodos Newmark e Wilson-0 em um mesmo procedimento para
analise de problemas estruturais dindmicos ndo-lineares.

Esse foi o algoritmo de solucdo adotado no presente trabalho para a
obtencdo da resposta dindmica ndo-linear de sistemas estruturais. No capitulo de
exemplos e nas conclusdes serdo feitas consideracdes adicionais sobre a sua

performance e eficiéncia computacional.
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a. Procedimentos iniciais:
1. Calcule a matriz de massa M;

2. Inicialize °U,’Ue °U.

b. Para cada passo de tempo At:
1. Avalie a matriz de rigidez tangente K;

2. Avalie a matriz de amortecimento proporcional C;

3. Calcule as seguintes constantes de integragao:
i. Método de Newmark:

a0=—; al=—1; al2=L; a3=| L ;ad=T-1;

BAt? BAt BAt 2BAt B
a5=%(%— j; ab=a0; a7=-a2; a8=-a3; a9=At(l—y);
al0 = Aty

Obs. Faga 0 = 1 (recurso para se obter o vetor de carregamento efetivo para
os dois métodos através de uma mesma expressao).

1. Método de Wilson-0:

a0= 6 ;alzi;a2=2a1;a3=2;a4=2;35:%;a6=a_0;
(0A1)? At > 0
a2 3 At At?

a7=——;a8=1-—;a9=—; al0=——
0 0 2 6

4. Monte a matriz de rigidez efetiva:
K=K+a0M+alC

5. Calcule o vetor de carregamento efetivo:
B =['0+0(" M- 0)]F, + M(a2 'U+a3 '0)+C a4 ‘0 +a5 '0)- 'F,

6. Avalie os deslocamentos nodais incrementais:
KAU=F
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7. Processo iterativo para obtenc¢ao do equilibrio dindmico: k=1, 2, ...

1. Calcule as aproximagdes para aceleragdes, velocidades e deslocamentos:
HMUR =a0 AU — a2 'U-a3 ‘U

GOk =al AU* — a4 'U, —a5 'U
t+0At Uk — tU+AUk

ii. Calcule o vetor de forgas internas:
t+eAtFik+1 — tFi +K AUk+l

iii. Calcule o vetor de forgas residuais:
LOMRKH _ [ty 4 g(tA 1), —(M =OAL Tk | o tHOALETk t+6AtFik)

iv. Calcule a corre¢do dos deslocamentos incrementais:
IZ 6Uk+1 _ t+6AtRk+1

v. Atualize os deslocamentos incrementais:
AU = AU* + 58U

vi. Verifique a convergéncia:

[PE— < fator de tolerancia?
‘ LU+ AUR

Nao: volte ao passo 7.
Sim: continue, va para vii.

vii. Avalie os deslocamentos, velocidades e
aceleracdes no instante t+At; va para c.

c. Para o préximo instante:
1. Avalie o vetor de forgas internas: " F;, = tFi+At F;;

2. Selecione um novo intervalo de tempo At (estratégia adaptativa);
3. Volte ao passo b.

Tabela 4.4: Métodos de Newmark e de Wilson-6 para problemas estruturais dindmicos

nao-lineares.
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443

Adaptatividade no tempo

Com o objetivo de se melhorar a precisdo e a eficiéncia de um algoritmo de
integracao no tempo, busca-se aqui um procedimento adaptativo que selecione, no
final de cada passo do processo incremental, o maior incremento de tempo
possivel para o proximo passo, e que mantenha o grau de precisdo desejado para a
resposta.

De acordo com Bergan e Mollestad (1985), alguns critérios devem ser
seguidos para garantir a boa performance de um algoritmo de adaptagdao no tempo.
Dentre estes critérios estdo:

(i)  os ajustes no incremento de tempo devem ser feitos tomando-se como

referéncia o incremento de tempo inicial escolhido. E necessario que o

incremento de tempo inicial seja menor do que um determinado valor critico

de forma que o algoritmo seja capaz de gerar as solugdes iniciais € que essas
possam ser utilizadas como base para os ajustes no incremento de tempo
durante a simulagao;

(i) o incremento de tempo deve permanecer constante durante o regime

permanente, de forma que ndo ocorram modificagdes desnecessarias que

possam comprometer tanto a estabilidade quanto a precisdo do algoritmo;

(ili) todos os parametros de entrada e de controle do algoritmo adaptativo

devem ser simples de forma que o usuario possa prescrevé-los com

facilidade;

(iv) o critério de erro adotado deve ter um custo computacional minimo de

forma a ndo comprometer o desempenho do algoritmo;

(v) o algoritmo deve reagir de forma imediata a mudancas stbitas no

comportamento da estrutura;

(vi) o incremento de tempo ndo deve ser alterado desnecessariamente.

Baseado no trabalho de Bergan e Mollestad (1985), Jacob (1990) apresentou
a implementagdo computacional de uma estratégia adaptativa para algoritmos
implicitos, com aplicagdes em estruturas complacentes em aguas profundas. As

principais caracteristicas dessa estratégia sdo apresentadas a seguir:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

108

(1) a determinagdo do intervalo de tempo pode variar ao longo da analise de
acordo com a composicao modal da resposta € com o comportamento nao-
linear do sistema estrutural;

(i1) a determinagdo das reavaliacdes da matriz de rigidez tangente, de modo

a minimizar as ocorréncias de calculo, montagem e decomposicdo de

matrizes efetivas globais durante o processo de integragao.

Uma estratégia adaptativa baseada na proposta de Jacob (1990) foi
implementada no presente trabalho, para os métodos da familia de Newmark, na
solucdo dos problemas lineares e ndo-lineares.

A estratégia adaptativa que monitora o erro de truncamento no método de
Runge-Kutta de quarta ordem, apresentada em Press et. al. (1992), foi também

usada aqui na solug¢do dos problemas dindmicos lineares.

4431

Estratégia adaptativa para métodos da familia de Newmark

Esta estratégia adaptativa tem como caracteristicas principais a selecao
automatica do intervalo de tempo a ser utilizado no préximo passo de tempo ¢ a
determinagdo automatica do disparo da reavalia¢do de rigidez do sistema, quando
necessario. O conceito de freqiiéncia dominante ¢ utilizado para ajustar o intervalo
de tempo a composicdo modal da resposta. O comportamento ndo-linear é levado
em conta tanto na sele¢cdo do intervalo de tempo quanto no disparo da reavaliacao
da rigidez, através de consideragdes heuristicas que sdo incorporadas ao processo.

Bergan e Mollestad (1985) apresentaram a seguinte expressdo para a

freqliéncia dominante no instante t+At:

t+At T t+At
t+Atw=\/ AU K AU (4.57)

onde ““AU ¢ o incremento de deslocamentos entre os instantes de tempo t e

t+At; K € a matriz de rigidez tangente ¢ M ¢ a matriz de massa.
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A expressao (4.57) pode, entretanto, ndo fornecer resultados coerentes para
a freqiiéncia dominante em instantes proximos a situacdes de amplitude maxima e
minima. De acordo com Jacob (1990), para contornar esse problema define-se

inicialmente uma norma “média” dos deslocamentos em cada instante de tempo

%
através da seguinte expressao: tJ“AtAUH =

t+AtAUH/ At, e, assim, obtém-se o
e I e . . *
maximo ¢ minimo histdrico para esse valor, respectivamente, ||AU||ma1X €

*
||AU||min , sendo que a determinacdo do minimo historico ¢ iniciada apenas apos o

instante em que o primeiro maximo local ¢ detectado. Em seguida, duas

estratégias complementares sao utilizadas:

*
(1) o primeiro critério verifica se thAtAUH ¢ menor do que a fracdo do

*
k
maximo historico: thAtAUH < ||AU||maX /€, onde ¢ € um valor adotado que

pode estar na faixa 5 < ¢ <20;

k
(i) o segundo critério verifica se thAtAUH estd contido no intervalo

* *

vl el

definido por: MAU” , Q|AU|| -

min max

Em situagdes em que ambos os critérios sdo satisfeitos, considera-se que a
magnitude das quantidades envolvidas no calculo da freqiiéncia caracteristica ¢
relativamente pequena, e a qualidade do valor obtido poderia ser prejudicada por
problemas numéricos. Assim, para essa situacdo, mantém-se o valor do intervalo
de tempo do instante anterior. Em situag¢des normais, quando os dois critérios nao
impedem o céalculo de uma nova freqiiéncia dominante, utiliza-se, adicionalmente,

o seguinte artificio para filtrar as componentes de alta freqiiéncia:

t+At t
t t())=

. (4.58)

Apo6s a determinacdo da freqliéncia dominante, o periodo de tempo

correspondente pode ser avaliado através de:
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= (4.59)

t+At _*

A idéia dessa estratégia adaptativa ¢ determinar um novo intervalo de tempo

~ It r . * .
tomando-se uma fracdo A do periodo caracteristico T , ou seja:

At = (4.60)

T
n
de modo a permitir a integracdo adequada dos modos que definem a composi¢ao
da resposta.

O parametro A ¢ determinado de modo a permitir que o comportamento nao-
linear do problema seja levado em conta. Isso € feito controlando-se a variacao do
parametro A através da monitoracdo do processo iterativo. Assim, se o nimero de
iteracdes Nj; do ultimo passo de solugdo for menor que um determinado numero
otimo de iteracdes Ny (fornecido pelo usuario, e o valor tipico Ny = 3), deve-se
reduzir o valor de A dividindo-o por um fator ¢ definido pelo usudrio (valor tipico
¢ ¢ = 1.05). Caso contrario, se o Nj; for maior que Ny, deve-se aumentar o valor de
A multiplicando-o pelo fator g. Jacob (1990) ainda sugere que o valor de A deve
ser limitado por dois valores extremos Amin € Amax, (Valores tipicos s30: Amin = 50 €
Amax = 500).

A utilizagdo pura e simples do intervalo de tempo obtido em (4.60) pode
ocasionar variagdes na resposta do problema que podem ser pequenas ou grandes
e bruscas (Jacob, 1990). Para evitar essas alteracdes sdo introduzidas regras
heuristicas de modo a determinar quando e como a alteragdo do intervalo de

tempo deve ser feita. Desse modo, ¢ definido o seguinte parametro de controle:

g = A 4.61)
At

sendo At* a estimativa para o novo intervalo de tempo e "At o incremento de

tempo dado no passo anterior do processo de solugao.
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Quatro parametros ajustaveis Emin, &1, &2 € Emax, CUjos valores tipicos sdo

Emin =0.5, £, =0.625, £, =16 ¢ =1.8, controlam o processo de acordo

amax
com as seguintes regras:

(i) o valor do novo intervalo de tempo "

At ndo pode ser menor que Emin €
nem maior que Epmax;

(i1) se a variacdo de At for muito pequena, deve-se manter o intervalo

anterior, isto ¢, se o valor de & estiver entre &; e &, mantém-se o intervalo,

AL = "At; caso contrario, se a variagdo for suficientemente grande, e  for

menor ou igual a &; ou for maior ou igual a &, considera-se como novo

valor do intervalo de tempo ™At = At*.

Por fim, dois critérios foram usados neste trabalho para disparar
automaticamente a reavaliacdo da rigidez do sistema estrutural durante o processo
de solucdo, seguindo ainda sugestao de Jacob (1990). O primeiro critério dispara a
reavaliagdo da rigidez toda vez que houver uma grande variacdo no valor do
intervalo de tempo; o segundo critério esta vinculado a monitoragdo do processo
iterativo, e dispara a reavaliacdo sempre que o numero de iteracdes do processo
Ni; exceder um niimero 6timo de iteragdes, determinado pelo usudrio através do

parametro No.

4.4.3.2

Estratégia adaptativa para o método Runge-Kutta

Para o método de Runge-Kutta de quarta ordem, a técnica mais indicada
para se controlar a variacdo do incremento de tempo At ¢ o chamado “step-
doubling” (Press et. al. ,1992).

Nessa técnica € necessario que, para cada incremento At, sejam realizados 3
calculos pelo método de Runge-Kutta: uma vez considerando-se At um passo
inteiro de tempo e em seguida como dois meio passos calculados de forma
independente. Observe que cada um dos trés calculos por Runge-Kutta requer 4
calculos (equagdes 4.35a - 4.35d). Descontando os valores iniciais, tem-se um

total de 8 célculos. A Figura 4.8 pretende ilustrar esta observagao.
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{
® ® ® Passo grande
[
O ® ® ®
2 passos pequenos
{
® ® ®

Figura 4.8: Utilizagdo do método de Runge-Kuta com a divisdo do intervalo de calculo

“Step-doubling” (Press et. al. ,1992).

Considerando-se um avanco do instante t para t+2At, pode-se exprimir a
solucdo exata através de v =v(t+2At). A aproximagdao desta expressao,
considerando-se que para se atingir este intervalo foi necessario apenas um passo
de tempo igual a 2At, pode ser obtida expandindo-se a solugdo em torno de v, da

seguinte forma:

V(t+2At) = v, + (2At)’  + O(AL®) + ... (4.62a)

Se, por outro lado, considera-se que foram necessarios 2 passos iguais a At,

obtém-se a seguinte aproximag¢ao em torno de v;:

V(t+2At) = v, + 2 A’ h+ O(AL®) +... (4.62b)

5
onde, na série de Taylor, ¢ = Y 5(:( .

Um conveniente indicador de erro de truncamento ¢ dado pela diferenca

entre estas duas estimativas, ou seja:
A=v,—v, =AY $—2(At)’p =30(At)’ ¢ = 15 (2 At°))  (4.63)
sendo este o valor a ser respeitado para se obter a precisdo determinada, devendo-

se, para isso, ajustar o intervalo At.

Combinando (4.62b) e (4.63) pode-se escrever:
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A 6
V(t+280) = v+ + O(AL") (4.64)

Esta estimativa tem a precisdo de quinta ordem, portanto, uma ordem acima
que a do método original, entretanto, maior ordem de solugdo nem sempre
significa maior precisdo. Deve-se, portanto, usar A como estimativa de erro, mas ¢
necessario algum dado adicional de precisao.

Para se obter a relacdo entre a estimativa de erro A e o proximo intervalo de
tempo At. De acordo com (4.63), a varia¢io de A é proporcional & variacdo de At’,
assim, considerando-se que um passo "At produz um erro "A, um passo "At

produziria um erro estimado por:

0.2

n+lA

n

AL = "At (4.65)

Definindo £ como sendo o valor desejado para o erro, pode-se reescrever

(4.65) na forma:

0.2

n+1At — nAtn_

(4.66)

Deste modo, se a estimativa de erro "A for maior que o erro requerido C, a
equagdo impde um aumento do proximo passo, € se, pelo contrario, "A for menor

que &, o proximo passo deve diminuir.
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EXEMPLOS NUMERICOS:
ANALISE ESTRUTURAL DINAMICA

5.1
INTRODUGAO

Este capitulo apresenta a aplicagdo dos procedimentos numéricos
apresentados no Capitulo 4 na solugdo de problemas de vibragao livre e analise
dindmica de alguns exemplos estruturais. Dando continuidade as analises nao-
lineares estaticas apresentadas no Capitulo 2, serd dada atencdo especial aos
exemplos do arco senoidal e dos porticos em L.

A segdo 5.2 apresenta andlises de vibragdo livre envolvendo o calculo de
freqiiéncias naturais ¢ modos de vibragcdo dos sistemas estruturais. Esta analise ¢
fundamental no entendimento do processo de perda de estabilidade em estruturas
com forte ndo-linearidade e caminhos de equilibrio complicados.

Na se¢do 5.3 sdao analisados alguns problemas simples de integracao
numérica com o intuito de validar as implementacgdes.

Finalmente, na secdo 5.4 estuda-se o comportamento do arco senoidal e do

portico em L quando estes sdo submetidos a certos carregamentos dindmicos.

5.2.
EXEMPLOS ENVOLVENDO ANALISE DE VIBRAGAO

Inicialmente, na secdo 5.2.1, sdo apresentados alguns problemas estruturais
simples envolvendo andlise de vibragdo que validam as rotinas de solugdo de
problemas de autovalores implementadas e estabelecem condi¢des para se utilizar
o elemento finito de ligagdo semi-rigida implementado em calculos de freqiiéncias
naturais. Em seguida, os exemplos estruturais de arco senoidal e porticos em L,
que ja foram analisados na secdo 3.2 quanto a influencia dos pardmetros fisicos e
geométricos nos seus caminhos de equilibrio, sdo analisados agora com o intuito
de se compreender a influéncia destes parametros na estabilidade destas

estruturas.
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5.21

Barras com ligagoes semi-rigidas

Esta se¢do tem a finalidade de avaliar a eficiéncia dos procedimentos
implementados no célculo das freqiiéncias naturais e a varia¢do destas diante de
diferentes niveis de carregamento estatico.

Neste primeiro exemplo considera-se o caso de uma viga com duas ligagdes

semi-rigidas nas suas extremidades, como mostrado na Figura 5.1.

CASOS PARTICULARES

§,S\Cl Sc2 a A’ A’

> 3

§\/EI =4882.8 A=0.125 p=0.00026 N \

Figura 5.1: Viga com ligagcbes semi-rigidas.

Dez elementos de mesmo tamanho sdo utilizados na modelagem, sendo 8
elementos de portico convencionais no interior e 2 elementos semi-rigidos nas
extremidades da viga. Os valores obtidos para a menor freqiiéncia natural de
vibragao do sistema, quando se varia a rigidez Sc da ligacao, sdo apresentados na
Figura 5.2 e comparadas com aquelas obtidas por Chan e Chui (2000).

Observe que quando a rigidez das ligacdes Sc tende a zero, a freqiiéncia

natural se aproxima, como esperado, do valor m*y/EI/pAL", que ¢ a solugdo

analitica para menor freqiiéncia natural da viga bi-apoiada. Quando a rigidez de
uma das molas tende a infinito (engaste) enquanto a outra ¢ mantida proéxima de
zero (apoio simples), a menor freqiiéncia natural se aproxima do valor analitico da
barra engastada-apoiada. Finalmente, quando Sc — oo, a menor freqiiéncia se

aproxima assintoticamente do resultado analitico da viga biengastada.
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24 7 C
1 Viga biengastada: 22.37

22

- ® Chan e Chui (2000)

2 20 -

E_ 4

@18 A

5? 16 Viga engastada-apoiada: 15.41 :

+ —

14

12i a m

Viga biapoiada: = >

10

0 20 40 60 80 100
Sc/(EV/L)

Figura 5.2: Viga com conexdes semi-rigidas — Frequéncia natural ®y em fungao da
Rigidez Sc.

Considera-se agora a coluna mostrada na Figura 5.3 que possui uma
extremidade livre e uma conexao flexivel na outra extremidade. Uma carga axial

P ¢ aplicada na extremidade livre.

Sc

EI=4882.8 A=0.125 p=0.00026

Figura 5.3: Coluna com ligagao semi-rigida.

Na modelagem desse sistema estrutural foram adotados 9 elementos de
mesmo tamanho distribuidos ao longo da barra e o elemento de conexdao semi-
rigido de comprimento Lgg = L/500. A necessidade de se utilizar elementos semi-
rigidos de tamanho muito reduzido em certos problemas serd discutida adiante.

Inicialmente, ¢ realizada uma analise da estabilidade estatica da coluna para
diferentes valores da rigidez Sc. Varias trajetorias de equilibrio foram obtidas e
podem ser vistas na Figura 5.4, onde se destaca a influéncia da rigidez da ligagao

no valor da carga critica da coluna.
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Ligacdo Rigida

1.1 3
o ] P/Pe=1.0 Sc=20 EI/'L
oo 7 P/Pe=0.91 Sc=10 EI/L
7 P/Pe=0.83
08 | Sc=5EI/L
1 P/Pe=0.70
07 ] /Pe 7
o 0.6
& |
=5 05 -
0.4 1
7 B/Pe— 0.30 Sc=1 EI/L
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u

Figura 5.4: Trajetdrias de equilibrio da coluna para varios valores de Sc.

Como esperado, como o acréscimo de Sc, observa-se a tendéncia da carga
de flambagem se aproximar do valor critico da coluna engastada-livre (Pcr =
n’EI/4L?). Quando Sc=0, o sistema se torna hipostatico.

Em seguida, foi realizado um estudo sobre o efeito da carga axial P nas
freqiiéncias naturais da coluna para diferentes valores de rigidez Sc. Os resultados
dessa analise sao mostrados na Figura 5.5. As freqiiéncias naturais obtidas sdo
expressas de forma adimensional através da sua divisao pela menor freqiiéncia da
coluna engastada-livre; o carregamento ¢ adimensionalizado usando-se a carga
critica da coluna engastada-livre. Mais uma vez, utilizam-se aqui para comparagao

os resultados fornecidos por Chan e Chui (2000).
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1.4 Ligacdo rigida
13 4
1.2 1 ® Chan Chui (2000)
1.1
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Sc=20 EI/L
Sc=10 EI/L

Sc= 5 EI/L

Sc= 1 EI/L

0/,

-1.0 -08 -06 -04 -02 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

P/P,
Figura 5.5: Influéncia da carga axial P e rigidez Sc da conexao na freqUéncia natural o.

Nota-se que o acréscimo de forga axial modifica de forma significativa as
freqliéncias naturais da coluna. Se a for¢a axial P ¢ de tracdo, as freqiiéncias
aumentam; se P for de compressao, as freqiiéncias diminuem. Quando a forca P de
compressao se aproxima do valor critico a freqiiéncia natural tende a zero. Para
ilustrar melhor esse fato, mostra-se na Figura 5.6 a variagdo do quadrado da
freqiiéncia adimensional com o nivel de carregamento estitico. No caso de
colunas, em virtude da linearidade do caminho fundamental de equilibrio, essa
relagdo ¢ linear. Com base nessa relacdo, pode-se identificar, usando as
freqiiéncias naturais da estrutura para pequenos niveis de carregamento, por
extrapolagdo, a carga critica da estrutura. Esse procedimento tem sido proposto na
literatura como um método de ensaio ndo destrutivo para se avaliar a capacidade
de carga de certas estruturas.

Convém salientar que em vdrias estruturas praticas, tais como torres, a
conexao na base apresenta o comportamento de uma ligagdo semi-rigida, sendo,
como mostram estes resultados, a avaliacdo de sua rigidez um dado importante

para avaliar a resposta e seguranca da estrutura.
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500
12 1 Sc=10 (x EV/L)
] Sc =20 (x EI/L)
117 Sc =10 (x EI/L)
10 Sc = 5((xEI/L)
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Figura 5.6: Influéncia da carga axial P e rigidez Sc da conexdo no quadrado da
freqUiéncia natural.

Considere agora, como ilustrado na Figura 5.7, uma coluna com ligacdes
semi-rigidas nas duas extremidades e submetida a uma for¢a axial P na
extremidade livre a translacao.

O objetivo inicial deste exemplo ¢ analisar a variagdo da freqiiéncia natural
da coluna com a rigidez Sc da ligacdo e verificar a influéncia da malha de
elementos finitos nos resultados. Dessa forma ¢ possivel obter também a
freqiiéncia da estrutura para os casos extremos de Sc, ou seja, a coluna bi-apoiada

(Sc =0) e biengastada (Sc — ).

f—————L=20 3
=\ L

§/ ANS\NNSANNN
EI=4882.8 A=0.125 p=0.00026

Figura 5.7: Coluna com ligagbes semi-rigidas nas extremidades.

Inicialmente, consideram-se duas malhas formadas por 10 e 30 elementos
finitos de mesmo tamanho, sendo os elementos com ligacdes semi-rigidas
localizados nas extremidades e de rigidez Sc = 0, simulando, portanto, uma coluna
bi-apoiada. Os resultados obtidos dessas duas modelagens sdo comparados

aqueles de uma coluna biapoiada discretizada com 10 elementos padrao de portico
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plano de mesmo comprimento. Pode-se observar, através da Figura 5.8, que as
freqiiéncias naturais calculadas para a coluna biapoiada modelada com elementos
semi-rigidos com Sc = 0 ndo apresentam bons resultados, mesmo para uma malha
mais refinada (30 elementos). Observa-se que para a barra descarregada o
resultado ¢ excelente, mas a discrepancia cresce a medida que se aumenta a forca

compressiva.

—_
()
(e
o

4

o oY (EVpAL)

o
o
@
NS}
o
N

06 08 10 12 14 16
|P/P

Figura 5.8: Influéncia da malha e da rigidez da ligagdo Sc nas freqiéncias da coluna.

Nenhum comentario foi encontrado na literatura sobre ligacdes semi-rigidas
a respeito dessa sensibilidade. Como base na analise das matrizes do sistema
discretizado, verificou-se que a diminui¢do do comprimento do elemento semi-
rigido diminui essa sensibilidade. A Figura 5.9 apresenta o novo modelo adotado
para a coluna: 10 elementos padrao de portico plano de mesmo comprimento

ligados a dois elementos semi-rigidos de comprimento reduzido Lgg.

-

Elementos extremos semi-rigidos e de comprimento = Lsr

Sc=0

10 elementos P

Figura 5.9: Modelo da coluna com 10 elementos padréo de pdrtico plano iguais e 2
elementos extremos semi-rigidos com comprimento Lgg.

Um estudo foi entdo realizado para verificar que comprimento Lgr deveria
ser adotado. Os resultados desse estudo sdo apresentados na Figura 5.10, que
mostra que a medida que o comprimento do elemento semi-rigido diminui a

resposta tende a solugdo exata da coluna bi-apoiada (Sc = 0).
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Figura 5.10: Sensibilidade ao comprimento Lsg do elemento com ligagdes semi-rigidas.

Com o modelo ilustrado na Figura 5.9 e adotando-se para o elemento semi-
rigido Lgg = L/500 chegou-se as respostas apresentadas na Figura 5.11, onde ¢
apresentada a variagdo da freqiiéncia natural com carregamento P para diferentes
valores da rigidez da ligacao Sc. Para Sc = 0 a estrutura se torna instavel para um
carregamento de compressao P = Pe (n*EVL?), que ¢ o valor analitico da carga
critica de compressao de Euler para a coluna bi-apoiada; para Sc — oo a estrutura
perde a estabilidade quando P = 4 Pe, que ¢ o valor analitico da carga critica da
coluna bi-engastada. Em todos os exemplos mostrados a seguir sempre se usou
um valor de Lgr suficientemente pequeno para se garantir a precisdo dos

resultados.
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Figura 5.11: Relagbes freqiéncia versus carga.

A Tabela 5.1 indica que as freqiiéncias naturais obtidas para esses valores
extremos de rigidez das ligagdes, e considerando P = 0, apresentam boa

concordancia com os valores analiticos extraidos da literatura.

| Analitico (Paz, 1997) | Presente trabalho |
Biapoiada 97.409 97.502
Biengastada 500.565 500.607

Tabela 5.1: Frequéncias naturais da coluna para valores extremos de Sc e para a forga
axial P = 0.

Através de uma andlise ndo-linear estatica, sdo obtidas as trajetorias de
equilibrio mostradas na Figura 5.12, sendo u o deslocamento na dire¢ao axial, do

ponto localizado na extremidade direita da coluna.
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Figura 5.12: Trajetdrias de equilibrio da coluna com diferentes valores de Sc.

Superpondo-se os valores obtidos para a carga critica através da andlise
estatica (Figura 5.12) com os valores de carga que levaram a freqiiéncia natural da
coluna a zero (Figura 5.11) e comparando esses resultados com os fornecidos por
Chan e Chui (2000), pode-se, através da Figura 5.13, mais uma vez verificar a

eficiéncia do procedimento adotado no presente trabalho.

29
2.8 1
2.7 1
2.6
2.5 7
2.4 7
2.3 7
2.2 7
2.1 7
2.0
1.9 7
1.8 7
1.7 A
1.6
1.5 1
1.4 1
1.3 1
1.2 1
1.1 1
1.0

P/ P,

{3 Chan e Chui (2000)
—— Analise estatica
€ Analise de vibragio

0.0 1.0 2.0 30 40 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

Sc/(E/L)
Figura 5.13: Trajetdrias de equilibrio da coluna com diferentes valores de Sc.
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5.2.2

Arco senoidal sob carregamento distribuido

5.2.2.1

Arco abatido: zo = 20 mm

A Figura 5.14 mostra o mesmo arco para o qual foi realizada analise
estatica apresentada no capitulo 3. Aqui ele ¢ modelado com 16 elementos finitos
com a mesma projecao horizontal L. e mais 2 elementos extremos com ligagdes

semi-rigidas de comprimento Lgg=L./10.

O
=20 o T
| Sc  h=20mm S

h
\ |

-~——————— L=1000mm — >

E=210000MPa  p=78x10" Ns/mm

Figura 5.14: Arco senoidal sob carregamento distribuido.

A Figura 5.15 mostra os modos de vibragcdo associados as 3 primeiras
freqiiéncias naturais do arco para trés condi¢cdes de apoio: arco biapoiado,

biengastado e com rigidez intermediaria (ligagdes semi-rigidas) de Sc =5 EI/L.

e e N

1° modo

2° modo
3 modo
Arco biapoiado Apoios com Sc =5 EI/L Arco biengastado

Figura 5.15: Modos de vibragéo.
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Sendo esse um arco bastante abatido, observa-se que o primeiro modo de
vibragdo ¢ sempre simétrico, independente do valor de Sc. Adiante sera visto que
esta caracteristica pode se modificar com a variacao da altura z, do arco.

A Figura 5.16 exibe a variacdo das 3 primeiras freqliéncias naturais em
fun¢do da rigidez das ligagdes, representadas pelo fator y que pode assumir
valores reais entre 0 (rétula perfeita) e 1 (ligacdo perfeitamente rigida). O

parametro de rigidez Sc ¢ dado em fungdo de y por : Sc = IL% .
-

w3

1000 /’~ O
: T EI |
L

2

750
500 -

]

Frequencias Naturais

250 -

0

T 1 7 1 1 — 1 r 1 T 1

00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Y

Figura 5.16: Variagédo das freqiiéncias naturais com o parametro de rigidez da ligagéo vy.

Neste caso as freqiliéncias estdo sempre bem espacadas, crescendo a medida
que vy cresce, tendendo assintoticamente aos valores obtidos para um arco
engastado. E interessante notar que a influéncia da ligagdo é maior para as
freqliéncias mais altas. Isto se deve ao fato de, para modos mais altos, haver uma
maior influéncia da energia de flexdo das molas na rigidez efetiva do arco.

Em situagdes praticas podem existir pequenas diferencas entre os apoios que
podem ocorrer durante a montagem ou mesmo durante a vida util da estrutura.
Para se estudar o efeito dessa classe de imperfei¢gdes, considera-se que a rigidez
do apoio direito Sc, seja diferente da rigidez do apoio esquerdo Sc;. A

imperfei¢do ¢ definida através do pardmetro oimp como mostra a Figura 5.17.

Sci Sc2
Sc2= SCl(l— OLimp)
Figura 5.17: Imperfeicdo de apoio: Sc = 5 EI/L.
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A Tabela 5.2 mostra a variagdo das 3 primeiras freqii€ncias com o

parametro Otimp.

Qlimp (O3 (OV)) 03
0.1 268.251 435.393 909.632
0.2 267.403 432919 906.596
0.3 266.464 430.286 903.416
0.4 265.418 427.480 900.079
0.5 264.246 424.488 896.577

Tabela 5.2: Variagdo das 3 primeiras freqiiéncias naturais com o parametro imperfeicéo
do apoio Qlimp.

Observa-se que ha uma pequena reducdo no valor das freqiiéncias devido a
diminui¢do da rigidez do apoio direito. Entretanto uma maior sensibilidade pode
ser observada quando se considera arcos menos abatidos e o efeito do
carregamento estatico.

Para se estudar o efeito do carregamento estatico em arcos, o problema se
torna numericamente mais complexo que no caso da coluna, onde a influéncia da
carga axial aparece somente na matriz de rigidez geométrica. Sendo o caminho de
equilibrio do arco eminentemente nao-linear, deve-se introduzir o carregamento
estatico através do processo incremental-iterativo de solugdo ndo-linear e calcular
a cada incremento as freqiiéncias naturais ¢ modos de vibragdo em torno da
configuragdo deformada. Com base nesse procedimento, obtém-se a Figura 5.18
que mostra a variacdo da primeira freqliéncia natural com a carga para diversos
valores da rigidez Sc. Estes resultados devem ser analisados conjuntamente com
os da Figura 3.11, onde se estuda a influéncia de Sc no caminho nao-linear de

equilibrio do arco.
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45000
35000 +
25000
2 (a) Arco biapoiado
O~ 15000 ‘ () Sc= 1 (xEIL)
) ) Se= 5 (xEVL)
) Sc=20 (xEIL)
5000 - () Aico bienZastado
Al=0.3456
5000 - A2=0.0790
B1=0.3919
-15000 - B2 =0.1952
Cl =0.5256
25000 Q= ‘0.4795‘
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4
P/h

Figura 5.18: Variagado da primeira freqiéncia natural com o paradmetro de rigidez das
ligaches.

Nota-se a grande influéncia do carregamento estatico nas freqiiéncias de
vibragdo do arco. Essa influéncia torna-se mais marcante a medida que Sc
decresce, ocorrendo um decréscimo acentuado no valor da freqiiéncia minima e
uma maior variacdo com o nivel de carregamento. Isto porque a medida que Sc
decresce, diminui a rigidez efetiva do arco e aumenta a nao-linearidade da
solucdo. Verifica-se que para os arcos, a relagdo carga-quadrado da freqiiéncia ja
nao ¢ mais linear, como no caso da coluna. Isto em virtude da nao-lincaridade do
caminho de equilibrio. Nota-se também que para pequenos valores de Sc, o
quadrado da freqiiéncia se torna negativo, o que leva a freqiiéncias imaginarias.
Segundo o critério dindmico de estabilidade (Seydel, 1988), isso ocorre quando a
configuracdo de equilibrio ¢ instavel. Assim, pode-se identificar a partir da relacao
carga-freqiiéncias os trechos estaveis e instaveis dos caminhos de equilibrio. No
presente caso, os trechos instdveis correspondem ao trecho do caminho de
equilibrio entre os dois pontos limites observados na Figura 3.11. Os valores das
cargas limites sdo também apresentados na Figura 5.18.

Cabe aqui ressaltar que a literatura técnica descreve varias estruturas
metalicas em arco, em particular coberturas que utilizam arcos abatidos, que
sofreram perda de estabilidade sob cargas estaticas ou dinamicas em virtude da
deterioragdo nos apoios. Um dos motivos mais freqiientes ¢ a corrosdo. Nestes
casos ha um decréscimo lento no valor de Sc com, como mostram os resultados
aqui apresentados, mudancas acentuadas na rigidez global da estrutura e em suas

caracteristicas dindmicas. Mudangas estas que s6 podem ser detectadas e
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quantificadas através de uma andlise detalhada do comportamento ndo linear da
estrutura. Os resultados também ressaltam a importancia de se avaliar

corretamente a rigidez das ligagdes no célculo dessas estruturas.

5.2.2.2
Estudo do parametro geomeétrico z,

No Capitulo 3 foram estudadas as trajetorias de equilibrio para diferentes
valores da altura z, (Figura 3.14) e considerando o arco senoidal com as
caracteristicas originalmente propostas por Bergan (1980). Aqui ¢ feita a analise
do parametro z, em relagdo aos modos de vibragdo e a variagdo das freqiiéncias
naturais considerando-se as mesmas alturas. A Figura 5.19 mostra os dois
primeiros modos de vibracdo para diferentes valores da altura do arco z,
mantendo-se o vao constante. Nota-se que para pequenos valores de zy o primeiro
modo ¢ sempre simétrico e o segundo assimétrico, estando as freqiiéncias bem
espacadas. A medida que z cresce, as freqiiéncias se aproximam (ver Figura
5.19b) e a partir de um certo valor limite a freqiiéncia do modo assimétrico torna-
se inferior & do modo simétrico, havendo uma inversdo da forma do primeiro
modo, como mostram as Figuras 5.19c e 5.19d.

Isto pode ser mais bem observado na Figura 5.20 onde se mostra a variagao
das duas menores freqiiéncias do arco em funcdo de z,. Nota-se que, enquanto a
freqiiéncia associada ao modo simétrico cresce linearmente com zy, a freqiiéncia
do modo assimétrico se mantém quase que constante. Para z, aproximadamente
igual a 31.4 mm, tem-se que as duas primeiras freqiiéncias sdo praticamente
coincidentes. Cabe ressaltar que em estruturas com acentuado comportamento
ndo-linear este fato ocorre com freqiiéncia, dando origem a diversos fendmenos de

ressonancia interna.
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Modo 1 — ©=2462 rad/s

Modo 1 — ® =366.75 rad/s

Modo 2— o = 368.03 rad/s

Modo 1 — ® =365.12rad/s

(d)

Figura 5.19: Modos de vibragao para diferentes valores da altura z,.
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Figura 5.20: Variagdo das duas menores freqiiéncias do arco em fungao de z,.
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Na Figura 5.21 mostra-se a variagdo da primeira freqii€ncia natural
considerando-se o arco perfeitamente simétrico € com uma imperfei¢do inicial
bastante pequena que leva a uma pequena assimetria da estrutura. Nota-se que
ambos os modelos levam aos mesmos resultados para pequenos valores de zy. A
medida que z, cresce, passa a ocorrer uma bifurcacdo no modo assimétrico ao
longo do caminho de equilibrio. Nota-se nestes graficos que todo o caminho pos-
critico localizado entre os dois pontos de bifurcacdo ¢ instdvel, o mesmo

ocorrendo com o caminho fundamental.

zg =30 mm
1.5 1 I JPtte
| o
1.0 4
o
o 3 ]
3 a 0.5
g N
00 &g~y 2 —— — — —
— 0.5 7 __Estrutura perfeita
---Estrutura perfeita —Estrutura imperfeita
—Estrutura imperfeita -1.0 ! : ; :
00 01 02 03 04 05 0.5 00 05 10 15 20
P/h P/h

4.0 -
3.0 1
2.0 -
1.0
0.0 1
-1.0 1
20 A
-3.0 1
-4.0 - I
5.0 90 _.~~—Estrutura perfeita

‘ w ‘ 6.0 ‘ ‘ f‘EstI"utu‘ra imperfeita
-2 -1 0 1 2 3 3-2-1012 3 4567

P/ P/h

(c) (d)

Figura 5.21: Variagado da relacao freqiiéncia vs. carregamento para diversos valores da
altura zy: Estrutura perfeita e com pequena imperfei¢ao inicial em um modo assimétrico.

(o)

-\]___‘_.

Na Figura 5.22 mostra-se a variagdo das duas primeiras freqiiéncias naturais
do arco perfeito com o nivel de carregamento ao longo da trajetoria de equilibrio.
Nota-se que a segunda menor freqiiéncia também ¢ bastante afetada pelo nivel de

carregamento. Para valores altos de z, o quadrado da freqiiéncia se torna negativo
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para ambos os modos indicando a importancia de ambos 0os modos nos processos
de perda de estabilidade do arco. Essas informagdes obtidas do modelo estrutural
com um elevado nivel de discretizacdo sdo essenciais para o desenvolvimento de
modelos discretos de baixa dimensdo. O uso de modelos com poucos graus de
liberdade (usualmente um ou dois) tém sido a pratica usual na andlise de vibragdes
ndo-lineares, isto por permitir o uso eficiente de diversos métodos de analise que
se tornam impraticdveis para sistemas de grande dimensdo e uma analise
paramétrica mais detalhada do problema. Entretanto, para se aferir a
confiabilidade desses necessita-se de modelos mais elaborados como os

apresentados nesta tese.

‘ ‘ 10 |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0

Q)

_orEIEEpme==IIil |

-2.0 A

-3.0 1

4.0 5 | /

504 __~-=-Modo

-6.0 o —Modo2
3-2-10123 4567

(c) (d)

Figura 5.22: Variagéo da relagéo frequéncia x carregamento com a altura z,. Frequéncias
associadas aos dois primeiros modos de vibragdo da estrutura perfeita.
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As Figuras 5.23 e 5.24 exibem, respectivamente, a trajetoria de equilibrio e
a variacdo da freqiiéncia com o carregamento para um arco com 7o = 31.4 mm, na
vizinhan¢a do ponto onde ha coincidéncia das freqiiéncias naturais. Nota-se que
para esta geometria também ha uma quase coincidéncia do ponto limite com o
ponto de bifurcacdo, mostrando que ¢ o mesmo mecanismo que gera a bifurcagdo

por perda de simetria e a mudanca da forma modal.

1.3 1Z2p= 31.4 mm

1.1 A
0.9 1
0.7 -

0.5 -

P/h

0.3 -

-0.1 < Modo simétrico
— Modo assimétrico

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

w/z,

Figura 5.23: Trajetéria de equilibrio: zg = 31.4 mm.

Estrutura perfeita -7
1.0 - 1.0 1
g 0.5 1
S =
3 S
S <)
T 00— - — — — ¢ — — — — - 0.0 -
e
0.5 4 -0.5 -
-- Estrutura perfeita \‘\J ’,x” ---Modo 1
— Estrutura imperfeita Rt — Modo 2
-1.0 - ‘ ‘ -1.0 | :
0.6 -0.1 0.4 0.9 1.4 1.9 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0
P/h P/h
(a) (b)

Figura 5.24: FreqUéncias naturais vs. carregamento: z, = 31.4 mm.
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A seguir, na Figura 5.25, sdo mostradas as configuracdes deformadas do
arco na vizinhanca dos diferentes pontos criticos (pontos limites e pontos de
bifurcacdo) ao longo do caminho de equilibrio. Na Figura 5.26 mostram-se as
configuragdes instaveis associadas ao caminho fundamental (i;) € ao caminho pés-

critico (ij € 13).

— — - Geometria inicial
— Deformagao simétrica
Deformagéo assimétrica

Figura 5.26: Configuragdes deformadas: z; = 31.4 mm.

Tem sido uma pratica comum em andlises numéricas por elementos finitos
se utilizar condi¢des de simetria para reduzir o nimero de graus de liberdade. Essa
pratica tem algumas implicacdes quando se estuda problemas de instabilidade.
Nas Figuras 5.27 e 5.28 sdo comparados os resultados obtidos a partir de dois
modelos diferentes usados para modelar o modo simétrico, isto €, o caminho
fundamental de equilibrio: (a) um modelo utilizando arco completo sem

imperfei¢des e (b) um modelo utilizando metade do arco e restringindo a rotagdo e
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o deslocamento horizontal no né correspondente ao topo do arco. Observa-se que
os dois modelos apresentam a mesma trajetéria de equilibrio, como mostra a
Figura 5.28, porém ha diferengas nas curvas que relacionam o quadrado da
freqiiéncia com o carregamento e, portanto, na definicdo das regides estaveis e
instaveis ao longo do caminho fundamental de equilibrio. Enquanto no modelo
completo a freqiiéncia se torna nula no ponto de bifurcacdo, no modelo
incompleto esta se torna nula no ponto relativo ao ponto limite, j4 que neste
modelo a bifurcacdo ¢ impedida pela restrigao de simetria. Esta diferenga se torna

ainda maior para valores mais altos de z.

15 1 ---Meio arco (Modo 1) -
— Arco completo (Modo 1) _---~
1.0 ~
N
53: 05 1
0.0 1
0.5 A
-1.0 -

Figura 5.27: Freqliéncias naturais x carregamento: comparagdo entre as freqiiéncias

naturais dos dois modelos.

1.2 1
A B Z,=314 mm AR [ZF3Tdmm
08 1
\\ \\
04
i \\\\ \\\\
o+ - — — - — — = N ,777777\\7777 _
-0.4 A \\\0-’ B
— Regides estaveis 5 — Regides estaveis C
--- Regides instaveis -—- Regides instaveis
-0.8 T T T T 0.8 T T - -
0 0.4 0.8 1.2 1.6 0 0.4 0.8 1.2 1.6
w/z, w/z,
(a) (b)

Figura 5.28: Estabilidade do arco simétrico zg = 31.4 mm: Modelo: (a) metade do arco,

(b) arco completo.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

135

Na Figura 5.30 mostra-se a variagdo do primeiro modo de vibragdo ao
longo dos trechos estaveis do caminho de equilibrio. As configuragdes

correspondentes a esses modos sdo apresentados na Figura 5.29.

12 -
084 /3 N0\

0.4 - \

— Regides estaveis

--- Regides instaveis

0.8 ——
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

w/z,

Figura 5.29: Arco z; = 31.4 mm — trajetdria assimétrica.

12 Modo
descarregado

Figura 5.30: Variagdo do 1° modo de vibragdo (linha continua) com o nivel de

carregamento representado em torno da configuragao deformada (linha pontilhada).
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5.2.3

Pérticoem L

Na Secdo 3.3 foi apresentada uma analise estatica paramétrica detalhada
desta familia de porticos. Na presente se¢do, pretende-se dar énfase ao estudo das
freqiiéncias naturais ¢ modos de vibracdo do portico em L. As caracteristicas
fisicas e geométricas sdo apresentadas na Figura 5.31. Nestas andlises, a ligacao

semi-rigida ¢é representada por um elemento hibrido de comprimento L = L/1000.

><—’-U

EIl 3@

EAL/EI = 10°

‘ E = 21000 kN/cm?
= ‘ p="7.65kN sz/cm4

|

J

L =580cm
As=4.0368 cn?
Is=1.358 cnf

Figura 5.31: Pértico em L com ligagcdo semi-rigida entre as barras.

Como ja visto na Se¢do 3.3, os porticos em L geralmente apresentam um
caminho fundamental de equilibrio seguido de uma bifurcacdo assimétrica,
caracterizada por uma dada inclinagdo inicial do caminho de equilibrio pds-
critico. Foi também observado que o aumento da rigidez estrutural promove um
aumento no valor da carga critica do portico mas, por outro lado, torna mais forte
a inclinacdo inicial do caminho pos-critico e aumenta, portanto, a sensibilidade a
imperfeigdes. Essa caracteristica pode ser mais uma vez ilustrada pela Figura
5.32, que mostra a variagdo da trajetéria de equilibrio com a rigidez da ligacao

para os casos estudados neste item.
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Figura 5.32: Pdrtico em L: trajetérias de equilibrio x rigidez das ligagdes.

P/P,

A Figura 5.33 exibe a variacao do quadrado da primeira freqiiéncia natural
com o carregamento para diversos valores do parametro Sc. Nota-se que o trecho
relativo ao caminho fundamental de equilibrio ¢ praticamente linear, aparecendo
uma pequena nado-linearidade proxima ao ponto de bifurcagao, isto em virtude das
perturbagdes utilizadas para se obter numericamente os dois ramos do caminho
pos-critico. A partir dos resultados verifica-se que o ramo direito do caminho pds-

critico € instavel e o ramo esquerdo ¢ estavel até o ponto limite.
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60 1
—A: Ligagao perfeitamente rigida
--—--B:Sc=5EI/L
—-C:Sc=1EI

40 | C:Sc /L

PP,

Figura 5.33: L-Frame: relagéo 12 freqiiéncia x carga vertical x rigidez das ligagdes.

A variacao das trés primeiras freqiiéncias da estrutura descarregada com Sc ¢

mostrada na Tabela 5.1

Sc ol ®2 o3
o 7.67 13.25 34.56
5 EI/L 7.64 11.53 34.52
1 EI/L 7.49 9.82 34.36
0 7.04 8.92 33.95

Tabela 5.1: Variagdo das 3 primeiras freqiiéncias naturais com o parametro Sc em torno
da configuragao de influéncia.

A medida que a rigidez da ligagdo se aproxima de zero, ou seja, a ligagio se
aproxima de uma rotula perfeita, as duas primeiras freqiiéncias se aproximam.
Nota-se que, dentre as trés freqiiéncias analisadas, a segunda freqiiéncia ¢ a mais
influenciada pela rigidez da ligagdo. Isto pode ser explicado, analisando-se os
modos de vibragdo apresentados na Figura 5.36 que exibe os trés primeiros modos
de vibragdo para Sc = SEI/L e Sc — «. Nota-se que a variacdo do angulo entre as
barras com Sc ¢ bem maior para o segundo modo, levando a uma maior

contribui¢do da mola na rigidez total do sistema.
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1° Modo

2° Modo

3° Modo
Sc = 5EIl/L Sc=

Figura 5.34: Pértico em L, Sc = 5EI/L: modos de vibragao para o pértico descarregado.

Para se entender o comportamento estatico ¢ dindmico em estagios pos-
criticos avancados, sdo mostradas na Figura 5.35, para o poértico com ligagao
perfeitamente rigida e carga concentrada, as curvas de variacao das duas primeiras
freqiiéncias naturais com o nivel de carregamento até se alcangar grandes
deslocamentos e rotagdes. Os resultados mostram que, como no caso do arco, o
carregamento afeta de forma marcante ambas as freqliéncias. Sabendo-se que as
regides da trajetoria onde o equilibrio ¢ estavel possuem todas as freqiiéncias
naturais com valores reais e que as regioes correspondentes a valores negativos de
o’ sdo instaveis (freqiiéncia natural com valor imaginario), pode-se destacar as
configuragdes estaveis e as instdveis como mostra a Figura 5.36. Estes resultados

revelam mais um ramo de equilibrio estavel associado a grandes deslocamentos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

140

40 ~
Ligacao perfeitamente rigida
12 freqiliencia natural
s
I G
O 4 ¢ — —m — — — — A — — —  — —m — —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_ —
-40 -
E
-1 0 1 2 3 4 5
P/P

(a) primeira freqléncia natural

200 -
150 A . . .
Ligacgdo perfeitamente rigida
2: freqiiencia natural
100
o G
3
50 1
E
0 4 — . —] — — — — — — — — — e — —_—  —_m  —_— —_ — = = p—
-50 . . .
-1 0 1 2 3 4 5

(b) segunda frequéncia natural

Figura 5.35: Pértico em L: relagao freqiiéncias x carga vertical — Ligagéo perfeitamente
rigida.
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5.5'_
5 ]
4.5
47
3.5'_
37
2.5 1
2
1.5 7
17
0.5'_
07
—0.5'_
-1

— Regido estavel
- Regido instavel

P/P,

-80 -60 -40 -20 O 20 40 60
0 (deg)
Figura 5.36: Trajetéria de equilibrio.

Em seguida, as Figuras 5.37, 5.38 e 5.39 apresentam os resultados de um

estudo semelhante para o pértico com uma ligagao semi-rigida com Sc = SEI/L.

0.8 1

0.4 A

(/g)?
o
i

-0.4 A

-0.6 7 Sc=5EIL
'08 T | ™

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

(a) primeira freqliéncia natural
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2.4 1
2.2 1 A
27
1.8 -
1.6 1
1.4 1
1.2 1
]
0.8 1
0.6 ] |C
0.4 - |
0.2 1 kg
o+-——-——-— - =¥ - - - - - — - - - — - - — - — —
0.2 L
-0.4 s
0.6 ————— —— — .
-1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

(0/g)?

(b) segunda freqiéncia natural

Figura 5.37: L-Frame Sc = 5EI/L: relagéo freqUiéncia x carga vertical: Ligagcao semi-rigida
Sc=5EI/L.

|

I

| — Regido estavel
| ... Regido instavel
|

-80 -60 -40

Figura 5.38: L-Frame Sc = 5EI/L: trajetéria de equilibrio: rotagdo 6 no topo da coluna.
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3.0 q i~ .
l — Regido estavel

7] |
25 | “LL --- Regido instavel
L

1.0

P/P,

0.5

0.0 -

-0.5

-1.0 T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
w/L

Figura 5.39: Pdrtico em L, Sc = 5EI/L: trajetéria de equilibrio: deslocamento w no topo da

coluna.

As Figuras 5.41 ¢ 5.42 exibem a varia¢do do 1° modo de vibragdo ao longo
dos trechos estaveis do caminho de equilibrio. As configuracdes analisadas estdo

indicadas na Figura 5.40.

] — Regido estavel
2.5 4 ---- Regido instavel

P/P,

0 (deg)

Figura 5.40: Pértico em L, Sc = 5EI/L: trajetéria de equilibrio.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

144

12 Modo

descarregado

(d)

(e) (f) |
Figura 5.41: L-Frame Sc = 5EIl/L: Variagdo do 1° modo de vibragéo com a configuragéo

de equilibrio: caminho de equilibrio fundamental.
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(9

Figura 5.42: L-Frame Sc = 5EI/L: Variagédo do 1° modo de vibragéo (linha continua) em
torno da configuragdo deformada (linha pontilhada) na regido estavel da trajetéria de
equilibrio pés-critico
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Usualmente, tem-se carga ao longo do vao das vigas em porticos planos.
Nesses casos, a resposta do sistema ¢ semelhante ao de um portico carregamento
pontual sobre a viga. Assim, tem-se que o seu comportamento ¢ influenciado
pelas caracteristicas do caminho pos-critico. Para se analisar esse problema,
considera-se agora o portico sujeito a um carregamento distribuido, como mostra
a Figura 5.43.

A variagdo das freqiiéncias naturais com o nivel de carregamento ¢

fornecido na Figura 5.44.

lmuqmu%r
w’e’\ ‘

0.0

70 -60 -50 -40 30 20 -10 0
0 (deg)

(@) (b)

Figura 5.43: Pdrtico em L com carregamento distribuido.

|
|
|
|
-8 -4 0 4

Figura 5.44: variagdo da relagéo de freqiiéncias (Q/oa)2 com o nivel de carregamento
distribuido.
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Da mesma forma que foi feito anteriormente, pode-se através desta curva

conhecer as regides estaveis e instaveis do caminho de equilibrio.

A Figura 5.45 exibe a trajetoria de equilibrio em relacdo aos deslocamentos

0 e w no topo da coluna, indicando as regides de equilibrio estavel e instavel.

|
|
\
4 hc |
\\ |
8] |
—— Regifo estavel |
-12 A - Regido instavel -
\
-16 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
-60 -40 -20
6 (deg)

/ —— Regido estavel
- Regido instavel

0.1 0.2 0.3 04
w/L

Figura 5.45: Trajetérias de equilibrio do pértico em L com carga distribuida.

A Figura 5.46 exibe as configuragdes deformadas do portico nas

configuracdes A, B e C correspondentes as indicadas na Figura 5.45.

Figura 5.46: Configuragdes deformadas associadas aos pontos correspondentes da

trajetoria de equilibrio.
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5.3.
EXEMPLOS DE VALIDAGAO DOS ALGORITMOS DE INTEGRAGAO
NUMERICA

5.3.1
Viga engastada-livre

Inicialmente, para validar a implementagdo dos métodos de integracdo
explicitos e implicitos, ¢ feita uma andlise dinamica linear de uma viga engastada
e livre, submetida a um pulso senoidal vertical aplicado na sua extremidade livre,

conforme mostrado na Figura 5.47.

¢P(t)
@
@ @
1.0
’4—»
\%%

Propriedades
EI=3.1941 P(t)=sin(nt/T), 0<t<T

pPA=1.0 P®)=0, t<T

Figura 5.47: Viga em balango submetida a um pulso senoidal.

Pode-se observar através da Figura 5.48a que, ao se utilizar o Método
Newmark para a integragdo numérica, € um passo de tempo constante At = 0.05 s,
obtém-se resultados idénticos aos fornecidos por Smith e Griffiths (1999). Na
Figura 5.48b sdo comparadas as respostas fornecidas por alguns métodos de
integracdo implementados neste trabalho. Como esperado, os métodos explicitos
(MDC e Runge-Kutta) precisaram de incrementos de tempo menores para

apresentar os mesmos resultados do método implicito (Newmark).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

149

1.0+ Newmark At=0.05s 1.0+

0.8 ®  Smith e Griffiths (1999) 0.8 — Newmark
— Presente Trabalho

Wilson
MDC

Runge-Kutta

0.0 0.5 1.0 15 2.0 . ‘
t(s) t(s)

(a) (b)
Figura 5.48: Comparagdo dos métodos de integracao direta.

Na literatura técnica para fins de comparagdo entre diversos métodos de
integracdo numérica e eficiéncia de algoritmos, apresentam-se apenas os
primeiros ciclos da resposta transiente, o mesmo se observa em trabalhos sobre
métodos numéricos para analise de vibragdes nao-lineares de sistemas estruturais
complexos. Entretanto, na analise de vibragcdes nao-lineares envolvendo
problemas de ressondncia e perda de estabilidade, necessita-se integrar as
equacdes de movimento por um periodo relativamente longo de tempo até se obter
a resposta permanente. A fim de observar a convergéncia dos métodos nestes
casos, 0 mesmo problema foi resolvido para periodos de tempo mais longos. As
Figuras. 5.49a e 5.49b mostram o comportamento do sistema estrutural em estudo

no intervalo de 0 a 10 segundos, e de 180 a 190 segundos.

0.8 1 — Newmark: At=0.05s
- - Runge-Kutta:At = 0.005 s
0.5 1
r” r) ‘\ ’rk\ J( | fﬁx / L\ fr‘\
| / il ‘! | 1 ‘\ L ‘\ \ ‘\ .
0.3 1 ) [! ﬁ l \‘ ,‘ l‘ | l‘ ( “ ( “
| | o [ (o T o [/
=3 | /. [ /. [/ U/ o U
“ | A T A A A N A R
00 T “ | \ | ‘\ | “ ) | | L | ‘\ ) ‘L
- | i | | |t ! I
b [ |- | | (I I ‘) A
‘ !‘ \J ! \‘ ‘ \J ‘\ \J o ! \‘
-0.3 A [ | 1 N ot | e
[ d r’ | | r( | (/ | r(
\ L‘ Jr L\ | \H (f \\ l\ f Ll
-0.5 T T T T 1
0 2 4 6 8 10

(a) t(s)
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0.8 { —Newmark: At=0.05s
- - Runge-Kutta: At =0.005 s
0.5 1 ¥ MDC: At=0.005s
321g\ %ﬁ (S %f " ¢ 4 ?éé\ ?‘% ?%
R A AR R RS R A AR R
OO ] ‘ ‘ | / / | I | I i | “ | \‘ | \‘ /J
Ped Bl B Fe ot B ol fasd o d\ fosl sl )os
-0.3 \‘>‘|< ‘* ‘\* \?K ‘9“6 y‘é\ ﬁf}( *r *)’ K ¢
y& | & ;*\ \q( .
'0.5 T T T T T T 1
180 182 184 186 188 190
(b) ()

Figura 5.49: Analise da convergéncia dos métodos.

Observa-se que, apesar das amplitudes das respostas serem semelhantes para
todos os métodos e, além disso, permanecerem constantes durante toda a analise, a
medida que se aumenta o tempo de integragdo da resposta, aumenta-se a
defasagem entre as solucdes obtidas pelos diferentes métodos. Mais
especificamente, pode-se afirmar que ocorreu um ‘“adiantamento” do Método
Newmark em relagdo aos métodos explicitos (MDC e Runge-Kutta). Reduzindo-
se o intervalo At para o método de Newmark, chega-se ao mesmo resultado obtido

pelos métodos explicitos (Figura 5.50).

0.8 { — Newmark: At=0.005s
1 *®* Runge-Kutta: At=0.005 s
¥ MDC: At=0.005s
0.5
0.3
B .
0.0 1
-0.3 1
_0.5 T T T T 1
180 182 184 186 188 190
t(s)

Figura 5.50: Analise da convergéncia dos métodos: redugéo de At.

Na Figura 5.51 sdo observadas as respostas dos dois métodos implicitos

(Newmark e Wilson-0) para intervalos de tempo maiores.
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1 Wilson -6
4 ] Newmark .
2 \

-4 At=0.01s

0 20 40 60 80 100
) t(s)

Wilson -6

-1.0 1 At=0.005s
1.5 1
2.0 R
0 20 40 60 80 100
t(s)

(b)

Figura 5.51: Comparagao dos Métodos de Newmark e de Wilson-6.

Ao utilizar para o0 Método de Wilson-6 um incremento de tempo constante
At = 0.01s, que se mostrou adequado para o Método de Newmark, nota-se que
ocorreu um aumento progressivo da amplitude da resposta, caracterizando assim
uma divergéncia da solugdo. Essa divergéncia, entretanto, foi atenuada quando o
passo de tempo foi reduzido. No exemplo estrutural em questdo, portanto, foi
observada uma maior eficiéncia do Método de Newmark em relacdo ao Método

de Wilson-0.

5.3.2

Pértico de Williams

A Figura 5.52 mostra o sistema estrutural a ser analisado nesta se¢do. Trata-
se de um portico abatido biengastado conhecido como o poértico de Williams

(Williams, 1964). Essa estrutura ¢ freqiientemente utilizada para validar modelos
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e formulagdes ndo-lineares. E analisado aqui o caso em que esse portico é
submetido a uma carga subita, conforme indicado na figura. Pretende-se mais uma
vez avaliar a implementacdo dos métodos de integracdo direta (Newmark e
Wilson-0), s6 que agora considerando a analise dindmica ndo-linear. E feita ainda
uma avaliacao do método adaptativo implementado, verificando o comportamento

da resposta em intervalos de tempo prolongados.

P(t) AP(t) 15.0

L =)

4 -4 6
A=0.183 1=8646x10 E=103x10 p=8.646x10

Figura 5.52: Pdrtico de Williams.

Na Figura 5.53 sdo comparados os resultados obtidos no presente trabalho,

utilizando-se Newmark, com os fornecidos por Chan e Chui (2000).

# Chan e Chui (2000)
— Presente trabalho At = 1x 10 -4

0.10
B 0.05
0.00 ‘ w — T ‘ | ‘
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

t(s)
Figura 5.53: Analise comparativa da resposta.

Com o objetivo de observar o comportamento do método em um intervalo

de tempo bem mais longo, executou-se a analise mostrada na Figura 5.54.
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0.05 At=1x104s
0.00
z -0.05
-0.10
-0.15 - \ w w w : \ : ‘ ; ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

t(s)

0.05 1 At=1x 1055
0.00

& -0.05
-0.10
-0.15 - ‘ ‘ ; ‘ : | :
0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5
t(s)

Figura 5.54: Andlise da resposta num tempo estendido: At constante.

Observe que, para se obter tal resposta com incremento constante de tempo,
foi necessario um passo de tempo At = 10~ s. Para o valor menor de At = 10 s,
nota-se a presenca de um erro acumulado que faz com que haja um deslocamento
da trajetéria para cima.

Em seguida a andlise ¢ refeita utilizando-se a estratégia adaptativa para
métodos da familia de Newmark. A Figura 5.55 fornece as respostas obtidas para

dois valores iniciais de At bem diferentes.

03 Aty=1x10 s
/Ato=lx10'7s
<
> - -
o 01 7
S

- W .
1
e 2
— (]
| J

1
<
S}

‘ : ‘ : ‘ : ‘
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
t(s)
Aty=1x107s D Atygaio = 1.29x107s
Aty=1x107s D Atpego=1.06x107s

Figura 5.55: Estratégia adaptativa: analise da resposta com At varidvel.
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Observa-se que o incremento de tempo varia nos primeiros instantes e tende
a um valor constante. Para os dois valores iniciais o comportamento da variagdo e
o valor dos intervalos médios obtidos sdo bem proximos. Entretanto, nota-se que
para um valor inicial elevado, a média dos intervalos avaliados ¢ ligeiramente
maior.

Na Figura 5.56 pode ser observada a eficiéncia dos métodos de integragao
da familia Newmark acoplados a estratégia adaptativa, onde ¢ apresentada a
resposta obtida para um intervalo de 4 segundos e um passo inicial de tempo
relativamente grande, At = 10 s. Com esse valor inicial, a estratégia adaptativa
produziu variagdes nos passos de tempo tais que o incremento médio durante a

execucao foi Atpegio = 1.29 x 107 s.

0.03 JAt,=1x 102s
2 -0.02
-0.07

-0.12 - \ ‘ ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

t(s)

Figura 5.56: Estratégia adaptativa: resposta para um At inicial igual a 107 s.

5.3.3

Barras com ligagoes semi-rigidas

Com o objetivo de validar as implementagdes dos algoritmos de integragao
para a analise dinamica nao-linear de porticos com ligagdes semi-rigidas, analisa-
se nesta se¢do uma viga com duas ligacdes semi-rigidas nas suas extremidades,
submetida a um carregamento instantaneo invaridvel no tempo, conforme

mostrado na Figura 5.57.
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lP(t) PO 640

\ E ~(s)
N 10 { 10

Propriedades
E=3.0x10 A=0.125
p=26x10" 1= 1.6276x10"

Figura 5.57: Viga com ligagbes semi-rigidas.

Este ¢ um exemplo cléassico que ja foi investigado por varios pesquisadores,
tais como Mondkar e Powel (1977), Yang e Saigal (1984), e Chan e Chui (2000).
Da mesma forma que Chan e Chui (2000), a viga ¢ modelada no presente trabalho
usando-se uma malha de 10 elementos finitos e resolvida pelo método de
Newmark com passo de tempo constante At = 107s.

A resposta obtida no presente trabalho ¢ apresentada juntamente com a
fornecida por Chan e Chui (2000) na Figura 5.59 para 3 casos de ligacdo: ligacdo
perfeitamente rigida, ligacao semi-rigida com Sc = 10 EI/L e Sc =1 EI/L.

Ligacfo perfeitamente rigida

0.8 ~
0.7 .
0.6 - ¥s
0.5 .
2 04 "
0.3 |

02 —Presente
¢ # Chan e Chui (2000)

0.1 -
00 T T T T T T T T T ]
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
t(s)
(a) Ligagao perfeitamente rigida.
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Sc=10EVL

0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
02
0.1 -
0.0
0.000 0001  0.002 0003 0004  0.005
t(s)

— Presente
# Chan e Chui (2000)

(b) Sc = 10EI/L

Sc=1EIl/L
9 =

0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 1
0.2 -
0.1 -
0.0
0.000  0.001 0002 0003 0004  0.005
t(s)

— Presente
#® Chan e Chui (2000)

(c) Sc=1EI/L

Figura 5.58: Viga com ligagdes semi-rigidas: resposta transiente.

Pode-se observar que os resultados obtidos no presente trabalho para a
resposta transiente da estrutura praticamente coincidem com os fornecidos por
Chan e Chui (2000). Isto d4 uma boa indica¢do da eficiéncia das implementagdes

aqui realizadas.
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5.4.
EXEMPLOS NUMERICOS DE ANALISE DINAMICA NAO-LINEAR

O objetivo deste item nao ¢ analisar com profundidade a dinamica nao linear
dos sistemas estruturais em estudo, mas mostrar as potencialidades das
ferramentas numéricas desenvolvidas na presente tese na andlise das vibragdes
ndo-lineares e instabilidade dinadmica de estruturas. Para isto sdo novamente
analisados o arco senoidal e o poértico em L por apresentarem grande nao-

linearidade e perda de estabilidade sob certas cargas dindmicas.

5.41
Arco senoidal

Nesta secao, sera novamente estudado o arco senoidal j& analisado nas se¢des
3.2.3 e 5.2.3. Serao considerados agora os dois tipos de carregamento ilustrados
na Figura 5.59, a saber: (a) um carregamento de magnitude constante aplicado de
forma subita e (b) uma carga harmonica senoidal. Considera-se adicionalmente
um amortecimento viscoso proporcional & massa e a rigidez, C=amM +ak K
definido pelos coeficientes de Rayleigh, am e ak, que sdo calculados a partir da
taxa de amortecimento critico £ = 0,25. A resposta dinamica ¢ obtida através do
método de integracdo de Newmark para valores de intervalos de tempo At
controlados pela estratégia adaptativa apresentada na se¢do 4.4.3.1.

A A

M) =ML . A1) = A sen(Qt)

(a) t (b)’ / ;
/

P(t) = IN/mm x A(t)

Y

9 2 4
E=210000MPa p=78x10 Ns/mm §&=0.25

Figura 5.59: Arco senoidal abatido: analise dinamica nao-linear
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Inicialmente, considera-se o arco submetido a uma carga de magnitude
constante e de duracdo infinita, aplicada subitamente. Na Figura 5.60 mostra-se a
resposta no tempo para niveis crescentes de carregamento. Logo apds a aplicacdo
da carga o arco apresenta uma resposta transiente com oscilagdes de grande
amplitude no interior do vale potencial pré-flambagem e, a seguir, a resposta
converge para uma posicao de equilibrio compativel com o nivel de carregamento,
como mostram as Figuras 5.60a-5.60e. Entretanto, para um nivel de carregamento
critico inferior a carga limite, o arco escapa do vale potencial pré-flambagem e a
resposta converge para uma solucdo pos-critica estdvel com o arco assumindo
uma configuracdo invertida. Esse fendmeno ¢ conhecido como um salto dindmico
ou snap-through. A Figura 5.60f mostra, para uma carga levemente superior a
carga de instabilidade dindmica, a resposta no tempo onde se observa claramente a
divergéncia da resposta durante o primeiro ciclo da resposta transiente. Este
fenomeno ¢ tipico dessa classe de estruturas e pode ocorrer na presenga de

diversos tipos de carregamento dinamico.

0.28
0.12 7
0.24
0.10
0.20 -
0.08 w/z,=0.165476
. w/z,=0.07233105 < 0161
N =
s 0067 ® 0121
0.04 0.08
0.02 1 P/h=0.1 0.04 4 P/h=0.2
0.00 ; ‘ ‘ ‘ ‘ 0.00
0.0 0.1 02 03 0.4 0s 0.0 0.1 02 03 04 0.5
t(s) t (s)
(2) (b)
0.40 7 0.70 7
035 1 0.60 -
0.30 - 0.50 1
0.25 1 w/z;=0.2271242 0.40
¥ 020 § w/z=0.3119349
0.30 -
0.15 -
010 1 0.20 -
0.05 P/h=0.25 0.10 4 P/h=0.3
0.00 0.00
0.0 0.1 02 03 04 0.5 0.0 0.1 02 03 04 0.5

t(s) t(s)
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Figura 5.60: Resposta no tempo do arco senoidal para diferentes niveis de
carregamento.

Na Figura 5.61 sdo mostrados os resultados obtidos para as configuragdes
finais de equilibrio associadas a cada nivel de carregamento, sendo estes
resultados comparados com aqueles obtidos na analise estatica. Nota-se que os
resultados das andlises estdtica e dinamica se superpdem, como era esperado,
sendo que na analise dindmica a perda de estabilidade ocorre para um nivel de
carregamento inferior ao obtido pela andlise estatica. Apds a ocorréncia do salto
dindmico, os resultados voltam a se superpor na regido da trajetoria que
correspondente a concavidade invertida do arco. Esta concordancia mostra que a
metodologia aqui empregada ¢ capaz de descrever processos de perda de

estabilidade dindmica com variagdes bruscas da resposta no tempo.

0.4 -
0.3454799
E 0.3045
034 D F
C
<= B
3. 0.2 1
0.1 1
— Analise estdtica
@ Analise dinamica
O-O T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

w/z0

Figura 5.61: Superposi¢édo das analises dindmica e estatica.

A mesma andlise ¢ realizada para o arco com zy = 50 mm, considerando

neste caso dois tipos de carregamento: (a) um carregamento distribuido uniforme,
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semelhante ao do exemplo anterior, ¢ (b) um carregamento nao simétrico,
semelhante ao usado no capitulo 3 (Figura 3.12) definido por oimp= 0.5. A
resposta para diferentes niveis de carregamento ¢ mostrada na Figura 5.62, para o
caso de carregamento uniforme, onde se observa um comportamento semelhante

a0 caso anterior.

0.037 1 ol -
0036 J W/ZO - 00357
0.08 -
\No 0.035 - w/20:0.065
= 0.06 -
® 0.034 | z
P/h=1.0 Ph=1.6
0.033 0.04
0.032 : : : ‘ ‘ 0.02
6.8 6.84 6.88 6.92 696 7 17.92 17.96 18
t(s) t(s)
(a) (b)
0.16 - 2.5
] w/z,=2.03
2 _
0.12 7 w/z, = 0.086
e 15
No ~2
5 0.08 1 2 | P/h=122
P/h=2.0 1
004 b 05 _
0 : : : : : 0
3.44 3.46 3.48 3.5 3.52 3.54 40.5 40.6 40.7 40.8 40.9 41
t(s) t(s)
() (d)

Figura 5.62: Resposta no tempo do arco senoidal sob carregamento uniforme para

diferentes niveis de carregamento (zo=50mm).

A Figura 5.63 superpde a solucdo obtida pela andlise dindmica do sistema
estrutural amortecido e trajetdria de equilibrio estatico da estrutura. Observa-se
que, para o caso de carregamento uniforme, a perda de estabilidade se da para
uma carga levemente inferior a carga de bifurcagdo estatica. Quando se considera
a assimetria do carregamento, nota-se que a carga critica dindmica ¢ bem inferior
ao valor da carga critica estatica. A sensibilidade da carga critica a perda de

simetria do carregamento € bastante importante do ponto de vista estrutural, ja que
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carregamentos assimétricos neste tipo de estrutura podem ocorrer em vdrias
situacdes praticas, como € o caso de coberturas submetidas a cargas de vento.

A seguir, considera-se o arco submetido simultaneamente a uma carga
estatica de valor P/h=1 e a um carregamento harmonico com freqiiéncia de
excitacdo igual a do arco submetido ao nivel de carregamento estatico aqui
considerado. Os resultados obtidos para a resposta permanente sdo apresentados
na Figura 5.64 para valores crescentes da magnitude do carregamento.
Inicialmente o arco vibra em torno da configuracao de equilibrio estatico, mas
como no caso anterior, ao atingir um certo valor critico, escapa do vale potencial
pré-flambagem (Figura 5.64a) e passa a vibrar em torno de uma configuragao pos-
flambagem (Figura 5.64b). Para pequenos valores de carregamento o plano fase se
mostra perfeitamente simétrico, denotando uma resposta harmonica quase linear.

A medida que o carregamento cresce, o plano fase perde a simetria denotando a

ndo-linearidade da resposta.

Arco: zy= 50 mm
---- Resposta estatica: modo simétrico

— Resposta estatica: modo assimétrico

o Resposta dinamica: sistema estrutural perfeitamente simétrico

® Resposta dindmica:arco com imperfeicao de carregamento: o = 0.5

_LQQQGGGDGD

P/h
B {1 T T TN
P/h

F

L]
o
T

_3 T T T T T T T _3 hl | | | |
0.0 05 1.0 1.5 2.0 00 05 1.0 15 2.
w/z w/z,,
(a) resposta dindmica para ojmp=0,5. (b) resposta dindmica para arco

perfeitamente simétrico.
Figura 5.63: Resposta estatica e dindmica para diferentes niveis de carregamento.
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P/h=1+ A/hsen (257 t)

1A A/h=0.1 ]
24 A/h=02 1200 7
34 A/h=03 300
44 A/h=0.4
5A A/h=0.5 ~ 400
64 A/h=0.6 g
74 Ah=07 £ O
"% 400
-800
-1200
0 0.04  0.08 0.12 192 1.96 2 2.04
w/z, w/z,
(a) Plano fase: caminho inicial. (b) Plano fase: caminho apds salto.

Figura 5.64: Resposta dindmica para diferentes niveis de carregamento.

Para se analisar o problema de ressonidncia em estruturas com
comportamento nao-linear, estuda-se inicialmente o arco com zy = 20 mm
submetido a uma carga harmoénica senoidal. Ao contrario de modelos de baixa
dimensdo, onde diversas técnicas numéricas, tais como métodos de perturbagdo,
podem ser empregados para se obter as curvas de ressonancia ndo-linear com
relativa facilidade, para sistemas estruturais com um numero elevado de graus de
liberdade este problema se torna bastante oneroso do ponto de vista
computacional. No presente estudo, obtém-se, para diferentes valores de
freqliéncia de excitagdo, a resposta do sistema apds a integracdo de um
determinado nimero de ciclos que seja suficiente para se definir o estado
permanente, ¢ obtém-se para cada freqiiéncia de excitagdo a amplitude maxima e
minima da resposta permanente, como ilustrado na Figura 5.65, que exibe o
diagrama de fase associado a relagdo de freqiiéncias /0 = 0.72 e amplitude de
excitacao A/h = 0.5.MPa, bem como a sua correspondente situagdo no espectro de
resposta. Crescendo e decrescendo a freqiiéncia no intervalo analisado, obtém-se a
curva de ressonancia desejada.

A Figura 5.66 exibe a variagdo do deslocamento adimensionalizado w/z

pela relacdo de freqiiéncia Q/w,, obtida para varias amplitudes, sendo que

o, =my/1-> =238.4rad/s ¢é a primeira freqiiéncia natural amortecida do

sistema. Na Figura 5.67 mostram-se os mesmos dados, apresentando agora no
eixo vertical a magnitude da resposta. Observa-se que, a medida que cresce a

magnitude da excitagdo, o pico da curva de ressonancia se desloca
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acentuadamente para a esquerda, indicando uma grande ndo-linearidade com
perda de rigidez (softening). Este comportamento ¢ compativel com o tipo de nao-
linearidade observada na resposta estatica do sistema. Para A/h=0.4 ja se observa
o inicio do dobramento da curva ressonancia, tipico de sistemas nao-lineares, na
regido de baixas freqii€éncias o que leva a existéncia de mais de uma resposta
permanente para o mesmo valor de freqiiéncia. Quando a magnitude da excitagao
atinge o valor A/h=0.5, nota-se um crescimento acentuado das amplitudes na
regido de baixas freqiiéncias até que o arco perde a estabilidade e muda de
concavidade. Antes de ocorrer o salto, observam-se outras bifurcagdes associadas
a duplicagdo de periodo. Uma resposta tipica desta regido ¢ aquela ilustrada na
Figura 5.65 e cuja resposta no tempo ¢ apresentada na Figura 5.68. Os pontos
destacados na Figura 5.69a correspondem aos pontos da secdo de Poincaré¢ da
resposta que indicam claramente a duplicacdao de periodo. A Figura 5.69b mostra

a regido onde ocorre a duplicagdo de periodo.

\ 3000 -
2500

o 2000
Arco biapoiado
1500
1000

500

W/
(=)
N
1
W (mm/s)
[=]

-500
-1000
-1500
-2000

\
0.6 —_— 2500
0.50.60.708091.01.11.21.314151.6 05 0.0 0.5 10 15 20
Q/w, wiz,

Figura 5.65: Diagrama de fase associado a relagéo de frequéncia /o = 0.72, indicando

os valores de amplitude maxima e minima.
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207 Arco biapoiado
1.8 1
1.6 1 —— Ah=05
1'47 ——= Ah=04
21 —e— A/h=03
1.0 -
—a— A/h=02

— —
05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 13 14 15 1.6
Qo

a
Figura 5.66: Variagdo dos limites maximos e minimos da resposta permanente com a

relacdo de frequiéncias e amplitude de carregamento harménico

Arco biapoiado
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Figura 5.67: Variagdo do espectro de resposta com a amplitude da carga harménica A/h.
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Figura 5.68: Resposta no tempo: duplicagao de periodo.
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Figura 5.69: Coordenadas de Poincaré: duplicacao de periodos.
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Com o objetivo de observar a influéncia da rigidez das ligagdes na
freqliéncia de ressonancia do arco, ¢ mostrada na Figura 5.70 o espectro de
resposta para trés situagdes de apoio: arco biapoiado, apoios com ligacao semi-
rigida (Sc = 5EI/L) e arco biengastado, para uma magnitude de excitacdo de
A/h=0.5. Para o arco biengastado a resposta praticamente exibe um
comportamento semelhante a0 de um sistema linear com o pico de ressonancia
coincidindo com a freqiiéncia natural do arco. A medida que Sc decresce, aumenta
acentuadamente o grau de nao-linearidade do sistema o que se reflete no grande
deslocamento do pico de resposta na direcdo das baixas freqiiéncias. Novamente,
os resultados apresentados reforcam a importancia das condi¢cdes de apoio e da
estimativa correta da rigidez das ligacdes em sistemas nao-lineares. Os resultados
também ressaltam que variagdes na rigidez das ligagdes podem levar a estrutura a

situacdes inesperadamente perigosas.

%g :A/h: 0.5 030‘ (x)ss‘ (DBE‘
1.6 ™~ —_ ‘ ‘ ‘ — Biapoiado (Sc = 0)
%"2‘ 1 ™ —a Sc=5EIL
1:0 ] ‘ ‘ ‘ — Biengastado
N 0.8
2 0.6 1
0.4 1

®,= 246.2 rad/s : Menor freqiiencia natural do arco biapoiado,
o,=268.9 rad/s : Menor freqiiencia natural do arco com Sc = 5EI/L,
o= 308.5 rad/s : Menor freqiiencia natural do arco biengastado.

Figura 5.70: Variagado do espectro de freqiiéncias com a rigidez dos apoios.

Considera-se agora o arco com a altura critica zo = 31.4 mm. Utilizando o
mesmo procedimento descrito anteriormente obtém-se as curvas apresentadas na
Figura 5.71. Na Figura 5.72 mostram-se as deformadas correspondentes a
amplitude maxima e minima da resposta permanente do arco quando submetido a

uma excitagdo harmodnica de ampiltude A/h = 1.2 e diferentes freqiiéncias de
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excitacdo. Nota-se que, para valores altos da freqiiéncia, o arco vibra exibindo
uma configuracdo simétrica. A medida que a freqii€ncia decresce o arco passa a
exibir configuracdes com crescente assimetria. Esse processo se intensifica até

que o arco perde a estabilidade e passa a vibrar em uma configuragdo simétrica

invertida.
Arco biapoiado
1.0 7 7zg=31.4mm
o, = 368 rad/s - Zg z }%
08 1 0, =356rad/s
N
< 06 -
g
3
g i
E 04
[ [ TS —— 7
02 4 - T ———
00 T T T T T T T T T T T T 1
03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 14 1.5

Q/wa

Qw=0.6

Qo =0.38 Do =0.27

Figura 5.72: Deformadas no estado permanente do arco zy= 31.4mm, quando submetido

a uma excitagdo harmdnica de amplitude A/h = 1.2 e diferentes freqiéncias de excitagao.
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5.4.2

Pérticoem L

Dando continuidade ao estudo paramétrico da secao 3.3 e ao estudo de
vibragdes da se¢do 5.2.3, pretende-se analisar aqui o comportamento do portico
em L quando submetido a carregamento dindmico. Neste estudo, considera-se um
amortecimento viscoso proporcional a massa e a rigidez, C=amM+ak K,
definido pelos coeficientes de Rayleigh, am e ak, que sdo calculados a partir da
taxa de amortecimento critico & = 0,4. A resposta dindmica ¢ obtida através do
método de integragdo de Newmark para valores de intervalos de tempo At
controlados pela estratégia adaptativa da secao 4.4.3.1.

Inicialmente, considera-se o podrtico mostrado na Figura 5.73, com uma

ligacdo semi-rigida entre as barras definida pelo parametro de rigidez Sc = EI/L.

P(t) = A(0)

El ’ﬂ

@

— Sc

EAL/EI = 10°

E = 21000 kN/cm?
0 =7.65 kN s7cm*

=\ -

! |
‘ L=580cm
. ‘ As=4.0368 cn?
Is=1.358 cnf
N
A 8
A=A . At) = A sen(Qt) )

(a) t (b)’ / t

\_J

Figura 5.73: Portico em L com ligagao semi-rigida.

Analisa-se entdo o comportamento do portico submetido a uma carga de
magnitude constante e duragdo infinita, aplicada subitamente (Figura 5.73a). A
Figura 5.74 exibe a resposta no tempo para diferentes niveis de carregamento.
Como no caso do arco, o portico exibe grandes amplitudes na fase transiente e
converge para uma configuracao estatica correspondente ao nivel do carregamento

aplicado.
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Figura 5.74: Resposta no tempo para diferentes niveis de carregamento do pértico em L

com ligagao semi rigida dada por Sc = 5EI/L.

Na Figura 5.75 sdo mostrados os deslocamentos obtidos pela integracao
numérica do sistema dindmico amortecido correspondentes a cada nivel de
carregamento aplicado, juntamente com a trajetoria de equilibrio obtida na analise
nao-linear estatica. Observa-se que ndo houve perda de estabilidade nesse

exemplo. Isso ¢ explicado pelo fato das configuragdes poOs-criticas instaveis para
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cada nivel de carregamento estarem associadas a configuracdes com grandes
deslocamentos, como mostrado anteriormente. Assim, ndo se atinge a fronteira de

estabilidade do vale potencial, durante a resposta transiente.

# Resposta permanente da analise dindmica
—Trajetoria de equilibrio da analise estatica

> Resposta instavel

P/P,

-80 -60 40 -20 0 20 40 60
6 (deg)
Figura 5.75: Superposi¢édo das analises dindmica e estatica.

Considerando agora o carregamento harmoénico e utilizando o mesmo
procedimento descrito para o exemplo do arco senoidal, obtém-se o espectro de
resposta para o portico em L com a ligacdo perfeitamente rigida entre viga e
coluna.

A Figura 5.76 exibe a variagdo da amplitude (Oyax-Omin) com a razao de
freqiiéncias Q/w,. Nota-se neste caso que a influéncia da ndo-linearidade ¢
bastante pequena, fato explicado pela linearidade do caminho fundamental da
estrutura perfeita. Na Figura 5.77, mostram-se os planos fase da resposta

permanente para A/P.=0.4 e diferentes valores da freqiiéncia da excitagao.
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Figura 5.76: Espectro de resposta do pértico em L com ligagao perfeitamente rigida
submetido a carregamento harmonico concentrado no topo da coluna.
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Figura 5.77: Planos fase para A/P, = 0.4.

A seguir, o mesmo estudo ¢ feito para o portico em L, porém considerando
o carregamento distribuido, como indica a Figura 5.78. Neste caso, ao contrario
do anterior, se observa um comportamento semelhante ao do arco com grande
nao-linearidade do tipo softening. Como mostrado anteriormente, o caminho de

equilibrio deste portico apresenta uma grande ndo-linearidade, similar ao do
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portico com grandes imperfeicdes iniciais. Assim mostra-se a influéncia do tipo

de carregamento na ndo-linearidade da resposta dinamica.

q (t) = A sen (Q t) kN/cm

/«\

i o

(O]

12 - @ | AL/P,
K | 1A 0.10
10 - g 2A 0.15
2| 3A 020
E ~
I | 4 A 030
\

(emax - emin) (deg)

0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Q/o

a
Figura 5.79: Espectro de respostas do portico em L com carga harménica distribuida ao

longo da viga.
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CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1
CONCLUSOES

Silveira (1995), Galvao (2000, 2001), Rocha (2000) e Pinheiro (2003),
desenvolveram em linguagem Fortran (Fortran PowerStation 4.0, 1994-1995), um
programa computacional capaz de realizar a andlise nao-linear de sistemas
reticulados planos. Com base nesses trabalhos, que apresentam valiosas
comparagdes entre diversas formulagdes de elementos finitos e metodologias de
resolugdo de sistemas de equagdes ndo lineares, foram selecionas as formulagdes e
algoritmos apresentados nesta tese. Objetivando dar continuidade aos trabalhos
precedentes, foi incorporada a base computacional citada a capacidade de
desenvolver também analises de natureza dindmica. Para isto foram inicialmente
implementadas rotinas de solu¢dao de problemas de autovalores, que, acopladas a
metodologia de solucao nao-linear, possibilitaram a determinacao das freqiiéncias
naturais ¢ modos de vibracdo ao longo dos caminhos ndo-lineares de equilibrio.
Isto permitiu uma implementagdo eficiente do critério dinamico de estabilidade,
possibilitando a identificagdo dos trechos estaveis e instaveis ao longo das
trajetorias de equilibrio e, portanto, a identificagdo dos pontos criticos. Também
foram incorporados ao mesmo sistema computacional algoritmos clédssicos de
integragdo numérica, implicitos (Newmark, Wilson-0) e explicitos (Método das
diferencas centrais e Runge-Kutta de quarta ordem), que possibilitaram analises
lineares e nao-lineares de porticos planos com ligacdes rigidas e semi-rigidas sob
carregamentos dindmicos. Com a finalidade de tornar mais eficiente o processo de
integragdo numérica, em conjunto com os métodos de integracdo, foram
implementadas duas eficientes estratégias de controle automatico dos incrementos
de tempo.

Com o objetivo de validar as implementagdes das rotinas de solugdo do
problema de autovalor e autovetor, foram estudados na se¢do 5.2 alguns exemplos
simples envolvendo vibragdo livre de estruturas descarregadas e carregadas. A

obtencdo das freqliéncias naturais e modos de vibragdo para as estruturas com as


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

174

ligagdes rigidas foram obtidas com sucesso. Entretanto, foi constatado, na analise
de estruturas carregadas compressivamente, que a utilizacdo do elemento com
ligacdo semi-rigida pode gerar erros no calculo das freqiiéncias. Através de um
exemplo de barra carregada axialmente, foi observado que para a condicao
descarregada o resultado ¢ excelente, mas surge uma discrepancia crescente a
medida que se aumenta a forca compressiva. Também foi observado que este
problema ¢ tanto maior quanto mais flexiveis forem as ligacdes. Nenhum
comentario foi encontrado na literatura sobre ligacdes semi-rigidas a respeito
dessa sensibilidade. Com base na analise das matrizes do sistema discretizado,
verificou-se que a diminui¢do do comprimento do elemento semi-rigido diminui
essa sensibilidade. Portanto, no presente trabalho, o procedimento adotado para
contornar este problema foi utilizar valores reduzidos para o comprimento Lsg dos
elementos com liga¢des semi-rigidas na modelagem das estruturas.

Os métodos de integracdo numérica, bem como as estratégias adaptativas
fornecidas no Capitulo 4, tiveram sua eficiéncia avaliada na secao 5.3. Foi visto
que todos os métodos apresentaram excelentes resultados na resposta transiente.
Entretanto, mesmo na andlise de problemas lineares, utilizando-se dos mesmos
valores de pardmetros e incremento de tempo recomendados para cada algoritmo,
verificou-se que, apdés um grande numero de ciclos, os métodos implicitos podem
apresentar uma defasagem da resposta. Para resolver esse problema foi necessario
usar um passo de tempo da mesma ordem de grandeza que aqueles exigidos pelos
métodos explicitos. Esse problema se agrava na analise de sistemas ndo-lineares,
mas pode ser minorado com a adaptatividade do passo de tempo.

Outra observagdo importante na analise nado-linear ¢ a ocorréncia de um
deslocamento da configuracao de referéncia da resposta temporal quando se
integra por um longo periodo de tempo, possivelmente devido a natureza
cumulativa do processo incremental de calculo dos esforgos internos. O actimulo
de residuos a cada incremento devido as simplificagdes e linearizagdes inerentes a
formulacdo do elemento finito, para uma quantidade muito grande de
incrementos, pode gerar erros ndo despreziveis. Esse desvio pode ser reduzido
com a diminuicdo do incremento no tempo, porém para analises envolvendo
intervalos muito grandes de tempo e, portanto, uma quantidade muito grande de
ciclos, uma dimensdo economicamente viavel de At pode levar a discrepancias

consideraveis.
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Entretanto, a integragdo eficiente das equagdes de movimento por um longo
periodo de tempo ¢ uma necessidade na analise de sistemas ndo-lineares. Essas
deficiéncias impedem a implementagdo eficiente em programas de elementos
finitos de técnicas numéricas para a obtengdo de, por exemplo, diagramas de
bifurcacdo, expoentes de Liapunov, autovalores de Floquet e bacias de atragao.
Isso também ¢ um empecilho a analise de sistemas que exibam longos transientes
€ movimentos caoticos.

Para aferir as potencialidades do sistema computacional aqui desenvolvido
escolheu-se para uma andlise detalhada dois problemas que apresentam respostas
com forte ndo-linearidade: o arco de geometria senoidal submetido a
carregamento distribuido e os porticos em L. Pesou na escolha destes exemplos o
fato de apresentarem caracteristicas de comportamento que sdo comuns a uma
grande gama de estruturas utilizadas na pratica da engenharia. Pode-se, por
exemplo, constatar no arco a perda de estabilidade por ponto limite ou através de
bifurcagdo ao longo do caminho ndo-linear de equilibrio em um modo
assimétrico, com a ocorréncia de saltos para configuragdes com grandes
deslocamentos. Observa-se também sensibilidade a imperfei¢des com redugdo
drastica da capacidade de carga da estrutura. Por sua vez, os porticos em L
apresentam nao sé saltos dindmicos como sao um exemplo classico de estruturas
com bifurcagdo assimétrica. Outro ponto que motivou a escolha dessas duas
estruturas ¢ a farta literatura com solugdes analiticas, experimentais, aproximadas
e numéricas, que, servindo como base para comparagdo, puderam dar
confiabilidade ao modelos estruturais empregados nas andlises subseqiientes do
presente trabalho.

Com a finalidade de se ter uma melhor compreensdo dos fendmenos de
instabilidade desses dois sistemas estruturais, estudou-se, na se¢do 5.2, a variacao
das freqliéncias e modos de vibracdo destas estruturas para diferentes niveis de
carregamentos, imperfei¢cdes geométricas, de ligagdes e de carga. Na se¢do 5.3, o
comportamento destas estruturas ¢ observado quando estas sdo submetidas a
cargas dinamicas.

Em seguida sdo apresentadas as principais observagdes relativas as analises
ndo-linear estatica e dindmica dos sistemas estruturais analisados.

O arco senoidal abatido, cuja geometria inicial foi fornecida por Bergan

(1980), ndo apresenta grande sensibilidade a imperfei¢des. Porém, ao se aumentar
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a altura do arco, percebe-se que a partir de uma certa altura limite ocorre uma
diferenciag@o clara entre a carga limite do arco perfeitamente simétrico e a carga
de bifurcacdo em um modo assimétrico. Essa diferenca aumenta gradativamente
com o acréscimo da altura, e, portanto, os arcos pouco abatidos apresentam uma
clara bifurcacdo seguida de perda de estabilidade. Nesses arcos observa-se uma
maior sensibilidade a imperfei¢des. Em ambos os casos observa-se que os picos
de ressonancia sdo bastante afetados pelas caracteristicas da estrutura e do
carregamento.

Os resultados mostram uma grande sensibilidade a variagdes na rigidez da
ligagdo. Em particular, mostra-se que um decréscimo na rigidez das ligagdes pode
gerar uma mudanca drastica nas respostas estatica e dindmica, aumentando o grau
de nao-linearidade e a probabilidade de colapso por perda de estabilidade. Isto se
torna particularmente significativo, se for levado em consideragdo o fato de
ligagdes em estruturas metalicas sofrerem usualmente uma deterioragdo ao longo
da vida da estrutura em funcdo de varios fatores como, por exemplo, corrosao.
Esses resultados também indicam a importancia de se avaliar de forma precisa a
rigidez das ligacdes em sistemas estruturais nao-lineares.

O portico em L estudado por Roorda (1965) foi analisado considerando-se
variacoes da geometria, propriedades fisicas e condi¢cdes de contorno originais, €,
deste modo, pode-se estudar a influéncia de cada um destes parametros na solucao
da estrutura. Estas conclusdes podem servir de base para a andlise de outras
geometrias de porticos esbeltos. Por exemplo, foi observado que o aumento da
rigidez da barra lateral promove o acréscimo do valor da carga critica do portico;
entretanto, ha um aumento substancial na sensibilidade a imperfei¢des. Esta ¢ uma
caracteristica interessante apresentada por varios sistemas sensiveis a
imperfei¢des: a carga critica cresce devido a variagdo de algumas restricdes, mas a
sensibilidade a imperfei¢cdes também cresce. Deste modo, o aparente acréscimo na
capacidade de carga pode ser totalmente destruido pela inevitavel presenca de
imperfeigoes.

Em resumo, os resultados demonstram que o presente desenvolvimento
pode ser usado com eficiéncia na avaliacdo do comportamento estatico e dinamico
de estruturas esbeltas suscetiveis a flambagem e pode servir de base para futuros

desenvolvimentos, alguns dos quais sao relatados a seguir.
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SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Através do sistema computacional do presente trabalho pode-se dar

continuidade ao estudo de varios fendmenos de instabilidade de estruturas

comumente utilizadas na pratica, como por exemplos torres de transmissao,

treligas planas e espaciais, arcos, piched-roof frames, etc.

Em relagdo a problemas de andlise estrutural niao-linear hd um vasto campo

de pesquisas do qual somente uma pequena parcela foi abordada pelo presente

trabalho. Tendo em vista a seqiiéncia do presente trabalho, pode-se sugerir a

conducdo dos seguintes estudos:

1.

Na andlise dindmica de porticos semi-rigidos do presente trabalho, foi
adotado um modelo com rigidez constante. Para se utilizar modelos mais
realistas que levem em conta a variacdo da rigidez diante de grandes
deformacdes durante a analise dinamica ¢ necessario levar em
consideracdo o comportamento histerético da ligagdo (Chan e Chui,
2000);

Utilizou-se na integragdo numérica dos problemas dindmicos nao-
lineares os algoritmos de Newmark e Wilson-0, entretanto, foi visto na
secdo 5.3 que a resposta desses algoritmos em problemas envolvendo
grandes intervalos de integragdo podem apresentar erros de precisdo.
Sugere-se, portanto, a implementagdo de outros algoritmos como, por
exemplo, os algoritmos com dissipacdo numérica controlada oH-
Newmark (Hilber e Hughes, 1978) e aB-Newmark (Wood et al., 1980).
A implementacdo de algoritmos mais eficientes permitira a obten¢ao de
diagramas de bifurcagdo, além de outras ferramentas essenciais no
estudo de vibragdes nao-lineares;

Sugere-se estudar outras formas de se calcular o vetor de forgas internas
acopladas ao processo incremental de integragdo numérica, com o
intuito de se de reduzir a discrepancia que possivelmente ¢ causada por

acumulo de residuos no processo incremental;
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4. Para tornar a analise de estruturas metalicas mais realista em termos de
projeto ¢ necessaria a implementacdo de modelos que considerem a nao-
linearidade fisica do material da estrutura (Chan e Chui, 1997e¢ 2000);

5. Com base no programa aqui desenvolvido, pode-se desenvolver modelos
de baixa dimensdo, mas que sejam suficientemente precisos para uma
andlise paramétrica detalhada das oscilagdes ndo-lineares de elementos
estruturais esbeltos. A obten¢ao de modelos representativos com poucos
graus de liberdade tem merecido grande atencao dos pesquisadores nos
ultimos anos (Soares, 1998 e Baracho Neto, 2003).

6. Por fim, para tornar o programa mais acessivel e possibilitar uma melhor
visualiza¢ao dos resultados obtidos sdo necessarias implementacdes de

rotinas graficas de pré e pos-processamento.
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APENDICE A
ESTRATEGIAS DE INCREMENTO E ITERAGAO

A1
ESTRATEGIAS DE INCREMENTO DE CARGA

A obtengdo da solu¢do incremental inicial tem como passo fundamental a

definigdo do pardmetro de carga inicial ALD. A selegdo automatica do incremento
desse parametro deve refletir o grau de nao-linearidade corrente do sistema, isto &,
deve fornecer grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear e
levar a pequenos incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente nao-
linear. Além disso, o algoritmo deve ser capaz de escolher o sinal correto para o
incremento, introduzindo medidas capazes de detectar quando pontos de maximo e
minimo sao ultrapassados.

Crisfield (1991) ¢ Ramm (1982) sugeriram estratégias de incremento
automatico de carga e de outros parametros (deslocamento, comprimento de arco,

trabalho externo) baseadas na relagdo: (I3 / I,,)*; onde, I é o numero de iteragdes
desejadas pelo analista para convergéncia no ciclo iterativo, Ipa € o nimero de

iteragdes que foram necessarias para convergéncia no passo anterior € o ¢ um
expoente cujo valor encontra-se usualmente entre 0.5 e 2. Algumas estratégias de

incremento de carga baseadas nessa relacdo serdo descritas a seguir.
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A1A1

Incremento direto do parametro de carga

Caso se queira obter de forma direta e automaticamente o valor do pardmetro

inicial de carga A, entdo a seguinte expressao deve ser usada:

AN = AN pa (14 /1, )" (A.1)

sendo A;\,Op’a o incremento de carga inicial do passo de carga anterior.

A1.2

Incremento de Uma Componente de Deslocamento

Adotando-se um método que seja baseado no controle de deslocamento, o
incremento de uma dada componente do vetor de deslocamentos incrementais da
estrutura deve ser escolhido com o propodsito de limitar o incremento inicial do
parametro de carga. Pode-se, portanto, calcular o incremento de uma dada
componente j do vetor de deslocamentos para o passo corrente de carga de acordo

com:

AUj = Auj'(p’a) (Id /Ip’a)l/z (AZ)

Tem-se, entdo, que a componente j da solug@o incremental predita, Auo, deve

satisfazer a seguinte relagao:
Au’(j)=Au, (A.3)

Usando-se a Equacdo (2.57) na expressdo anterior, chega-se a expressao

procurada para AN, ou seja:

AN = Au;/8u,(j) (A.4)
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Uma outra forma de controle do incremento inicial dos deslocamentos foi

proposta por Krenk (1995) considerando a inequacao:
Au®] < Ay = CAw| (A.5)

onde, Au; € o incremento do vetor de deslocamentos obtido durante o primeiro passo
de carga e C ¢ uma constante cujo valor encontra-se entre 1.5 a 2.5. Krenk
adicionalmente propds que a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais

iniciais poderia ser controlada pela relacao:

HAuOH = |Au, 14 /1, (A.6)

A1.3

Incremento do comprimento de arco

A relagdo I4/l,, pode ainda ser empregada na defini¢do do incremento do
comprimento de arco a ser adotado como parametro de controle no passo de carga

corrente, ou seja:
Al=Al, (14/1, )" (A7)

onde Al,, e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passos de

carga anterior (valor conhecido) ¢ no passo de carga corrente (incognita),
respectivamente.

Através da condicao de restricao escrita para a solugdo incremental inicial,

AT Au® = Al? (A.8)
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onde ¢ desprezado o termo do carregamento, chega-se, substituindo-se (2.57) em

(A.8), na expressao procurada:

A = +A1/+/sutduy (A.9)

A14

Incremento baseado no parametro de rigidez GSP

Como visto até aqui, dependendo da forma da restricdo imposta, diferentes
expressdes para obtengdo de AL’ podem ser obtidas. Yang e Kuo (1994) propuseram,
adicionalmente, que a seguinte equacdo de restricdo deveria ser respeitada nas duas

etapas de solucao nao-linear (solugdo predita e ciclo de iteragdes):
CT Su* +k &k =H (A.10)

onde C e k s3o constantes e H um parametro incremental (deslocamento,
comprimento de arco, trabalho externo). Em fun¢do de valores selecionados para
essas varidveis, chega-se a diferentes estratégias de incremento de carga e de iteracao.
A equacdo de restricdo anterior, juntamente com a Equacdo (2.53), rescrita

novamente abaixo:
K*Dsuk =51 F, +g* (A.11)

formam um sistema de equagdes com N+1 incognitas. Essas duas equagdes podem
ser combinadas de forma que apos manipulagdes algébricas e matriciais, chega-se a

seguinte expressao para o parametro de carga (Yang e Kuo, 1994):

1
CTouk +k
Seguindo a sugestao de Yang e Shieh (1990) para os valores de C e k, ou seja:

Sk = (H -C"uy) (A.12)
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C=M""u, e k=0, (A.13)

onde 'Su; o vetor de deslocamentos nodais tangenciais do passo de carga anterior (ver

Equagdo 2.54), chega-se numa nova expressao para oA, ou seja:

1

N =
AN ‘Sulduf

(H-AY ‘du;duy). (A.14)

A solugdo incremental inicial AN ¢ entdo obtida fazendo-se, na equagdo

anterior, k =0, 520 = AN , 6ug =0, ¢ Su(r) = du,.. Dessa forma escreve-se:

M=t | o (A.15)
Su, du,

O valor do parametro incremental Hy (no caso, deslocamento generalizado)

pode ser definido usando a equagdo anterior e assumindo que no primeiro passo de
0 . . .

carga se conhece o valor de AL (valor fornecido pelo analista). Assim, pode-se

€SCrever:

H, = (AA)? 'su] '5u, (A.16)
Observe que com a substituicao de (A.16) em (A.15), chega-se a:

P
"du, 'du, (A.17)

A =+ AN .
tSuI ou,

Adicionalmente, a consideragdo do pardmetro de rigidez generalizado (GSP)

do sistema como segue:

1, T 1
GSP = M (A.18)
du, ou,
permite reescrever (A.17) da seguinte forma:
AX =+ AN /|GSP| (A.19)

onde o critério utilizado para escolher o sinal correto na expressdo anterior ¢
baseando no sinal do parametro GSP. Como ja destacado, para o primeiro

incremento, AL’ é um valor prescrito (GSP =1).
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A.2
ESTRATEGIAS DE ITERAGAO

O parametro de carga S\ pode ser calculado em funcdo de uma dada estratégia
de iteracdo, ou equagdao de restricdo imposta ao problema. Nao se pode esperar,
entretanto, de nenhuma estratégia a mesma eficiéncia na resolugdo de diferentes
problemas fortemente nao-lineares. Algumas das estratégias implementadas no

programa sdo apresentadas a seguir.

A.21

Iteracdo a deslocamento constante

Powell e Simons (1981) estabeleceram uma estratégia incremental-iterativa
baseada nos seguintes procedimentos:

1. Na solu¢do incremental predita, uma dada componente j do vetor de

deslocamentos ¢ acrescida de uma certa quantidade especificada, conforme

Equacdo (A.2);

2.  Essa componente, entretanto, ¢ mantida constante durante as iteracoes

subseqiientes, de modo que a seguinte equacao de restricdo deve ser respeitada:
Su®(j) = dug (j)+81 du; (j)=0 (A.20)
Resolvendo-se, entdo, a equacao acima para SAK, chega-se a:

5K = —uy (j)/ duy (j) (A.21)
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A.2.2

Iteracdo a comprimento de arco constante

As 1idéias originalmente propostas por Riks (1972)e Wempner (1971),
propiciaram o surgimento de diversas estratégias que impdem, em cada iteracdo, a
condicdo de comprimento de arco constante. Crisfield (1981) e Ramm (1982)
observaram, através de varios exemplos numéricos, que, em problemas praticos com
nimero elevado de variaveis, o "termo de carga" da Equacdo (2.55) poderia ser
desprezado. Eles entdo propuseram, que, a cada iteracdo, a seguinte equagdo
simplificada:

Au¥T Auk = AL? (A.22)
deveria ser respeitada a cada iteragdo. Usando as Equagdes (2.55) e (2.56) na

expressao anterior, chega-se a uma equagao quadratica em OA:
AN £ B8 +C =0 (A.23)
onde,
A=8uf"su; B=25u}" (Au® +8uk); C=(Au " +suH)T (A +5ug)-Al%.
Com a resolugdo de (A.23), chega-se a dois valores de A, dA1 € dAp, de forma
que deve-se escolher entre as solugdes:
Auf = Au 1+ 5uy +5050uf e Auy =Au® +5uf +5055u;  (A.24)

aquela que mais se aproxima da solucdo incremental da iteracio anterior, Au*". Essa
escolha deve prevenir que a solucdo regrida ao longo do caminho ja calculado. Um
procedimento simples a ser seguido, e que foi implementado nesse programa,
consiste em se achar o menor 4ngulo entre Au® e Au®". Isso equivale a achar o

maximo cosseno do angulo:
cos0,, = AuDT Ayk /AL2
= AT (AuED 1 5uk /A 50, Au D Touk /AT (A25)
Como (A.23) ¢ uma equacgdo quadratica, ela podera ter raizes imagindrias se

B2 —4AC for menor que zero. Essa situagdo pode existir quando o incremento inicial
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do parametro de carga for grande, ou se a estrutura exibir multiplos caminhos de
equilibrio (Meek e Tan, 1984).

A restrigdo de comprimento de arco constante foi utilizada por Riks (1979)
apenas para a obten¢do do incremento inicial do parametro de carga AN, No
processo iterativo subseqiiente (k > 1), a equacao de restricao usada para calcula A ¢
obtida fazendo com que a solugdo iterativa (Suk,SkkFr) seja ortogonal a solucdo
incremental predita (AuO,AkOFr) , Ou seja:

SurT Au’ + 535 A°FTF, =0 (A.26)

A substituigdo de (2.54) em (A.26) fornece a expressdo procurada para a
determinacao da correcao do pardmetro de carga:

Sk =—Au""du, /(Au’"du, + AX’F,F,) (A.27)

A.2.3

Iteracdo baseada no deslocamento generalizado

Na secdo A.1.4, foi mostrado que, de acordo com o trabalho de Yang e Kuo
(1994), a seguinte expressao deveria ser considerada para o parametro de carga ao
longo da solugdo ndo-linear:

1 0 tg, . Tg. k
:m(H—AK Sllr8llg). (A28)

r

Sk

Na obtencao da solugao incremental predita (k = 0), os referidos pesquisadores
definiram que o pardmetro incremental Hy (no caso, deslocamento generalizado)
deveria ser obtido de acordo com a Equacdo (A.16); durante o ciclo iterativo ¢
assumido que esse parametro de deslocamento generalizado se mantenha constante,
isto é: H=0, para k > 0. Dessa forma pode-se reescrever (A.28) como:

tanTar k
_ du;du,

SAX = . (A.29)
t8u38ul;

que ¢ a expressao procurada para corre¢ao do parametro de carga no ciclo iterativo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

205

A3
SINAL DO INCREMENTO INICIAL DO PARAMETRO DE CARGA

A principio o sinal do incremento inicial de carga dado pelas equacdes de
restricdo pode ser positivo ou negativo. Entretanto, a escolha do sinal correto ¢ de
suma importancia na definicdo de seqiiéncias de solugdes (u, A) que permitam um
avango continuo na resposta carga-deslocamento.

Nesse trabalho o procedimento para a escolha do sinal de AN’ é o sugerido por

Yang e Kuo (1994). Segundo estes autores, o sinal do parametro de rigidez corrente

depende exclusivamente dos vetores 'Su, (passo de carga anterior) e du, (passo de
carga corrente), conforme ilustrado na Equacdo (A.18). Portanto, o pardmetro de
rigidez GSP torna-se negativo para os passos de carga localizados nas regides
proximas aos pontos limites, para os demais passos este permanecera sempre

positivo, o que pode ser visto na Figura A.1.

é i
) o
6 é
; "
«
o
=) +
@)
. -
i= Ou,
é= 8“[‘

Deslocamento

Figura A.1: Variagcédo do sinal do parametro de rigidez generalizado GSP (Yang e Kuo, 1994).
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APENDICE B
MODELOS DE LIGACOES

Na constru¢do de edificios em ago, as conexdes de viga-coluna sdo amplamente
utilizadas. A Figura B.1 apresenta alguns exemplos de ligacdes que estdo entre as de
uso mais comum. Estritamente falando, as hipoteses extensamente utilizadas de
conexodes viga-coluna perfeitamente rigidas ou idealmente rotuladas sdao praticamente
irrealizaveis. Numerosos experimentos tém mostrado que, na pratica, as ligacdes se
comportam de forma ndo-linear devido a plastificagdo gradual de seus componentes,
tais como placas, parafusos, etc. As propriedades das ligacdes sdo complexas e
incertezas em seu comportamento sao comuns. Os efeitos da nao-linearidade da
estrutura tornam estas questdes ainda mais complexas. As virtuais causas desta
complexidade incluem imperfeicdes geométricas, tensdes residuais devido a
soldagem, concentracdo de tensdes e efeitos locais secundarios. Para a maioria das
conexoes, no entanto, as deformagdes axiais e cisalhantes sdo, em geral, pequenas se
comparadas com as deformagdes devido a flexdo. Por questdes de simplicidade,
apenas o comportamento rotacional das conexdes, devido a agdo de flexdo, sera

considerado. A Figura A.2 mostra a deformagao rotacional de uma ligagao.
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- —T T t
I o 0 o
o
o ) o ¥ -
A r
7 o O
¥ 8 o ° o
i i
44— 4 4 4
c) Cantoneira de Alma e Assento d) Cantoneira de Topo e Assento

A ————1!(——- —— ,__1{__

1
——— ?ﬁ )
i cfo
< “r ojlo
E:(,‘:::-

[l
i |
i '
U

(e Qe
Q0

Wl
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Figura B.1: Tipos de ligagdes viga-coluna.
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/\/___

Figura B.2: Deformacg&o rotacional de uma conex&o.

O comportamento nao-linear de uma ligacdo ¢ usualmente representado por
uma curva momento-rotacdo (M-¢.), que, em geral, pode ser obtida de resultados

experimentais. Curvas M-¢,. tipicas de alguns tipos de ligacdes sdo mostradas na

Figura B.3.

Ligagéo Perfeitamente
Rigida

Momento, M

Chapa de Topo Estendida

Ligagbes
SemiRigidas

Ligagde com Chapa de Topo

Cantoneira de Topo e Assento

Chapa Soldada & Alma da Viga
Cantoneira de Alma

Dupla
Cantoneira de Alma Simples -
Ligagio idealmente rotulada / Rotagéo, ¢c

Figura B.3: Curvas momento-rotagao tipicas de algumas das ligagdes mais comuns.

Com o objetivo de incorporar as curvas M-¢. de forma mais sistematica e

eficiente em uma andlise computacional de estruturas reticuladas, as relagdes
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momento versus rotacdo sdo usualmente modeladas por uma fun¢do matematica.
Uma boa fungdo matematica deve ser simples, de poucos parametros, de facil
determinacao desses parametros, fisicamente plausivel, numericamente estavel, nao
possuir primeiras derivadas negativas e capaz de representar uma grande quantidade

de tipos de ligagdes.

B.1

Classificagcao dos modelos de ligagoes

Genericamente falando, o comportamento de uma conexdo pode ser
simplificado por um conjunto de relagdes momento versus rotagdo.

Matematicamente, essas relacdes podem ser expressas na forma geral

M = f(¢.), (B.1a)

ou, inversamente,

o = g(M), (B.1b)
em que f(¢.) e g(M) sdo fungdes matematicas; M € o momento na conexao € ¢, € a
rotagdo da mesma, igual a diferenca entre as rotagdes das duas extremidades da
ligacdo.

Basicamente, a classificagdo das relagdes momento-rotagdo de ligacdes pode
ser, de um modo geral, dividida em trés tipos principais: os modelos analiticos,
matematicos e mistos. Nos modelos analiticos, a relacio M-¢. ¢ baseada nas
caracteristicas fisicas de uma conexdo. Nos modelos matematicos, por outro lado, a
relagdo ¢ expressa por uma fung¢do matematica em que o0s parametros sao
determinados por uma curva ajustada a resultados experimentais. Por ultimo, os

modelos mistos combinam os modelos analitico e matematico.
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B.2

Classificagcdao dos modelos de ligagoes

Pinheiro (2003) incorporou ao programa computacional do presente trabalho
trés funcdes para descrever o comportamento ndo-linear de ligacdes semi-rigidas: a
exponencial, exponencial modificado e de Richard-Abbott. Segundo a literatura
existente, estas fungdes estdo entre as mais populares e possuem boa eficiéncia
computacional, primeiras derivadas sempre positivas e boa precisdo estdo entre as
razdes que motivaram suas escolhas. Além destes, pode ser considerado o modelo
linear, principalmente em analises lineares, em casos onde h4a recomendacdo de
norma para o uso apenas da rigidez inicial em andlises estruturais e para estudos de
vibragdes e pequenas deflexdes. As principais caracteristicas dos modelos

implementados serdo abordadas a seguir.

B.2.1

Modelo linear

Este ¢ o modelo mais simples e necessita de apenas um parametro para definir a
rigidez de uma conexdo. Em virtude de sua simplicidade, o modelo linear tem sido
amplamente utilizado nos estagios iniciais de desenvolvimento de métodos de anélise
para articulagdes semi-rigidas (Batho e co-autores, 1931, 1934, 1936; Rathbun, 1936;
Baker, 1934; Monforton e Wu, 1963) e na andlise de vibragdo e bifurcacdo de
porticos semi-rigidos (Chan, 1994; Chan e Chui, 2000). A fun¢do momento-rotacao
pode ser escrita como sendo

M =S, (B.2)

C

em que S; ¢ constante e igual ao valor da rigidez inicial da conexdo, que pode ser

obtida de experimentos. Matematicamente, uma fungdo simples de S pode ser

expressa em termos da rigidez da viga. Lightfoot e LeMessurier (1974) assumiram a

rigidez da ligagdo como sendo
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4EI
Se =A—, B.3
L= (B3)

onde El e L sdo a rigidez a flexdo e o comprimento da viga, respectivamente, € A € 0
indice de rigidez, proposto para indicar o grau de flexibilidade da conexao. O valor de
A varia de zero, para o caso de uma articulagdo idealmente rotulada, até o infinito,
para o caso de uma articulagdo idealmente rigida.

Alternativamente, a equacao (B.3) pode ainda ser modificada pela adogao de
um fator fixo m, sugerido primeiramente por Romstad e Subramanian (1970) e Yu e

Shanmugam (1986), o que levara a expressao

So == (B.4)

O fator m ¢ igual a zero para ligacdes rotuladas. Para o caso de ligacdes rigidas,
possui valor unitario. Em Simdes (1996) e Sekulovic e Salatic (2001), ha uma
varia¢do da equacdo (B.4), adaptada para a situagdo em que a conexao ¢ idealizada
como sendo uma mola e sua rigidez a rotagdo representaria a rigidez a esforgos de
flexdo da ligacdo. Para este caso, utiliza-se um fator y que possui 0 mesmo principio

do fator n na equagdo (B.4), que, de acordo com a Figura (B.4), tornar-se

sg:ﬁ%. (B.5)

i L "

L]

EI i

Riax Y= 0/ F@%
y=_1

1 + 3EI
LS

Figura B.4: Fator de rigidez y.
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O modelo linear ¢ simples de ser utilizado porque a rigidez inicial das ligagdes
¢ facilmente obtida de experimentos e permanece constante ao longo da anélise, sem
a necessidade de ser atualizada. No entanto, como ilustrado na Figura (B.5), o modelo
linear ndo € muito preciso em casos de grandes deflexdes e sua utilizacdo ¢ mais
apropriada nas andlises linear, de vibracdo e de bifurcacdo, onde as deflexdes sdao

pequenas.

Modelo Linear
Modelo Bi-linear

<

Modelo Multi-linear

Curva experimental

-

Figura B.5 : Modelos linearizados.

B.2.1

Modelos exponenciais

Lui e Chen (1986, 1988) propuseram um modelo exponencial para descrever a
relagdo momento-rotagdo sob a forma

, (B.6a)

M=M, + zn:cj[1 — exp(%ﬂ + R, [0,

j=1

enquanto que o valor de sua rigidez tangente ¢ dada por
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n C _
=M o G TR, (B.6b)
Welyopy T2 (2
sendo que a rigidez inicial valera
n C
s =M oy iR, (B.6c)
d(l)c M’c‘:O j=1 2.](1’

onde M é o valor do momento na conexao;

¢C| o modulo da deformagdo rotacional

da conexdo; M, ¢ o momento inicial; Ry ¢ a rigidez devido ao encruamento da
ligacdo; o ¢ um fator de escala; n é o nimero de termos considerados e C; ¢ o
coeficiente de ajustamento da curva. Baseados em resultados experimentais
anteriores, Lui e Chen (1988) determinaram os valores dos parametros de
ajustamento de curvas do modelo exponencial para quatro tipos de conexodes:
cantoneira simples de alma, cantoneira de topo e assento, ligacdo com chapa de topo
e ligacdo com chapa de topo estendida. Os valores estdo sumarizados na Tabela (B.1),
enquanto que as propriedades de cada conexdo, derivadas da fun¢do exponencial,
estdo apresentadas na Figura (B.6).. Em geral, o modelo exponencial de Chen-Lui
fornece uma boa representacio do comportamento nao-linear da ligagdo e sua
precisdo ¢ comparavel ao modelo B-spline cubico (Chan e Chui, 2000). No entanto, o
modelo de Chen-Lui requer um grande nimero de pardmetros para ajuste da curva.
Além disto, se houver uma mudanga abrupta na declividade da curva M-¢., este
modelo pode ndo representa-la corretamente. Por conseguinte, Kishi e Chen
refinaram o modelo exponencial para que este pudesse acomodar qualquer mudanga
acentuada na curva M-¢.. Sob condi¢des de carregamento, a funcdo proposta por

esses pesquisadores ¢ escrita como sendo

~lo)H o] -lo]].  B.72)

~ o

S o [ g X
ja k=1

=

enquanto que a rigidez tangente da conexao possui a forma
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dM mn C. ~lo N
Rrra RS rmi vl DI [ B.7b
S do, |6c/=0c] %:ZJ'OL p[ 2jocJ kz=1: k H(I)C |¢k|] ( )
e arigidez inicial € igual a
n C
s =M s p e (B.7c)
d¢c |6]=0 =1 2_]OL

Tipos de conexdo (kip—inch)

A

Cantoneira de alma

simples

B

Assento

Cantoneira de topo e

C

D

Ligacdo com chapa Liga¢do com chapa de

de topo

topo estendida

(Richard et al., 1982) (Azizinamini et al.,1985) (Ostrander, 1970) (Johnson ¢ Walpole, 1981)

M, O
Rir  0,47104x10?
o 0,51167x10°*
Ci  —0,43300x10?
C,  0,12139x10*
C;  -0,58583x10*
Cy  0,12971x10°
Cs —0,13374x10°
Cs  0,52224x10*
S 0.48000x10°

0
0,43169x10°
0,31425x10°*

—0,34515x10°
0,52345x10*

~0,26762x10°
0,61920x10°

—0,65114x10°
0,25506x10°
0,95219x10°

0
0,96415x10°
0,31783%10°°

~0,25038x10°
0,50736x10"

~0,30396x10°
0,75338x10°
~0,82873x10°
0,33927x10°
0,11000x10°

0
0,41193x10°
0,67083x10°°

~0,67824x10°
0,27084x10*

~0,21389x10°
0,78563x10°

—0,99740x10°
0,43042x10°
0,30800x10°

Tabela B.1: Parametros do modelo exponencial de Chen-Lui utilizados para algumas
ligagdes (extraido de Chen e Lui, 1988)

onde os valores M,, a e C; sdo iguais aqueles definidos nas equagdes (B.6a) a (B.6b),

0x sdo as rotacdes iniciais das componentes lineares, Dy um coeficiente de

ajustamento para a porc¢ao linear da curva e H[¢] ¢ a fun¢do de Heaviside, definida

como sendo

H[p]=1
H[¢]=0

quando ¢ =0,
quando ¢ <O0.

(B.7d)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

215

3000

2500

D - Ligacdo com chapa de topo estendida

2000

Momento, M (kip-inch)

C - Ligag8o com chapa de topo

w00 B - Cantoneira de topo e assento

A - Cantoneira de alma simples

T T T -
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08

Rotagdo, ¢.

Rigidez da ligagéo (kip.inch/frad)

003 004 005 006
Rotagéo ¢,

(b)
Figura B.6 — Propriedades de ligagdes representadas pelo modelo exponencial de Chen e
Lui: (a) Curvas momento-rotagéo; (b) Curvas rigidez-rotagao.

B.2.3
Modelo de Richard-Abbott

Este modelo, que requer quatro parametros, foi originalmente proposto por
Richard e Abbott (1975). Na trajetoria de equilibrio, o comportamento momento-

rotacdo ¢ descrito pela expressao
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k-k
M= ( p)¢c — +kp (I)C , (B.8a)
k-k
o=k,
MO
enquanto que a correspondente rigidez valera
dM (k-k,)
. ZJ = P — +k,, (B.8b)
© 116c 6| k-k
1+ (k—k,).
MO

sendo k a rigidez inicial, k, a rigidez devido ao encruamento, n ¢ um parametro
definindo a curvatura do diagrama e M, ¢ o momento de referéncia. A Figura (B.7)

mostra a forma tipica de uma curva obtida pelo modelo de Richard-Abbott.

Mi 1
Ko c——=—— n=ny
— P n=na
MQ ————— n=ny

n1<n2<n3

0 1 =%
Figura B.7: Forma tipica do modelo de Richard-Abbott.

Como precisa de apenas quatro parametros para definir a curva M-¢. e o
resultado sempre fornece uma rigidez positiva, este modelo possui boa eficiéncia
computacional e ¢ um dos mais utilizados para representacdo de ligagdes semi-

rigidas.
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APENDICE C
PROGRAMA COMPUTACIONAL

(o3|
INTRODUGAO

Nesta se¢do serd apresentado o programa computacional utilizado como base do
trabalho (Silveira 1995, Galvao 2000, e Rocha 2000), bem como os procedimentos
computacionais adotados na implementagao dos métodos de integragdo e estratégias
adaptativas, conforme apresentado no Capitulo 3.

A Figura C.1 apresenta o algoritmo do programa principal. No moédulo 1
(Entrada de Dados), dois arquivos de dados, necessarios a analise do problema, sdo
lidos. Inicialmente ¢ feita a leitura dos parametros que definem o modelo de
elementos finitos adotado para o sistema estrutural. Em seguida devem ser fornecidos
ao programa os parametros que controlam a solugdo, dependendo do tipo de analise a
ser realizada.

1. No médulo 2 (Analise do Problema), ¢ realizada a analise do sistema

estrutural em estudo, que pode ser estatica (linear ou nao-linear) ou dindmica

(linear ou ndo-linear). As op¢des mostradas em italico foram adicionadas ao

sistema no presente trabalho.

2. No moddulo 3 (Saida de Resultados), ¢ feita a impressao dos resultados em

arquivos de saida.
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(Subrotina SOLUC)

-
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SOLUCAO LINEAR h SOLUCAO NAO-LINEAR
(Subrotina SOLL) (Subrotina SOLNL)
Estatica Dindmica Nao-linearidade geométrica
-Fi requéncias. natu~rais Estatica Dinamica
eli e modos ‘.16 vibragdo (Incremental/iterativo) Integragio numérica
-p(zril.co i}; 153252;215 EISS,)M _portico 2D (Subrortina INTEGN_NL)
-portico - -pértico 2D
(Subrortina INTEGN)
-trelica 2D
-trelica 3D
-portico 2D
-portico 3D

Figura C.1 - Esquema simplificado do programa.

SAIDA de RESULTADOS} .

(Pés-processador)

o

A seguir serdo apresentadas algumas subrotinas, com maior destaque para as

desenvolvidas no presente trabalho.
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C.2
SUBROTINA SOLL

e Essa subrotina € responsavel pelo gerenciamento dos algoritmos de solugao
linear.
e Monta a matriz de rigidez global do sistema através da subrotina STIFKO;
e Se a andlise for linear estatica:
. monta o vetor de carregamento externo (ou de referencia);
° Calcula os deslocamentos nodais resolvendo o sistema Ky, u=F
através de fatorizagdo de Crout;
e  calcula os esfor¢cos em cada barra e imprime no arquivo de saida,
subrotina STRESF;
e Se a analise diondmica:
° monta a matriz de massa global do sistema, subrotina MATMAS;
e calcula as freqiliéncias naturais e os modos de vibracao do sistema,
resolvendo o problema de autovalor ( Ky, - o)sz )u, subrotina EIGG;
e  Imprime as freqiiéncias naturais e os modos de vibragdo no arquivo de
saida;
° Resolve o problema integrando numericamente, subrotina INTEGN;

e Retorna ao programa principal.
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C.3
SUBROTINA STIFKO

Essa subrotina ¢ responsavel pelo montagem da matriz de rigidez global do
sistema.

e Calcula a matriz de rotagdo do elemento.

¢ Calcula a matriz de rigidez do elemento no sistema local;

e Calcula a matriz de rigidez do elemento no sistema global através da matriz de
rotacdo: Kg = Rt K R.

e Armazena a matriz elementar Kg na matriz de rigidez global do sistema.

e Fim da subrotina STIFKO.
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SUBROTINA STRESF

Subrotina para calcular e imprimir as forgas resultantes nos elementos.

e Elementos de treliga (2D ou 3D):

e para cada elemento da estrutura:

Identifica a numeragdo do grau de liberdade inicial de cada né.
Calcula os cossenos diretores da barra.

Obtém os deslocamentos em coordenadas globais

Calcula os esfor¢cos normais na barra.

Calcula as reacdes globais nos nos.

e Imprime no arquivo de saida os esforgos axiais e as reagdes nodais.

e FElementos de portico (2D e 3D):

e para cada elemento da estrutura:

nodais.

Identifica a numeragdo do grau de liberdade inicial de cada no.
Calcula a sub-matriz de transformacao Rs da barra.

Obtém os deslocamentos em coordenadas globais

Calcula os deslocamentos no sistema local através de Rs.
Obtém a matriz de rigidez local da barra.

Calcula os esforcos locais na barra.

Obtém os esfor¢os em coordenadas globais através de Rs.

Calcula as reacdes globais nos nos.

Imprime no arquivo de saida os esfor¢os nas barras e as reagdes

e Fim da subrotina STRESF.

221


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

C.5
SUBROTINA MATMAS

Essa subrotina retorna a matriz de massa do sistema.
e Para cada elemento da estrutura:
¢ Identifica a numeragdo do grau de liberdade inicial de cada né.
e Calcula a matriz de rotagdo.
e (alcula a matriz de massa no sistema local
e Através da matriz de rotacdo do elemento calcula a matriz de massa no
sistema global.
e Armazena na matriz de massa global do sistema.

e Fim da subrotina MATMAS.

C.6
SUBROTINA EIGG

Subrotina para o calculo de autovalores e autovetores.

e Inverte a matriz de massa usando o método de Choleski.
e CalculaA=M'K,
e (alcular os autovalores e autovetores de A pelo método de Jacobi

e Fim da subrotina EIGG.
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SUBROTINA INTEGN

Subrotina para integragdo numérica do problema dindmico linear

Leitura de dados, subrotina INPUTD;

Obtencdo do vetor inicial de carregamentos A Fr ;

Para o método Runge-Kutta:

u; [ Vel, |
& Acel,

e Montagem Inicial dos Vetores v =| M|ef=| M |;
u, Vel,
& | Acel,, |

e Para utilizar o método adaptativo dado na se¢do (3.3.2.2) recorraa
subrotina ODEINT, dada em Press ez.Al (1992), sendo, continue;
Para demais métodos:
e Defini¢ao das constantes de calculo do método a ser utilizado;
e Para o método das diferencas centrais, avalia os deslocamentos no
instante —At;

e Montagem da matriz de rigidez efetiva (ou matriz de massa efetiva caso o

método utilizado seja Diferencas Centrais);

Inicio do processo incremental de tempo:

e Atualiza as variaveis: t1 =t2 e 2 =12 + At;

e Obtengdo do Fator de Carga A no instante t2 por interpolacdo linear;
e Solugdo no tempo t+At (Método Newmark):

e Atualiza as variaveis u, ke 8&;

e C(Calcula o vetor de carregamentos A;Frem t+At;
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Calcula o carregamento efetivo em t+At:

Fe =), o, Fr+M(aOu, +a2 & +a38&)+Clalu, +ad & +a58&);
Avalia os deslocamentos no instante t+At: K u, A =Fe;

Avalia velocidades e aceleragdes no instante t+At:
&\ =a0(ugy —uy)- a2k —a3d ;e
W = +abli+a’ &,

Solugdo no tempo t+0At (Método Wilson-0):

Atualiza as variaveis u, e &;
Calcula o vetor de carregamentos A;Frem t+0At;

Calcula o carregamento efetivo em t+0At:

Fe =[A, +0(hyp —A)Fr+M(aOu, +a2 d +2 &)+ Clalu, +2 & +a3 &)

Avalia os deslocamentos no instante t+0At: K u gp = Fe;

Avalia velocidades e aceleragdes no instante t+At:
W o =ad4(uggp —u)+ a5k —ab &

W = U +a7 (g, + )

Upae =Ug ALK +a8( 8, o +28)

Solucdo no tempo t (Método das Diferengas Centrais):

Atualiza as varidveis u, e & (exceto o primeiro passo);
Calcula o vetor de carregamentos A;Frem t;

Calcula o carregamento efetivo em t:

Fe =\ Fr —(K +a2 M)ut —(aO M —al C)“t—m ;

Avalia os deslocamentos no instante t: M u. = Fe;.

Para o primeiro passo de tempo, o processo ¢ interrompido aqui, pois o
que segue ¢ a obtenc¢do das velocidades e aceleragdes no instante

inicial, que sdo condigdes iniciais ja conhecidas.
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e Avalia velocidades e aceleragdes no instante t:

& = al(ut+At _ut—At) e®=a0(u,p —2up+ upyy)

e Solugdo no tempo t (Método Runge-Kutta):
e Atualiza as variaveis u, e & (exceto o primeiro passo);
e C(Calcula o vetor de carregamentos A;Frem t;
e Avalia os parametros do método: Subrotinas RK4 e DERIVS,
definidas em Press et.Al (1992);

e Obtém os deslocamentos, velocidades e aceleragdes diretamente dos

vetores f e v avaliados pelo método.

J Imposi¢do da equagdo de movimento: deve-se observar que dentro
de cada intervalo At a aceleracao ¢ linear ¢, além disso, o amortecimento ¢ a
rigidez do sistema permanecem constantes, portanto o erro tende a acumular a
cada passo de tempo e € conveniente que no calculo das aceleragdes no final
de cada passo se force a satisfacdo da equagdo do movimento (N.A. do Prof.

Roehl, 2000). Aqui este procedimento ¢ feito para os métodos de Newmark,
Wilson-0 e Diferencas centrais: &&= M_l[k Fr-C¥Ku].

e Impressdo dos resultados no instante de tempo avaliado;

Fim do processo incremental de tempo:
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SUBROTINA INTEGN_NL.:

Subrotina para integragdo numérica do problema dinamico nao-linear

Leitura de dados, subrotina INPUTD;

Defini¢ao das constantes dos métodos;

Inicializa a variavel auxiliar do método de reavalia¢do da rigidez, Reaval = 1;

Calcula o vetor de esforgos resistentes Fi para os deslocamentos iniciais,

subrotina LOADPI (Galvao, 2000);

Obtencdo do vetor inicial de carregamentos A Fr ;

Inicio do processo incremental de tempo:

Atualiza as variaveis: tl =t2 e t2 =12 + At;
Obtengado do Fator de Carga A no instante t2 por interpolagao linear;

Avaliagao do vetor de carregamentos externos A;Fr em t+At;

Calcula as constantes envolvidas nos métodos (Newmark ou Wilson-0);
Inicializa as variaveis incrementais Aueou;

Se Reaval = 1, avalia a matriz de rigidez efetiva triangularizada Ke e faz
Reaval = 0;

Calcula o vetor de carregamento efetivo:

Fe =L, +0(hy o — 1) ]Fr + M(a2 & +a3 &)+ C(ad & +a5&)— Fi,

Avalia os deslocamentos incrementais: 1’( Au=Fe;

Inicio do processo iterativo para convergir ao equilibrio dindmico:
e Calcula as aproximagdes para aceleragdes, velocidades e

deslocamentos:

&JreAt —a0Au® - a2& —a3 &
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&‘Jrem =al Au® — a4k —asSe
k _ k
Ugigar = U +Au
e As forgas internas sdo calculadas com coordenadas atualizadas e
. . ck+l e k+1 ;
deslocamentos incrementais, Fi gy =Fi, +KAu"", subrotina

VETFI (Galvio, 2000);

e  Calcula o vetor de forgas residuais:

k . k
Rt:éAt =[Ai +O0(Apipe =2 JFr — (M &wm + C“g}r:em +Fiy ga )§

e Obtém a  corregdo dos deslocamentos incrementais:
k+1 k+1 .
I)< ou™" = Rioar;
: . oA kHl Ak k+1 .
e  Corrige os deslocamentos incrementais: Au~ =Au" +du" ' ;

e  Atualiza os deslocamentos, velocidades e aceleracdes em t+0At e

verifica a convergéncia:

. < fator de tolerancia? ;
‘ut +Au*" ‘

Obtém os deslocamentos, velocidades e aceleragdes no instante t+At.

Fim do ciclo iterativo;

Estratégia de variacao do intervalo At e reavaliacao de rigidez (Jacob, 1990):
e  Subrotina DET _LAMB;
e  Subrotina DET_DT;
e  Subrotina DTREAVAL;

Zera a variavel de recalculo: Recal = 0;

Impressao dos resultados do tltimo instante de tempo avaliado;

Avalia o vetor de forgas internas Fi,, 5, = Fi; + K Au para o proximo

instante:, subrotina LOADPI (Galvao, 2000);
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C.9
SUBROTINA DET_LAMB:

Subrotina para determinar o valor do parametro A.

e SeRecal = 1, Al preserva o valor, ignorando o calculo anterior de A, sendo, se
Recal = 0, atualiza o valor de A1 fazendo A1 = A;

e Para prever recalculos, se Recal = 1, A=A1

o SeNi<Ny, A= A/g;

o SeNj;=Ny, A= A;

e SeNy>Ny, A= AXxg

e Se A< Amin, A= Amin;

e SeA> Amax, A= Amax;

C.10
SUBROTINA DET_DT:

Subrotina para determinar o valor inicial do intervalo At.

T
Aut+At K AutJrAt .

T
Aut+At M Aut+At

b

e Calculo da freqiiéncia dominante, ®, x, = \/

. . , 2n
e Determinacao do intervalo do periodo correspondente, T = ;

Oy At

e Determinagao inicial do Intervalo de tempo, At = %;
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C.11
SUBROTINA DTREAVAL.:

Subrotina para definir o valor de At e a reavaliagdo da rigidez através do

parametro auxiliar Reaval.

e Inicializa a variavel NormDD = 0.d0;

e Define o parametro: VAL = 12.d0;

e Se Recal = 1, Ndmx1 e Ndmnl preservam os valores, ignorando o calculo
anterior, sendo, atualiza os valores fazendo: Ndmxl = NormDDmx, e
Ndmnl = NormDDmn;

e Para prever recalculos, se Recal = 1, NormDDmx = Ndmx1, e

NormDDmn = Ndmn1;

*

e Determinacao de NormDD pela expressao ||Au|| FeAt

= ||Aut+At||/At ;

e Determinagdo de Maximo valor historico de NormDD;

e Se o primeiro maximo local ja foi detectado, determina o Minimo valor de
NormDD;

e Obtengdo de valores limites que definem os critérios de rejeicdo de
freqiiéncias: Aa = NormDDmzx/Val; Ab = (NormDDmx-NormDDmn)/Val;

e Verifica os 2 critérios de rejeigao:
. Se [NormDD .<. Aa] e [NormDDmn < NormDD < Ab], mantém-se o

valor do intervalo de tempo At do instante anterior;

° Sendo, continua e determina novo At.

. ~ e A . 14 *
e Determinagdo da freqiiéncia de célculo o, 4 :

* (0} + o
_ Btrar Tt
. Se o <(1.05 ©, 5 ) 0u(® 1S (1.05S®; ), Opa ==,
~ *
L Sendo, se ®; < O, 5> Opp =1.050;
~ *
. Sendo, se ® 7SO, O =1.050, 45
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* 5

OpyAt

Determina o periodo de calculo: T =

Determina de At =

b

T
»

*

. At .
Determina & = e (' sendo At, o At do passo anterior);
tI'l

Definicao do novo intervalo de tempo e da reavaliagdo da rigidez:
® Se [E<Emin], At=EpinAty;
e Sendo, se [E>Emax], At =& . At,;

e Sendo, se [§1<E <&, At=At,;

~ *
e Sendo, At =At ;

° Se Nit> NOD

e  FacaReaval = 1;
e Se[E<1], At=EAt,;

Fim de DTREAVAL.
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C.12
ENTRADA DE DADOS

c.121
Subrotina INPUT1

Uma vez elaborado o desenho esquematico da malha cobrindo o dominio do
sistema estrutural a ser analisado — incluindo numeragao dos noés, elementos, tipos
de materiais, etc — prepara-se um arquivo de dados de entrada com o objetivo de
transmitir informagdes suficientes do modelo de elementos finitos adotado.

A Subrotina INPUT1 ¢ responsavel pela leitura das informacdes contidas neste
arquivo. Na passagem por esta subrotina, um conjunto de vetores e matrizes ¢ pré-
estabelecido para armazenar: coordenadas nodais; conectividades dos elementos;
propriedades dos materiais; forcas nodais; etc; além da definicdo da dimensdo dos
vetores e matrizes usados nos préximos modulos do programa.

Os procedimentos a serem seguidos para montagem deste arquivo sao
comentados a seguir:

1. Nas trés primeiras linhas do arquivo sdo fornecidas informagdes sobre o tipo

de problema a ser analisado e os pardmetros de controle do programa, como

mostrado na Tabela C.1. Essas informacodes sdo utilizadas na leitura dos dados
subseqjiientes;

2. Uma vez fornecidos os parametros de controle, o programa espera ler uma

série de dados para a descri¢ao da malha. O fluxo destes dados ¢ controlado por

um conjunto de macro-comandos. A Tabela C.2 fornece quais os macro-

comandos possiveis de serem lidos, e a correspondente tarefa associada;
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Variavel

Descricao

12 [inha
TITLE

Titulo do problema a ser analisado

24 [inha
NPOIN

NELEM
NDIME

Numero de pontos nodais

Numero de elementos

Dimensao espacial

3a [inha
NCASE
NTYPE

NPLOT

Numero de casos de carga

Tipo da andlise (versdo atual)
-ANALISE LINEAR ESTATICA:
NTYPE ELEMENTO

0 treliga 2D

1 portico 2D

2 treliga 3D

3 portico 3D
-ANALISE LINEAR DINAMICA (frequencias naturais e
modos de vibragado e integracao numérica)
NTYPE ELEMENTO

4 trelica 2D

5 portico 2D

6 trelica 3D

7 portico 3D
-ANALISE NAO-LINEAR DINAMICA

9 portico 2D
-ANALISE NAO-LINEAR ESTATICA
NTYPE ELEMENTO

10 trelica 2D

11 portico 2D

12 trelica 3D

Indicador de plotagem

Tabela C.1 - Parametros de controle.
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Macro-comando Descricao
COOR Dados para coordenadas
ELEM Dados para elementos
MATE Dados para material
SECA Dados para secdo transversal
PLOT Dados para plotagem (pds-processamento)
GRAF Dados para montagem de graficos
PRIN Imprime os dados lidos
NOPR Nao imprime os dados lidos
END Ultimo macro-comando;

Finaliza os dados da malha
Tabela C.2 — Macro-comandos.

3. O uso de macro-comandos permite que se especifique apenas aqueles itens
de dados necessarios para cada andlise, além de diminuir as chances de erro na
montagem do arquivo pelo usuario;

4. Seguido ao macro-comando COOR, deve existir outro macro caracterizando
o tipo da estrutura;

5. O macro BOUN encarrega-se da leitura subseqiiente dos n6s da malha que
estdo impedidos ou livres de se deslocarem. A partir destes dados calcula-se o
numero total de deslocabilidades do sistema, NEQ. Esta variavel define a
dimensao dos vetores e matrizes utilizados nos proximos modulos do programa;
6. O ultimo passo para montagem do arquivo de dados diz respeito a
especificacdo dos parametros necessarios para montagem do vetor de

carregamento nodal de referéncia, F,.

A Figura C.2 exemplifica com um arquivo de dados contendo a modelagem do

portico-de-Lee com 20 elementos finitos.
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P
24l 9
o Y
A
= B——+H
o
¢ I A=6.0
D 1=20
I B E=720.0
A, v=03
ANALISE NAO-LINEAR: PORTICO DE LEE (20 elementos finitos) ... TITLE
2120 2 1 2 1 3 ...npoin,nelem, ndime, nmats, npmat, nsecs, npsec
1 11 1 2 3 ...ncase,ntype,nplot, nnode, ndofn
coor .. .MACRO-COMANDO
Ppor .. .MACRO-COMANDO
21 ...Numero de ndés de ppor
1 1 0.0 0.0 ...N0,Ng, X,y
11 1 0.0 120.0
21 0 120.0 120.0
boun .. .MACRO-COMANDO
1 1 1 1 0 ...no,nqg,dx,dy,dz
21 0 1 1 0
elem .. .MACRO-COMANDO
1 1 2 1 ...el,noi,noj,1x
20 20 21 1
mate . . .MACRO-COMANDO
720.0 360.0 ...E,G
1 ...ngelm
1 20 ...kell,kel2
seca . . .MACRO-COMANDO
6.0 2.0 1.2 ...a,1i,be
1 ...ngelm
1 20 ...kell,kel2
plot .. .MACRO-COMANDO
'mesh' 1.0 0.0 ...lci,ct(1l),ct(2)
graf .. .MACRO-COMANDO
13 13 ...npl,ndl
load .. .MACRO-COMANDO
1 ...Nc
1 0 ...iplod, iedge
13 0. -1. 0. ...N0,pPxX,py,mz
dead .. .MACRO-COMANDO
1 ...Nc
1 0 ...iplod, iedge
13 0. -1. 0. ...N0,pPX,py, Mz
21 0. 0. 0.
end

Figura C.2 - Exemplo de um arquivo de dados - Subrotina INPUT1.
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C.12.2
Subrotina INPUT2

A seguir ¢ apresentado um esquema do arquivo utilizado na andlise ndo-linear
geométrica. Apds cada macro-comando uma linha de dados € introduzida, permitindo
ao usuario definir a formulagdo nao-linear e a estratégia incremental-iterativa, bem
como os parametros que controlam o processo de solucdo e o tipo de impressao de

resultados desejada.

%PRINCIPAL

11 3 3 5e2 410 21 2 1 1le-3 ...form,Einc,Eite,faci,ninc,nitmax,iterty,cconv,betok
%CHANGE

00 ...1swch,cstifs

%CONTINC

5 10. 0.05 0.0 10.0 5.0 ...1des,fmx,fmn,dldes,dldmx,dldmn
%SCREEN

100 0 ...kwinc,kplot

%RELATO

0 ...rel

%REANAL

0 ...ires

%POS3D

12 ... kmvie kview

%POSPRO

21 ...kmvde kvdef

%FREQUENCE

35 ..npf(n de fregs),nttf(intervalo de passos)
%END

Figura C.3: Exemplo de um arquivo de dados - Subrotina INPUT2.

a) Macro-Comando %PRINCIPAL
A esse macro-comando segue uma linha com os principais pardmetros a serem
utilizados na solu¢ao-ndo-linear. Sao eles:
a.1) FORM: Valor inteiro que define a formulagdo do elemento finito nao-
linear a ser utilizada:
11=>» Formulagdo YGN: baseada em Yang e Kuo (1994), linearizada, em
RLA e com o célculo das forcas internas através dos deslocamentos

naturais;
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12=» Formulagdo YHN: baseada em Yang e Kuo (1994), termos de
segunda ordem, em RLA e com o calculo das forgas internas através dos
deslocamentos naturais;
2 =» Formulagdo AFN: baseada em Alves (1993), termos de segunda
ordem, em RLA ¢ com o calculo das forcas internas através dos
deslocamentos naturais;
3 =» Formulag¢do PTT: baseada em Pacoste ¢ Eriksson (1997), relagdes
melhoradas, em RLT, func¢des de interpolagdo lineares e integracao
numérica com 1 ponto de integragdo gaussiano;
a.2) EINC: Valor inteiro que define a estratégia incremental a ser utilizada:
0 =» Incremento ndo-automatico;
1 = Incremento direto do parametro de carga INCL;
2 =» Incremento da componente de deslocamento selecionada INCD;
3 = Incremento do comprimento de arco INCA,;
4 =» Incremento do trabalho externo INCW;
5 =» Incremento do deslocamento generalizado INCGD.
a.3) EITE: Valor inteiro que define a estratégia de iteracdo a ser utilizada:
1 =>» Iteragdo a carga constante ILDC;
2 =» Iteragdo a deslocamento constante IDIS;
31 =» Iteragdo a comprimento de arco constante ICA1;
32 =» Iteragdo a comprimento de arco constante ICA2;
33 =» Iteragdo a comprimento de arco constante ICA3;
34 =>» Iteragdo a comprimento de arco constante ICA4;
4 =» Iteracdo a trabalho externo constante ITEC;
5 =» Iteragdo a norma minima dos deslocamentos residuais IMDO;
6 =» Iteracdo a norma minima das forgas desequilibradas IMFD;
71 =>» Iteragdo a resposta ponderada constante IRP1;
72 =» Iteragdo a resposta ponderada constante IRP2;
81 =>» Iteragdo a residuo ortogonal (1 condigdo) IRO1;
82 =» Iteragdo a residuo ortogonal (2 condigdes) IRO2;

a.4) FACI: Valor real que define a valor inicial do pardmetro de carga A;
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a.5) NINC: Valor inteiro que define o numero de incrementos do processo;
a.6) NITMAX: Valor inteiro que define o nimero maximo de iteracdes;
a.7) ITERTY: Valor inteiro que define o tipo de iteragao adotada:
1 =» Newton-Raphson padréo;
2 =» Newton-Raphson-modificado;
a.8) CCONV: Valor inteiro que define o critério de convergéncia:
1 =» Carga;
2 =» Deslocamento;
3 =» Carga e deslocamento;
a.9) BETOK: Valor real que define o fator de tolerancia para a convergéncia;
b) Macro-Comando % CONTINC
A esse macro-comando seguem parametros de controle do incremento
automatico relativos a estratégia incremental adotada. Assim, tem-se as possiveis
linhas de comando:
-Para INCL: ...IDES, FMX, FMN
-Para INCD: ..IDES, FMX, FMN, DDES, DDMX, DDMN, NODES,
COMSEL
-Para INCA: ... IDES, FMX, FMN, DLDES, DLDMX, DLDMN
-Para INCW: ... IDES, FMX, FMN, WDES, WDMX, DWMN
-Para INCGD ...essa linha ndo ¢ necessaria.

b.1) IDES: Valor inteiro que define nimero de iteragdes desejadas Iy. Para
estratégias com controle automatico do incremento baseado na relagdo (I d / ‘1 );

b.2) FMX: Valor real que define o incremento maximo do parametro de carga;
b.3) FMN: Valor real que define o incremento minimo do parametro de carga;
b.4) DDES: Valor real que define o incremento de deslocamento desejado;

b.5) DDMX: Valor real que define o incremento maximo de deslocamento;

b.6) DDMN: Valor real que define o incremento minimo de deslocamento;

b.7) NODES: Define o n6 usado para o controle de deslocamento;

b.8) COMSEL: Define o a componente de deslocamento do n6 NODES a ser
utilizada no controle de deslocamento:

1 =» Deslocamento horizontal u;
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1 =» Deslocamento vertical v;
3 =» rotacdo 0;
b.9) DLDES: Incremento desejado do comprimento de arco;
b.10) DLDMX: Incremento méximo do comprimento de arco;
b.11) DLDMN: Incremento minimo do comprimento de arco;
b.12) WDES: Incremento desejado para o trabalho externo;
b.13) WDMX: Incremento méaximo do trabalho externo;
b.14) WDMN: Incremento minimo do trabalho externo;
¢) Macro-Comando %REANAL
Utilizado quando se deseja guardar os dados da andlise para uma futura
continuagao do processo.
c.1) IRES: Valor inteiro que define o tipo de re-andalise que se deseja fazer:
1 =» Grava todos os dados necessarios para um futuro recomego do
processo;
2=>» Grava os deslocamentos da estrutura para simular, numa analise
futura, um modelo estrutural com imperfei¢des iniciais;
d) Macro-Comando % RELATO
d.l) REL: Valor inteiro que define a impressdo dos arquivos de saida. Se esse
macro-comando for omitido, o programa imprime somente os dados iniciais em
um arquivo com extencdo (.s) e os dados para os graficos do processo
incremental em um arquivo (.dat):
1 = Imprime no arquivo (.s), além dos dados iniciais, as principais
informagdes relativas a cada passo de carga;
2=» Imprime as tensdes para cada passo de carga em um arquivo
(Stress.s).
e) Macro-Comando %POS3D
Define a saida para o arquivo neutro a ser usado pelo programa de pos-
processamento POS-3D (ref,1992)
e.1) KMVIE: Numero maximo de impressdes no arquivo neutro POS3D.pos;
e.2) KMVIE: Numero que indica de quantos em quantos passos sao impressos

os resultados;
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f) Macro-Comando %POSPRO

Define a saida para o arquivo neutro a ser usado pelo programa de pos-
processamento desenvolvido por Silveira (1995)

f.1) KMVDE: Numero méximo de impressdes no arquivo neutro DEPOS;

£.2) KVDEF: Numero que indica de quantos em quantos passos sao impressos

os resultados;
g) Macro-Comando %SCREEN

Segue a esse macro-comando pardmetros que definem a impressdao de
resultados na tela, durante o processamento.

gl) KWINC: De quantos em quantos incrementos serdo visualizados as

iteracdes e os resultados do passo de carga corrente na tela;

g.2) KPLOT: De quantos em quantos incrementos serdo visualizados as

deformadas da estrutura na tela.
h) Macro-Comando % CHANGE

A primeira linha que segue a esse macro-comando, define a troca da estratégia
de incremento de carga durante o processo incremental para a estratégia INCA, com
as variaveis ISWCH e CSTIFS. Se ISWCH for diferente de zero, uma segunda linha
deve ser lida com os parametros DLDES, DLDMX e DLDMN, ja definidos
anteriormente no paragrafo do macro-comando %CONTINC.

h.1) ISWCH = 1: Define a troca de estratégia para INCA, quando o parametro

de rigidez corrente CSTIF < CSTIFS, definido pelo usuario;

h.2) CSTIFS: Valor do parametro de rigidez que define a troca de estratégia.
i) Macro-Comando % FREQUENCE

A presenga deste macro-comando indica que se deseja o calculo das freqiiéncias
naturais durante o processo incremental-iterativo. Ao marco-comando segue uma
linha com os dois seguintes valores inteiros:

1.1) NPF: O programa ira calcular as NPF primeiras freqiiéncias da estrutura;

1.2) NTTF: As freqiiéncias serdo calculadas de NTTF em NTTF passos de

carga.
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C.12.3
Subrotina INPUTD

Nesta se¢do e apresentado um esquema do arquivo utilizado na analise dinamica
linear e nao-linear, através de integragdo numérica. Apos definir as primeiras linhas
de variaveis, sdo utilizados macro-comandos, apds os quais uma linha de dados ¢
introduzida, permitindo ao usudrio a defini¢ao do problema e do método e parametros
que controlam o processo de integragao.

Seja a seguir o exemplo de um arquivo para andlise dinamica linear, usando
Newmark, para uma estrutura sob um carregamento que varia no tempo através de
uma fung¢do senoidal. Esse carregamento ¢ modelado por um vetor de referencia

definido no arquivo Datal e pela variacdo no tempo, definida pelo vetor fator de

carga A

20000000 0.5d0 10000000 500 20 ...Nt, Dt0, Nper, Nqqp, Tprint
0 ..Impr

12 ..NF
%AMORT_PROP_RAYLEIGH ..MACRO-COMANDO
1 ...DataType

0.4d0 0.4d0 7.64d0 11.53d0 ..Ks1,Ksi2,Fnl,Fn2
%NEWMARK ..MACRO-COMANDO
0.25d0 0.5 ...Alfa,Beta

1 0 ...Estrat, Valtipic
1.05d0  50.d0 ..Ksi, Lmn

%DES_INI ..MACRO-COMANDO
0.0d0 0.0d0 0.0d0

%VEL_INI ..MACRO-COMANDO
0.0d0 0.0d0 0.0d0

%ACE_INI ..MACRO-COMANDO
0.0d0 0.0d0 0.0d0

%FATOR_DE_CARGA ..MACRO-COMANDO
0.0 0.0 ..FLT(1,j), FLT(2,j), paraj =1, NF
0.1 0.987

02 1877

03 2.584

0.4 3.038

0.5 3.194

0.6 3.038

0.7 2.584

0.8 1.877

0.9 0.987

1.0 0.0

1.8 0.0

%END ..MACRO-COMANDO

Figura A.4: Arquivo de dados para integragdo de um problema linear.
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20000000 0.5d0 10000000 500 20
1000 5 000

...Nt, Dt0, Nper, Nqqp, Tprint
...Kwine, Impr, Kplot

2 ...NF
%AMORT_PROP RAYLEIGH ...MACRO-COMANDO
1 ...DataType

0.4d0 0.4d0 7.64d0 11.53d0

...Ks1,Ksi2,Fnl,Fn2

%NEWMARK-NL ..MACRO-COMANDO
0.25d0 0.5 ...Alfa,Beta

51 1.E-8 1 0 ...Nite,Tol,Estrat,valtipic
3 1.05 50 500 ...Not, Ksi, Lmn, Lmx

%FATOR_DE_CARGA_SENO
0.9 6.0
%FATOR_DE _CARGA ESTATICA

...AMPL,OMEGA

241

1

...autcar

1.d0 ...Fator inicial

%STEADY STATE CONTROL ..MACRO-COMANDO
305 20 100 ...auto, acresc, parmn, parmx
%END

Figura A.5: Arquivo de dados para integragdo de um problema n3o-linear.

a) Primeiras linhas de variaveis

Antes de se introduzir os macro-comandos, trés linhas de variaveis devem ser

introduzidas. A primeira linha deve definir Nt e Dt0, onde:

a.1) Nt: Valor inteiro que define o numero de passos de tempo que serdo

considerados.

a.2) Dt0: Valor real que define o tamanho do passo de tempo inicial.

a.3) Nper: Numero de periodos (caso carregamento seja periodico)

a.4) Nqqp: Numero de ciclos para definir a resposta permanente.

a.5) Tprint: parametro que define o nimero de ciclos a ter a resposta no tempo
impressa a cada mudanga do parametro de excitagao.

Para andlise linear, a segunda linha deve definir somente a variavel impr. Caso
a analise seja nao-linear, € necessario definir kwinc,impr e kplot,
nesta ordem.

a.6)kwinc: valor inteiro que define de quantos em quantos passos serao
mostradas as iteragdes na tela, durante a execugao;

a.7) Impr: valor inteiro que define de quantos em quantos passos serao
impressos os resultados no arquivo de saida para plotagem de
graficos;

a.8) Kplot: valor inteiro que define de quantos em quantos passos sera mostrada

a deformada da estrutura na tela, durante a execucdo. Esse
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parametro so € necessario se Nplot tiver sido definido diferente de
0 no arquivo Datal.
A terceira linhas deve definir a dimensao NF do vetor contendo os fatores de
carga a serem interpolados durante a solucdo. Caso o carregamento seja

definido através de uma fungao (%FATOR_DE_CARGA_SENO), utiliza-se o valor 2.

b) Macro-Comando % AMORT_PROP_RAYLEIGH

Caso haja necessidade de se definir um amortecimento proporcional, deve-se
introduzir esse macro-comando, seguido por duas linhas. Na primeira linha deve-se
definir que tipo de dados serdo introduzidos através do valor inteiro Datatype.

Se Datatype = 0, esta linha ¢ seguida por uma segunda linha que deve definir de
forma explicita os coeficientes de Rayleigh RayK e RayM:

b.1) RayK: valor real que define a constante de Rayleigh de proporcionalidade

de rigidez;

b.2) RayM: valor real que define a constante de Rayleigh de proporcionalidade

de massa.

Se Datatype = 1, esta linha é seguida por uma segunda linha em que se deve
definir quatro parametros :

b.3) Ksil e Ksi2: valores reais que definem o amortecimento proporcional

associados aos modos de vibragdo 1 ¢ 2;

b.4) Fnl e Fn2: valor das freqiiéncias naturais associadas aos modos de vibragao

le2;

¢) Macro-Comando que define 0 Método de Solucgao

Caso se deseje uma analise linear, os macro-comandos disponiveis sdo:

c.1) %NEWMARK: Método de Newmark. Esse Macro-comando deve ser
seguido por uma linha definindo Alfa e Beta, que sdo parametros que
controlam a eficiéncia do método;

c.2) %WILSON: Método Wilson-0. Esse Macro-comando deve ser seguido

por uma linha definindo o pardmetro Theta;
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c.3) %D_CENTRAL: Método das diferengas centrais. Nao héd linhas de
variaveis apoOs esse macro-comando;

c.4) %RUNGE-KUTTA: Método de Runge-Kutta de quarta ordem. Nao ha
linhas de variaveis ap6s esse macro-comando;

Apo6s as linha que definem o método e os seus parametros de controle,
adiciona-se uma linha definindo Estrat,Valtipic que sdo, respectivamente a defini¢dao
da utiliza¢do ou ndo da estratégia adaptativa (1 ou 0) e a utiliza¢do ou nao dos valores
tipicos definidos para a estratégia (1 ou 0). Se o usuario ndo desejar usar os valores
tipicos para os parametros do método adaptativo (Vatipic = 1), estes devem ser
definidos numa terceira linha de dados: Ksi e Lmn, para os métodos da familia
Newmark. Para Runge-Kutta a terceira linha deve conter: tin, tfin, Dtmin e
EPs, onde: tin e tfin definem os instantes do inicio e do fim do processo, Dtmin
define o limite minimo para o passo de tempo e EPS define a precisdo desejada.

Para analise ndo-linear:

c.5) %NEWMARK-NL: Método de Newmark adaptado para analise nao-
linear geométrica, conforme sugerido por Jacob (1990). Esse Macro-
comando deve ser seguido por duas linhas de variaveis. A primeira
definindo Alfa e Beta, que s@o as variaveis controladoras do método, e a
segunda definindo Nite, Eps, Estrat,Valtipic que sdo, respectivamente, o
nimero maximo de iteragdes, a precisdo desejada no processo, a definicao
da utilizacdo ou ndo da estratégia adaptativa (1 ou 0) e a utilizagdo ou ndo
dos valores tipicos definidos para a estratégia (1 ou 0). Se o usuario ndo
desejar usar os valores tipicos para os parametros do método adaptativo
(Vatipic = 0), estes devem ser definidos numa terceira linha de dados:
Not, Ksi, Lmn, Lmx.

c.6) %WILSON-NL: M¢étodo Wilson-0 adaptado para analise ndo-linear
geométrica, conforme sugerido por Jacob (1990). Da mesma forma, esse
Macro-comando deve ser seguido por duas linhas de varidveis. A
primeira definindo Theta, que ¢ a varidvel de controle do método, e a
segunda definindo Nite, Eps, Estrat,Valtipic. Da mesma maneira que para

Newmark, se o usudrio ndo desejar usar os valores tipicos para os
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parametros do método adaptativo (Vatipic = 0), estes devem ser definidos

numa terceira linha de dados: Not, Ksi, Lmn, Lmx.

d) Macro-Comandos %DES_INI, % VEL_INI e % ACE_INI

Macro-comandos que permitem a introdu¢do de deslocamentos, velocidades e
aceleragOes iniciais nas deslocabilidades da estrutura analisada. Esses valores devem
ser colocados na linha seguinte, na mesma ordem da numeracao das deslocabilidades

associadas.

¢) Macro-Comando %FATOR_DE_CARGA

Define os valores do fator proporcional de carregamento em diferentes
instantes. Durante a execu¢do, pontos intermedidrios sdo obtidos através de
interpolacdo linear. Apds esse macro-comando, as NF linhas seguintes devem
apresentar cada uma dois valores reais, o primeiro indicando o instante considerado e

o segundo o valor do pardmetro neste instante.

f) Macro-Comando % FATOR_DE_CARGA_SENO

Esse macro-comando indica que a estrutura serd excitada por um carregamento
harmonico senoidal. A linha seguinte deve definir .

f.1) AMPL: Valor inicial da amplitude do carregamento harmonico;

f.2) OMEGA: Valor inicial da freqiiéncia de excitacao.

g) Macro-Comando % FATOR_DE_CARGA_ESTATICA

Caso haja necessidade de se introduzir um carregamento estatico que varie apos
um determinado nimero de ciclos (Step), isto ¢é feito através da definigdo do vetor de
forcas fixas ou dead load, no arquivos de entrada 1(Figura C2) e do fator de carga

estatica, que ¢ definido nesta parte do arquivo de dados.
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h) Macro-Comando % STEADY_STATE_CONTROL
Esse macro-comando indica quais parametros devem ser modificado a cada
obtengdo da resposta permanente (apoés NQQP ciclos) e de que forma estes
parametros devem ser modificados.
h.1) AUTO: Valor inteiro que indica qual parametro sera modificado:
-Se Auto = 1, a cada NQQP ciclos modifica-se o fator de carga fixa;
-Se Auto = 2, a cada NQQP ciclos modifica-se o valor da amplitude de
escitagao;
-Se Auto = 3, a cada NQQP ciclos modifica-se a freqiiéncia de excitagao;
h.2) ACRESC: Define o valor do acréscimo a ser dado ao parametro definido
por AUTO, a cada NQQP ciclos.
h.3) PARMN e PARMX: Valores limites para o parametro de controle.
Atingidos estes valores, hd ainda um acréscimo igual a 20% de ACRESC e em
seguida o pardmetro comega a ser reduzido de ACRESC a cada NQQP ciclos.
Isto permite a obten¢do, no “retorno”, de novos pontos da curva que define a

variacao do steady-state com o parametro controlado.
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