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Marco, 2015

Orientadores: Prof. Dr.-Ing Francisco Célio de Aratjo
Profa. Dra. Katia Inacio da Silva

Neste trabalho, apresenta-se uma formulagao para a analise de pérticos espaciais (3D)
capaz de modelar elementos de barra com segoes transversais contendo formas geomé-
tricas arbitrarias, variando genericamente ao longo do elemento. Particularmente para
a determinacao da rigidez torcional e da funcao de empenamento da secao transversal,
obtidas segundo Saint-Venant (equagao de Laplace), aplica-se o Método dos Elementos de
Contorno (MEC). Além disso, considerando o teorema de Green, as demais propriedades
geométricas das se¢oes (drea, momentos de inércia, fator de forma ao cisalhamento, etc.)
sao expressas em termos de integrais de contorno, e desse modo, a malha de elementos
de contorno considerada para a resolugao do problema de tor¢ao ¢ usada para o calculo
dessas propriedades. Nota-se que para o calculo automatico do fator de forma ao cisa-
lhamento, adota-se uma discretizacao da secao em faixas de calculo ao longo das diregoes
principais, sendo, nesse processo, a avaliacao de momentos estaticos pertinentes também
calculados via integrais de contorno. Posteriormente, essas estratégias sao incorporada a
uma formulacgao prépria para o calculo numérico da matriz de rigidez de elemento do Mé-
todo dos Deslocamentos (da Rigidez Direta) nos casos em que essas propriedades variem
genericamente ao longo do eixo, e um programa computacional para a andlise de porti-
cos espaciais é desenvolvido. A fim de validar os resultados, as comparagoes com pacote

comercial SAP20009©, e com diversos problemas encontrados na literatura sao realizadas.
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In this work, a formulation for the analysis of spatial (3D) frames is presented that
allows the modeling of elements with geometrically arbitrary cross sections varying along
their axis according to generic laws. Particularly for determining the section warping
function, and the torsional stiffness, which result from solving the Saint-Venant torsion
problem, the BEM is employed. Besides, considering the Green’s theorem, all the other
geometric characteristics of the section (area, moments of inertia, shear-shape factor,
etc.) are expressed in terms of boundary integrals, and so, the boundary element mesh
used to solve the torsion problem is re-used to determine these section geometrical data.
Notice that for the automatic evaluation of the shear-shape factor (employed to determine
he effective shear area), the section is discretized along the principal axes by means of cal-
culation strips, and the Gauss-Legendre quadrature is applied. After that, these strategies
are considered along with a suitable formulation for the numerical evaluation of element
stiffness matrices (for the Direct Stiffness Method - DSM), in cases when these geometri-
cal properties generically vary along the element axis. All the techniques are eventually
incorporated into a compute code for the general analysis of 3D (spatial) frame structures.
In order to validate the results, comparisons with SAP2000© package, and with several

problems found in the technical literature are accomplished.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Generalidades

Atualmente, a complexidade dos problemas com os quais o engenheiro estrutural se
depara na pratica da engenharia exige do mesmo a competéncia de resolve-los da maneira
mais real possivel. Neste sentido, o desenvolvimento de ferramentas computacionais avan-
cadas, que possibilitem a evolucao dos projetos estruturais é essencial para atender esta
demanda de mercado. Visando o progresso dessa area, este trabalho utilizara os elementos
(de barra) de pértico espacial para desenvolver um programa computacional em andlise

estrutural.

Os sistemas estruturais continuos, submetido a diversos carregamentos, sao governados
por equacoes diferenciais parciais e possuem infinitos graus de liberdade. Geralmente para
resolver esses problemas utilizam-se métodos numéricos, sendo o Método dos Elementos
Finitos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o Método das Diferengas
Finitas (MDF) e o Método dos Volumes Finitos (MVF) os mais difundidos no meio da

engenharia.

Estes métodos tém como objetivo transformar o problema continuo em um problema
discreto com um nimero finito de graus de liberdade, e consequentemente o mesmo passa

a ser governado por um sistema de equagoes algébricas.

Com a evolugao da tecnologia, especificamente dos processadores dos computadores,
¢ possivel resolver problemas com numero de graus de liberdade cada vez maiores, pos-

sibilitando estudos do comportamento da estrutura de forma mais real. Nesse contexto,



inserem-se também a consideracao dos efeitos de segunda ordem, nao linearidade fisica e

geométrica.

Computacionalmente um programa de analise estrutural estatica se resume, generica-
mente, na montagem de uma matriz de rigidez, cujos coeficientes dependem de proprie-
dades fisico geométricas do elemento (rigidez flexional, torcional, axial e transversal), e

de um vetor de cargas nodais, o qual também depende dessas grandezas.

As propriedades geométricas da secao transversal de um elemento estrutural podem
ser facilmente obtidas para se¢oes comumente utilizadas na pratica, como, por exemplo,
secoes retangulares, circulares, tubulares, perfis I, etc. O mesmo nao ocorre para segoes
com formas geométricas arbitrarias, aqui denominadas de segOes genéricas. Para estes

casos, essas propriedades serao determinadas numericamente a partir da aplicagao do

MEC e do Teorema de Green.

Outro aspecto relevante em um programa computacional de anélise de estruturas é o
pos-processamento das respostas, o qual permite ao usuario, por exemplo, a visualizagao
de diagramas de esforgos, distribuicao de tensoes e da deformada da estrutura. Neste
contexto, o presente trabalho utilizard um software desenvolvido pela PUC Rio e deno-
minado Pos3D, que possibilitard a visualizacao da deformada da estrutura, facilitando a

interpretacao dos resultados.

1.2 Motivacao e Objetivos

Os elementos de pértico espacial de secao transversal variavel sao comumentes encon-
trados nos projetos estruturais (ver Figura 1.1), ja que descrevem de forma mais realistica
o comportamento das estruturas devido ao ntimero de graus de liberdade nodal. Este tipo
de estrutura é usada para aumentar a resisténcia (ao cisalhamento, flexao, torgao) nas re-
gioes mais solicitadas, além de descrever um aspecto estético mais vistoso. Devido a isso,
este trabalho tem por objetivo central o desenvolvimento de um programa computacional
para analise linear estatica utilizando elementos de portico espacial, com a possibilidade

de modelar a variagao inercial ao longo do seu comprimento de maneira genérica.



(a) Ponte de Grenelle sobre o rio Sena, Paris. (LOU-
RENCO, 2005)

(c) Estadio do Dragao, Porto. (LOURENCO, 2005)

Figura 1.1 — Exemplos praticos de elementos estruturais com inércia variavel

Sendo assim, primeiramente fez-se um estudo aprofundado da formulacao matricial do
Método dos Deslocamentos (ou Método da Rigidez Direta) para melhor compreensao da
mesma, e dentre alguns pontos importantes para o desenvolvimento do programa com-
putacional citam-se: a determinacgao dos sistemas de referéncia local e global, a obtencao
dos coeficientes da matriz de rigidez e do vetor de acgoes de engastamento perfeito, a

determinacao dos eixos principais de inércia, a orientacao da sec¢ao transversal no espaco.

Para a obtencao das expressoes genéricas dos coeficientes da matriz de rigidez do



elemento de pértico espacial, bem como do vetor de agoes de engastamento perfeito (vetor
de carga) utiliza-se uma formulagao baseada no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV).
Nos casos em que as caracteristicas geométricas e/ou fisicas variam ao longo do elemento
estes coeficientes sao numericamente determinados e para isso aplica-se o processo de
integracao de Gauss Legendre. Pode-se dizer que essa estratégia é totalmente geral, pois
se fundamenta na interpolacao direta das caracteristicas fisico-geométricas em segoes dos

elementos (amostras).

Um problema especialmente interessante (e necessério) para o desenvolvimento da for-
mulacao dos elementos de pértico espacial é, por exemplo, a andlise de elementos estru-
turais em aco, normalmente perfis de parede fina, submetidos a tor¢ao. Particularmente,
para a determinacao da constante de tor¢cao empregou-se uma estratégia de andlise via

MEC incorporada na formulacao do Método da Rigidez Direta.

A medida em que a rigidez a tor¢ao pode ser obtida de forma mais exata, os sistemas
estruturais modelados com elementos de pérticos espaciais descrevem de forma mais pre-
cisa o comportamento da estrutura. Com esses resultados atingidos tem-se a possibilidade

da reducao de custos e maior seguranca em projetos estruturais.

Finalmente, para validagao do programa implementado, varios exemplos numéricos
sao apresentados sendo as respostas obtidas comparadas com as do software comercial

SAP20009 e também com as fornecidas pela literatura.

1.3 Estado da Arte

1.3.1 Analise estrutural

As estruturas sao sistemas fisicos capazes de receber e transmitir esfor¢cos como em
pontes, edificios, torres, antenas, etc. Um dos principais objetivos da andlise de estrutu-
ras € relacionar, em idealizacoes simplificadoras desses sistemas e utilizando propriedades
de material determinadas experimentalmente, as agoes externas atuantes com os desloca-
mentos, as reagoes de apoio e as tensoes (ou suas resultantes), de modo a identificar uma
eventual deficiéncia de comportamento do material constituinte e/ou de comportamento

da estrutura como um todo e/ou suas partes (SORIANO, 2005).



Um método bastante usado na Engenharia para analise de estruturas é o Método dos
Deslocamentos (ou Método da Rigidez Direta). Segundo Soriano (2005), neste método
¢ determinado um sistema de equacoes de equilibrio, em que a matriz dos coeficientes é
chamada de matriz de rigidez e o vetor dos termos independentes, vetor de forcas nodais.
Com o sistema de equacgoes definido, as incégnitas dos problemas sao os deslocamentos
dos noés nao restringidos, que ao serem calculados possibilita a determinagao dos esforgos
internos, que sao usados no dimensionamento da estrutura, bem como das reagoes de

apoio.

De acordo com Gere e Weaver (1981) as estruturas reticuladas sdo divididas em seis
categorias, sendo que cada uma representa uma classe com caracteristicas especiais: vi-
gas, trelicas planas, trelicas espaciais, porticos planos, grelhas e porticos espaciais. Uma
caracteristica que difere os tipos de estrutura ¢ o nimero de graus de liberdade por no,

possibilitando a obtencao dos deslocamentos nodais em todas as diregoes.

Os elementos de pértico espacial sao estruturas reticuladas, modelados por barras
lineares, nas quais cada ponto nodal apresenta seis graus de liberdade (trés deslocamentos
lineares e trés rotagoes), e uma segao genérica apresenta seis esforgos internos, a saber: um

esfor¢co normal, dois esforcos cortantes, dois momentos fletores e um momento de torgao.

Dentre algumas pesquisas importantes desenvolvidas utilizando-se esse tipo de ele-
mento citam-se os trabalhos de Cav et al. (2009), Meck e Loganathan (1989), Liew et al.
(2000), Thai e Kim (2011), Chang (2004), Izzuddin e Elnashai (1993), Marques (1990),
0s quais apresentam a andlise nao linear fisico-geométrica de estruturas espaciais. For-
mulacoes de elementos finitos nao lineares foram apresentadas, o que possibilitou modelar
varias estruturas tridimensionais, implicando em resultados satisfatérios e aproximando

ainda mais o comportamento das estruturas a realidade.

Considerando a andlise linear Mihirr e Dutta (2013), realizaram estudos comparativos
de estruturas planas e tridimensionais (vigas, pdrticos) usando Ansys©, STAAD® e
Matlab®. J4 Nam et al. (2000), aplicaram o método do momento distribuido modificado,
que se assemelha com processo de Cross, para realizar a analise estrutural linear de alguns

porticos espacias, sendo os resultados comparados com os obtidos a partir de softwares

baseados no MEF.

Os projetos estruturais estao cada vez mais sofisticados com o passar dos anos. Um



aspecto importante e que se encontra presente na pratica, sao elementos estruturais que
apresentam variacao de rigidez ao longo do seu comprimento, tornado a andlise estrutural
mais complexa. De acordo com Vilela e Martha (2008), as solugbes fundamentais para
barras com segoes constantes sao conhecidas e encontradas em qualquer livro texto de
analise de estruturas. Entretanto, nao existem solugoes analiticas fechadas para acoes de
engastamento perfeito e coeficientes da matriz de rigidez para barras com secao transversal
variavel, sendo assim faz-se necessario a aplicacdo de métodos numéricos. Adotou-se
neste trabalho de Vilela e Martha (2008) uma metodologia baseada na Analogia da Viga
Conjugada, para a determinacgao dessas solucoes referentes a barras que apresentam segao
transversal variavel em misula reta e comportamento transversal de flexao em regime

elastico-linear, sem considerar as deformacoes por cisalhamento.

Murin e Kutis (2002) apresentam em seu artigo a matriz de rigidez exata para o
elemento de viga 3D, considerando-se variacao de inércia ao longo do seu comprimento.
Essa matriz foi derivada a partir do Método da Rigidez Direta e de fungoes de transferéncia
da viga as quais também foram utilizadas para a obtencao do vetor de cargas nodais.
Todas essas funcoes de transferéncia foram calculadas numericamente e os resultados

mostraram que este elemento satisfaz todas as equacoes de equilibrio.

Visando generalizar o comportamento ou variagao da secao transversal ao longo do
elemento de barra, a formulacao apresentada neste trabalho possibilita modelar elementos
que apresentam qualquer tipo de variacao inercial. Isso torna o programa computacional

ainda mais rico em termos de modelagem.

1.3.2 Torgao

As estruturas reais estao sujeitas frequentemente ao esforco de torcao, portanto para
analisar corretamente os problemas é importante a determinacao da rigidez a torcao de
forma mais exata possivel. Dessa maneira o MEC serd utilizado, possibilitando a obtencao

da constante de torcao e da funcao de empenamento para secoes transversais genéricas.

O MEC, de uma maneira direta, requer avaliagoes numéricas de integrais de superficie
sobre os elementos de contorno na superficie de um corpo (MUKHERJEE; MUKHERJEE,
2005). Com isso aproveitou-se da malha de contorno definida no célculo da constante de

torgdo para obter outras propriedades geométricas (drea, momentos de inércia a flexao,



fator de forma ao cisalhamento, etc).

Recentemente iniimeros trabalhos desenvolvidos abordam algumas técnicas numéricas

que tém como finalidade resolver problemas complexos de torgao.

Athanasiadis (1989) traz uma formulacao baseada no Método dos Elementos de Con-
torno para o cédlculo da fungao de empenamento no contorno, bem como outras proprie-

dades como o centro de tor¢ao de secoes arbitrarias, utilizando uma estratégia indireta.

Fujitani e Fujii (1998) utilizaram uma formula¢do do MEF, considerando a torc¢ao de
Saint-Venant, para analisar estruturas espaciais com secoes de parede fina. Neste trabalho
eles incorporaram a formulacao utilizada para o cédlculo da rigidez torcional e da funcao
de empenamento na matriz de rigidez do elemento de portico espacial, demonstrando

eficiencia no método empregado.

Sapountzakis e Mokos (2003b) desenvolveram uma formulagao para anélise nao uni-
forme de elementos estruturais compositos com secao transversal arbitraria constante,
baseada no MEC. Nesta formulacao os elementos estruturais podem ser constituidos por
diferentes materiais, ou seja, diferentes médulos de elasticidade longitudinal e transversal
podem ser considerados. Além disso, as barras podem estar, sujeitas a momentos torgo-
res concentrados e momentos torgores distribuidos nao uniformemente ao longo da segao.
Neste mesmo ano, este autor em (Sapountzakis e Mokos (2003a)) avaliou o comporta-
mento de secoes arbitrarias e constantes ao longo de seu comprimento, para dominios

multiplamente conexos.

Tsipiras e Sapountzakis (2012) apresentam uma formulagao baseada no Método dos
Elementos de Contorno, para a anélise de tor¢cao nao uniforme de barras com secao arbi-
traria de dupla simetria, levando-se em conta o momento secundario gerado na deforma-
¢ao. A barra pode estar sujeita a carregamentos arbitrarios distribuidos ou carregamentos

concentrados.

1.3.3 Processos de integracao

Para o calculo do funcao de empenamento e consequentemente da inércia a torcao,
ao utilizar o MEC, integrais fracamente singulares vao surgir em alguns casos. Portanto,

processos especias de integracao sao necessarios para tornar a resposta mais precisa.



Telles (1987) desenvolveu uma transformagao nao linear de coordenadas polinomial
cubica. Neste processo os pontos de integracao sao deslocados para a dire¢ao do ponto
fonte, ou seja, ocorre uma concentracao de pontos de Gauss no local onde se encontra a
singularidade. Este processo, que também pode ser encontrado no trabalho de Telles e Oli-
veira (1994), apresentou uma melhora significativa nos resultados de integrais singulares

ou quasi singulares podendo assim ser aplicado em problemas gerais de contorno.

Aratjo e Gray (2008), desenvolveram um estudo de nano tubos de carbono (CNTSs)
em compositos, aplicando o MEC. Para o caso de nano tubos de paredes finas, que apre-
sentaram integrais fortemente singulares e fracamente singulares um processo especial de
integracao foi proposto. Tal processo baseia-se em uma estratégia analitica em que um
elemento bidimensional tem seu contorno subdividido em elementos lineares e um sistema

local de coordenadas implantado em cada elemento, possibilitando a estratégia analitica.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd dividido em cinco capitulos. No capitulo 1, destaca-se a impor-
tancia do tema, a motivacao e os objetivos da pesquisa. Neste capitulo apresentou-se
exemplos praticos de estruturas projetadas com elementos estruturais de inércia variavel.
Baseando-se na motivacao descrita, os objetivos foram expostos, incentivando a pesquisa

bibliografica apresentada no estado da arte.

No capitulo 2 tem-se a formulacao do Método dos Deslocamentos (ou Método da
Rigidez Direta), considerando-se elementos de pértico espacial, bem como a generalizagao
do método, de modo a possibilitar que elementos estruturais que possuem variacao de

inércia e/ou estao sujeitos a agdes externas genéricas possam ser modelados.

No capitulo 3 apresenta-se uma estratégia baseada no MEC e em integrais de con-
torno, para obtencao das propriedades geométricas de secoes transversais com geometria
qualquer. Essas grandezas foram incorporadas a formulagao matricial do Método dos
Deslocamentos, tornando possivel a implementacao do programa computacional de ana-

lise estrutural.

No capitulo 4 apresenta-se uma série de exemplos numéricos, sendo os resultados de

grandezas como deslocamentos, esforcos internos de elemento e até mesmo as proprieda-



des geométricas da secdes transversais, comparados com os obtidos via SAP20009, com

repostas analiticas e/ou da literatura.

No capitulo 5, mostram-se as conclusoes deste trabalho e comenta-se a possibilidade
de ampliar o programa computacional desenvolvido, através de sugestoes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Método dos Deslocamentos (ou da
Rigidez Direta )

Neste capitulo abordam-se os sistemas de referéncia utilizados para modelar as estru-
turas, sendo eles o sistema global e o sistema de fornecimento de dados, ou sistema local.
Descreve-se também de forma sucinta a formulagao matricial do método dos deslocamen-
tos, utilizada para modelar elementos estruturais com variagao de rigidezes e/ou sujeitos

a carregamentos genéricos.

2.1 Sistemas de Referéncia

2.1.1 Sistema global

O processo de discretizacao de uma estrutura consiste basicamente em transformar o
sistema estrutural continuo em um sistema discreto constituido de nés e elementos. Os
nos sao determinados a partir das coordenadas cartesianas, com isso a necessidade de
um sistema de referéncia global. A principio este sistema pode ser escolhido de maneira
arbitraria, mas neste trabalho com objetivo de facilitar as comparagoes de resultados,
adota-se um sistema de referéncia semelhante ao do software SAP2000© (ver Figura
2.1).No programa desenvolvido, os deslocamentos nodais também sao referenciados neste

sistema global.
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Global

Figura 2.1 - Sistema de Referéncia Global do SAP2000©. FONTE: Manual SAP2000©

2.1.2 Sistema local

Para facilitar a interpretacao dos resultados algumas grandezas tais como, por exemplo,
carregamento externo, esforcos internos de elementos e tensoes sao referenciadas a um
sistema local de elemento. Na Figura 2.2 apresenta-se o sistema local do elemento de
portico espacial, em que o eixo 1 se encontra ao longo do comprimento do elemento, e os

eixos 2 e 3 ao longo da altura e da base da segao transversal, respectivamente.

Figura 2.2 — Sistema Local de elemento

Para estabelecer a localizacao do eixo local 2 e consequentemente a orientacao da secao
transversal do elemento adotou-se um processo semelhante ao do software SAP20009, o
qual utiliza de um angulo formado entre o eixo 2 e o plano Z-1 (elementos horizontais e
inclinados) ou entre o eixo 2 e o plano X-1 (elementos verticais). Deste modo define-se
claramente a forma como a sec¢ao transversal de um elemento se localiza no espago (ver

Figura 2.3).



ang=90 !
e

3

(a) Eixo local 1 paralelo a +Y
Eixo local 2 rotacionado 90° do plano Z-1

e

X i 3
/

Pres

ang=90° 2

(c) Eixo local 1 paralelo a +Z
Eixo local 2 rotacionado 90° do plano X-1

12

ang=30° 2

(b) Eixo local 1 nao paralelo a X,Y e Z
Eixo local 2 rotacionado 30° do plano Z-1

w
[
|

(d) Eixo local 1 paralelo a -Z
Eixo local 2 rotacionado 30° do plano X-1

Figura 2.3 — Orientacao da segao transversal no espaco

2.2 Formulacao Matricial do Método dos Desloca-

mentos

A formulagao matricial do Método dos Deslocamentos pode ser obtida a partir de

equagoes nodais de equilibrio em termos dos deslocamentos (incégnitas) dos nés do modelo
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estrutural, os quais se relacionam com as forcas nodais a partir da equagao
Ku=f, (2.1)

em que K representa a matriz de rigidez da estrutura, u é o vetor dos deslocamentos

incégnitos e f é o vetor de cargas externas.

2.2.1 Coeficientes de rigidez e acoes de engastamento perfeito

Segundo Gere e Weaver (1981), é conveniente desenvolver a formulagdo da matriz
de rigidez de elemento em relacao ao sistema de eixos ortogonais, sendo o eixo local 1
coincidente com o eixo centroidal, e os eixos locais 2 e 3 os eixos principais, ou seja,
os eixos que formam os planos principais de flexao do elemento. Deste modo, para o
caso de secoes transversais assimétricas, além dos eixos locais representados na Figura 2.2
utilizam-se os eixos principais (2, e 3,) apresentados na Figura 2.4 para a definicao da

matriz de rigidez de elemento.

2 3

05
v

c.g 3

Figura 2.4 — Representacao dos eixos principais 2p e 3p

Para a obtencao das expressoes dos coeficientes da matriz de rigidez e das agoes de
engastamento, aplicou-se o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) juntamente com as

equacoes de equilibrio estatico do elemento.

Considere o elemento reticulado de pértico espacial da Figura 2.5, com rigidez axial,

flexional, transversal e torcional variando aleatoriamente.
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Figura 2.5 — Elemento de pértico espacial

Fazendo-se o equilibrio de forcas e de momentos neste elemento se obtém

Y, =fi+fi+F=0
Y, =fot fs+F=0
Y I, =fat fo+rF3=0
Y My, = fa+ fio+Fy=0
YoMy, =fs+ fut fsl +F5=0
> Ms, = fo+ fio — fol + Fs =0

(2.2)

em que f; sao as agoes nodais, [ é o comprimento do elemento e F; é a resultante de forca

na diregao i devida a carga externa q(x;).

Somente com as equacoes de equilibrio nao é possivel obter os coeficientes da matriz de

rigidez e das agoes de engastamento perfeito, pois tem-se um nimero de incégnitas maior

do que de equacoes. Portanto, definindo-se equacoes de compatibilidade de deslocamentos,

a partir do estado de carregamento representado na Figura 2.6 e aplicando-se o PVT

escreve-se

i = fiui =

(2.3)

/Md9+/ﬁid5+/@w+/idw,
l l l l

em que u; sao os deslocamentos, M;, N;, Q; e T; sao os esforgos internos devido a f; =1,
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ou seja,

M= ME), N=NE), 0=QF, T-TF), i-1.12 (2.4)

df representa a rotacao flexional, dé o deslocamento axial, d\ o deslocamento na direcao

cisalhante e dw a rotacao torsional.

|

f, f; f fo

)
T
/4 /

S e

Figura 2.6 — Estado de carregamento

Com as equagoes de equilibrio e de combatibilidade estabelecidas, Equagoes (2.2) e
(2.3), respectivamente, podem-se deduzir as expressoes dos coeficientes da matriz de ri-
gidez e também das acoes de engastamento perfeito para os casos em que o elemento

estrutural apresenta uma variagao inercial e/ou de carregamento genérico.

Particularmente, sao abordados dois casos para obtencao dessas expressoes. No pri-
meiro caso considera-se que o né inicial do elemento (n6 da extremidade esquerda) é

engastado (ver Figura 2.7), j no segundo caso considera-se que o né final do elemento,

T fllf
f

ou n6 da extremidade direita, é engastado (ver Figura.2.8).

Figura 2.7 — Elemento de pértico espacial considerado no caso 1
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Figura 2.8 — Elemento de pértico espacial considerado no caso 11

Caso I: Para este caso tem-se que uj=us=uz=us=us=us=0, e as Equagoes (2.2) e
(2.3), incluindo-se a influéncia do carregamento, podem ser escritas de forma matricial

COomo segue:

E;; Err fry _ —Fy 7 (2'5)
0 Aprp fFf Uur — Upg
1 0 00 00 10 00 00 flf
O 1 00O0O 01 00O0O for
O 0 1.0 0O 0010060 far
em que E;; = , Erp = Ay = ;
O 0 01 0O 000100 f4f
0O 0 (L 010 000010 I5f
0O =1L 0001 0 00O0O0T1 for
Jrr Uy
f8f Uusg
f9f Ug
fry = , Up = :
flOf U10
f11f Ui
_f12f_ _U12_

M; M} N;N; X2,.3, Qi@ T,T} .
i0 = d d S 2P E0 4 ds, i=71..12, 2.6
Y= ) EL . T ) EA H/l GA S+/,GJ oot (2:6)
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com

Mé = M(qxz‘)v N(; = N(qu)> Q6 = Q(qxz')7 T(; = T<qu)v (2'7)

e os coeficiente da matriz A rp, sao resultados da equacao,

MiMj NiNj X2,,3 Qz@g /TzT] .
= ikl AANER =7...12 (2.
az]f]z l E].Qp’gp ds + l A ds + [ GA ds + l a7 dS, 1, 7 ( 8)

com a agao fj; dada pelas funcoes:

M; = M(f;), Nj=N(f;),Q; = Q(f),T; = T(f;). (2.9)

E, por fim, chega-se a submatriz App:

App=
[ [ ds
zﬂ 0 2 0 0 0 0
d _ _
0 /Xgp S /(l s)?ds 0 0 0 /(l s)ds
, GA . Bl 1 Bl
d — 5)? —
0 0 /sz s /(l s)%ds 0 _/(l s)ds 0
1 GA l EIZP d [ EIQP
s
0 0 0 — 0 0
( )  GJ
l—s)ds / ds
0 0 - — 0 0
(l )d /l EIQP l E[2p d
— s)ds s
_ 0 /Z—Efgp 0 0 0 /1E13p

em que E é o médulo de elasticidade longitudinal, G é o médulo de elasticidade transversal,
A é a area da secao transversal do elemento estrutural, I; e y; sdo os momentos de inércia
a flexao e os fatores de forma ao cisalhamento, respectivamente, em relacao aos eixos

principais (com i=(2,,3,)) e J é o momento de inércia a tor¢ao.

O parametro X3, 3, representa o fator de forma ao cisalhamento (em relagao as dire-
¢Oes principais), o qual depende da forma geométrica da se¢ao transversal do elemento
estrutural. Neste trabalho desenvolveu-se uma estratégia propria para o calculo dessa
grandeza, que serd descrita detalhadamente no item 3.2, admitindo-se a possibilidade de
modelar secoes transversais com formas geométricas genéricas, as quais podem apresentar

um comportamento de variacao qualquer ao longo do eixo do elemento.
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Caso II: Para este caso tem-se que ur=ug=ug=ui9=u11=u12=0 e equacoes analogas

as mostradas nas Equagbes (2.5) a (2.9), podem ser escritas, ou seja:

EII EIF f]i _FO

= , (2.10)
A 0 fri u; — uj
fri fri Uy
f2i f&' Uz
f3i f9i Uus
em que f;; = frp = ,up = ;
f4i flOi Uq
f5i flli Us
_fGi_ _f12i_ _U6_
M; M N;NY X2,.3,QiQ0 T,Ty ,
i0 = d d =t 2 d ds, =1..6, 2.11
Uio VBl s+ EA 8+/Z A s—l—/lGJ s, @ (2.11)
com
Mél = M(qxi)a Nél = N(qxi)a QIOI = Q(q&-), Tél = T<qx1) (212)

Considerando-se 7,7 = 1...6 na Equacao (2.8), chega-se a seguinte expressao para a sub-

matriz A]]i
A=
ds i
— 0 0 0 0 0
EA 2
X2, ds sds sds
0 L 0 0 0 —
/l ca * /l Bl /l Bl
X3, ds s%ds / sds
0 0 / z —|—/ 0 0
GA T JEL, L,
s
0 0 0 — 0 0
d G
sds s
0 0 / 0 / 0
] | B, \ B, )
sds s
0 —/ 0 0 0 /
| . E[gp ! E[gp |

Observando-se as submatrizes A;; e App, nota-se que o calculo dos seus coeficientes

dependem fundamentalmente das propriedades geométricas do elemento estrutural. No
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caso de elementos fisicamente e geometricamente uniformes as integrais vistas podem
ser resolvidas de forma analitica. Para os casos de elementos nao uniformes, ou seja,
que apresentam variacao de rigidez (EI, EA, GA, GJ) utiliza-se o processo de integragao
numérica de Gauss-Legendre (Bathe (1996)). Sendo assim, o célculo de um coeficiente a;;

da submatriz é dado por

npg
1

aij = /lgij(iﬁ)diﬁ =5 > gisle ), (2.13)

k=1

sendo o integrando associado com o coeficiente a;; a ser obtido, 7, representa a abscissa do
k-ésimo ponto de integracao, wy € o fator de peso correspondente ao ponto de integragao

e npg o numero de pontos de integracao.

Neste processo numeérico, um detalhe importante e que torna o programa computacio-
nal mais rico, em termos de modelagem dos elementos estruturais de rigidez variavel, sao
as fungoes de interpolacao adotadas para o calculo das grandezas de interesse nos pontos

de integragao. Foram adotadas fungoes de 1°, 2°, 3° e 4° grau como mostra a Figura 2.9.

E]

H, =

A-n) i
1
H) = -5 A =n)n

H,(n) = 1-1°

1
2
1

H,==

T2

@+n)

1
Hy() = 5 (L+n)n

(a) 1° grau (b) 2° grau

v
!

5 : 2] Hm = = -n) (r-3)
= 5= (1 =3) Hy(n) = 2n(1—21)(r* = 1)
Han = (5-1) A=) Hy) = (G=n*) A =n%)
Hy(n) = —=2n(1—2n)(* - 1)
Hy() = 2n(1=n) (n* -3)

H = 2(ien)a-n)

1 = 1@+ (17 =)

(c) 3° grau (d) 4° grau

Figura 2.9 — Funcoes de interpolacao
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Com tudo isso definido, obtém-se a matriz de rigidez elastica de elemento e as agoes
de engastamento perfeito das seguintes maneiras:

Matriz de Rigidez:

Impondo as condigoes de ujp=upy=F(=0, nas Equacoes (2.5) e (2.10), os coeficientes

da matriz de rigidez de elemento (K.) sao calculados por

fIi — A;]1u17 sz = —E[]f]i, 7 = 16,

(2.14)
fFf = A;};‘UF, f[f = —E[[fpf, f = 712,

obtendo-se assim,

K, — fr; frf ’

fri fry
proveniente da resolugdo do sistema de equagoes (2.14). A partir da matriz de rigidez
de elemento se obtém a matriz de rigidez de toda a estrutura (matriz de rigidez global),
que apresenta propriedades de grande importancia no momento da resolucao da Equacao
(2.1). Dentre elas citam-se a sua simetria e a presenca de um grande niimero de coeficientes
nulos, caracterizando-se assim a sua esparsidade. Com o objetivo de se otimizar os codigos
computacionais existem técnicas eficientes para o armazenamento dessa matriz, reduzindo
o nimero de coeficientes nulos e também considerando somente a parte triangular superior
da mesma. O programa implementado utiliza de uma estratégia de armazenamento por
alturas efetivas, que reduz o gasto de memoria do computador, mais detalhes podem ser

vistos em Soriano (2005).

Dada a forma de armazenamento empregada faz-se necessario aplicar um processo
especial para resolugao do sistema de equagoes do Método dos Deslocamentos (Equagao
2.1). Neste trabalho adota-se o Método de Cholesky, o qual segundo Soriano (2005) é
bastante adequado para matrizes que possuam justamente as propriedades mencionadas
acima, e também se enquadra perfeitamente na estratégia de armazenamento utilizada
(por altura efetiva de colunas).

Acoes de Engastamento Perfeito:

Para um carregamento genérico atuando em um elemento estrutural de secao trans-

versal qualquer, em que esta acao externa pode ser decomposta em trés componentes de
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2 m?)' como pode ser visto

forcas (q;, g2, @>)' e trés componentes de momento (t;, m
na Figura 2.10, e admitindo u;=ur=0, podem-se determinar as acoes de engastamento
perfeito tanto pela Equagao (2.5), quanto pela Equagao (2.10). Optando pela segunda
pode-se escrever

E;r Eir fro | “Fo (2.15)

AII 0 fFO Uro

em que f7o, fro sao agoes de engastamento perfeito devidas a a¢oes externas, e ujyy é dada

pela Equagao (2.11).

Figura 2.10 — Elemento sob acao de carregamento genérico

Particularmente neste trabalho utilizou-se uma funcao de interpolagao quadratica para
aproximar o carregamento externo. Necessariamente sao fornecidos valores dessa carga
em trés pontos convenientes ( 0, é e [ ao longo do eixo 1), sendo o elemento da Figura 2.10
de comprimento igual a [. Com essas amostras definidas, as correspondentes expressoes
aproximadas para as funcoes de carga e esforcos internos associados, Mg = M(q>,m?),
Mg = M(qz,m3), Ng = N(q}), Qf = Q(¢2), Q5 = Q(g3), Ty = T(t;) podem ser determi-

nadas.

11,2,3: indica o eixo local dos elementos em que a carga externa é referenciada
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Da Equagao (2.11), resulta-se em:

M3 2
Ujp = f d$1,U20 f (xl 0) dxy + (XQQO) dzxy,
l

Els, GA
x M3 3
u30:f(_E1]0>dx1+ (Xéﬁo) d$17U40 f 0 d‘rh
l 2p
M} M
Us0 [Elgp L1, Ueo lelgp T
em que
1 T 1 1 IL“;’ 2 1
NO = _‘({‘qt (f)df i Y e 3 btf 5 — C,
1 3 2
= fqi( dg — anf 3 +bnf 5 +Cnfx1,
0
T 3 2
= fqg( dé. - anf 3 +bnf 9 "‘Cnfl'l,
0
) 1 5 1 ) IA 5 28 2 3 ) 2
MO - g‘(l'l - f)qn(f)df + g‘mn( df - anf 12 bnf 61 nf 9 + anm? + bnm? + C mL1,
3_ 2 Toos Ty o @l 3 , 7
MO = J(xl - §>qn(§)d§ + Jmn( dg - anf 12 + bnf 61 nf 9 + anmg + bnm? + C mT1,

T 3 2
0

com

i

R S
Ay = _Z_2<2q22 = Q1 — i) Uiy = 7(4‘1;@2 =3¢ — G3)y Gy = Gy T =1.3; k=n,1;

j=m,f.

Ao definir as agoes de engastamento perfeito correspondentes as cargas externas atu-
ando de forma genérica, torna-se possivel implementar situacoes bastantes frequentes na
pratica, como peso proprio da estrutura, efeito do vento, cargas acidentais, entre ou-
tras que sao previstas na NBR6120 (1980). Com todas essas opgoes, o dimensionamento

(em concreto armado) da estrutura (vigas, pilares e lajes) pode ser implementado futura-

mente.



Capitulo 3

Propriedades Geomeétricas das

Secoes Transversais

Neste capitulo apresenta-se a estratégia adotada para o calculo das propriedades ge-
ométricas da secao transversal de elementos genéricos, isto é, elementos de barra com
formas quaisquer. Tais propriedades como, por exemplo, area da segao transversal, mo-
mentos de inércia, fatores de forma ao cisalhamento (momentos estéticos), sdo necesséarias
para a definicao da matriz de rigidez da estrutura, bem como, das acoes de engastamento
perfeito. Basicamente, aplicou-se uma formulagao bidimensional do MEC para a obtencao
da rigidez torcional. A andlise é baseada na formulagdo de Saint-Venant, que funciona
de forma unificada para resolver tanto secoes transversais de parede espessas, quanto
segoes de paredes finas. Para o cdlculo das demais propriedades geométricas aplicou-se
o Teorema de Green, transformando integrais de dominio em integrais de contorno, e
desse modo aproveitou-se a malha de contorno ja definida inicialmente para calcular essas

grandezas.

3.1 Area, Momentos de Inércia e Estatico

O programa computacional implementado possui uma biblioteca de se¢oes transversais,

as quais sao comumente utilizadas na pratica da Engenharia, como mostra a Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 — Biblioteca de secoes

Secao transversal Descricao
214
d -3 Secao Retangular
e
b

Secao Tubular Retangular

: i Secao Circular
3

2
Secao Tubular Circular
3

Secao Genérica
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Para secoes com a forma geométrica conhecida, suas propriedades sao facilmente ob-
tidas através de férmulas fechadas. Ja para segoes genéricas, o cédlculo é efetuado, como
ja mencionado anteriormente, através do MEC, sendo que a malha de contorno da secao

transversal é fornecida pelo usuario do programa.

Nos itens abaixo apresenta-se a formulagao basica para o calculo das propriedades
geométricas referentes a secao genérica. Para a descrigao dos célculos adotam-se os eixos

X,y e z, coincidentes com os eixos 3, 2 e 1, respectivamente.

Momento de inércia a torgao

A formulacao de Saint-Venant é bastante consistente para resolver o problema de
torcao e aplicavel a qualquer tipo de secao. Nessa formulacao as relacoes da Teoria da
Elasticidade sao respeitadas, no entanto a solucao para essa classe de problema consiste

na resolucao da equacao de Laplace que, por sua vez, demanda uma estratégia numérica.

Considerando-se uma barra engastada e livre com secao transversal genérica, sujeita
a um torque em sua extremidade livre (ver Figura. 3.1), Saint-Venant admite que a
deformagao da barra consiste em uma rotacao das secoes transversais e um empenamento.

Com isso apresenta-se o campo de deslocamentos,

Uy = —0,zy
uy = G2z ; (3.1)
U, = W(% y)
em que a taxa de variacao do angulo de rotacgao relativo entre duas se¢oes associadas ao
do
eixo z (0;) é dada por 0, = d—t e 1 = (z,y) representa a fungdo de empenamento da
z

secao.

centroide

w x=(xy.2)

7~
0]

centro de

Q torgao

Figura 3.1 — Elemento sob acao de carregamento genérico
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Como o deslocamento u = ||u(x)|| e a fungdo de empenamento i = ¥ (z,y), tem-se
que u, independe da coordenada z. Com os deslocamentos u, u,, u., dados pela Equagao
(3.1), e desprezando as forgas de massa, obtém-se, a partir da Teoria da Elasticidade as

seguintes componentes de deformacao

Oy,
e = =0
€ 68517
U
Ey = a_yy = 0
€, = %uz =0
z
—8%—1—%——9’2—#9’2—0 32)
Ty T T T T
~ Ou, | Ou, Lo (O
= gy oy T W g, =0y Y
ou,  Ou, o oy
=Y — == — g | =2
Ty az+8y T+ By t(ay"‘x)
Pode-se portanto obter as componentes de tensao,
Op =0y =0, =Tyy =0
oY
J— — / —_—
Tez = G’sz - th (833' ) , (33)
, [ 9Y
Ty = Gy = GO, <8_y + a:)

ao se aplicar Lei de Hooke generalizada.

A partir da Equagao (3.3) observa-se que as tensoes normais sao nulas, consequente-
mente todos os pontos do sélido estao sujeitos a um estado de cisalhamento puro. Dessa
maneira, as tensoes cisalhantes precisam ser determinadas de modo que as condigoes de
contorno e as equacoes de equilibrio da Teoria da Elasticidade, sejam atendidas. Portanto,

a partir das equacoes de equilibrio e desprezando as forcas de massa, obtém-se:

0Ty, 0Ty,

=0. 4
ox dy 0 (34)

Substituindo-se a Equagao (3.3) em (3.4), tem-se:

 [0% 0%
% | 35 + oyt | =0
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em que a funcao de empenamento 1) deve satisfazer a seguinte condigao

9 0%

a qual representa uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, também conhecida
como equacgao de Laplace.

Segundo Timoshenko e Goodier (1980), devido a auséncia de forgas externas atuando
na superficie lateral da barra, a tensao de cisalhamento resultante tem a mesma direcao

da tangente ao contorno da secao. Deste modo, pode-se escrever

TozNa + TyzThy = 0, (36)

sendo n, e n, as componentes do vetor normal ao contorno da segao transversal.

Considerando-se as Figuras 3.2 e 3.3, sendo o vetor normal n(x) dado por

d d
n=(n,,n,)=(cos a,sin a):(%, —%), e a partir da substituicdo da Equacao (3.3) em
(3.6), as condigdes de contorno podem ser descritas da seguinte maneira:
oL, dy oY dx
Y _ -7 _ [ Z=Z ) 3.7
(833 y) dr (ay“" dr (37)

Figura 3.2 - Representagao do Figura 3.3 — Detalhe da malha de contorno
ponto x no contorno I em X

Sendo assim, o problema da torcao se reduz a obtencao da funcao de empenamento que

satisfaca a Equacao (3.5) e as condiges de contorno representadas pela Equagao (3.7).
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Em funcéo do vetor normal, a Equacao (3.7) ainda pode ser escrita como

dvdy ov ( di\  dy [ do
8xdF+8y( dr)_ydr x( dF) (3:8)

ou simplesmente,

0 0
8_;/}% + a—;jny = YNz — TNy, (3.9)
dy dx
adotando T Ng € = Ny

Define-se a derivada normal

px) = Vi) m(x) = 00 = () (- m.) = x:8(x), (3.10)

sendo t(x) = (—ny, n,) 0 vetor tangente ao contorno no ponto x. E possivel observar que
os vetores t e n sao ortogonais entre si, o que implica dizer que o problema de torcao é
solucionado por uma fungao de potencial ¥ (z,y) governada pela Equagao (3.5), sob as

condigoes de contorno da Equagao (3.8).

Para finalmente determinar o momento de inércia a torcao, faz-se necessario avaliar o
torque na secao transversal. A partir das expressoes para o calculo das tensoes cisalhantes
dadas pela Equagao (3.3) e observando a Figura 3.4, tem-se que o momento torcor é dado

por,

M, = /(I‘Tyz — YTy, )dSY, (3.11)
Q

o qual, substituindo-se a Equagao (3.3) em (3.11), ainda pode ser escrito como

c];?z :/Q [m (%”) W(%Z”)] did. (3.12)
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Figura 3.4 — Tensao cisalhante em x € )

Desenvolvendo-se a Equacao (3.12) chega-se a

M, M a¢
o _/( o " Yar )dQ+/Q(x2+y2)dQ, (3.13)

em que z° + y* = p?, sendo p a distancia da origem ao ponto x, como mostra a Figura

3.4. Portanto, a Equacao (3.13) pode ser reescrita como

sendo que o termo / p*dQ) corresponde ao momento polar de inércia Jy da secio.

[a@m)  Baw)
ox dy

Aplicando-se o Teorema de Green no termo — /
Q
uma integral de dominio, o mesmo se transforma em

_/Q [a(g;p) Oay) }dQ— /w (3.15)

A partir das Equacoes (3.14) e (3.15), observa-se que a Equagao (3.13) fornece

} d€), que representa

Ge, - /w x)dT" + Jp. (3.16)

Da mesma forma, aplicando-se o Teorema de Green ao momento polar de inércia, obtém-se

a seguinte integral de contorno,

JO—/ny[(y,x).(nx,ny)]dF, (3.17)
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e, portanto, o torque da secao transversal é calculado a partir
M, =G0, J, (3.18)

com J = — / P (x)p(x)dl’ + / zy[(y, x).(ng, n,)]dl igual ao momento de inércia & torgao
r r

da secao transversal do elemento estrutural.

O momento de inércia a tor¢ao, como ja mencionado, foi calculado pelo MEC a partir
das Equagoes (3.5) e (3.8), a equagao integral de contorno da fun¢ao de empenamento é

escrita por:

(0O + [ 7 H60dr = [ v xOpear, (319

r r
sendo x o ponto de campo, & o ponto fonte, ¥*(x,£) e p*(x,&) sdo, respectivamente,
a solucao fundamental da equacao de Laplace e o fluxo fundamental. Neste método
pode ocorrer situacoes em que hé integrais quasi singulares na montagem do sistema de
equagoes (segoes de parede fina). O programa implementado possui duas estratégias para
resolucao deste tipo de integral, a saber: transformada de Telles e uma outra estratégia

fundamentada na avaliagao analitica dessas integrais. Detalhes dessas estratégias podem

ser vistos em Hillesheim (2013).

As expressoes deduzidas anteriormente, para o calculo do momento de inércia a tor-
¢ao, estao sendo referenciadas em relacao ao centro de torcao, o qual, inicialmente, nao é
conhecido. Desse modo empregou-se a estratégia descrita em Hillesheim (2013), segundo
a qual expressa-se a funcao de empenamento referenciada ao sistema de eixos quaisquer
X, como pode ser visto na Figura 3.5, em relacdo aos quais obtém-se as coordenadas do

centro de tor¢ao (xg, ys).
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0,

Figura 3.5 — Determinacao do centro de tor¢ao

Area, Momento de Inércia a Flexao, Momento Estatico

Para a obtencao das demais grandezas geométricas aproveitou-se a malha de contorno,
definida para o calculo do momento de inércia a torcao, e aplicou-se o Teorema de Green
de modo a transformar integrais de dominio envolvidas na avaliacao dessas grandezas em
integrais de contorno. Sendo assim, a area da secao transversal, os momentos de inércia
a flexdo em relagao aos eixos y (eixo 2) e x (eixo 3), bem como, o produto de inércia,

podem ser calculados, respectivamente, a partir de:

A:/dQ:/MdQ: fxnzdf, (3.20)
Q o Oz r

2
I, :/y2dQ :/ UCTmpr jqfxy?nzdr, (3.21)
Q Q r

2
I, = / 220 = / N2Y) 4oy — 7{ x2yn,dT, (3.22)
Q o Oy r

1 2 1
L, = / TydQ) = —/ A7y) Q) = = ]{ z2yn,dr. (3.23)
Q 2 Ja 2 Jr
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Analogamente, os momentos estaticos em relacao aos eixos y e x sao dados, respecti-

vamente, por

I(zy)
M :/ dQ:/
Y Qy o Ox

= 7{ xyn,dl, (3.24)
r

M, = / 2dQ) = / Olxy)
Q Q 8y

3.2 Fator de Forma ao Cisalhamento

= 7{ xyn,dl’. (3.25)
r

Segundo Martha (2010), o fator de forma ao cisalhamento considera a distribuicao de
tensoes de cisalhamento na secao transversal associadas ao esforco cortante e pode ser
calculado por

A

Xvp = o
' Ae;c

(3.26)

em que Xy, representa o fator de forma ao cisalhamento em relagao ao eixo principal ¥,

A é a drea da secao transversal e AZ;C é a area efetiva ao cisalhamento.

Neste trabalho utilizou-se uma estratégia prépria para o célculo de Agjcc a partir da

discretizacao da secao transversal do elemento em faixas.

Primeiramente, o usuario fornece a malha de contorno da secao em relacao a um
sistema de referéncia x-y qualquer. Em seguida a origem deste sistema é transladada

automaticamente para o centroide, ja que as coordenadas,

1 1 . 0y 1
Teg = 7 Jowd2 = nga—y = 7 Jowynydl,

1 1 . 0@y 1
Yeg = 7 JoydQ = 1 Ja or A $p wynadl’,

(3.27)

do centroide, também podem ser obtidas aplicando-se o Teorema de Green, nos momento

estaticos.

Como ja mencionado anteriormente a formulacao do Método da Rigidez Direta, se-

gundo Gere e Weaver (1981), tem-se que a matriz de rigidez deve ser obtida em relagao
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aos eixos que formam os planos principais de flexao do elemento, necessitando entao do

calculo do angulo principal

1 215y,
Hp = 5 arctan (ﬁ) y (328)

Yeg = e

sendo que I, representa o produto de inércia, I, e I, os momentos de inércia em

cgYcg Yeg

relacao ao centroide, que sao facilmente obtidos aplicando-se o teorema dos eixos parale-
los, ja que I, I, e I, sdo dados pelas Equacoes (3.21), (3.22) e (3.23), respectivamente.
Definindo-se o angulo 6,, a malha de contorno que jd foi transladada para o centroide, é
rotacionada para os eixos principais (ver Figura 3.6). Com isso a drea efetiva ao cisalha-

mentos pode ser obtida a partir da expressao a seguir:

2
Yp Tp
Aefc - " M2 (y) ) (329)
Yp d
S =Y
y O
em que I, ¢ o momento de inércia em relagao aos eixos principais, o qual ¢ calculado
utilizando as expressoes da Resisténcia dos Materiais; M, (y) é o momento estatico em
relagdo aos eixos principais; b(y) é a largura da segao transversal no ponto y; sendo y;

e yp as ordenadas méxima e minima da malha de contorno final (ap6s ser transladada e

rotacionada), respectivamente.

Figura 3.6 — Discretizacao da secao transversal por faixas
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Para resolver a integral presente no denominador da Equacao (3.29) aplicou-se o pro-
cesso de Gauss Legendre, sendo definido um nimero de pontos de integracao por faixa

como mostra a Figura 3.7.

- EAVEa
I . Yneg
malha de contorno . /’%

faixa

Figura 3.7 — Detalhe de uma faixa da secao transversal

Logo, a integral presente na Equacao (3.29) pode ser calculada por

nstrip npg M2

Z Z b yy] ASt”ij’ (3.30)

=1 j=1 J

em que nstrip indica o nimero de faixas, npg o nimero de pontos de integracao por
faixa, Astrip a espessura da faixa, w; representa o fator de peso correspondente ao ponto
de integracao, M, (y;) é o momento estdtico calculado a partir da integral presente na
Equacao (3.24) de maneira analitica, como é mostrado na sequeéncia, e b(y;) é a largura
da secao no ponto j.

Processo Analitico para o Calculo do Momento Estatico

Como utilizam-se elementos lineares para discretizar a secao transversal, a Equa-
cao (3.24), que refere-se ao momento estatico M,, pode ser resolvida analiticamente.
Considerando-se o elemento linear da Figura 3.8, tem-se que o vetor normal n(x) nao
varia ao longo do seu comprimento, consequentemente sua componente n, ¢ uma cons-
tante. No caso em que os elementos de contornos sao horizontais (ou paralelos ao eixo
x,), o valor de n, ¢ igual a 0, o que implica na Equagao (3.24) também igual a 0 para
estes elementos. Com isso nota-se que para o cdlculo do momento estatico relativo a uma

determinada faixa, desconsidera-se elementos de contorno que eventualmente delimitam



35

a faixa de calculo (por serem paralelos a eixo z,).

Yo /n/
f/:(x)

x=(xy) el
n(x)

Figura 3.8 — Elemento linear de contorno

As coordenadas cartesianas podem ser escritas em funcao da coordenada natural

n € [0,1] a partir de

r=ux(n) =x; +nlcosh
(n) n | (3.31)

y=y(n) =y; +nlsind

em que z; e y; representam as coordenadas do né inicial do elemento de contorno (né )

e | o seu comprimento. J& o infinitesimal de contorno dI" pode ser calculado por

= () (%Y a2

d d
Como d_x =lcost e d—y = [sinf a Equacao (3.32) pode ser reescrita da seguinte forma:
U U

dl' = \/ (Icos6)® + (Isin 0)*dn = ldn. (3.33)

Sendo assim, substituindo-se as Equagoes (3.31) e (3.33) em (3.24), e lembrando que

n, € constante ao longo do elemento, chega-se a

1

M, =In, /(xz + nl cos 0)(y; + nlsin )dn. (3.34)
0

Resolvendo-se a equagao anterior obtém-se a expressao analitica para o momento estatico
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em relagao aos eixos principais, dada por

xilsinf  y;lcosf l%os@sin@)‘ (3.35)

Myp = nxl (xlyl + 5 + 9 + 3
Observa-se a partir da Equagao (3.30) que o momento estatico deve ser obtido em rela-
cdo aos pontos de integracao. Inicialmente, para o célculo de M, (y;) integravam-se os
elementos de contorno que se encontravam acima da ordenada do ponto de integracao, ou
seja, elementos cuja as ordenadas dos nés eram algebricamente maiores do que a ordenada

do ponto de integracao (Ynpg)-

Mas este processo de obtencao do momento estético apresentou uma certa imprecisao,
ja que existiam elementos de contorno que estavam sendo interceptados pelos pontos de
integracao, e nao eram considerados no calculo do momento estatico para aquela posicao.
Com o objetivo de melhorar a resposta, implementou-se uma rotina que ajusta a malha
de contorno as faixas de calculo e as retas que passem pelos pontos de integracao. Esse
processo de ajuste consiste na subdivisao do elemento de contorno interceptado em dois,
sendo o novo né da malha definido pelo ponto de intersecao das retas. Dessa forma, um

nd e um elemento de contorno serao criados automaticamente.

Da mesma maneira, a largura b(y;) é obtida em cada ponto de integracao. A estratégia
para seu calculo consiste na determinacao das abcissas dos pontos de interse¢ao entre uma
reta que passa pelos pontos de integracao e os elementos de contorno da malha, como se
indica na Figura 3.9. Notando-se que essas retas foram ajustadas a malha de contorno de
modo a sempre haver em cada ponto de interse¢do um né de contorno, o valor de b(y;)
(largura da secdo paralela ao eixo principal a altura do ponto de integragao) ¢ obtido
determinando a intersecao entre essa reta e a secao transversal.

Yo

npg

nos interceptados <
e )

furos

Figura 3.9 — Elemento linear de contorno
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Finalmente, ao determinar todas as grandezas de interesse em relagao ao pontos de in-
tegracao, e aplicar a Equagao (3.30) o fator de forma ao cisalhamento é incluido na matriz
de rigidez da estrutura. De maneira analoga calcula-se o fator de forma ao cisalhamento

na outra dire¢ao(x., ).



Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo apresenta-se a andlise de alguns problemas com intuito de validar o
programa computacional de portico espacial implementado. Buscou-se evidenciar sepa-
radamente a estratégia de calculo das propriedades geométricas das segoes transversais
e a modelagem de elementos estruturais que apresentam variagao de rigidez ao longo do
seu comprimento, deixando claro a incorporacao da formulacao do MEC ao Método da

Rigidez Direta.

4.1 Problema 1: Misulas

Os exemplos a seguir tem por objetivo justificar a estratégia adotada neste trabalho em
relacao a variacao inercial ao longo do comprimento de um elemento estrutural e validar

a formulacao implementada.

4.1.1 Misula reta

Neste exemplo tem-se andlise de uma viga em balanco com misula reta, com secao
transversal retangular e sujeita a uma carga concentrada no né j, como mostra a Figura

4.1.
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Figura 4.1 — Viga em andlise

Os resultados da analise linear desta viga, em termos dos deslocamentos e reacoes de
apoio, considerando-se o médulo de elasticidade longitudinal £ = 210G Pa e o coeficiente
Poisson v = 0, 3, foram comparados com os obtidos a partir do SAP20009. E importante
informar que a viga foi modelada somente com um elemento em ambos os programas,

admitindo uma variacao linear da altura.

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam-se, respectivamente, os deslocamentos do né j e as

reagoes de apoio da viga.

Tabela 4.1 — Deslocamentos linear (u,) e rotacao (¢,)

Deslocamento  Programa implementado SAP 2000

u, x 107°(m) —1,790 —1,790
¢, x 107°(rad) 1,087 1,087

Tabela 4.2 — Reacao de forca (f,) e momento (m,)

Reacao Programa implementado SAP 2000
f. x 10*(N) 1,000 1,000
m, x 10°(N.m) -3,000 -3,000

A partir das Tabelas 4.1 e 4.2 observa-se que os resultados obtidos pelo programa

desenvolvido foram coincidentes com os do SAP2000©

Com o objetivo de justificar este trabalho, esta viga foi novamente modelada no
SAP20009 utilizando-se clementos que apresentam secio transversal constante ao longo
do seu comprimento. Na Figura 4.2 tem-se os modelos adotados com suas respectivas

alturas, sendo que para a determinagao das alturas intermediarias aplicou-se a equacao
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hj — h;

+ b, (4.1)

em que h representa a altura intermedidria na posicao x ao longo do comprimento da viga.

-———_—

) Modelo 1 (b) Modelo 2 ) Modelo 3
(d) Modelo 4 (e) Modelo 5 (f) Modelo 6

Figura 4.2 — Viga em andlise

Na Tabela 4.3, apresentam-se os deslocamentos da extremidade livre da viga obtidos
a partir do SAP20009, sendo os mesmos comparados com os obtidos pelo programa
computacional desenvolvido, considerando a discretizacao da viga a partir de um elemento

de rigidezes variaveis.

Tabela 4.3 — Comparagao dos deslocamentos

‘ Modelos constantes do SAP 2000
Deslocamento  Variavel 1 2 3 4 5 6
u, x 107°(m) -1,79 | -5,10 -2,70 -2,30 -2,20 -2,20 -2,20
¢yx10’5(md) 1,087 4,50 2,50 2,00 1,70 1,70 1,60

Observando-se os deslocamentos calculados para cada um dos modelos apresentados
na Figura 4.2, verifica-se que a medida que a viga é discretizada com um nimero maior
de elementos constantes, os deslocamentos se aproximam dos obtidos com a formulacao
proposta nesta pesquisa, que convenientemente se aplica a modelagem de elementos com
secao variavel ao longo do eixo. Utilizando-se sete elementos para discretizar a viga, a
translaco na direcao z e a rotacio em y convergiram para —2,20x 10" °m e 1,60x 10 °rad,
respectivamente. A partir desta analise pode se dizer que, para este caso especifico, é

necessario adotar no minimo sete elementos constantes para simular uma misula reta.
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4.1.2 Misula parabdlica

Neste exemplo tem-se a andlise linear estatica de uma viga engastada e livre, com secao
transversal circular e diametro variando parabolicamente ao longo de seu comprimento,

como mostra a Figura 4.3.

As respostas, em termos de deslocamentos axial e vertical e rotagdes em relacao aos
eixos x e z do no k, sao comparadas com as respostas analitica e numérica apresentadas
por Murin e Kutis (2002), bem como com as obtidas a partir do programa SAP2000°.
Para a andlise numérica Murfn e Kutis (2002) utilizaram o programa Ansys© e elementos

BEAMA44 para a discretizacao da viga.

As propriedades fisicas do material sao £ = 200G Pa e G = 80G Pa. A viga apresenta
secao transversal com diametros iguais a d=0,15m, d=0,25m e d=0,10m nos pontos ¢, j e
k, respectivamente, e estd submetida a um carregamento nodal composto por F, = 2000,
F, = 1200N e M;, = 800N.m em sua extremidade livre. De acordo com Murin e Kutis

(2002), ao longo do comprimento da viga, o diametro foi aproximado por d(z) = — +

(3)- () ”

A\

Figura 4.3 — Misula parabdlica. FONTE:Murin e Kutis (2002)

Nas Tabelas 4.4 e 4.5 apresentam-se, respectivamente, os resultados do deslocamento
axial (na direc¢ao de x) e vertical (na dire¢ao de y) da extremidade livre da viga, sendo os

mesmos comparados com as respostas da literatura e do programa SAP20009.
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Tabela 4.4 — Deslocamento axial referente ao né k

n° de elementos 1, (107 "m)- deslocamento axial
Murin e Kutis (2002) Ansys Programa Implementado SAP 2000

1 9,798 - 8,800 -

4 - 9,506 9,760 9,911
6 ; 9.59 9.788 9,749
8 - 9,66 9,793 9,839
10 - 9,70 9,800 8,541
12 - 9,73 9,802 9,794
14 - 9,74 9,802 9,797
16 - 9.76 9.798 9,796

Tabela 4.5 — Deslocamento vertical referente ao né k

n° de elemento ,(10~"m)- deslocamento vertical
Murin e Kutis (2002) Ansys Programa Implementado SAP 2000

1 6,623 - 5,019 -

4 - 5,780 6,535 6,960
6 - 6,084 6,605 6,730
8 - 6,268 6,619 6,720
10 - 6,376 6,622 6,520
12 - 6,443 6,623 6,650
14 - 6,487 6,619 6,640
16 - 6,517 6,623 6,630

Nas Tabelas 4.6 e 4.7 mostram-se os resultados referentes a rotacao segundo as direcoes

x e z da extremidade livre da viga.
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Tabela 4.6 — Rotacao em relagao a x referente ao né k

n° de elemento ¢ (10" *rad)- rotacio
Murin e Kutis (2002) Ansys Programa Implementado SAP 2000

1 2,956 - 1,45 -

4 - 2,151 2,897 2,360
6 - 2,406 2,933 2,500
8 - 2,572 2,933 2,690
10 - 2,678 2,932 1,900
12 - 2,747 2,933 2,810
14 - 2,794 2,929 2,840
16 - 2,828 2,929 2,870

Tabela 4.7 — Rotacao em relagao a z referente ao no k

n° de elemento ¢.(10"*rad)- rotacao
Murin e Kutis (2002) Ansys Programa Implementado SAP 2000

1 3,117 ; 9,295 ;

4 - 2.912 3,085 3,300
6 - 2.988 3,111 3,150
8 - 3.037 3,116 3,160
10 - 3.064 3,117 2,860
12 - 3.080 3.117 3.120
14 - 3.090 3,116 3,110
16 - 3.096 3,117 3,110

Analisando as tabelas anteriores notou-se uma convergéncia mais rapida do programa
implementado, além disso os resultados se aproximaram mais da solucao analitica desen-
volvida em Murin e Kutis (2002) quando se compara com o pacote comercial Ansys®© e

SAP20009.

4.2 Problema 2: Laje por Analogia de Grelha

Neste exemplo tem-se a resolucao de uma laje isolada, analisada anteriormente por

Carvalho (1994).

Para isso, utilizou-se o método de analogia de grelha, o qual, segundo Carvalho (1994),
fundamenta-se na substituigao da placa (laje) por uma malha equivalente de vigas (grelha

equivalente).

A laje tem dimensoes de 4m x 4m e altura de 8 cm, quatro bordas apoiadas e estd
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submetida a um carregamento uniformemente distribuido igual a 5 kN/m?. O médulo
de elasticidade longitudinal é F = 28559M Pa e adotou-se, inicialmente, coeficiente de

Poisson igual a zero.

De acordo com Carvalho (1994), os parametros para analisar a laje do problema,
em termos das rigidezes, adota-se para os momentos de inércia e para a area da secao

transversal das vigas as seguintes expressoes:

A =bh
bh3
I = —
D
3
Lot
6

sendo b a largura da faixa referente a grelha equivalente, que obtida somando a metade
dos espacos entre os elementos vizinho, h a altura da laje, A drea da secao transversal
dos elementos, I e I; os momentos de inércia a flexao e a torcao, respectivamente. Para
este problema os valores dessas grandezas variam de acordo com a malha de elementos

utilizada.

As malhas consideradas foram geradas utilizando um gerador implementado neste
trabalho, o qual possibilita a visualizacao das mesmas através do pds processador Pos3D

(PUC Rio), como mostrado na Figura 4.4.
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(a) Grelha equivalente-Malha  (b) Grelha equivalente-Malha
2x2 4x4

(¢) Grelha equivalente-Malha  (d) Grelha equivalente-Malha
8x8 16x16

(e) Grelha equivalente-Malha
32x32

Figura 4.4 — Malhas utilizadas para modelar a laje

Avaliou-se inicialmente a flecha maxima da laje e os resultados obtidos foram com-
parados com os apresentados por Carvalho (1994) e os do programa SAP2000°, sendo
utilizados elementos do tipo SHELL para discretizar a laje (ver Tabelas 4.8 e 4.9). No
trabalho de Carvalho (1994) compararam-se os resultados calculados através da teoria de

placa delgada (solugao em série) com os obtidos por um software de andlise.
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Tabela 4.8 — Resultados de deslocamentos

Flecha Max. (mm)

Malha Programa Carvalho (1994)
2x2 4,567 4,559

4x4 4,560 4,552

8x8 4,437 4,432
16x16 4,326 4,363
32x32 4,302

Sol. em série

4,262

SAP 2000
3,94
4,23
4,261
4,266
4,267

Tabela 4.9 — Comparagoes dos resultados obtidos

Comparagoes

Prog./Carvalho (1994) Prog./SAP Programa/Sol. em série Carvalho (1994)/SAP

1,002 1,159
1,000 1,078
1,001 1,041
0,992 1,014

_ 1,008

1,072
1,070
1,041
1,015
1,009

1,157
1,078
1,040
1,023

A partir das comparagoes realizadas na Tabela 4.9, nota-se que o método de analogia

de grelha apresenta resultados mais conservadores quando comparados com o método

dos elementos finitos. Outro aspecto importante é que os resultados obtidos ficaram

proximos, portanto, validam o programa implementado.

Com o auxilio do programa

Pos3D (PUC Rio) é possivel comparar também a deformada obtida através do S AP2000©

e do programa implementado. A partir da Figura 4.5 observa-se que as deformadas obtidas

sao semelhantes.

(b) Deformada obtida pelo programa implementado com auxilio do Pos3D

(PUC Rio)

Figura 4.5 — Deformadas obtidas através do Método de Analogia de Grelha
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Outra grandeza avaliada foi o momento fletor na direcao de x no centro da laje. Este
esforgo interno também foi medido por Carvalho (1994) e com o objetivo de verificar a
influéncia do coeficiente de Poisson nos resultados o autor considerou a variagao desta
propriedade de zero a 0,4. Na Tabela 4.10 sao apresentados os resultados referentes ao
programa implementado, os valores obtidos a partir do software SAP2000© e também os

mostrados na literatura.

Tabela 4.10 — Esforco interno de elemento

Momento Fletor (m,)

v Programa Carvalho (1994) SAP 2000 Sol. em série

0 3,30 3,30 3,06 2,94
01 341 3,41 3.38 3,23
02 3,52 3,52 3,69 3,53
0,3 3,62 3,62 4,00 3,83
04 3,71 3,71 4,30 4,30

Nota-se que os valores de momento fletor do programa implementado apresentam
excelentes resultados quando comparados com Carvalho (1994). J& ao comparar com
SAP2000© observa-se uma diferenca pequena entre os valores, que ocorre devido a for-
mulacdo do MEF utilizada pelo SAP20009, uma vez que laje foi modelada utilizando

elementos de casca.

Ressalta-se que com a evolucao dos microcomputadores, ha atualmente recursos com-
putacionais, de baixo custo, que suportam a consideragao de modelos discretos complexos
de elementos finitos ou de elementos de contorno, os quais possibilitam a obtencao de
respostas precisas de sistemas estruturais quaisquer. Sendo assim, o método da analogia
de grelha, embora usado nesta dissertacao para fins exclusivos de mostrar a aplicacao da
formulacao proposta aqui em situacoes praticas de estruturas em concreto armado, na
verdade, ja nao mais se condiz a realidade de calculo estrutural nos dias de hoje. Fato
porém é que, mesmo diante dos avancgos alcangados, seja em termos de hardware, seja
em termos de formulagoes, a maioria dos programas comercias de dimensionamento de
estruturas em concreto armado amplamente difundidos no pais empregam o método da

analogia de grelha.
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4.3 Problema 3: Calculo das Propriedades Geomé-

tricas

Neste problema tem-se como objetivo evidenciar a estratégia implementada para o
caculo do fator de forma ao cisalhamento e demais propriedades geométricas da segao
transversal dos elementos como, por exemplo, drea e momentos de inércia. Para isso, sao
analisadas varios tipos de secoes transversais, tanto de parede espessa quanto de parede

fina.
4.3.1 Secoes de parede espessa

4.3.1.1 Secao trapezoidal e secao caixao enrijecida

As secoes transversais analisadas sao em forma de trapézio e caixao enrijecida, as quais

tém suas dimensoes (em centimetros) e malhas de contorno apresentadas na Figura 4.6.

12,5

—
18,75 I:l 6,25
L]

2

\3,12
& 3 fd
1 50
(a) Secgao das colunas- trapezoidal (b) Discretizacao da segao tra-
pezoidal
40
D
AT
| l
1 |
40
(c) Segdo das vigas- caixao enri- (d) Discretizacao da segado cai-
jecido xao0 enrijecido

Figura 4.6 — Secao trapezoidal e secao caixao enrijecida, e suas respectivas malhas de
contorno

Na Figura 4.7 mostra-se a discretizacao das secoes em faixas, lembrando-se que essas

malhas sao necessarias para o calculo do fator de forma ao cisalhamento.
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(a) Faixas na diregao 3 (b) Faixas na direcéo 2

(¢) Faixas na diregao 3 (d) Faixas na direcao 2

Figura 4.7 — Discretizagao das secoes em faixas

Na Tabela 4.11 tém-se os valores do fator de forma das segoes em funcao do ntimero
de faixas utilizadas na discretizagao e considerando-se dois pontos de integragao por faixa

(npg = 2). Nas Figuras 4.8 e 4.9 apresentam-se estes resultados graficamente.

Tabela 4.11 — Fator de forma ao cisalhamento das se¢oes com npg=2

npg=2
n° de faixas Trapezoidal Caixao Enrijecido
X3 X2 X3 X2
10 1,33 1,44 | 1,62 1,62
20 1,25 1,38 | 1,62 1,62
30 1,23 1,40 | 1,65 1,65
40 1,25 141 | 1,64 1,64
50 1,27 1,39 | 1,64 1,64
60 1,25 1,40 | 1,67 1,67
70 124 141 | 1,66 1,66
80 1,25 1,40 | 1,66 1,66
90 1,26 1,40 | 1,66 1,66
100 1,25 141 | 1,66 1,66
200 1,25 1,40 | 1,66 1,66
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Figura 4.8 — Comportamento do fator de forma ao cisalhamento (trapezoidal)
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Figura 4.9 — Comportamento do fator de forma ao cisalhamento (caixao enrijecida)

A partir da Tabela 4.11 e das Figuras 4.8 e 4.9, nota-se a convergéncia do fator de
forma ao cisalhamento nas duas direcoes. Para verificar a convergéncia do resultado da
se¢ao trapezoidal aumentou-se o nimero de faixas para duzentos e chegou-se aos valores de
3 =1,25 e xo = 1,40, que quando comparados com os valores obtidos pelo S AP20009
(xs =1,26 e xo = 1,49) estdo bem préximos.

No caso da secéo caixdo enrijecida, ao modelar a mesma no S AP20009 o fator de forma
ao cisalhamento foi de 1,65 para ambas as dire¢oes. Analisando os resultados obtidos pela
formulagao deste trabalho, observou-se que o fator de forma ao cisalhamento convergiu

para um valor de 1,66 nas direcoes 2 e 3, ou seja, um erro relativo de aproximadamente

0,6%.

Juntamente com fator de forma ao cisalhamento as demais propriedades geométricas

das secoes transversais foram calculadas. Na Tabela 4.12 tém-se os valores encontrados a



partir da formulacao desenvolvida neste trabalho, sendo os mesmos comparados com os

obtidos pelo SAP20009.

Tabela 4.12 — Propriedades geométricas da secoes transversais

o1

Trapezoidal Caixao enrijecida
Propriedades MEC SAP 2000 MEC SAP 2000
A(m?) 4,680E-02 4,680E-02 | 7,544E-02 7,540E-02
L., (m*)* 1,230E-04 1,239E-04 | 1,286E-03 1,285E-03
I, (m*)* 6,333E-04 6,333E-04 | 1,286E-03 1,285E-03
I, (m* 2.925E-04 2,937E-04 | 1,922E-03 1,873E-03
Teg(m)™ 0,25 0,25 0,20 0,20
Yeg ()™ 0,069 0,069 0,20 0,20
Ty (M) 0,45 - 0,20011 -
Yo (M) 0,093 ; 0,20011 ;

*Momento principal de inércia
**Coordenadas do centroide

***Coordenadas do centro de torcao

Observa-se que foram obtidos resultados excelentes, quando se comparam as demais
propriedades geométricas da secao calculadas pela formulacao desenvolvida neste trabalho,

com a formulacéo utilizada no SAP2000©.

Com a intencao de avaliar a influéncia do numero de pontos de integracao, o fator
de forma ao cisalhamento foi novamente calculado considerando-se trés pontos de inte-
gragao por faixa. Na Tabela 4.13 mostram-se os resultados obtidos para os duas secoes
transversais em anélise, sendo os mesmos apresentados de forma grafica nas Figuras 4.10

e4.11].

Tabela 4.13 — Fator de forma ao cisalhamento para as se¢oes considerando npg=3

npg=3
n° e faixas Trapezoidal Caixao Enrijecido
X3 X2 X3 X2
10 127 1,39 | 1,71 1,71
20 1,26 141 | 1,64 1,64
30 1,25 1,40 | 1,67 1,67
40 1,25 1,40 | 1,66 1,66
50 1,25 1,41 | 1,65 1,65
60 1,26 1,40 | 1,66 1,66
70 1,25 1,40 | 1,65 1,65
80 1,25 1,40 | 1,65 1,65
90 1,25 1,40 | 1,66 1,66
100 1,25 1,40 | 1,65 1,65
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Figura 4.10 — Comportamento do fator de forma ao cisalhamento (trapézio)
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Figura 4.11 — Comportamento do fator de forma ao cisalhamento (caixao enrijecida)

Analisando a Tabela 4.13, e as Figuras 4.10 e 4.11, nota-se que o comportamento do
fator de forma ao cisalhamento considerando-se npg = 3 é semelhante ao obtido utilizando-

se dois pontos de integracao por faixa, validando entao a formulacao implementada.

Em relagao a secao trapezoidal, com base nos resultados descritos anteriormente,
considerando-se dois e trés pontos de integracao, pode-se afirmar que o valor do fator
de forma ao cisalhamento nas direcoes 2 e 3 sao, respectivamente, 1,40 e 1,25. Ao com-
parar esses resultados com os valores encontrados no SAP20009, tem-se um erro relativo

de 0,8% na direcao 3 e de 6% na direcao 2.

Da mesma maneira, observando-se os resultados para a se¢ao caixao enrijecida conclui-
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se que o fator de forma ao cisalhamento calculado pelo programa computacional desen-
volvido foi de 1,66 em ambas as direcoes, o que significa um resultado excelente quando

se compara com SAP2000©.

4.3.1.2 Secao cantoneira

Neste exemplo faz-se a andlise da se¢ao transversal do tipo cantoneira mostrada na
Figura 4.3.1.2 juntamente com a malha de contorno adotada (ver Figura 4.12(b)). Por
ser uma secao assimétrica o calculo de todas as propriedades é realizado em relagao aos
eixos principais. Neste caso fica evidente a estratégia descrita no item 3.2, em destaque

para obtencao dos eixos principais, e rotacao da malha de contorno adotada.

2 2
3p ]
5cm
50 cm i
7i‘ Cg
- 1
1 50 cm
(a) Geometria e dimensdes da se¢ao (b) Malha de contorno da secéo

Figura 4.12 — Secao cantoneira

Na Figura 4.13 é apresentado a discretizacao da segao transversal em faixas.

¢

(a) Faixas na direcao (b) Faixas na direcao
3 2

Figura 4.13 — Discretizagao da secao cantoneira em faixas
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Os resultados referentes ao fator de forma ao cisalhamento, considerando-se dois e trés

pontos de integracao sao mostrados na tabela 4.14.

Tabela 4.14 — Fator de forma ao cisalhamento para a secao cantoneira

npg=2 npg=3

o
n® e faixas X3, X2, X3, X2,

10 1,17 12 1,17 1.2
20 1,17 1,2 1,17 1.2
30 1,17 12 1,17 1,2
40 1,17 1,2 1,17 1,2
50 1,17 1,2 1,17 1,2
60 1,17 1,2 1,17 1.2
70 1,17 12 1,17 1.2
80 1,17 1,2 1,17 1,2
90 1,17 1,2 1,17 1,2

100 1,17 1,2 1,17 1.2

Nota-se a partir dos resultados obtidos que o fator de forma ao cisalhamento convergiu
para Y3, = 1,17 e x, = 1,20. Comparando com os valores fornecidos pelo S AP2000©
(xs, = x2, = 1,19), verifica-se um erro relativo de 1,7% para a direcdo 3, e de 0,8
% na dire¢do 2,. As demais propriedades geométricas da se¢ao transversal podem ser

visualizadas na Tabela 4.15.

Tabela 4.15 — Propriedades geométricas para se¢ao cantoneira

Propriedades MEC SAP 2000

A(m?) 4,750E-02  4,750E-02
I, (m*) 1,791E-03  1,791E-03
I3, (m?) 4,590E-04  4,590E-04
Ln(m?) 4,035E-05  3,940E-05

Teg(m) 0,1434  0,1434
Yeg(m) 0,1434 0,1434
Tm(m) 0,028 -
Ym (M) 0,028 -

4.3.2 Secoes de parede fina

Na pratica da engenharia geralmente as estruturas de aco possuem secoes transversais

compostas de paredes finas (espessura da ordem de mm).

Sendo assim, neste item tem-se novamente o calculo das propriedades geométricas das
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secoes caixao enrijecida e cantoneira do exemplo 4.3.1, no entanto se reduziu a espessura

das paredes destas segoes para 4mm e 10mm, respectivamente.

4.3.2.1 Secao caixao enrijecida

Na Tabela 4.16 tem-se o fator de forma ao cisalhamento, considerando dois e trés
pontos de integragao por faixa e a mesma malha de contorno apresentada na Figura

4.6(c). Nas Figuras 4.14 e 4.14 é possivel visualizar estes resultados graficamente.

Tabela 4.16 — Fator de forma ao cisalhamento (caixao enrijecido-4mm)

npg=2 ‘ npg=3

n° e faixas x2 = x3 | X2 = X3
10 2,04 2,04
20 2,04 2,02
30 2,01 1,98
40 2,02 1,99
50 1,97 1,99
60 1,98 2,00
70 1,99 2,00
80 1,99 2,00
90 1,99 2,00
100 2,00 1,99
25 A—A—ADirecdo2e 3
2,3 -
= 2_ A—A A A , A A A A A
1,8 -
1,5 | | | | |
0 20 40 60 80 100
n° de faixas

Figura 4.14 — Comportamento do fator de forma ao cisalhamento com npg = 2
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2,57 ¢+ ¢ Direcdo2e3
2,3
R 2 Y
1,8 -
1,5 | | | | |
0 20 40 60 80 100
n° de faixas

Figura 4.15 — Comportamento do fator de forma ao cisalhamento com npg = 3

Analisando os valores do fator de forma ao cisalhamento presentes na Tabela 4.16 e
nas Figuras 4.14 e 4.15, nota-se que o resultado converge para o valor de 2,00 nas diregoes
2 e 3. Comparando com o valor obtido pelo pacote comercial SAP20009, de 1,99, tem-se

um erro relativo de 0,5%.

Na Tabela 4.17 encontra-se a comparacao das demais propriedades geométricas da

secao caixdo enrijecida calculadas pelo programa desenvolvido e pelo software SAP20009.

Tabela 4.17 — Propriedades geométricas- secao caixao enrijecida de espessura 4mm

Propriedades MEC SAP 2000
A(m?) 9,456 E-03  9,456E-03
L, (m*) 1,857E-04 1,857E-04
I, (m*) 1,857E-04 1,857E-04
I, (m*) 2,519E-04 2,507E-04
Teg(m) 0,2 0,2
Yeg () 0,2 0,2
T (m) 0,2002 -
Ym(m) 0,2002 -

4.3.2.2 Secao cantoneira

Nas tabelas abaixo apresentam-se os resultados para a se¢ao cantoneira e observa-

se uma excelente concordancia com o SAP2000©. Para o caso do fator de forma ao
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cisalhamento calculou-se um erro relativo de 0,8% na direcao 3, ji na direcao 2 o resultado
foi coincidente, uma vez que o software SAP20009 retorna os valores de y3 = 1,19 e

Yo = 1, 20.

Tabela 4.18 — Fator de forma ao cisalhamento (cantoneira-10mm)

npg=2 npg=3
n®e faixas X3 X2 | X3 X2
10 1,20 1,20 | 1,20 1,20
20 1,20 1,20 | 1,20 1,20
30 1,20 1,20 | 1,19 1,20
40 1,20 1,20 | 1,20 1,20
50 1,20 1,20 | 1,20 1,20
60 1,20 1,20 | 1,20 1,20
70 1,20 1,20 | 1,20 1,20
80 1,20 1,20 | 1,20 1,20
90 1,20 1,20 | 1,20 1,20
100 1,20 1,20 | 1,20 1,20

Tabela 4.19 — Propriedades geométricas- segao cantoneira de espessura 10mm

Propriedades MEC SAP 2000

A(m?) 9.900E-03  9.900E-03
I, (m*) 4.043E-04 4.043E-04
I3, (m*) 1.012E-04 1.012E-04
I, (m?%) 3.292E-07 3.292E-07
Teg(M 0,1287 0,1287
Yeg(m) 0,1287 0,1287
T (M) 0,00506 -

Y (M) 0,00506 -

Com o calculo das propriedades geométricas das segoes transverisais mostradas nes-
ses exemplos, as mesmas sao incorporadas na formulagao do Método dos Deslocamentos
(ou Rigidez Direta) implementada neste trabalho, possibilitando assim realizar a andlise

estrutural.

4.4 Problema 4: Edificio de 10 Pavimentos

Este exemplo trata da andlise estrutural linear de um edificio de 10 andares. O prin-
cipal objetivo é verificar a possibilidade que o programa implementado possui de resolver

estruturas com nimero maiores de elementos estruturais, além de verificar a formulagao
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implementada. Na Figura 4.16 apresenta-se o pértico em questao, sendo que os nds que
se encontram no nivel 0, em destaque na Figura 4.16(b), possuem todos os seus graus de

liberdade restringidos.

éﬁ%
425_152_4_;7
jesesis=ag »
L L
Si=
i
[ L, K
e e LN ;
N H :
RS
(a) Malha de superelemen- (b) Condigoes de contorno e
tos estruturais sistema de referéncia global
(x-y-z) adotado.  FONTE:
SAP2000©

Figura 4.16 — Edificio de 10 andares

O portico foi discretizado com 1450 elementos de pértico espacial totalizando 1292
nés. Os elementos horizontais (vigas) possuem 6m de comprimento e o pé direito deste

edificio é de 3m.

As segoOes transversais empregadas, tanto nas vigas quanto nas colunas, tém forma

retangular, e suas dimensoes estao descritas na Tabela 4.20.

Tabela 4.20 — Dimensoes das segoes transversais

Elemento Sec¢ao hxb

0,10x0,20

0,20x0,20

Colunas  0,30x0,20
0,40x0,20

0,50x0,20

Vigas 0,40x0,20

Nos porticos localizados nas extremidades do edificio foi adotada uma variacao de
rigidez (linear) nas colunas a partir do 7° pavimento (ver Figura 4.17), para isso variou-se

a altura da secao de 0,5 m a 0,1 m.
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Figura 4.17 — Variacao inercial. FONTE: SAP2000©

Adotou-se concreto com coeficiente de Poisson igual a 0,2 e fo. = 20M Pa, sendo assim
de acordo com a NBR6118 (2014) tem-se o médulo de elasticidade longitudinal secante
E, =19158M Pa.

O carregamento aplicado neste edificio consiste em sobrecarga de parede na vigas e
0 peso préprio (7., = 2500K gf/m?) dos elementos estruturais. No software SAP2000©
este tipo de carregamento permanente (peso préprio) é considerado automaticamente, ja
no programa implementado simulou-se a carga manualmente. Nas Tabelas 4.21 e 4.22
tém-se os valores do peso proprio para os elementos estruturais que compoem o edificio.
Para modelar a carga nas colunas que apresentam variacao inercial, utilizou-se um tipo
de carga genérica implementada no programa. Neste caso foi fornecido o valor da carga

(peso préprio) em trés pontos do elemento,a saber, 0, L./2 e L.

Tabela 4.21 — Pesos préprios nos elementos constantes

Elemento Secao  Carga (N/m)

Colunas h=50cm 2500
Vigas/colunas h=40cm 2000
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Tabela 4.22 — Peso préprios nos elementos variaveis
Carga (N/m)

Variagao (hi-hy) 0  L/2 L
50cm - 40cm 2500 2250 2000
40cm - 30cm 2000 1750 1500
30cm - 20cm 1500 1250 1000
20cm - 10cm 1000 750 500

Além da carga permanente, as vigas estao sob agao da sobrecarga de parede e reacoes
das lajes devido ao seu peso proprio. Com isso calculou-se uma carga de aproximadamente
5kN/m, em que considerou um pé direito de 3m, e uma carga de 4k N/m referente a reagao
da laje. Deste modo, a carga resultante nas vigas de extremidade e nas vigas centrais foi

de 11kN/m e 15kN/m, respectivamente.

Nas tabelas 4.23, 4.27 e 4.25, tem-se resultados das amostras selecionadas do edificio
em analise referentes a deslocamentos nodais, esforcos internos de elementos e reagoes,

sendo os mesmos comparados com os valores obtidos no software S AP20009.

As amostras dos nos analisados, para os deslocamentos, podem ser visualizados na
Figura 4.18, sendo que i varia de acordo com a Tabela 4.23 (210, 215, 220, 225, 230, 235,
240, 245, 250, 255) e j varia de acordo com a altura dos pavimentos, os quais possuem pé

direito de 3m.

6m

/ e
noé#i (-3;0;z=))

z=j
altura do pavimento

.
-
e
-

6m 6m 6m

Figura 4.18 — Nés analisados



Tabela 4.23 — Deslocamentos

Uz(mm) Uy(mm) Ry(rad)

, Prog. Imple. -2,63E-02 -6,93 -1,5E-05
nO#210 " gap o000 -2,63E8-02 693  -14E-05
, Prog. Imple. -4,66E-03 -13,14 9,6E-05
nO#215 gaAp 9g00  -4.67E-03  -13.04  9.6E-05
64220 Prog. Imple. -6,08E-03 -18,63 1,42E-04
SAP 2000 -6,06E-03 -18,63  1,43E-04

j Prog. Imple. -5,13E-03 23,41  1,085-04
nO#225 gAp 9000 -509E-03 2341  1.98F-04
64230 Prog. Imple. -4,28E-03  -27,50 2,43E-04
SAP 2000 -4,23E-03 -27,51  2,42E-04

j Prog. Imple. -3,68E-03 -30,91  2,80E-04
nO#235 GAp 9000 -3.62B-03 -30.91  2.79F-04
64240 Prog. Imple. -3,47E-03 -33,63  3,12E-04
SAP 2000 -3,39E-03 -33,63  3,10E-04

j Prog. Imple. -5,07E-04 -35,67  3,14E-04
nO#245gAP 2000 -4.39F-04  -35.67  3.11E-04
64250 Prog. Imple. -3,35E-02  -37,04  3,69E-04
SAP 2000  -3,34E-02  -37,04  3,67E-04

j Prog. Imple. 1,20BE-01  -37,74  4,08E-04
nO#255  gAP 2000 119E-01  -37.74  4.03E-04

Na Tabela 4.24 tem-se a localizagao dos nos restringidos

Tabela 4.24 — Coordenadas dos nos restringidos

Coordenadas (m)

né#1
no#52
n6#103
n6#154
no6#205
no#256
no6#307
no#358
no6#409
no6#460
no#511
no#562

X
-9,00
-9,00
-9,00
-3,00
-3,00
-3,00
3,00
3,00
3,00
9,00
9,00
9,00

y
-6,00
0,00
6,00
-6,00
0,00
6,00
-6,00
0,00
6,00
-6,00
0,00
6,00

Z
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
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Tabela 4.25 — Reagoes calculadas
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F,(kN) F,(kN) F,(kN) M,(kN.m) M,(kN.m) M,(kN.m)
Prog. Imple. 7,22 4,64 733,31 -4,64 7,21 -0,001
no#l
SAP 2000 722 4,64 733,60 -4,63 7,21 -0,001
Prog. Imple. 8,50 0,00  1204,07 0,00 8,46 0,00
no#52
SAP 2000 8,50 0,00  1201,06 0,00 8,46 0,00
Prog. Imple. 7,22 4,64 733,31 4,64 7,21 0,001
né#103
SAP 2000 7,22 -4,64 733,60 4,63 7,21 0,001
Prog. Imple. 0,29 551 114805  -5,50 0,33 0,0002
né#154
SAP 2000 0,29 551  1148,00  -5,50 0,33 0,0002
Prog. Imple. 0,02 0,00  1851,62 0,00 0,08 0,00
n64205
SAP 2000 0,02 0,00  1851,74 0,00 0,08 0,00
Prog. Imple. 0,29 5,51 114805 5,50 0,33 -0,0002
né#256
SAP 2000 0,29 55,51 1148,00 5,50 0,33 -0,0002
Prog. Imple.  -0,29 5,51 1148,05 -5,50 -0,33 -0,0002
né#307
SAP 2000  -0,29 551 1148,00  -5,50 -0,33 -0,0002
Prog. Imple.  -0,02 0,00  1851,62 0,00 -0,08 0,00
né#358
SAP 2000  -0,02 0,00  1851,74 0,00 -0,08 0,00
Prog. Imple.  -0,29 -5,51 1148,05 5,50 -0,33 0,0002
n64409
SAP 2000  -029  -551  1148,00 5,50 -0,33 0,0002
Prog. Imple.  -7,22 4,64 733,31 -4,64 -7,21 0,001
n64460
SAP 2000  -7,22 4,64 733,60 -4,63 7,21 0,001
Prog. Imple. -850 0,00  1204,07 0,00 -8,46 0,00
né#511
SAP 2000 -850 0,00  1201,06 0,00 -8,46 0,00
Prog. Imple. 722 464 733,31 4,64 7,21 -0,001
né#562
SAP 2000  -722  -464 733,60 4,63 7,21 -0,001
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Para a comparacao dos esforgos internos, a localizacao dos nds pertencentes aos ele-

mentos amostrais, em termos das coordenadas, podem ser vistas na Tabela 4.26.

Tabela 4.26 — Localizacao dos nés pertencentes aos elementos analisados

Coordenadas (m)

X y z
Bl 0 00 06
mps 0 o 10k
Blmgoos 7 T 000
pgsz o U 00 o
Elm#1085 EZE 288 ;58 ;188

Tabela 4.27 — Esforcos internos de elemento

Fi(kN) Fy(kN) F3(kN) My(kN.m) My(kN.m) Ms(kN.m)

, . Prog. Imple. 733,30 7,22 4,64 0,00 4,64 7,21

— nO#LGAp o000 733.60 722 4.64 0,00 4,63 7.21
wGup Prom Tmple. 7T3LE0 722 464 0,00 1,85 2.87

SAP 2000 732,10 7,22 464 0,00 1,85 2.87

 Prog. Imple. 27570 14,92 11,03 0,00 3,49 470

Flm33 nO#L GAP o000 275.96 1403 1104 0,00 3.49 4,70
. Prog. Imple. 274,40 14,92 11,03 0,00 3,13 4,26

SAP 2000 27461 14,93 11,04 0,00 3,13 425

 Prog. Imple. 314 6,60 0,00 0,00 0,00 13,82

Flm698 WAL GAP 2000 322 660 0,00 0,00 0,00 13,82
wp Prom Tmple 314 660 0,00 0,00 0,00 13,82

SAP 2000 3,22 6,60 0,00 0,00 0,00 13,82

 Prog. Imple. 1,14 900 0,00 0,00 0,00 20,66

Flm 523 nO#LGAP 2000 113 900 0,00 0,00 0,00 20,66
wopp Pros Tmple. 114900 0,00 0,00 0,00 20,66

SAP 2000 1,13 9,00 0,00 0,00 0,00 20,66

 Prog. Imple. 0,92 1853 0,00 0,15 0,01 6,36

Elms1 085“"#1 SAP 2000 091 1851 0,00 0,15 0,01 6,40
\Gup From Tmple 0,92 3L73 0,00 0,15 0,01 93,79

SAP 2000 091 31,71 0,00 0,15 0,01 93,73

Na Figura 4.19 tem-se a deformada do edificio.
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Figura 4.19 — Deformada

A partir dos resultados encontrados anteriormente, nota-se que o programa desenvol-
vido apresenta uma capacidade satisfatoria. Grandezas importantes como deslocamentos

e esforgos foram obtidas de maneira precisa, validando a formulacao adotada.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Conclusoes

Nesta pesquisa para a dissertagao, apresentou-se uma formulagao do Método da Rigi-
dez Direta (ou dos Deslocamentos) para a modelagem de elementos de pértico espacial,
de sec¢oes quaisquer, com caracteristicas geométricas variaveis ao longo de seu eixo, e sob
acao de diversos tipos de carregamentos. As estratégias propostas, que também incluem
a consideracao de efeitos de cisalhamento (calculo do fator de forma ao cisalhamento),
foram implementadas computacionalmente em processos amigaveis de modo a facilitar o

fornecimento de dados de sistemas estruturais com caracteristicas geométricas complexas.

A formulagao implementada foi validada através da resolucao de varios problemas,
para os quais resultados muito satisfatorios, foram obtidos. Referindo-se a consideragao
do MEC para a determinagao de grandezas associadas ao problema de tor¢ao (constantes
de tor¢ao), vé-se que o programa ganha muito em eficiéncia e facilidade de modelamento,
uma vez que aplicando-se o MEC nao se faz necessério a discretizacao de dominio. Secoes
de parede esbelta ou espessa também podem ser eficientemente modeladas, de forma uni-
ficada, via a formulagao do MEC implementada. Adicionalmente, as malhas de contorno,
usadas na determinacao das constantes de torcao, sao prontamente adotadas para o cal-
culo de todas as outras propriedades geométricas (areas, momentos principais de inércia
a flexao, fator de forma ao cisalhamento) necessérias a obtengao da matriz de rigidez de

portico.

A partir da analise do problema dado no item 4.1, observa-se a conveniéncia da formu-

lacao desenvolvida para o Método da Rigidez Direta, que possibilita modelar elementos
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estruturais que apresentam variacao de rigidezes ao longo do seu comprimento de forma
simples e geral. Neste problema, avaliou-se o niimero de elementos estruturais de segoes
transversais constantes necessarios (em comparacao ao SAP20009) para modelar uma
viga em misula reta. Conclui-se que para uma estrutura com diversos elementos que
possuam variacao de rigidezes de forma complexa, o processo de discretizacao destes ele-
mentos usando secoes transversais constantes pode se tornar impraticavel. No programa
implementado, existe a possibilidade de se considerar func¢ées polinomiais de até 4° grau
para a interpolacao das grandezas geométricas que constituem a matriz de rigidez, que,
obviamente, torna a formulagao muito adequada em situagoes de variagoes genéricas de

caracteristicas da se¢ao ao longo do elemento.

Em 4.3 modelaram-se varias secoes transversais com o objetivo de calcular suas respec-
tivas propriedades geométricas. Observou-se que com a formulacao implementada para o
calculo das grandezas geométricas via MEC, tornou o programa de analise linear bastante
flexivel, pois verificaram-se resultados satisfatorios para secoes de parede fina e espessas.
Quanto a forma geométrica da se¢ao, comprovou-se que, a partir dos valores descritos no
item 4.3, mesmo apresentando uma certa complexidade, as propriedades foram calculadas
de maneira bem precisa. Em relacao a estratégia para o calculo do fator de forma ao
cisalhamento, as segoes transversais modeladas foram analisadas variando o nimero de
faixas e também o numero de pontos de integracao. De acordo com as Figuras 4.8, 4.9,
4.10 e 4.11, nota-se que o fator de forma apresenta um comportamento de convergéncia.
Ao observar as Tabelas 4.11, 4.13, nota-se uma pequena variacao do valor calculado, o que
se explica devido a variacoes de valores da funcao que se integra, M; (y)/b(y), em funcao
das abcissas dos pontos de integracao, que na verdade variam com o ntimero de faixas e
de pontos de integracao considerados ao longo da secao transversal. No caso da secao can-
toneira em que apresenta uma variagao de b(y) (largura da segao no ponto y) mais suave,
o valor do fator de forma ao cisalhamento se manteve constante mesmo ao variar o nu-
mero de faixas e pontos de integracdo. Ao comparar os valores de x3 e s calculados pelo
programa desenvolvido neste trabalho com os obtidos pelo pacote comercial SAP20009,
a secdo trapezoidal, por exemplo, apresentou-se erro relativo de aproximadamente 0,8%

na diregao 3 e de 6% na diregao 2.

No exemplo 4.4, tenta-se mostrar uma aplicagao das estratégias desenvolvidas em uma

estrutura real de um edificio, com ntmero razoavel de graus de liberdade para situagoes
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praticas, e submetidas a cargas reais como o peso proprio, peso de alvenarias. Com-
paracoes com SAP20009 indicam resultados excelentes, e também evidencia-se aqui a

importancia do gerador de dados do modelo, sem o qual seria impossivel a sua geragao.

5.2 Aspectos futuros

A partir das formulagoes desenvolvidas no ambito desta pesquisa, identificaram-se
alguns outros topicos relevantes para serem abordados em trabalhos futuros, entre os

quais destacam-se:

e Extensao do programa computacional de modo a incorporar aplicacoes especificas
ao dimensionamento de estruturas (espaciais) em concreto armado, que tipicamente

possui secoes variaveis devido a fissuracao;
e Inclusao de opcoes de tor¢cao nao uniforme em secoes arbitrarias;

e Extensao das formulagoes desenvolvidas para a realizagao de analises dinamicas no
dominio do tempo e frequéncia, uma vez que a estratégia empregada para modelar
elementos com secoes varidveis igualmente se aplica para o calculo (numérico) das

matrizes de massa e de amortecimento;

e Extensao das formulagoes desenvolvidas para a realizacao de andlises nao lineares

fisicas e geométricas de sistemas estruturais espaciais;

e Acoplamento solo-pértico, em que se modele a estrutura via o Método desenvolvido

na presente pesquisa e o solo via Método dos Elementos de Contorno (MEC);

e Acoplamento do modelo de pértico com lajes e cascas modeladas via elementos

finitos.
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