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|RESUMO

Este trabalho tem como principais objetivos o estudo e a implementagdo computacional
de formulagdes geometricamente ndo-lineares para elementos finitos reticulados planos
encontradas na literatura recente. Essas formulagdes, além de permitir a determinagido da matriz
de rigidez e do vetor de forgas internas de forma direta, podem ser acopladas com relativa
facilidade a varias estratégias de solugdo nao-linear.

Procurando fornecer diferentes opgdes de modelagem de problemas de instabilidade
usando esses elementos finitos reticulados planos, foram implementadas as seguintes
formulagdes geometricamente ndo-lineares: (i) formulagdes definidas por Alves (1993b) e
Torkamani et al. (1997), implementadas aqui com procedimentos distintos de se avaliar o vetor
de forgas internas: forma fotal e forma incremental; (ii) formulagdes propostas por Yang e Kuo
(1994), que se basearam em modelos linearizado, linearizado-simplificado e com termos de
ordem elevada; foram ainda introduzidas por esses autores duas abordagens diferentes,
implementadas neste trabalho, de obtencdo do vetor de forgas internas: deslocamentos naturais
incrementais e rigidez externa; e (iii) formulacdes em referencial Lagrangiano total, propostas
por Pacoste e Eriksson (1997), baseadas em diferentes relagdes cinematicas e defini¢des de
deformagdes; cinco formulagdes foram sugeridas por esses pesquisadores, onde todas foram
testadas no presente trabalho.

Essas formulagoes foram adaptadas a metodologia de solugdo ndo-linear que usa o
método de Newton-Raphson (Silveira, 1995), acoplado as diferentes estratégias de incremento
de carga e de iteracdo que permitem a ultrapassagem de pontos criticos (bifurcagio e limite) que
possam existir ao longo da trajetoria de equilibrio.

A avaliagdo da eficiéncia computacional dessas formulagdes ¢ feita no final do trabalho

através da analise de problemas estruturais fortemente nao-lineares encontrados na literatura.
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» Silveira, R.AM. (1995). Analise de Elementos Estruturais Esbeltos com Restricdes Unilaterais de
Contato. Tese de Doutorado. PUC-RIJ, Rio de Janeiro, RJ.

¢ Torkamani, M.A.M., Sonmez, M. e Cao, J. (1997). Second-Order Elastic Plane-Frame Analysis Using
Finite-Element Method. Journal of Structural Engineering, Vol 12, N° 9, p. 1225-1235.

¢ Yang, Y.B. e Kuo, S.B. (1994). Theory & Analysis of Nonlinear Framed Structures, Prentice Hall.



| ABSTRACT

The main objectives of this work are the computational implementation and study of
geometrically non-linear formulations for two dimensional frame elements. In the formulations
here studied, the stiffness matrix and the internal forces vector can be obtained directly, and
they can be easily coupled to different non-linear solution strategies.

In order to give different options for the solutions of instability problems these two
dimensional frame elements, the following geometrically non-linear formulations were
implemented: (i) Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997) formulations, where two different
procedures to obtain the internal forces vector (fotal and incremental approaches) were tested;
(i) Yang and Kuo (1994) formulations, where a simplified, a linear-simplified and a higher
order planar frame element were used, these authors introduced two methodologies to obtain the
internal load vector: natural deformation and external stiffness approaches; (iii) Pacoste and
Eriksson (1997) formulations, where a total reference frame (total Lagrangian formulation) was
adopted, and different kinematic assumptions and strain definitions were used; five different
formulations were presented and tested in the present work.

These formulations were coupled to the non-linear solution methodology implemented
initially by Silveira (1995), which solves the resulting non-linear equations and obtains the non-
linear equilibrium paths through the Newton-Raphson method together with path following
techniques, such as the arc-length schemes proposed by Crisfield and orthogonal residual
procedures derived by Krenk.

The performance and capacity of these formulations are illustrated by means of several

numerical examples.
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1
INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERACOES GERAIS

O desenvolvimento de novos materiais e técnicas construtivas, bem como o0s
recursos computacionais disponiveis hoje, tém levado ao emprego de elementos
estruturais cada vez mais esbeltos. A medida que se aumenta a esbeltez de um dado
elemento estrutural, este torna-se cada vez mais susceptivel a sofrer grandes deflexdes
laterais, que tendem a ocorrer antes da ruptura fisica. Para se projetar esse tipo de
estrutura deve-se usar o chamado critério de estabilidade. O estudo da ndo-linearidade
geométrica desses elementos estruturais torna-se, portanto, cada vez mais importante,
possibilitando em certos casos o aparecimento de multiplas configuragdes de equilibrio
(estaveis ¢ instaveis), e a existéncia de pontos criticos (pontos limites e pontos de
bifurcacdo) ao longo do caminho nao-linear de equilibrio onde a estrutura pode exibir
saltos dindmicos.

Portanto, o conhecimento do comportamento nao-linear de elementos estruturais
esbeltos, tais como colunas, arcos, anéis, placas e cascas, ¢ de fundamental importancia
na solugdo de problemas de estabilidade/instabilidade local e/ou global de sistemas
estruturais complexos, pois na maioria das aplicacdes de engenharia esses sistemas sao
formadas a partir da unido desses elementos.

A analise da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos através do Método dos
Elementos Finitos (MEF) envolve invariavelmente a solucdo de um sistema de equagdes
algébricas nao-lineares. Como relatado no artigo de Riks (1979) e também destacado
em Silveira (1995), existem basicamente duas classes de solucdo desse sistema de

equagoes:



1.  Adaptagdo computacional do método de perturbacdo desenvolvido por Koiter
(1970). Durante muitos anos o método de Koiter foi considerado inadequado ao
contexto de elementos finitos, entretanto, trabalhos recentes como o0s
desenvolvidos por Salerno e Lanzo (1997) e Wu e Wang (1997) provam o
contrario, renovando o interesse dos pesquisadores por esse método;

2. Meétodos que procuram resolver as equacdes nao-lineares passo a passo. Incluidos
nessa segunda classe estdo os métodos puramente incrementais, as técnicas
baseadas em relagdes de rigidez secante ¢ os esquemas que combinam
procedimentos incrementais e iterativos, que sdo atualmente considerados os mais
eficientes e que serdo utilizado no presente trabalho.

Recentemente, muitos pesquisadores t€m  desenvolvido formulagdes
geometricamente ndo-lineares para elementos finitos (Alves 1993a-b; Crisfield, 1991;
Yang e Kuo, 1994; Pacoste e Eriksson, 1997; Torkamani et al., 1997; Neuenhofen e
Fillippou, 1997 e 1998), que tém sido adequadamente empregadas na modelagem de
varios sistemas estruturais esbeltos. Essas formula¢des permitem a determinacdo da
matriz de rigidez e do vetor de forcas internas de forma direta e podem ser acopladas
com relativa facilidade as varias estratégias de solugdo nio-linear.

Essas consideragcdes motivaram a adogdo desse tema para a presente dissertacio

de mestrado.



1.2 - OBJETIVO E DESCRICAO DO TRABALHO

O presente trabalho ¢ parte integrante das seguintes linhas de pesquisa do
Mestrado em Construgdo Metalica (Deciv/EM/UFOP):

. Andlise Numérica e Computacional em Engenharia: tem como objetivo a
aplicagdo de métodos numéricos, como o método dos elementos finitos (MEF) e/ou o
método dos elementos de contorno (MEC), na determinacdo de respostas de sistemas de
engenharia;

. Instabilidade das Estruturas: objetiva o estudo do equilibrio e estabilidade de
elementos estruturais esbeltos (colunas, arcos, anéis, placas e cascas) submetidos a
carregamentos diversos.

O principal objetivo deste trabalho ¢ o estudo e implementagdo computacional de
formulagdes geometricamente ndo-lineares, para elementos finitos reticulados planos.
Essas formulagdes serdo integradas & metodologia de solu¢do numérica implementada
por Silveira (1995) e expandida por Rocha (2000), que implementou com sucesso
algumas estratégias de solucao nao-linear encontradas recentemente na literatura.

A seguir, na Sec¢do (1.3), é feita uma revisdo bibliografica onde atengdo especial é
dada aos trabalhos que tratam diretamente de formula¢Ges geometricamente nao-
lineares.

No Capitulo 2 ¢ feita uma explanagdo geral sobre a metodologia de solu¢dao nao-
linear adotada, apresentando de maneira resumida as estratégias de incremento de carga
e iteragdes usadas no presente trabalho.

Os Capitulos 3, 4 e 5 pretendem apresentar de forma detalhada o desenvolvimento
teorico das formulacdes de elementos finitos ndo-lineares, que é o principal objeto de
estudo desta dissertacdo. Na descrigdo dessas formulagdes merecem destaque as
relagdes deformacgdo-deslocamento, as dedugdes das equacdes de equilibrio, o tipo de
elemento finito e as fungdes de interpolagdo utilizadas e, finalmente, a obtencdo dos
vetores de for¢as internas e das matrizes de rigidez.

O Capitulo 6 apresenta de forma resumida os procedimentos adotados na
implementagdo computacional das formulagdes apresentadas nos Capitulos 3, 4 e 5,
onde aten¢do especial ¢ dada a montagem da matriz de rigidez e do vetor de forcas

internas.



As formulagdes apresentadas nos Capitulos 3, 4 e 5 sdo analisadas no Capitulo 7,
que apresenta exemplos de problemas estruturais encontrados na literatura. A Se¢do
(7.2) fornece cinco exemplos classicos que, por serem mais simples, t€ém solucdes
analiticas (exatas) encontradas na literatura. Em fungdo da confiabilidade dessas
analises, seus resultados t€ém o objetivo de avaliar a qualidade dos resultados produzidos
pelas diferentes formulacdes. Com o intuito de validar as observagdes feitas na Se¢do
(7.2), sdo abordados na Se¢do (7.3) cinco problemas estruturais de estabilidade elastica
fortemente ndo-lineares, cujas solugdes, obtidas numericamente por diversos
pesquisadores, sdo encontradas na literatura.

Finalmente, no Capitulo 8, sdo apresentadas as conclusdes sobre o emprego das
diversas formulagdes analisadas nos exemplos do Capitulo 7. Sao fornecidas também

algumas sugestoes para o desenvolvimento de trabalhos futuros.

1.3 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nas ultimas décadas as técnicas de analise de estruturas geometricamente nao-
lineares tém tido grande interesse por parte dos pesquisadores. Particular atencdo tem
sido direcionada ao desenvolvimento de formulagbes de elementos finitos reticulados
planos que, além de possibilitar uma analise rapida e eficaz de muitos sistemas
estruturais reais, possibilita o emprego direto de estratégias de solucdo ndo-lineares que,
posteriormente, podem ser adaptadas para outros tipos de elementos.

Na década de 60 foram introduzidas varias formulagdes geometricamente nao-
lineares de elementos finitos para analise de porticos planos, com solugdo direta e
incremental. Entre elas pode-se destacar as formula¢des em referencial Lagrangiano
total (RLT) desenvolvidas por Mallet e Margal (1968) e Jennings (1968), que incluiram
as matrizes de ordem elevada k, e k, no calculo da matriz de rigidez do elemento.
Martin (1965), que desenvolveu uma formulacdo em referencial Lagrangiano atualizado

(RLA), incluiu no calculo da matriz de rigidez do elemento a matriz geométrica k

T

porém desprezou a contribui¢do de k; e k,. Ebner (1972) realizou um estudo



comparativo entre as formulagdes de Argyris (1964), Martin (1965), Jennings (1968),
Mallet e Margal (1968) e Powell (1969).

Epstein e Murray (1976) desenvolveram uma formulacdo para elementos de
porticos planos analoga a formulagdo para elementos de casca, para grandes
deformacdes, apresentada por Budiansky (1968).

Recentemente, formulagcdes em referenciais Lagrangianos (RLT e RLA) foram
apresentadas por varios pesquisadores, dos quais pode-se citar: Wen et al. (1983);
Chajes et al. (1987); Goto et al. (1987); Wong ¢ Loi (1990); Alves (1993a-b) e
Torkamani et al. (1997). Yang e Kuo (1994) sugeriram uma forma incremental de se
calcular o vetor de forcas internas com duas abordagens diferentes para os
deslocamentos nodais: deslocamentos naturais incrementais € rigidez externa. Pacoste €
Eriksson (1995 e 1997) introduziram formulagdes em RLT baseadas em relagdes
deformacdo-deslocamento denominadas ‘rela¢des melhoradas’, com a nao-linearidade
expressa por fungdes trigonométricas.

Singh e Singh (1992) propuseram um modelo com matriz de rigidez e vetor de
forcas internas modificaveis de acordo com a natureza das forgas axiais.

Um procedimento geral para a obtengdo de matrizes de rigidez simétricas foi
proposto por Moran et al. (1998). Neuenhofer e Filippou (1998) propuseram uma
formulacao baseada no método da flexibilidade.

Crisfield (1991) afirmou em seu livro que o termo corrotacional tem sido
utilizado na literatura em diferentes contextos, sendo portanto, como afirmam ainda
Pacoste e Eriksson (1997), uma denominacdo inconsistente. A idéia central desse tipo
de formulagdo ¢ o célculo da matriz rigidez e do vetor de forgas internas no campo dos
deslocamentos naturais (ou locais), que sdo os deslocamentos referidos a um sistema de
coordenadas que ¢ atualizado a cada passo de carga, acompanhando a rotagdo sofrida
pelo elemento. Das formulagdes com abordagem corrotacional publicadas recentemente
pode-se destacar a formulagdo em RLA proposta por Crisfield (1991) e as formulagdes
desenvolvidas em RLT por Pacoste e Eriksson (1997) e Xu e Mirmiran (1997).

Ao contrario da teoria de vigas de Bernoulli, na teoria de vigas de Timoshenko os
efeitos devidos as deformagoes cisalhantes na secdo transversal ndo sdo desprezados no

calculo da rigidez da estrutura. Formulagdes baseadas na teoria de vigas de Timoshenko



foram propostas por Iwakuma (1990), Lee et al. (1994), Petrolito (1995) ¢ Pacoste e
Eriksson (1997).

Os sistemas estruturais formados por barras curvas podem ser analisados com as
formulagdes de elementos finitos de vigas retas. Porém, com o intuito de melhorar a
eficiéncia dessas analises foram desenvolvidas formulacoes de elementos finitos curvos.
Entre os trabalhos recentes, merecem destaque as formulagdes de elementos curvos
propostas por Marquist e Wang (1989), Kim e Kim (1998), e Raveendranath et al.
(1999); e as formulagdes de elementos parabolicos propostas por Litewka e Rakowski
(1997 e 1998).

Paralelamente aos elementos para analises bidimensionais, t€ém-se desenvolvido o
estudo de elementos finitos para andlise geometricamente nao-linear de porticos
tridimensionais. Sabe-se de antemao que uma formulacdo ndo-linear tridimensional ndo
¢ uma simples extens@o de uma formulagdo bidimensional porque as rotagdes finitas
tridimensionais ndo sdo quantidades vetoriais. Recentemente, varios pesquisadores tém
publicado formula¢des ndo-lineares para analise estatica de porticos tridimensionais.
Entre eles pode-se destacar Yang e Kuo (1994), que propds formulagdes para elementos
tridimensionais retos e curvos; Choi e Lim (1995), com uma formulag¢do de elemento
curvo;, Ibrahimbegovic'etal.(1996); Ammar et al. (1996), com formulagdes para
elementos de vigas esbeltas e ndo-esbeltas; Matsununga (1996), com uma formulacao
para pilares ndo-esbeltos; Pacoste e Eriksson (1997), que propuseram formulagdoes com
abordagem total e corrotacional; Rhim e Lee (1998), que desenvolveram uma
formulagdo dando um tratamento vetorial a geometria do problema; e Li (1998), que
elaborou uma formulagdo aplicando a teoria de rotacoes finitas.

Tem-se produzido também um grande numero de formulagdes geometricamente
ndo-lineares incluindo analise elasto-plastica de sistemas estruturais reticulados. Essas
formulag¢des tém como principal caracteristica a adota¢ao do critério de escoamento
plastico na determinagdo das tensdes. Nessa linha de pesquisa pode-se destacar os
seguintes trabalhos ja publicados: Hsiao et al. (1988), Lee (1988), Meek e Loganathan
(1990), Chang-New Chen (1996), Park ¢ Lee (1996), Ovunc ¢ Ren (1996), Saje et al.
(1997), Saje et al. (1998), Waszczyszyn e Michalska (1998).



Nos ultimos 20 anos, os avangos tecnologicos e as exigéncias do mercado de
engenharia, que introduziram maior complexidade e eficiéncia aos célculos estruturais,
levaram os pesquisadores a procurarem metodologias de solugao que ao mesmo tempo
produzissem resultados precisos e fossem de rapido processamento. Juntamente com as
pesquisas relativas ao desenvolvimento de formulacdes nao-lineares, muitos trabalhos
tém sido produzidos com a finalidade de se determinar a melhor estratégia de solucao
ndo-linear. Os métodos que tém mostrado maior eficiéncia sdo os que combinam
procedimentos incrementais ¢ iterativos. Como trabalhos pioneiros podem ser citados os
desenvolvidos por: Argyris (1964), com a aplicacdo de um método incremental para
solucdo nao-linear; Mallet e Margal (1968), que utilizaram iteragdes do tipo Newton
para contornarem os possiveis erros nas aproximagdes incrementais; Zienkiewicz
(1971), que apresentou uma modificacdo no método de Newton-Raphson, fazendo com
que a matriz de rigidez so6 fosse atualizada a cada passo de carga.

Diversos trabalhos t€m sido publicados apresentando diferentes estratégias de
controle automatico do processo incremental, bem como diferentes estratégias de
iteracdo. Utilizando um ‘parametro de rigidez corrente’ como indicador do grau de nao-
linearidade do sistema, Bergan et al. (1978) e Bergan (1980) suprimiram as iteragdes de
equilibrio nas zonas criticas da trajetoria, até os pontos limites serem atravessados; os
trabalhos de Bergan et al. (1978) e Heijer e Rheinbold (1981) forneceram diferentes
estratégias de incremento de carga.

Batoz e Dhatt (1979) apresentaram uma técnica na qual o ciclo iterativo ¢
realizado ndo a carga constante, mas a deslocamento constante, o que permite se obter
os pontos limites de carga mas ndo os de deslocamento; Riks (1979) apresentou um
método, baseado no pardmetro comprimento de arco Al, capaz de calcular pontos limites
de carga e de deslocamento com a introdugdo de um parametro que controla o progresso
dos calculos ao longo do caminho de equilibrio; Meek e Tan (1984) apresentaram um
resumo das principais técnicas para se ultrapassar os pontos limites, das quais a técnica
do comprimento de arco foi reconhecida como uma das mais eficientes. Contribuiram
com essa técnica: Riks (1972 e 1979), Ramm (1981), Schweizerhof e Wriggers (1986) e
Crisfield (1981, 1991 e 1997).

Yang e Kuo (1994) introduziram estratégias de incremento de carga e iteragao

baseadas em relagdes de restricdo para as quais € definido um parametro generalizado,



Krenk (1993 e 1995) elaborou uma nova estratégia de iteracdo, introduzindo duas
condi¢do de ortogonalidade: a primeira entre o vetor de cargas residuais e o incremento
de deslocamento e a outra entre o incremento de forgas internas e o vetor de
deslocamentos iterativos.

Crisfield (1997) introduziu procedimentos numéricos que permitem avaliar com
precisdo os pontos criticos existentes, € obter as trajetdrias de equilibrio secundarias.

Silveira et al. (1999a-b) forneceram uma metodologia geral de solugdo de
sistemas de equagoes algébricas nao-lineares que, num contexto computacional pode ser
resumida em duas partes: (i) a partir de uma dada configuragdo de equilibrio da
estrutura ¢ calculada uma solug@o incremental inicial; (ii) em seguida, essa solucao ¢
corrigida com iteracdes do tipo Newton até ser atingida a nova configuragdo de
equilibrio. Nesses dois trabalhos diversas estratégias de iteragdo e incremento de carga
foram testadas. Utilizando a mesma metodologia, Rocha (2000), em sua Dissertagdo de
Mestrado, vem realizando um estudo comparativo de diversas estratégias de iteragdo e
incremento de carga através da andlise de varios exemplos numéricos de sistemas

estruturais.



2
SOLUCAO NAO-LINEAR

2.1 - INTRODUCAO

A andlise da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos através do método de
elementos finitos (MEF) envolve invariavelmente a solucdo de um sistema de equagdes
algébricas nado-lineares. Pretende-se utilizar aqui os métodos que procuram resolver
essas equacdes ndo-lineares passo a passo, em particular os esquemas que combinam
procedimentos incrementais e iterativos, atualmente considerados os mais eficientes.

Porém, para que uma andlise numérica computacional via MEF seja capaz de
avaliar todos os aspectos importantes do comportamento nao-linear (instabilidade)
desses sistemas estruturais complexos, sao indispensaveis os seguintes ingredientes:

. A escolha de eficientes formulagdes bidimensionais (2D) e/ou tridimensionais
(3D) ndo-lineares de elementos finitos reticulados planos ou curvos;

. Procedimentos numéricos capazes de determinar de forma completa as trajetorias
de equilibrio, atingindo e ultrapassando todos os pontos criticos (pontos limites e
bifurcacdo) que eventualmente possam ocorrer;

. Técnicas que permitam definir com precisdo os pontos criticos (pontos limites e
bifurca¢ao) ao longo do caminho de equilibrio;

. Procedimentos computacionais que possibilitam seguir as trajetorias secundarias
‘branch switching techniques’ existentes ao longo do caminho de equilibrio;

. Modelagem de ligacdes semi-rigidas, no sentido de se conhecer mais
realisticamente o comportamento das coneccdes entre vigas e pilares;

. Implementagdes de rotinas graficas de pré e pds-processamento com o intuito de

facilitar a analise do sistema estrutural.



No presente trabalho, atengdo especial ¢ direcionada ao primeiro item.

A Secdo (2.2) pretende mostrar de maneira sucinta a metodologia de solucao nao-
linear (incremental-iterativa), que foi implementada por Silveira (1995), e sera utilizada
como base do presente trabalho.

Na Secao (2.3) sao apresentados os referenciais Lagrangianos (total e atualizado)
em que as formula¢des ndo-lineares de elementos finitos sdo deduzidas. Por serem o
principal objeto de estudo deste trabalho, essas formula¢des nao-lineares serdo
abordadas detalhadamente nos Capitulos 3,4 ¢ 5.

As Secdes (2.4), (2.5) e (2.6) apresentam, respectivamente, as estratégias de
incremento de carga, as estratégias de iteracdo, e os critérios de convergéncia, que serdo

empregados nas andlises dos exemplos do Capitulo 7.

2.2 - SOLUCAO NAO-LINEAR

O problema estrutural ndo-linear a ser resolvido pode ser expresso da seguinte

forma:

F, (u) = AF, 2.1)

onde F; ¢ vetor das forgas internas, fungdo dos deslocamentos dos pontos nodais da
estrutura u, e A € o parametro de carga responsavel pelo escalonamento de F,, que ¢ um
vetor de referéncia e de magnitude arbitraria.

A solugdo da Equacdo (2.1) deve ser obtida de forma incremental, ou seja, para
uma seqiiéncia de incrementos do parametro de carga AA1, ANy, AAs,..., é calculada a
seguinte seqiiéncia de incrementos de deslocamentos nodais: Auy, Aup, Aus,..... Como F;
¢ uma fun¢do ndo-linecar dos deslocamentos, a solu¢do do problema (AA, Au) ndo

satisfaz a priori a Equacgdo. (2.1). Tem-se entdo uma forga residual g definida por:

g =AF, - F;(u) (2.2)
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Os varios algoritmos existentes apresentam como passo fundamental a avaliagdo
dessas forgas residuais, em particular das forgas internas da estrutura, ¢ uma nova

estimativa para os deslocamentos através da relacao:
Kdou=¢g (2.3)

onde K é a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural ¢ du é o vetor de
deslocamentos residuais. Segundo Crisfield (1991) essa estimativa dos deslocamentos
ndo pode ser obtida de uma maneira direta através da solugdo de (2.3). Isso acontece
porque esses deslocamentos residuais sdo definidos como a soma de duas componentes,

ou seja:

Ou = du, +0Adu, (2.4)

onde OA ¢ o parametro de carga que deve ser avaliado ao longo do ciclo iterativo; dug €

Ou, sdo obtidos através das relagdes:

du, =-K'g (2.52)

du, =K'F, (2.5b)
Observe que esses vetores de deslocamentos podem ser obtidos de forma
imediata, pois K, g ¢ F, sdo conhecidos. A definicdo de OA em (2.4) vai depender da
equacdo de restricdo imposta adicionalmente ao problema ndo-linear. Uma das
estratégias usadas nesse trabalho para se chegar ao valor de A ¢ baseada no emprego da
técnica do comprimento de arco constante, que consiste em adicionar a Equacdo (2.1) a

seguinte restri¢do:
Au" Au+ANFF, =A12 (2.6)

onde, Al ¢ o comprimento de arco da trajetoria de equilibrio. A adi¢do de (2.6) ao

sistema permite que se faga o ajuste no parametro de carga A durante o ciclo iterativo,

11



possibilitando, dessa forma, que se ultrapasse possiveis pontos criticos existentes nos
caminhos primarios ¢ secundarios. Um novo estado de equilibrio ¢ estabelecido apds a
realizacdo de uma série de iteragdes. A iteracdo k fornece os sub-incrementos OA e du, €
portanto, apds essa iteragdo, os incrementos de carga e deslocamento sdo escritos da

seguinte forma:

AN = AAKTD 4 )k (2.72)
Au® = Au®D + 5k (2.7b)

A corre¢do do parametro de carga, SX O tGnica incognita da Equacao (2.4) U, ¢
determinada seguindo uma das estratégias de iteragdo fornecidas na Se¢do (2.5), onde
sera introduzida uma equagdo de restrigdo que deve ser respeitada a cada iteracao.

Num contexto computacional, ¢ vantajoso introduzir a equacdo de restricao
seguindo as duas etapas de solucdo apresentadas a seguir:

1. A partir da ultima configuragdo de equilibrio da estrutura, é selecionado um

incremento de carga, definido aqui como incremento inicial do pardmetro de carga,
ANO, procurando satisfazer alguma equacdo de restricdo imposta ao problema (Equacao
2.6, por exemplo). Apos a sele¢io de ANO, determina-se o incremento inicial dos

deslocamentos nodais Au? através da equagio:

Au® = M\O8ur (2.8)
onde:
dur =K'F, (2.9)

sendo que dur ¢ o vetor dos deslocamentos tangenciais. As aproximagdes A0 ¢ AuO

caracterizam a chamada solugdo incremental predita. Os detalhes dessa etapa de

solugdo sdo fornecidos na Secdo (2.4);
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2. Na segunda etapa de solucdo, procura-se, através de iteragdes do tipo Newton,

corrigir a solu¢do incremental inicialmente proposta na etapa anterior, com o intuito de

restaurar o equilibrio da estrutura o mais rapido possivel. Se as iteragdes realizadas

envolvem nao s6 os deslocamentos u, mas também o parametro de carga A, entdo uma

equacao adicional de restricdo € requerida. A forma dessa equacdo de restricdo € o que

distingue as varias técnicas de solucdo. A Secdo (2.5) apresenta algumas estratégias de

iteracdo usadas neste trabalho.

A Figura 2.1 fornece um esquema de solucdo incremental-iterativa para sistemas

com um grau de liberdade, onde os parametros de carga ¢ o deslocamento sdo

atualizados seguindo a restricdo de comprimento de arco cilindrico (Crisfield, 1991).

AN
A)\ 1

solugdo predita

/ | restrigéo
\ .

\J
=

Figura 2.1 - Solugdo incremental-iterativa: sistema com um grau de liberdade.

Com o proposito de fornecer um resumo dos procedimentos anteriores, sdao

mostrados, no esquema da Figura 2.2, os passos basicos envolvidos na implementacao

computacional da metodologia de solucdo numérica proposta.
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1. Configuracdo inicial: tu e TA
2. Defini¢o da solugéo predita: M0 e Au’
3. Iterages: k=1, 2,..., Iinax

4. Verifica a convergéncia: {, = ”g("")H/HAA”"”FrH <{?
Sim: pare o ciclo de iteragdes, siga para o passo 7;
Nio: calcule duk = 5u1g‘ + 3N 5uf

5. Atualizagdo das variaveis:

i. incrementais: AN = ANV 485N ¢ Auf = Au®D + 5uk

ii. totais: AAR=IA+ AN e ARty + ARk
6. Retorne ao passo 3

7. Faga novo incremento de carga e recomece 0 processo

INiCIO DO
PROCESSAMENTO Leitura de dados de entrada

12

| Montagem do vetor de cargas de Referéncia: F,

[ =

\ 4

3| f
| Configurago inicial: 'ue A |

Matriz de rigidez: K

Novo incremento

Ciclo incremental-Iterativo
inc=1,2,...N2 maximo de incrementos v

h—

Solugdo predita: AN’ e Au © |

o= ._._._._._'._._i_

'Vetor de forgas residuais:
g =AF, —F;(u) «€— Vetor de forgas internas: F,

A

Ciclo iterativo k=1,2,...

Formulacdes
" — I Nio-Lineares
.

| \l Atualiza-se as variaveis
incrementais e totais

[ Arquivos de saida }—)

FIM DO
PROCESSAMENTO

Figura 2.2 — Solug@o ndo-linear para um incremento de carga.
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A qualidade dos resultados obtidos em uma andlise numérica depende
fundamentalmente da formulagdo nao-linear utilizada, ou em outras palavras, da
determinacdo da matriz de rigidez K e do vetor de forcas internas F;. Os fatores que
caracterizam uma formulacdo de elementos finitos podem ser resumidos em:
(i) qualidade das relagdes cinematicas empregadas; (ii) fungdes de interpolacdo
utilizadas para aproximar os deslocamentos; (iii) referencial de obtencdo dos
deslocamentos (referencial Lagrangiano total ou referencial Lagrangiano atualizado);
(iv) forma de se calcular as forcas internas.

Os Capitulos 3, 4 e 5 apresentam detalhadamente o desenvolvimento das
formulag¢des que foram implementadas no presente trabalho. Essas formulagdes foram

todas desenvolvidas em referenciais Lagrangianos, que sdo apresentados a seguir.

2.3. - REFERENCIAIS LAGRANGIANOS

A maioria das formulagdes de elementos finitos com ndo-linearidade geométrica
encontradas na literatura se baseiam em referenciais Lagrangianos. Nesses referenciais
os deslocamentos em um sistema estrutural, decorrentes de um dado carregamento, sao
medidos em relagdo a uma configuracdo inicial deste sistema. Numa analise ndo-linear
incremental pode-se adotar duas formas de referenciais Lagrangianos: referencial
Lagrangiano total (RLT) e referencial Lagrangiano atualizado (RLA). As diferencas
entre estes dois referenciais sdo apresentadas a seguir.

No RLT os deslocamentos sdo medidos em relacdo a configuracdo inicial

indeformada, como mostra o esquema da Figura 2.3.
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Figura 2.3 — Referencial Lagrangiano total.

Alves (1993b) mostrou que, devido aos eventuais deslocamentos de corpo rigido
ocorridos durante o processo incremental, cujas influéncias ndo sdo perfeitamente
consideradas, bem como devido a utilizagdo de fungdes de interpolacdo simplificadas, a
tendéncia ¢ que os resultados obtidos em RLT se afastem do comportamento real a
medida que a configuragdo deformada se distancia da configuragdo original.

No RLA os deslocamentos sdo medidos em relagdo a ultima configuracdo de
equilibrio obtida no processo incremental, ou seja, em relacdo a um referencial que é
atualizado a cada incremento de carga, conforme ilustrado na Figura 2.4. Nesse caso as
rotacdes de corpo rigido sdo divididas em partes menores e podem ser melhor

aproximadas pelas fun¢des de interpolacdo.
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Figura 2.4 — Referencial Lagrangiano atualizado.

Nas Secdes (2.4) e (2.5) serdo mostradas, de forma resumida, algumas estratégias

de incremento de carga e iteracdo, que sdo responsaveis diretas pela obtencdo dos
A . . 0 0 .

parametros incrementais AA” e Au; ¢ dos sub-incrementos OA e Ou, conforme o

algoritmo mostrado na Figura 2.2.

2.4 —- ESTRATEGIAS DE INCREMENTO DE CARGA

A obtengdo da solugdo incremental inicial tem como passo fundamental a
definigdo do pardmetro de carga inicial ANO. A sele¢do automatica do tamanho do
incremento desse pardmetro ¢ importante, ¢ deve refletir o grau de ndo-linearidade
corrente do sistema estrutural em estudo. Em outras palavras, uma estratégia eficiente
de incremento automatico de carga deve satisfazer basicamente os seguintes
requerimentos: (i) produzir grandes incrementos quando a resposta da estrutura for

aproximadamente linear; (ii) gerar pequenos incrementos quando a resposta da estrutura
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for fortemente nao-linear; (iii) ser capaz de escolher o sinal correto para o incremento,
introduzindo medidas capazes de detectar quando os pontos limites sao ultrapassados.
A seguir sao apresentadas algumas estratégias de incremento de carga que

satisfazem esses requerimentos.

2.4.1 — Incremento do Comprimento de Arco

Como proposto por Crisfield (1991), o incremento do comprimento de arco a ser
adotado como pardmetro de controle no passo de carga corrente pode ser definido

como:
/2
Al:thItiH (2.10)
010

onde 'Al e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passos de carga

anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incognita), respectivamente; Iy

¢ o numero de iteracdes desejadas para o processo iterativo corrente, especificado pelo

usuario, e 'I é o numero de iteragdes que foram necessarias para convergir no passo de
carga anterior.
Através da Equacgdo (2.10) e da condicdo de restrigdo escrita para a solugao

incremental inicial:
AT Au® = A2 (2.11)

chega-se facilmente, usando-se a Equacdo (2.8) em (2.11), a expressdo do incremento

inicial do parametro de carga:

Al

\/Ouyduy

O critério utilizado, nos exemplos do Capitulo 7, para escolher o sinal correto na

AN =+ (2.12)

expressao (2.12) ¢ o sugerido por Yang e Shieh (1990) e Yang e Kuo (1994), baseando-

se no sinal do parametro GSP, que sera apresentado na se¢do seguinte.
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No programa desenvolvido nesse trabalho, o usuario deve especificar A)\? como
dado de entrada, sendo este valor usado em seguida para calcular Au? através de (2.8).
Substituindo-se, entdo, Au’ na Equagdo (2.11) chega-se a Al, . Para os passos de carga

seguintes, calcula-se automaticamente Al através de (2.10).

2.4.2 — Incremento Baseado no Parametro GSP

Uma estratégia baseada na introducdo de um pardmetro de rigidez generalizado
foi adotada por Yang e Shieh (1990) ¢ Yang ¢ Kuo (1994) para limitar o incremento
inicial do pardmetro de carga. O método de solugdo ¢ denominado de estratégia de
controle de deslocamento generalizado. Em termos gerais, Yang e Kuo (1994)

propuseram a seguinte equacao para avaliar o parametro de carga:

N = !

_Tx. k

onde C e k sdo constantes a serem definidas e H é denominado de deslocamento
generalizado da equacgdo de restricdo. Yang e Shieh (1990), por exemplo, propuseram os

seguintes valores:
C=M"du, e k=0 (2.14)
e assim (2.13) pode ser reescrito como:

N H-O uldu]

be) - - &
AN u,du,

(2.15)

Para obtencdo da solucdo predita AN’, faz-se 6u1g =0 e N =AA” na equacao

anterior, e dessa forma chega-se a:

PR N S (2.16)

A}\O
‘du; Su,
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Yang e Shieh (1990) sugeriram para H a seguinte relacdo:

H= 'Au} 'Au) =('AN°)?du; 'du, (2.17)
e dessa forma pode-se escrever AN’ como sendo:

1oul 15u,

M =+ 'AN° T
‘du, du,

(2.18)

Adicionalmente, considerando-se o pardmetro de rigidez generalizado (GSP) do

sistema como segue:

15 T 1
GSP = M (2.19)
‘du, du,
pode-se, portanto, reescrever (2.18) da seguinte forma:
AN’ =+ ‘AN’ |GSP| (2.20)

Segundo os autores citados, o sinal do parametro de rigidez generalizado depende

exclusivamente dos vetores 'du, e du,, conforme mostra a Equagdo (2.19).
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2.5 - ESTRATEGIAS DE ITERACAO

A determinagdo do parametro de carga iterativo, OA ¢ fungdo de uma dada
estratégia de iteracdo, ou equacgdo de restricdo imposta ao problema, que tem a funcdo
de otimizar a convergéncia do processo iterativo. A seguir sdo apresentadas duas
estratégias bastante eficientes que serdo utilizadas nos exemplos do Capitulo 7.

2.5.1 — Comprimento de Arco Cilindrico

Crisfield (1981) e Ramm (1981 e 1982) propuseram, que, a cada iteragdo, a

seguinte equacgao de restricao seja satisfeita:

Au'Au = A1 (2.21)

Substituindo (2.4) em (2.7b) e o resultado na equacgdo anterior, chega-se a uma

equagdo quadratica em OA, ou seja:

ABSN +B3A+C =0 (2.22)

onde, os coeficientes A, B e C tém a seguinte forma:

A =du] du, (2.23a)
B =25u; (Au*™ +3uy) (2.23b)
C=(0u"" +3dug)" (Au™™ +duy)-Al° (2.23¢c)

Com a resolugdo de (2.23) chega-se aos dois valores A1 ¢ A2, de forma que se

deve escolher entre as solucdes:

Au, = Au*Y + 6ulg< +OA, 0u, (2.24a)
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Au, = Au*™D +Sug + ), du, (2.24b)

aquela que mais se aproxima da solucao incremental da iteracdo anterior, Au®P. Essa
escolha deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solugdo regredir ao longo do
caminho ja calculado. Um procedimento utilizado, consiste em se achar o menor angulo

entre Au® e Au®™V. Isto equivale a achar o maximo cosseno do dngulo:

r

T k-7 Gy, (k-1 T k T
Au®c Auk Au @“ +5ugﬁ Au®™" Su

= + O\
NG NG AR

cosB,, = (2.25)

Como (2.22) ¢ uma equacdo quadratica, ela poderd ter raizes imagindrias se
(B? —4AC) for menor que zero. Essa situagdo pode existir quando o incremento inicial

do parametro de carga for muito grande, ou se a estrutura exibir multiplos caminhos de

equilibrio em torno de um ponto (Meek e Tan, 1984).

2.5.2 — Iteracao usando Deslocamento Generalizado

Yang e Kuo (1994) chegaram a expressao para a correcdo do pardmetro de carga

fazendo H = 0 na equacdo de restricdo dada em (2.15), ou seja:

t5ulr‘T5u§

SN =~
Su] du,

(2.26)
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2.5.3 — Iteraciio usando Residuo Ortogonal

Uma outra estratégia de correcdo do pardmetro de carga durante o ciclo iterativo
foi proposta recentemente por Krenk (1993). O fator de corre¢do ¢ obtido a partir da
condi¢do de ortogonalidade do vetor residuo da iteragdo corrente em relacdo ao
incremento de deslocamento correspondente. A seguir serdo descritos os passos basicos
do algoritmo ndo-linear proposto por Krenk.

Mais uma vez a configuracio de equilibrio 'u e ‘AF, serd o ponto de partida para
obtencdo dos deslocamento e parametro de carga na configuragdo t+At, ou seja:

tHhy e tJrAt)\Fr. A solugdo incremental predita ¢ obtida assumindo o incremento de

carga AN’F, e resolvendo-se o sistema de equagdes abaixo:

KAu’ = A\F, (2.27)

Observe que nesse novo estado de deslocamento ‘u +Au’ as forcas internas da

estrutura podem ser determinadas: F;('u + Au®). Como o problema é ndo-linear, essas

forgas ndo estardo em equilibrio com as solicitagdes externas: (‘A + A)\O)Fr. 0]
equilibrio do sistema estrutural é entdo estabelecido por uma seqiiéncia de iteragdes. A

estratégia de iteracdo a ser apresentada se preocupard primeiro em ajustar o incremento

de carga A\F

 » para, em seguida, calcular o vetor residuo g que sera usado no célculo

dos deslocamentos iterativos du.

Observe que, no comeco da iteracdo k, o vetor dos deslocamentos incrementais
Au*™D ¢ conhecido, de forma que as forgas internas do sistema Fi(tu+Au(k_1))
podem ser obtidas. O vetor de forcas externas totais correspondente a este estado de
deslocamento pode ser escrito da forma (‘A +&,AN°)F,, onde o fator de escala &,

devera ser obtido conforme procedimento descrito a seguir.
De acordo com a teoria apresentada, o vetor das forgas residuais g pode ser

definido por:
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g=(‘A+& M) F, -F,(‘u+Au*™D) (2.28)
ou,

g =g +&O\F, (229)
onde,

='AF, -F;(‘u+Au®*™D) (2.30)

¢ o vetor das forgas residuais correspondente aos deslocamentos da ultima iteracdo
processada no passo corrente € ao pardmetro de carga da ultima configuracdo de
equilibrio.

De acordo com Krenk (1995), o fator de escala &, ¢ obtido considerando-se os

seguintes argumentos. A existéncia de forcas residuais g ird induzir o calculo adicional

de deslocamentos (du). Assumindo aqui os deslocamentos incrementais Au®D

como a
melhor aproximagdo na direcdo dos deslocamentos incrementais verdadeiros, tem-se

entdo que a magnitude desse vetor ird aumentar ou diminuir de acordo com o sinal do

produto escalar entre gTAu(k_l) , ou seja, com a proje¢do do vetor residuo no vetor dos

deslocamentos incrementais. Tem-se entdo que uma escolha otima do vetor dos

deslocamentos incrementais acontece se a seguinte condi¢ao for verificada:
gTau®™D =9 (2.31)

Substituindo a forca residual obtida na Equacdo (2.29) na condigdo de

ortogonalidade anterior, chega-se o fator de escala procurado:

g’ AakD

ST R a0

(2.32)
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Dessa forma, o vetor das forcas residuais, apds o ajuste no parametro de carga, ¢
calculado através da Equacao (2.29). Conhecendo este vetor, avalia-se os deslocamentos

iterativos através da seguinte expressao:
Kouk =g (2.33)

No final de cada iteracdo, atualizam-se os deslocamentos incrementais através das
Equacdes (2.7a € 2.7D).

Krenk (1995) mostrou que a condicdo de ortogonalidade (2.31) poderia ser usada
para se obter uma atualizagdo da matriz de rigidez a cada iteragdo, seguindo os métodos
quasi-Newton, em particular métodos do tipo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS). A idéia bésica dos métodos quasi-Newton € requerer que a matriz de rigidez
corrente satisfaga a relagdo linear de rigidez para os incrementos de deslocamentos e
forgas internas ja estabelecidos, ou conhecidos. Como ja definido, tem-se na iteragdo k
que vetor dos deslocamentos e forgas internas incrementais podem ser escritos como:

Au e AF; = - g . Assim, a condi¢do quasi-Newton para esses dois vetores ¢ dada por:
K Au = AF; (2.34)

No caso unidimensional, a relagdo anterior corresponde a condi¢do secante, porém
para problemas estruturais com varias dimensdes pode-se estabelecer diversas formas de
atualizacdo da matriz de rigidez K. A forma mais utilizada de corre¢do de K ¢ o

chamado método Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), onde se escreve:

(‘KAw)('KAw)" | AFAF;

K='K - T T
Au' 'KAu AF;' Au

(2.35)

Observe que, se ambos os lados da equacdo anterior for multiplicado por Au,
chega-se na Equacdo (2.34). A inversa dessa matriz atualizada pode ser obtida

explicitamente pela formula de Sherman-Morrison (Luenberger, 1984), a saber:
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K- = AuAF]! HK LH  AFAT H, Audu’ (2.36)
AR Au AFAu H AFAu '

Em aplicagdes do MEF, essa formula ¢ freqiientemente usada na forma fatorizada
proposta por Matthies e Strang (1979), mas devido a condi¢do de ortogonalidade (2.31)
ela pode ser utilizada nesta forma.

Dessa forma tem-se a inversa da matriz atualizada e através de (2.33) obtém-se os
deslocamentos iterativos du. Note, entretanto, que quando o vetor das forgas residuais g
satisfaz a condicdo de ortogonalidade (2.31) e a inversa da matriz ¢ dada por (2.36),

chega-se a uma expressdo particularmente simples para du, ou seja:

T
duk = AueF H lg (2.37)
AF; AuH

Essa expressdo pode ser adicionalmente modificada introduzindo o vetor dos

deslocamentos iterativos definido por:
Sik='K'g (2.38)

Tem-se entdo que os deslocamentos iterativos sdo obtidos através da seguinte

expressao:

du® = 3k —nAu (2.39)

onde o fator n é dado por:

_AF'su  gTou
AFAu  g'Au

(2.40)
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Essa estratégia de atualizagdo ou obtengdo dos deslocamentos iterativos ¢ bastante

eficiente pois envolve o calculo adicional de apenas um produto interno: §T6ﬁ. Note
que o produto interno do denominador ja foi avaliado como parte dos procedimentos
necessarios para obtencdo do fator de escala &, , Equacdo (2.32).

Em qualquer método quasi-Newton, a matriz de rigidez atualizada, satisfazendo a
relacdo (2.34), é usada na determinagdo dos deslocamentos iterativos du através da

Equagdo (2.38). Isso leva a seguinte relagdo entre os produtos escalares:

AF! Su=Au"Kdu=NAu'g (2.41)

Observe entdo que o uso da relacdo (2.34) em conex@o com a condi¢do de

ortogonalidade (2.31), implica numa nova condi¢@o de ortogonalidade, ou seja:

AF; Su=%" du=0 (2.42)

A estratégia de solucdo ndo-linear proposta por Krenk (1993-1995) ¢
caracterizada portanto, pelo uso de duas condigdes de ortogonalidade: a primeira entre o
incremento de deslocamento Au e o residuo da iteragdo corrente g; e a outra entre o

vetor das forgas internas incremental g e o novo deslocamento iterativo du .

2.6 — CRITERIOS DE CONVERGENCIA

O processo iterativo descrito termina indicando uma nova posi¢ao de equilibrio para a
estrutura em analise quando um dos dois, ou os dois critérios de convergéncia

apresentados abaixo forem atendidos:
(i) o primeiro critério de convergéncia ¢ baseado em relacdes de forcas e ¢ calculado

no inicio da iteragdo corrente utilizando parametros da iteragdo anterior. Ele é definido

como seguc:
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k-1
e

= HN\“‘—‘”E < (2.43)

onde Hg(k_l)H ¢ igual a norma euclidiana do vetor das forgas desequilibradas, que ¢

calculada usando-se o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais da iteracdo

anterior,

ANEVE, H ¢ a norma euclidiana do vetor de incremento de carregamento

externo e { ¢ um fator de tolerancia fornecido pelo usuario do programa como dado de

entrada.

(i1)) o segundo critério de convergéncia obedece a relagdes de deslocamentos e ¢

sempre verificado no final da iteragdo corrente. Ele ¢ definido por:

. - o
o

<( (2.44)

, c 1. . . . . k ,
onde |[du| ¢ a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais), ‘Au H éa

norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais, que sdo obtidos apds a corre¢do do

processo iterativo, e { segue a mesma defini¢do do critério anterior.

(iil)) o terceiro critério de convergéncia consiste em obedecer a ambas as relagdes

(forcas e deslocamentos) dadas em (2.43) e (2.44), assim este critério é verificado se:
(=C e (,=( (2.45)

onde {, {; e (, sdo definidos nos itens (i) e (ii).
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3

FORMULACOES NAO-LINEARES
DE ELEMENTOS FINITOS:
ALVES (1993b) e

TORKAMANI et al. (1997)

3.1 - INTRODUCAO

Este capitulo apresenta as formulagdes ndo-lineares de elementos finitos de
sistemas estruturais reticulados planos baseadas nos trabalhos de Alves (1993b) e
Torkamani et al. (1997).

Inicialmente, na Sec¢do (3.2), sdo apresentadas as relagdes deformacdo-
deslocamento ndo-lineares usadas nas duas formulagdes, que basicamente sdo
representadas pelo tensor de Green-Lagrange para as deformagdes axiais, com a
introducdo de simplificagdes relativas a teoria de vigas de Bernoulli. Alves (1993b)
utiliza a forma completa do tensor de Green-Lagrange e contorna a impossibilidade de
representacdo pelas fungdes de interpolagdo empregadas de um estados de tensdes de
membrana uniforme ou nula seguindo a sugestdo feita por Crisfield (1991) de
uniformizar as deformagdes. Torkamani et al (1997) utiliza o tensor de Green-Lagrange
numa forma simplificada e dispensa a uniformizacdo das deformagdes. Como as duas
formulacdes foram idealizadas em RLA faz-se necessario o calculo das deformagdes na
ultima configuragao de equilibrio.

Utilizando-se o principio da energia potencial total estacionaria, chega-se, na

Secdo (3.3), as equacgdes de equilibrio do sistema estrutural.



Finalmente, na Secdo (3.4), ¢ apresentada a discretizagdo do sistema em
elementos finitos e, em seguida, a obtencdo da matriz de rigidez no referencial
Lagrangiano atualizado (RLA). Na Sec¢ao (3.4.2) sdo mostrados dois procedimentos de
calculo do vetor das forcas internas. No primeiro procedimento utiliza-se os
deslocamentos naturais totais; no segundo usa-se os deslocamentos naturais

incrementais.

3.2 - RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

As formulagdes tratadas neste capitulo foram baseadas no tensor de Green-
Lagrange sendo que, enquanto Alves (1993b) utiliza a forma completa do tensor de
Green-Lagrange, com ‘uniformizacao das deformagdes’, Torkamani et al. (1997) utiliza
uma forma simplificada.

O tensor de Green-Lagrange, na sua forma completa, para as deformagdes axiais

‘incrementais’ é expresso da seguinte forma:

fpea , paviy 3.1
O 0OF

secao
apés a deformagio

Figura 3.1 - Comportamento da se¢do transversal.
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Aceitando a hipdtese da teoria de vigas de Bernoulli de que as se¢des transversais
inicialmente planas permanecem planas ap6s a deformagdo, tem-se, conforme ilustrado

na Figura 3.1:

Au = Au - y% (3.2)

X

onde a primeira parcela, Au, ¢ uma conseqii€éncia dos esforgos extencionais atuantes e ¢
constante ao longo da se¢do; a segunda parcela, y(dAv/dx), ¢ devida aos esforcos de
flexdo, ¢ varia lincarmente com a distancia a linha neutra.

Substituindo-se (3.2) em (3.1), pode-se escrever:
AeXX :AeXX +Ar]XX (33)
onde o tensor de deformagdes infinitesimais ¢ definido como sendo:

ddu  d*Av
DNe, =— 3.4
v T Y e (3.4)

e o tensor de deformacdes que contém os termos quadraticos, como:

1 ug ddu d*av EﬂA g
An.. =— ~2y 3.5
Mx 2 % dx dx?2 y Ddx D dx (3-5)

Aqui algumas consideracdes sdo necessarias. Ao se substituir em (3.3) as fungdes

de interpolagdo, que serdo apresentadas na Se¢do (3.4), constata-se o surgimento de dois

problemas:

(i) supondo que o elemento finito adotado sofra movimentos independentes de
translacdo e rotagdo de corpo rigido, observa-se, para o caso de rotagdo, o
aparecimento de deformagdes que, obviamente, deveriam ser nulas. Conclui-se,

portanto, que as fungdes de interpolacdo usadas s6 descrevem de forma adequada
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(i)

as translagdes de corpo rigido. O aparecimento de deformagao para as rotagdes de
corpo rigido se deve a admissdo de AB=dAv/dx no calculo das fungdes de
interpolagdo, que so6 ¢ valida para o caso de pequenas rotacdes;

procurando satisfazer apenas as condigdes de continuidade, sdo adotadas, por
simplicidade, apenas fung¢des lineares para aproximar o deslocamento axial Au.
Crisfield (1991) mostra que, rigorosamente, com Av assumido cubico, deveria-se
adotar uma aproximacgado de quinto grau para Au de modo a balancear as fungdes
e, assim, poder garantir a representagdo da deformacdo de membrana constante e,
em particular, se obter deformacdo de membrana nula associada a problemas de
flex@o inextensional

Os procedimentos adotados para minorar os efeitos dessas incompatibilidades sdo

descritos a seguir:

(i)

(i)

(iii)

os problemas decorrentes dos movimentos de corpo rigido sdo suavizados com a
atualizacdo do referencial, isto ¢, adotando-se uma formulagao com referencial
Lagrangiano atualizado (RLA). Assim, na analise incremental implementada, ao
final de cada passo de carga, o referencial ¢ transferido para a nova posi¢do ou
configuragdo de equilibrio, recém-calculada.

na Se¢do (3.4.2) ¢ apresentado outro procedimento usado nesse trabalho que visa
amenizar as incompatibilidades decorrentes dos deslocamentos de corpo rigido: o
calculo das forcas internas levando em consideragdo a mudanga de geometria do
elemento;

a técnica adotada para contornar a impossibilidade de representagdo de
deformagdo de membrana uniforme, ou nula [J caso os deslocamentos nodais do
elemento sejam compativeis com este tipo de deformacdo [1, segue a sugestdo
feita em Crisfield (1991) e Alves (1993b). Esta técnica consiste em uniformizar as
deformacgodes, ou seja, considerar para as equagoes (3.3) e (3.5) um valor médio da

parcela (dAV/dX)Z. Assim (3.5) toma a forma:

1 ug daud’av - ,Hd%Av 1 LBdﬂg
An.. =~ -2 + +— dxt 3.6
Mlxx 200dx O Y dx dx? Y dexz L‘(|)-Ddx 0 E 3.6)
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A formulacdo sugerida por Torkamani et al. (1997) baseia-se numa forma
simplificada do tensor de Green-Lagrange, que ¢ obtido desprezando-se a parcela
(dAWdx)* a uniformiza¢do das deformacdes. Assim, o tensor de deformagdes que

contém os termos quadraticos assume a forma simplificada:

mm=%@&g 3.7)

Odx O

Para um referencial Lagrangeano atualizado (RLA), assume-se que a solugao ¢
conhecida na configuracdo de equilibrio t [J configura¢do de referéncia I, e que se
deseja calcular a solucio para a configuragdo t+At. E indispensavel, portanto, que se
defina para o elemento finito considerado o estado de tensdes, ou de deformacgdes, na

configuragdo t. Segundo Alves (1993b), pode-se escrever para a deformagao:
£= — —y— (3.8)

onde EA e EI sdo, respectivamente, a rigidez de membrana e a rigidez de flexdo do
elemento considerado. Assumindo uma variacao linear para M ao longo da barra, como

indicado na Figura 3.2b, escreve-se que:

(M, +M2)X

M=-M, + (3.9)
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Substituindo, entdo, (3.9) em (3.8), chega-se a:

18:1&@41 M@ (3.10)

a) Esforcos resultantes Iniciais.

encurtamento

X

N

on gamento
A

b) Diagrama de momentos. c¢) Deformacgdes nas extremidades.

Figura 3.2 - Deformagao inicial: configuracao de equilibrio t.
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Segundo Torkamani et al. (1997) pode-se desprezar os efeitos do momento fletor,
no estado de deformagdes da configuragao de referéncia, t. Assim, escreve-se para a

deformacao axial:

g=—_ (3.11)

3.3 - FUNCIONAL DE ENERGIA

O incremento de energia de deformacdo, AU, ¢ definida, para o referencial

Lagrangiano atualizado (RLA), como:

e +Ae
AU= [ [(Ao de)dVol (3.12)
Vol fg

Assumindo o comportamento linear elastico, A = EAg, a Equacao (3.12) fica:

AU = [f H e e+ £ ne? Hiadx (3.13)
VolD 2 U

O incremento da energia potencial das forcas externas AV, ¢ definido como:

AV =-[F, Au; ds=- ﬁtﬁ Au; ds + [AF, Au, dsﬁ (3.14)

35



O funcional de energia na configuracao t+At pode ser definido como:

CA = AL 4 Y =t 4 AU + 'V + AV (3.15)

Sabe-se do principio da energia potencial total estacionaria que a condigdo
necessaria e suficiente para o equilibrio do sistema estrutural em estudo pode ser obtida

fazendo-se:
s AR =5ty +tyy + 5D (AU +AV)=0 (3.16)

Como, por hipotese, a configuragdo t esta em equilibrio, a parcela §M (U+'v) ¢

nula. Pode-se, portanto, reescrever (3.16) da seguinte forma:

sW AR =5MW A0 =5 D (AU +AV) =0 (3.17)
onde:

AN =AU +AV (3.18)

Alves (1993b) sugeriu a seguinte forma de se organizar o funcional de energia:

onde:
U, = 1 [E ‘g De,, ‘dVol (3.20a)
2 Vol
Ur = [E'eqAn,, 'dVol (3.20b)
‘Vol
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1
U, =— [EAej, 'dVol (3.20¢)

tvol
U, = [Elbe, Any, ‘dVol (3.20d)
tvol
1
U, =— [EAn;, 'dVol (3.20¢)
2 tvol

Aqui, o termo Uj estd associado as forcas acumuladas atuantes até a configuragao
de equilibrio t; U corresponde a influencia das deformagoes iniciais e originara a matriz
de tensoOes iniciais; Up da origem a parcela linear da matriz de rigidez; U; e U,
resultardo na parcela ndo-linear, correspondendo respectivamente as matrizes de rigidez
de primeira e segunda ordem.

Com o objetivo de se obter uma equagdo na forma incremental, efetuou-se uma

simplificacdo baseada na seguinte expressdo, semelhante a do principio dos trabalhos

virtuais:
[E ‘e, De,, dvol= ['F; Au; ds (3.21)
vol S

ou:
U, = _|'tFi Au; ds (3.22)

onde o lado direito da equagdo corresponde ao trabalho virtual das forgas externas

acumuladas até a configuracdo t. O funcional de energia pode entdo ser reescrito:

Substituindo-se em (3.23) as fungdes de interpolagdo que serdo introduzidas na

Secdo (3.4) e aplicando (3.17), obtém-se a equagdo de equilibrio do sistema.
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3.4 - FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO

O elemento de viga-coluna adotado por Alves (1993b) e por Torkamani et al.
(1997) € o esquematizado na Figura 3.3. Trata-se de um segmento reto, limitado pelos
nos 1 e 2, que se deforma no plano de defini¢do da estrutura. Cada elemento define um
sistema local de coordenadas xy, rotacionado em relagdo a um sistema de coordenadas
global XY de um certo angulo 0. Nessa mesma figura ¢ fornecida a simbologia adotada

para os deslocamentos nodais incrementais (formulagdo incremental).

Av, Aez

Mb\)

Au

|

X

Figura 3.3 - Elemento de viga-coluna adotado.

Para que haja continuidade de deslocamentos e rotacdo nos bordos dos elementos
adjacentes, ¢ suficiente considerar, para aproximar o deslocamento axial incremental
Au, uma fungdo linear, enquanto para a componente transversal Av, admitindo-se

AB = dAv/dx, deve ser usada uma fungao do terceiro grau. Dessa forma, escreve-se:

Au=a,+a;x (3.24)

Av=by+b, x +b, x? +b;y x> (3.25)
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onde a, a;, by, b, ... e b; sdo constantes a serem determinadas atraves das condigdes de
contorno do elemento: em x = 0, Au = Au;, Av = Av; e AB; = dAv,/dx; e em x = L,
Au = Au,, Av = Av, e AB, = dAv,/dx. Dessas condigdes chega-se as expressdes para Au

e Av em termos dos valores nodais:

Au = Hl Aul +H2 Au2 (3.26)
AV:H3 AV] +H4 Ael +H5 AVz +H6 Aez (327)

onde H;, H,,... e Hg sdo as fungdes de interpolagao:

X
H, =1 _I; e H, :f (3.28a)
3x?  2x3 2x? X3
H3 —1__2 3 > H4 X—— _2,
L L L
2 3 2 3
Hy= o -2 o p =X+ X (3.28b)
L L L L

Matricialmente, tem-se que os deslocamentos Au ¢ Av, e a rotagdo AB de um dado

ponto do elemento, a uma distancia x do né 1, sdo dadas por:

Ad = HAu (3.29)

onde Ad = {AuAV Aq T Au= {Au, Av, 06, Au, Av, AGZ}T ; ¢ H tem a seguinte forma:

N4 ™M, 0 0 H, 0 0 O
o0 0 0
o o O
H:@‘IVD:%) Hy; Hy, 0 Hs Hy [ (3.30)
O O 0 0
5\1\,5 H) H3,x H4,X 0 H5,X H6,XH
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A transformacdo de Au para o sistema de coordenadas global XY (referencial

comum) ¢ dada por:

Auy =R'Au (3.31)

onde R ¢ a matriz de rotacdo do elemento.

3.4.1 — Matriz de rigidez

De acordo com Alves (1993b) e Silveira (1995), consegue-se exprimir o indicador

variacional (3.23) em funcdo dos deslocamentos e for¢as nodais da seguinte forma:

] 1 1 1
AN =AuT§KL +§KT +gK1(Au )+ﬁK2(Au ,Au )qu

+Au’ 'F, —Au’ AOF, (3.32)

As matrizes Ky, Ky, K; e K; sdo obtidas diretamente da energia interna de deformagao

definida pelos termos dados em (3.20) ou seja:

0°U,
N 3.33a
LG) aAui aAuJ ( )
0°U
ko= 97Ur 3.33b
T aAuiaAuj ( )
3
kl(i i) = LAuk (3330)
* 0Au;0Au ;0Auy
4
kZ(i,j) = 9 U2 AukAul (333(1)

aAu i aAu j aAu k aAul
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Observa-se que a defini¢do das componentes das matrizes por diferenciagdo
conduz a um procedimento geral que garante a simetria e, ainda, as propriedades de
distributividade e comutatividade. Destaca-se ainda para o elemento considerado, que
esse procedimento ¢ mais adequado do que a forma tradicional de elementos finitos,
onde as matrizes de rigidez sdo definidas em termos de matrizes de interpolacdo, sem,
no entanto, efetuar a integra¢ao no volume do elemento.

Em (3.32), o vetor 'F; caracteriza a forca interna da estrutura na configuragdo de
equilibrio t.

Levando-se em conta a contribui¢do de todos os elementos finitos, sem esquecer
que o somatdrio dos vetores ¢ das matrizes deve ser efetuado em relacdo a um
referencial comum (global), chega-se a uma expressdo semelhante a (3.32) para o
sistema estrutural global em estudo. Do principio da energia potencial total estacionaria,
ou seja, aplicando dAlN/0Au = 0, tem-se que a condigdo de equilibrio do sistema na

configuragdo t+At é dada por:

M +'F, =""\F, (3.34)
ou:

E(L +K, +%K,(Au)+éK2(Au,Au)§Xu +'F, = MO, (3.35)
onde:

M = é(L FK, +%K1(Au)+éK2(Au,Au)§3u (3.36)

¢ ¢ definido como o incremento das forgas internas da estrutura. O vetor g ¢ definido

como o vetor de forcas desequilibradas, com sinal negativo, ou

seja: g = t+Athr - tFi .

Na Secdo (3.4.2) sdo mostradas duas diferentes maneiras de se obter o vetor de

forcas internas 2'F;, levando-se em conta os deslocamentos de corpo rigido.
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O vetor g ¢ definido como sendo igual ao vetor de forcas desequilibradas, com
sinal negativo.

As Equacgdes (3.34) ou (3.35), representam um sistema de equacoes algébricas
ndo-lineares. Como ja mencionado, a solucdo desse sistema ¢ obtida neste trabalho
através da técnica iterativa de Newton-Raphson. Para este esquema de solucdo, define-
se a matriz de rigidez incremental K.

Alves (1993b) define a matriz de rigidez derivando a expressdo das forgas
internas, Equagdo (3.36), em relacdo a Au. Dessa forma, escreve a matriz de rigidez K

sob a forma:

K= E(L YK, +K1(Au)+%K2(Au,Au)§ (3.37)

Torkamani et al. (1997) reescreve a Equagdo (3.36) na forma: K Au= AtFi ,

onde K ¢ a matriz de rigidez do sistema:
1 1 O
K= éq +K, K (B)+ K (B, du) (3.38)

A parcela (K + K, ), independente dos deslocamentos nodais, ¢ a matriz de
rigidez tangente ao ponto de equilibrio inicial. Ky ¢ a matriz de rigidez linear; K, ¢ a
matriz de tensdes iniciais (ou matriz de rigidez geométrica) que ¢ funcdo das forgas
nodais iniciais. A inclusdo da parcela ndo-linear com as matrizes de primeira e segunda
ordem,K; e K,, corrige a rigidez dada pela matriz de rigidez tangente.

As componentes dessas matrizes serdo apresentadas no Apéndice A.

42



3.4.2 — Vetor de forcas internas

Ao se utilizar diretamente a Equagdo (3.36) para um movimento de corpo rigido,
verifica-se a ocorréncia de forgas internas nao nulas referentes a rotacdo do corpo
rigido, o que logicamente ndo deveria ocorrer.

Dois procedimentos sdo adotados aqui com o intuito de minorar esse problema.
Sao eles:

(1) utilizacdo de um referencial Lagrangiano atualizado (RLA), pois assim a
deformada a ser calculada ndo se distancia daquela tomada como referéncia e¢ as
rotacdes de corpo rigido sdo divididas em partes menores, sendo portanto melhor
aproximadas pelas fungdes de interpolagao.

(i) calculo das forgas internas da estrutura levando-se em considera¢do a geometria
deformada da barra.

Para as formulagdes tratadas neste capitulo, foram implementadas duas maneiras
diferentes de se obter as forcas internas. A primeira maneira a ser analisada nesta secao,
proposta por Alves (1993b) e implementada com sucesso por Silveira (1995), consiste
em calcular as forgas internas, em cada iteracdo, através dos deslocamentos que
realmente provocam deformagdes, obtidos em relagdo a configuracdo inicial
indeformada (deslocamentos naturais totais). A segunda maneira, sugerida por Yang e
Kuo (1994), consiste em se obter as forgas internas através dos deslocamentos naturais
incrementais, isto ¢, através dos deslocamentos que realmente causam deformacdes,
medidos em relagdo a ultima configuragdo de equilibrio obtida no processo incremental

de solugdo.
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3.4.2.1 — Deslocamentos naturais totais (Alves, 1993b)

Para a obtengdo da configuragdo de equilibrio t+At, é importante distinguir, para o
elemento considerado, os deslocamentos e rotacdes de corpo rigido daqueles que
acarretam realmente deformagdo. Na Figura 3.4a é mostrado o elemento na
configuragdo deformada e os deslocamentos que realmente provocam deformacgdo; na
Figura 3.4b estdo presentes as tensdes resultantes que se relacionam com estes

deslocamentos. Portanto é necessario que se estabele¢a uma relagdo entre @, @ ¢ d, e

os deslocamentos nodais do elemento. Da Figura 3.4c, onde ¢ definida a geometria da

configuragdo deformada, escreve-se inicialmente:

u=u -u (3.39a)

V=V -V, (3.39b)

W= tan_IBLH (3.39¢)
OL+u(]

onde W ¢ a rotagdo de corpo rigido que o elemento sofre. A partir destes valores
intermediarios, chega-se, observando a mesma figura, as expressoes dos deslocamentos

naturais totais que provocam deformagao, ou seja:

5=+(L +u)? +v? -L (3.40a)
@ =6 -y (3.40b)
¢ =6,-y (3.40¢)

Essas trés componentes definem o vetor de deslocamentos naturais equivalente

* . * ~ . . ~
u, . As forgas nodais referentes a u, sdo conhecidas usando-se diretamente a Equagao

(3.36), ou seja:
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Aty _ 1 * 1 * * _[] *
AR = KK () + K ()R (341)

com a exclusdo da matriz K , pois se refere ao estado inicial indeformado t = 0.

YGL

e
|

a) Deslocamentos naturais totais. b) Esforcos relacionados
com O, @1 € (.
Q
0 v
yi 5
2 T
@ Y9 o
Vo
- L. 01 ® I B
‘ T oL+u------ o
vt RERERREE -
1 oL w
i A ° LA 0
1 2 X

¢) Geometria deformada
Figura 3.4 - Célculo das forgas internas: deslocamentos naturais totais.

Observe, entretanto, que ¢ necessario obter um sistema de forcas internas

t+AtF*
1

equivalente a ., escrito na forma completa (6 componentes), para uma possivel

comparagdo com as forcas nodais externas atuantes no elemento. Como as forcas
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internas sdo fungdes ndo-lineares de u’, , este sistema equivalente € obtido invocando o

principio dos trabalhos virtuais, ou seja:

T «T
HAR du ="AE du (3.42)

* ~ . . . . . , .
onde du e du s3o deslocamentos nodais virtuais cinematicamente compativeis; e

+, 7 “ . + *
tHAt F, ¢ o vetor de forgas internas procurado, equivalente a At F; .

Das relacdes geométricas (3.39) e (3.40) podem ser extraidas as seguintes relagdes

entre os deslocamentos virtuais:

5=y, + 90 gy + 90 4g + 90 G + 90 gy, + B e, (3.43a)
dul dVl d 1 u2 dV2 dez
dg =3P gy, + 9P gy + 9P gg 4 9O G, L 9O L A e (3.43b)
ul dVl 1 dU2 dV2 92
dg, =992 gy + 9P g, 4R 49 4D 4 4D, 40 g (3.43¢)
dul dV] d 1 du2 dV2 d 2

que pode ser expresso matricialmente por:

du; =A"du (3.44)

onde A* ¢ a matriz de compatibilidade cinematica. Apos os calculos das derivadas em

(3.43), chega-se a:

0 0
D-L+u v L+u v o O
] L+ L+0 L+d L+d 0

A*_D v L+u ! \% _L+u OD (3.45)
J(L+3? (L+d>  (L+d® (L+d® [ |
o v L+u v _ L+u ID
B(L+3* (L+d>  (L+3> (L+3> B
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Substituindo-se (3.44) em (3.42), o principio dos trabalhos virtuais assume a

seguinte forma:

t+At FiT du :t+AtFi*T Atdu (3.46)
que apos simplificagdo, fica:

t+At F, = AT t+AtFi* (3.47)

Tem-se entdo que o vetor de forcas nodais absorvidas pela estrutura até a

t+At F' é

configuragdo t+At, no sistema global de referéncias, aqui denominado por il

determinado somando-se os esforgos internos absorvidos por cada elemento,

devidamente transformados para o sistema global de referéncia, ou seja:

t+At — o 0p T t+At
F, =3 R F, (3.48)

e=1

0p 4 . ~ - .
onde "R ¢ a matriz de rotagdo do elemento genérico ‘e’, na configuragdo inicial
indeformada.

3.4.2.2 — Deslocamentos naturais incrementais (Yang e Kuo, 1994)
Nesta abordagem, pretende-se também obter o vetor ““F;, s6 que de maneira

incremental, ou seja, obtendo a cada passo incremental o acréscimo nas forgas internas.

Para isso considera-se valida a relacao:

t+At Fi - tF~ + At F. (3 '49)

onde “F; ¢ obtido diretamente da Equacdo (3.36), com os deslocamentos naturais

incrementais (Au,), ou seja:
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1 I
M = é& +K, +EKI(Aun)+gK2(Aun,Aun)§mn (3.50)

Observe que neste contexto a inclusdo de K; é necessaria porque se refere ao estado
deformado da configuracdo de equilibrio t. Au, € o vetor de deslocamentos naturais

incrementais (Figura 3.5a), definido como:

Au,=[ 0 0 ¢ 3 0 @ ] (3.51)

u= Au2 —Au1 (3.52a)

V= AV2 —AVl (3.52b)

W =tan B (3.520)
O'LO

onde W ¢é a rotagdo de corpo rigido que o elemento sofre. A partir destes valores
intermediarios, chega-se, observando a mesma figura, as expressoes dos deslocamentos

que provocam deformacao, ou seja:

R I (3.53a)
@ =08, - (3.53b)
@ =08, -y (3.53¢)
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a) Deslocamentos naturais b) Esforcos relacionados
incrementais. com 0, @ie (2
f(b“) /
yi L 5
2
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@ 8 o
\'A ,
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: 1 F 77777 tL+u - - ﬂ :AVz
Avi e o o oo - :
‘ tL | Auz ‘
R . I
1 2 X

¢) Geometria deformada

Figura 3.5 - Calculo das forcas internas: deslocamentos naturais incrementais.

Utilizando a relagdo (3.49) juntamente com (3.50) chega-se ao vetor de forgas

nodais absorvidas pela estrutura na configuragdo de equilibrio t+At, determinado no

sistema local para o elemento genérico e.

O vetor de forgas internas deve ser transformado para o sistema global através da

matriz R,, que ¢ a matriz de rotagdo entre o sistema global de referéncias e o sistema

local atualizado na ultima iteracdo processada. O vetor de forgas internas do sistema é,

entdo, obtido na forma global somando-se os esfor¢os internos absorvidos por cada

elemento, devidamente transformados para o sistema global de referéncia, ou seja:
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m
t+At F. — ZRE t+AtF- (354)

3.5-RESUMO

A Figura 3.6 fornece os principais aspectos das formulagdes desenvolvidas neste
capitulo juntamente com simbolos pelos quais serdo designadas ulteriormente.

Alves (1993b)

- Vetor de forgas internas:

- Tensor de Green completo:ae,, =Ae,, +an,, deslocamentos naturais totais:
_ddu_ d*av AFT At 1 w1 N
A " y ax2 t+ ‘Fi =E(L+EKl(un)+gK2(un,u“)Hln
O
1 u dhud’Av 2 2Av 1L VET
ANy == -2y— + +— dxt . .
Mo 2%& g Vax a2 Y Hax? L!;Ddx g XE 1+A1Fi = AT U
- Funcional de energia:
AM :AuT%KL +%Kr +%K] (bu )+;7K2(Au Au )@“ - Vetor de forgas internas:

N deslocamentos naturais incrementais:
+0u" 'F; —AuT ANF,

. .. AFI< ap =§( YK, 1K, (Buy)+ LK, (Bu, ,Bu )gm
- Matriz de rigidez no RLA i e T I

com termos de ordem elevada: whp g 4 MR
i = i i

K= E(L +K, +K1(Au)+%K2(Au,Au)§

Torkamani et al.(1997)

- Tensor de Green simplificado: ae,, =ae,, +an,,

Ae _dAu_ d*av
o E Y
ANy, :%E}?g - Vetor de forgas internas:
Odx O . .
- Efeitos dos momentos desprezados deslocamentos naturais totais:
.. ~ P
do estado inicial de tensdes: ‘e=— At 1 w1 N
EA TFT = 'F; =§(L+*K1(“n)+*l{z(“na“n)aln
2 6
- Funcional de energia: GOUR = AT COES
An =AuT%KL +%KT +]gKl(Au )+21—4K2(Au ,Au )ém
+0u" 'R, —Au" B, - Vetor de forgas internas:
i

) o deslocamentos naturais incrementais:
- Matriz de rigidez no RLA TFI

1 1
com termos de ordem elevada: AF = E(L +K; +5K1(Aun)+ng(Aun,Aun)§lun

1 1 [}
= + += +-
K E(L K, 2Kl(Au) 6Kz(Au,Au)H t+AtFi =R, + mFi

Figura 3.6 — Resumo das formulagdes: Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997).
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4

FORMULACOES NAO-LINEARES
DE ELEMENTOS FINITOS:
YANG e KUO (1994)

4.1 - INTRODUCAO

As formulagdes ndo-lineares de elementos finitos a serem tratadas neste capitulo
para modelagem de sistemas reticulados planos foram introduzidas por Yang e Kuo
(1994).

Essas formulagdes sdo baseadas em relagdes deformacdo-deslocamento geradas a
partir do tensor de Green-Lagrange, correspondentes as deformacdes axiais ¢
transversais, para as quais ¢ aceita a hipdtese da teoria de vigas de Bernoulli, conforme
apresentado na Secao (4.2).

A Secao (4.3) mostra a obtencao das equacdes de equilibrio através do principio
da energia potencial total, para trés casos diferentes: o modelo ‘/inearizado’, para o qual
se despreza as parcelas ndo-lineares das relacdes correspondentes as deformagdes

incrementais; o modelo ‘linearizado-simplificado’, para o qual, além das simplificagdes

da formulagdo anterior, ndo se considera a parcela (dAﬁ/ dx)2 da relagdo referente as

deformagdes axiais iniciais; e, finalmente, o modelo com termos de ‘ordem elevada’
para o qual se usa as relagdes completas.

Na Secao (4.4) serdo apresentadas as matrizes de rigidez dessas formulagdes,
obtidas em referencial Lagrangeano atualizado (RLA), e os vetores de forcas internas,
cuja obtencao ¢ feita a partir de duas abordagens diferentes: através dos ‘deslocamentos

naturais incrementais’ ¢ usando a matriz de ‘rigidez externa’.



4.2 - RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

Da mesma maneira que os modelos introduzidos por Alves (1993b) e por
Torkamani et al. (1997), as formula¢des de elementos finitos ndo-lineares sugeridas por
Yang e Kuo (1994) foram baseadas em relacdes deformacdo-deslocamento geradas a
partir do tensor de Green-Lagrange. Entretanto, além das relagdes correspondentes as
deformagdes axiais, sdo consideradas também as relagdes correspondentes as

deformagdes cisalhantes, conforme mostrado a seguir:

ﬁg+5mvgg (4.1)

1
™ dx E@dxm Odx OF

IEHA +dAVEI+
> 2ndy dx g

CdAu dAﬁ+dAV davO

1
—0 O (4.2)
20dy dx dy dx

que podem também ser expressas, separando-se as parcelas lineares das ndo-lineares da

seguinte forma:

AsXX :AeXX +AnXX (43)
Ae,, =Deyy, + AN, (4.4)

para as quais se tem:

- - 0
I mm=l%gﬂg+ ng 4.5)
dx 2@dx O Odx OF
he,, :l[ﬂAu_l_@S An,, :lEﬂAu dAu+dAVdAVB (4.6)
20dy  dx 20dy dx dy dx g

onde Au ¢ o deslocamento axial de um ponto distante y da linha neutra da secdo.
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Aceitando-se a hipotese da teoria de vigas de Bernoulli de que as secdes
transversais inicialmente planas permanecem planas apds a deformacdo, escreve-se,

conforme visto na Figura 3.1:

Au = Au - y@ 4.7)
dx

onde a primeira parcela, Au, ¢ uma conseqiiéncia dos esfor¢os extencionais atuantes e ¢
constante ao longo da se¢do; a segunda parcela, y(dAv/dx), ¢ devida aos esforcos de
flexdo, e varia linearmente com a distancia a linha neutra.

Substituindo-se (4.7) em (4.5), tem-se para as deformacdes axiais as seguintes

relacoes:

2
pe, =980 _ 4BV (4.82)

XX X y 2
2 2
%g dudsy, o v ey g wsb)
ik ax 0dx? D dx

que sdo semelhantes as relagoes (3.4) e (3.5), utilizadas por Alves (1993b) e Torkamani

et al. (1997). Substituindo-se (4.7) em (4.6), tem-se para as deformacdes cisalhantes:

10 dAv dAv[O
- —+—"=0 4.9
2% ¥ dx H (4.92)

Portanto, a parcela linear das deformacgdes transversais, ao se considerar a hipotese de
Bernoulli, se anula. Entretanto, 0 mesmo ndo ocorre para a parcela ndo-linear que fica

da seguinte forma:

0 2
Ar]xy l[‘)’ dAu dAV Vd Av (4.9b)
2@ dx dx X dx?
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Para um referencial Lagrangiano atualizado (RLA) ¢é indispensavel que se defina
para o elemento finito considerado o estado de tensodes, ou de deformagdes, na ultima
configuragdo de equilibrio obtida no processo de solugdo incremental, ou seja, na
configuragdo t. Os esforcos iniciais resultantes (axiais 'P, cisalhantes 'Q, e momento

fletor ‘M) podem ser definidos por:

'P=glt,, dA (4.11)
A

'Q=['1,,dA (4.12)
A

M=t ydA (4.13)
A

A partir da Figura 3.2 do capitulo anterior, Yang e Kuo (1994) definem:

(M, +M2)X M, +M,)

‘"M =-M, + 'Q= -( 3 (4.14)

Para um elemento de portico plano cuja hipdtese de Bernoulli tenha sido adotada,
apenas as tensdes axiais Athx podem ser obtidas diretamente da lei constitutiva:
Atrxx = EAg,.. O mesmo ndo deve ser feito para as tensoes cisalhantes incrementais Athy;
essas devem ser determinadas indiretamente, ou seja, das condi¢des de equilibrio.
Fazendo assim, Yang e Kuo (1994) determinou que a seguinte relacdo deveria ser

considerada:

M1y =Siy + Sk (4.15)

onde as parcelas linear e nao linear do incremento de tensdes cisalhantes sdo dadas por:

2 3
s! :5%2 h” Hd*Av (4.16a)

-TH dx>
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2 3
gn =5 2_h” Hdhu d°Av (4.16b)
Yo EdX dx3

sendo h igual a altura da secdo transversal do elemento de viga.

4.3 - FUNCIONAL DE ENERGIA

O funcional de energia na configuracdo t+At ¢ definido como na Equagao (3.18),
ou seja:

AM =AU +AV 4.17)

sendo o incremento de energia de deformacdo, AU, definido, para o referencial

Lagrangiano atualizado (RLA) como:

‘e tAe
AU= [ [ (Atyde)dVol (4.18)
Vol e .

)

Considerando-se entdo as deformacoes axiais e cisalhantes, escreve-se:

AU = [f E‘ T Dey, +2 thyAsXy ﬁdAdx

Vol

s el +287 e Hiadx (4.19)
Vol 02 > b 0
O incremento da energia potencial das forcas externas AV ¢ definido como:

AV =-(F Au; ds=- ﬁtFi Au; ds + [AF, Au; dsE (4.20)

Trés diferentes abordagens serdo feitas a seguir, dando origem a trés diferentes

formulag¢des de elementos finitos ndo-lineares.
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4.3.1 — Formulacao linearizada
Nessa abordagem, assume-se que as deformagdes incrementais sdo tdo pequenas

que as parcelas ndo-lineares destas podem ser desprezadas. Assim, levando-se em conta

(4.8a), a Equacdo (4.19) pode ser reescrita:

AU = [f %‘ TXXAEXX +2 thyAsXy EdAdx + [ %Aeix EdAdx 4.21)

Vol Vol

Seguindo a proposta de Alves (1993b), pode-se definir o funcional de energia da

seguinte forma:
0, 0
AM=U,+U, +U, - B’ F, Au; ds + [AF, Ay, dSH (4.22)

onde, usando-se (4.11) a (4.13), tem-se:

Up= | (trxx Dey +2'Ty Aexy) dvol (4.23a)
vol
1L uf, gavy 1 tavFE 110 ddu a?av0
Up=—['P + +—H—-HWx + —[OM——[ilx
0 dx O 0Odx 0O Ade HE 208 d&x dx” g
10 dAu dAv
_! dau daviL 4.23b
2£EQ ix dx B (4.23b)
U, =1 [EAe, 'dVol (4.23¢)
tvol

56



Com o objetivo de obter equagdes de equilibrio na forma incremental, efetuou-se
uma simplificacdo semelhante a mostrada no capitulo anterior pelas Equagdes (3.21) ¢

(3.22):

[ (trxx Dey, +2 "1y Aexy) dvol = ['F, Au; ds (4.24)
S

vol

ou entdo, de (4.23a) tem-se :

Up = ['F, Au; ds (4.25)
S

onde o lado direito da equacdo corresponde ao trabalho virtual das forcas externas
acumuladas até a configuracdo t. O funcional de energia pode entdo ser reescrito na

forma:

AM=U, +U, - [AF, Au; ds (4.26)

4.3.2 — Formulacio linearizada-simplificada

Para a formulagdo ‘linearizada-simplificada’, a parcela (dAﬁ/dx)2é desprezada

da relacdo (4.5). Nesse caso, em (4.26) assume-se Ur = U, onde:

L L
Uy =4 AV 4, 1 todhu dav 4 (4.27)
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4.3.3 — Formulacio com termos de ordem elevada

Nessa abordagem as parcelas ndo-lineares das deformacgdes incrementais nao sao
desprezadas. Além dessas formulagdes proposta por Yang e Kuo (1994) e das
formulagdes introduzidas por Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997), que foram
implementadas e analisadas no presente trabalho, pode-se citar diversas outras que da
mesma forma adotam os termos de ordem elevada, como por exemplo as formulacdes
propostas por Ebner (1972), Wen et al. (1983), Chages et al. (1987).

Considerando as relagdes (4.8a), (4.8b) e (4.9b), a Equacdo (4.26) é entdo

reescrita com a adicdo dos termos de ordem elevada da seguinte forma:

AM=U, +U, +U, +U, - [AF, Au; ds (4.28)

onde, U e U; sdo idénticos aos dados em (4.23); substituindo-se (4.3), (4.4) e (4.15) em
(4.19), chega-se a:

U, = VI 1 (EAeXXAr]XX +2 Slxy Anxy) dVol (4.29a)
o
Up= [ Eoand + 285, an,, fivol (4.29b)
2 0
Vol

Substituindo nessas equagdes as relagdes (4.5), (4.6) e (4.16), e considerando-se

algumas simplificacdes, pode-se escrever:

L 2 2 2 3 H
Uy = A A" dAvEH, SFI dAu vh g AvdBvdBug,, 50,
0%2 H dx dx H 2 dx Hdx E

Uz:}EEA%ZMVZET&Hmuﬁd”z%ﬂv@@@@dwg
OES adx dx H Sde dx dx? 2 Hdx dx?

2 3a 00
+EIdAu dAv d AVDdX (4.30b)
dx  dx dgx3 g
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4.4 - FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO

O elemento de viga-coluna adotado por Yang e Kuo (1994) ¢ o mesmo elemento
que foi adotado por Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997) e esta esquematizado na
Figura 3.1 do capitulo anterior. Trata-se, portanto, de um segmento reto, limitado por
dois nos, que se deforma no plano de definigdo da estrutura. Cada elemento define um
sistema local de coordenadas xy, rotacionado em relagdo a um sistema de coordenadas
global XY de um certo angulo 0.

As fungoes de interpolacdo sdo também as mesmas utilizadas para as formulag¢des
do Capitulo 3 e definidas pelas Equacoes (3.28a) e (3.28b), linear para o deslocamento
axial incremental Au e cubica para a componente transversal Av, garantindo assim a

continuidade de deslocamentos e rotagdo nos bordos dos elementos adjacentes.

4.4.1 — Matriz de rigidez

De acordo com Alves (1993b) e Silveira (1995) consegue-se exprimir o indicador

variacional em func¢do dos deslocamentos e forgas nodais da seguinte forma:

! 1

1 1
Al = Au K, +-K.+—K;(Au )+—K,(Au ,Au u
DKL+ Ko oK (Bu )+ K s

Tt T t+At
+Au” 'F; —Au AF, (4.31)
onde as componentes das matrizes Ky, K, K; € K, s@o obtidas diretamente da energia

interna de deformacdo definida pelas componentes dadas em (4.23), (4.27) e (4.30) ou

seja:

9’U
Kppoy=——b 4.32a
L(I’J) aAuiaAuj ( )
2
97Uy (4.32b)

ke =—ou-—*
@) aAuiaAuj
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0°U,

kiyiy=————"——~»MN 4.32c¢
1G.)) aAuiaAujaAuk k ( )

o 0*u,
2(3i,j) 0Au;0Au ;0Au ) 0Au,

sendo que K; e K; s6 sdo obtidas e consideradas para a formulagdo com ‘ordem
elevada’.

Em (4.31), o vetor 'F; caracteriza a forca interna da estrutura na configuragio de
equilibrio t.

Levando-se em conta mais uma vez a contribuicao de todos os elementos finitos,
sem esquecer que o somatorio dos vetores e das matrizes deve ser efetuado em relagdo a
um referencial comum (global), chega-se a uma expressdo semelhante a (4.31) para o
sistema estrutural em estudo. Do principio da energia potencial total estaciondria tem-se

que a condi¢do de equilibrio do sistema na configuracao t+At ¢ dada por:

AE +'F, ="O\E, (4.33)
ou:

é(L +K, +%K1(Au)+éK2(Au,Au)§ku +'F, = "AF, (4.34)
onde:

ME = é(L VK, +%K1(Au)+éK2(Au,Au)§3u (4.35)

¢ definido como o incremento das forgas internas da estrutura. O vetor g é definido

como o vetor de forgas desequilibradas, com sinal negativo, ou seja:
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g= ""M\F, - 'F, (4.36)

No Apéndice B serdo fornecidas as componentes das matrizes Ky, K¢, Kj ¢ K.

A seguir, na Secdo (4.4.2), serdo mostradas duas formas diferentes, sugeridas por
Yang e Kuo (1994), de se calcular o vetor de forcas internas levando-se em conta os
deslocamentos de corpo rigido.

Yang ¢ Kuo (1994) afirmam que ndo ¢ necessaria a utilizagdo dos termos de
ordem elevada no célculo da solucdo predita, mas que, para a formulacdo com termos de
‘ordem elevada’, esses devem ser incluidos na fase corretiva da solugdo incremental-
iterativa, ou seja, no calculo do vetor de forgas internas. Assim, para as trés

formulagdes, pode-se considerar a matriz de rigidez da seguinte forma:

K=[K, +K, ] (4.37)

4.4.2 — Vetor de forgas internas

Para as formulagdes tratadas neste capitulo, foram implementadas as duas formas
diferentes de se obter as forcas internas sugeridas por Yang e Kuo (1994).

A primeira maneira a ser abordada consiste em se calcular as forcas internas
através dos deslocamentos naturais incrementais, a segunda forma baseia-se na
definicdo de uma ‘matriz de rigidez externa’, e que segundo Yang e Kuo (1994), é o
procedimento mais sistematico de se obter o vetor de forcas internas, pois pode ser
utilizado para outros tipos de elementos.

Essas duas abordagens para o calculo das forgas internas introduzidas para as trés
formulagdes anteriores, geram seis esquemas diferentes. No presente trabalho, a
abordagem da ‘matriz de rigidez externa’ s6 foi introduzida para o modelo
‘linearizado’. Assim, somente quatro, desses seis possiveis esquemas, serao

considerados neste trabalho.
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4.4.2.1 — Deslocamentos naturais incrementais
+ . .
Pretende-se nesta abordagem obter o vetor ' At F, de maneira incremental, ou

seja, a cada passo de carga o acréscimo nas forgas internas deve ser calculado. Para isso

considera-se valida a relagao:

t+At _ t At
F, = 'F, + %F (4.38)

1 1

onde F, ¢ obtido diretamente da relacao:
Mp =K Au, (4.39)

sendo K a matriz de rigidez para as formulacdes ‘linearizada’ e ‘linearizada-

simplificada’ dada por:
K=[K +K, ] (4.40a)
ou para o modelo com termos de ‘ordem elevada’:

K =K, +K, +%K1(Aun)+éK2(Aun,Aun) (4.40b)

e Auy, ¢ o vetor de deslocamentos naturais incrementais do elemento, no sistema local,

que ¢ definido como:
Au,=[ 0 0 @ & 0 ¢ | (4.41)

da mesma Figura 3.5, pode-se escrever:

62



u = Au, —Au, (4.42a)

v=Av, -Av, (4.42b)
W =tan B (4.420)
O'LO

onde W ¢ a rotacdo de corpo rigido que o elemento sofre. A partir desses valores, chega-

se, observando a mesma figura, as expressdes dos deslocamentos que provocam

deformacao, ou seja:

R I (4.43a)
@ =06, -y (4.43b)
® =08, - (4.43¢c)

Utilizando a relagdo (4.39) juntamente com (4.38) chega-se, portanto, ao vetor de
forcas nodais absorvidas pela estrutura na configuragao de equilibrio t+At, determinado
no sistema local para o elemento genérico.

O vetor de forgas internas deve ser transformado para o sistema global através da
matriz R,, que ¢ a matriz de rotagdo entre o sistema global de referéncias e o sistema
local atualizado na ultima iteracdo processada. O vetor de forcas internas do sistema &,
entdo, obtido na forma global somando-se os esfor¢os internos absorvidos por cada

elemento, devidamente transformados para o sistema global de referéncia, ou seja:

t+At _ 8T t+At
F,, = YRT “OF, (4.44)

e=l

4.4.2.2 — Matriz de rigidez externa

Esta abordagem tem a vantagem de ser mais geral e sistematica, podendo ser
estendida a analise de estruturas compostas por outros tipos de elementos.
As rotagdes de corpo rigido, conforme ilustrado na Figura 4.1, podem ser

descritas pelo vetor:
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(4.45)

Ltan (W) =L W

X

Figura 4.1 — Rotagdo de corpo rigido.

Observa-se que para o elemento de portico plano, nenhuma forca ¢ gerada pela

matriz de rigidez elastica, pois Ky Au,, ={0} . Porém a matriz K, ndo passa no

teste de corpo rigido. Por exemplo, para o modelo ‘linearizado’ tem-se que:

O
K;Au, :%-

M, +M,

L

M; +M,

-P 0
v L

¢ Py og (4.46)

Considerando-se a aproximagao para a rotacao de corpo rigido: ¥ = (v, —v,)/L,

pode-se definir a matriz de rigidez externa, K. , reorganizando-se (4.46) na forma do

seguinte produto:

OOood

M; +M,

:
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L 0
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odo o
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020
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2 L E

0 0 o H

(4.47)
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onde, considerando-se as aproximacdes mostradas na Figura 4.1, foram inseridos alguns
termos na matriz Ky. com o objetivo de torna-la simétrica.
Finalmente, o vetor de forgas internas incrementais pode ser obtido levando-se em

consideragdo os efeitos de corpo rigido da seguinte forma:

ME = (K-K,,)Au (4.48)

O vetor de forcas internas do sistema na forma global, considerando-se (4.38), ¢
obtido somando-se os esforgos internos absorvidos por cada elemento, devidamente

transformados para o sistema global de referéncia através da seguinte relacao:

t+AtFig1 — ERE t+AtFi (4.49)

e=1
Pode-se afirmar que a abordagem com a introducdo da ‘matriz de rigidez externa’
tende a produzir valores para as forgas internas tanto mais proximos daqueles obtidos
usando ‘deslocamentos naturais incrementais’ quanto menores forem os deslocamentos.
Uma maneira de se visualizar esta afirmacdo ¢ reescrever a Equacdo (4.48) da seguinte

forma:
AR =K [bu-Du,] (4.50)

observando as propriedades da matriz K, pode-se rearranjar (4.50) como segue:

AR =K [pu-Au,]=K (4.51)

ooogognoonn
5
|
£

I |
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Observe que o vetor de deslocamentos mostrado acima, para pequenas rotagdes, ¢

aproximadamente igual ao vetor Au,, cujas componentes sdo dadas em (4.42).

4.5 - RESUMO

A Figura 4.1 apresenta um resumo das formulac¢des desenvolvidas neste capitulo
juntamente com simbolos pelos quais serdo designadas na seqiiéncia deste trabalho.

e ~ . .
- Formulagdo linearizada:
Caracteristicas gerais: AM=U, +U, - [AF Au, ds
YGN ;
- Tensor de Green completo: - Matriz de rigidez:
i- deformacdes axiais: L K=[K,+K,]
daw | 1 Hyaw v O ~ 1 .
Do =" %7 BZ + BJAHZ o (- Formulacao linearizada:
x 2 @dx O Odx O S|
ii- deformagdes cisalhantes: AN=Uc+ Uy - [AF Bug ds
_ 1 AT | dAvO, 1 QAT dAG | dAv davO - Matriz de rigidez:
% =3B "o H 2Be @ d o B
YGE < K=[K; +K_ ]
- Vetor de forgas internas:
- Vetor de forgas internas, matriz de rigidez externa:
com excecdo de YGE, Mg = (KK, )Au
calculado através dos: ' "
L. . HA[F. = 'F o+ AtF.
deslocamentos naturais incrementais: ! ! !
At —
F. =K A ~
i tn (- Formulagdo
A — A . . . .
“MF =R+ OF linearizada-simplificada:
YSN < AM=U,, +U; - [AF, Au; ds
A Y 1 . .8
- No célculo da solugao predita, - Matriz de rigidez:
considera-se apenas a parcela linear KKK,

da matriz de rigidez:
(- Formulacdo com

ordem elevada:
AN =U, +Up +U, +U, - [AF, Au; ds
S

K=[K, +K_ ]

YHN <
- Matriz de rigidez:

K =K, +K; +%K1(Au)+%K2(Au,Au)

\

Figura 4.2 — Resumo das formulagdes: Yang e Kuo (1994).
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S

FORMULACOES NAO-LINEARES
DE ELEMENTOS FINITOS:
PACOSTE e ERIKSSON (1997)

5.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentadas as formulagdes de elementos finitos propostas
recentemente por Pacoste e Eriksson (1997). Essas formulacdes, diferentemente
daquelas apresentadas nos capitulos anteriores, sdo desenvolvidas em referencial
Lagrangiano total (RLT), com duas abordagens diferentes para os deslocamentos: a
abordagem total propriamente dita, em que os deslocamentos nodais sdo referidos a um
sistema de coordenadas locais fixo; e a abordagem corrotacional, onde a matriz de
rigidez e o vetor de forcas internas s@o calculados no campo dos deslocamentos naturais
totais, isto €, os deslocamentos sdo referidos a um sistema de eixos que ¢ continuamente
atualizado a medida que o elemento gira.

A Secao (5.2) pretende expor as diferentes relacdes deformacgao-deslocamento
consideradas nas formulagdes propostas, mostrando, mais uma vez a participagdo do
tensor de Green-Lagrange e introduzindo as chamadas relagdes ‘melhoradas’ sugeridas
por Pacoste e Eriksson (1997).

A Secdo (5.3) fornece, de um modo geral, o funcional de energia do sistema em
estudo.

Finalmente, na Secdo (5.4), s3o apresentadas detalhadamente as cinco
formulagdes de elementos finitos com as consideracdes das diferentes fungdes de

interpolacdo e definicdes das matrizes de rigidez e dos vetores de forgas internas.



5.2 - RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

As cinco formulagdes de elementos finitos introduzidas por Pacoste e Eriksson
(1997) foram baseadas em diferentes relagdes deformagao-deslocamento. As duas
formulagdes com abordagem ‘corrotacional’, assim como todas as outras formulagdes
de elementos finitos apresentadas nos Capitulos 3 e 4 utilizam relacdes do tensor de
Green-Lagrange, com a aceita¢ao da hipdtese da teoria de vigas de Bernoulli. As outras
trés formulagdes, cuja abordagem foi denominada ‘total’, foram baseadas em relagGes
‘melhoradas’, com a introducdo da nio-linearidade através de fungdes trigonométricas.

Uma observacao importante ¢ que todas as formulagdes apresentadas em Pacoste
¢ Eriksson (1997), ao contrario daquelas dos capitulos anteriores, utilizam o referencial
Lagrangiano total (RLT). Portanto, as relagdes apresentadas neste capitulo sao

referentes a deslocamentos e deformagdes ‘totais’ e nao ‘incrementais’.

5.2.1 — Relacdes baseadas no Tensor de Green-Lagrange

As formulagdes de elementos finitos introduzidas por Pacoste e Eriksson (1997)
que se basearam numa abordagem ‘corrotacional’, consideram as relagdes deformagao-
deslocamento do tensor de Green-Lagrange, aceitando-se adicionalmente a hipotese da
teoria de vigas de Bernoulli. Dessa forma, sdo apresentadas a seguir as relagdes

consideradas.

5.2.1.1 — Relagoes de segunda ordem

Estas relagdes sdo geradas pelo tensor de Green-Lagrange incompleto, pois
despreza-se o termo (dﬁ/dx) * da relagdo correspondente as deformagdes axiais. E ainda

realizada uma uniformizacdo das deformagdes axiais, semelhante a sugerida por Alves

(1993b), para contornar os efeitos de ‘membrane locking’, ou seja:
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(5.1a)
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Considerando-se apenas a parcela linear das deformagdes transversais e a hipotese de

Bernoulli, conforme mostrado na Equacéo (4.9a) do capitulo anterior, chega-se a:

y=2g,, =2¢, =0 (5.1b)

Xy xy
A curvatura k da viga ¢ aproximada pela relagdo:

de
k=— 5.1
i (5.1¢)

. . dv . o ~
onde foi assumido 8 =— . As relagdes constitutivas correspondentes sdo dadas por:
X

P = EAe, M = Elk (5.2)

5.2.1.2 — Relacoes lineares

Caso as parcelas ndo lineares das relagdes anteriores sejam desprezadas, pode-se
escrever:

£ = 3_‘; (5.3a)
y=0 (5.3b)
k = j—i (5.3¢)

As relagdes constitutivas a serem consideradas aqui sdo as mesmas de (5.2).
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5.2.2 — Rela¢des melhoradas

Com o objetivo de obter um elemento de viga ndo-linear, capaz de representar
corretamente os termos de energia de ordem elevada, serdo introduzidas as relacdes
deformacdo-deslocamento ‘melhoradas’.

A configurag@o corrente deformada dos eixos da viga, conforme a Figura 5.1,

pode ser descrita por uma curva regular definida pelo vetor posicéo:

r(x) =[x +u(x)]i+v(x)j (5.4)

0(x

A
Y

Figura 5.1 — Relagdes geométricas.

onde cada ponto do eixo da viga é associado a uma se¢@o transversal (S); o angulo 8(x)

define a rotac@o da secdo transversal na configuragao deformada.
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O vetor tangente ao eixo da viga deformada, no ponto da secdo (S), pode ser

descrito pelas deformagdes €y, Y € k da seguinte forma:

r, =[l+g,]Ja+yb (5.5)

onde o vetor unitdrio ortogonal a (S) ¢ dado por:

a(x) =cos(0)i+sen(0) j (5.6)

e o vetor unitdrio paralelo a (S) ¢ dado por:

b(x) =—sen(0) i+ cos(0) j (5.7)

Derivando-se (5.4) em relagdo a x, impondo a igualdade (5.5) e considerando as

relacoes (5.6) e (5.7), chega-se a:

e = H+39Hos0) + Y Henco) (5.80)
O dxQO Odx O
_ [Hdv du
y= éir_x %L:OS(G) - @ + i Esen(e) (5.8b)
_d8
k= (5.8¢)

As relagdes constitutivas correspondentes sdo dadas por:

P=FEAe Q=GAy M =Elk (5.9)

onde os valores de rigidez equivalentes EA, GA e EI ndo sdo necessariamente iguais

aos tradicionais EA, GA e EL
Observe que os vetores ry € a tornam-se co-lineares se a hipotese da teoria de

vigas de Bernoulli ¢ assumida. Assim (5.5) pode ser reescrita da seguinte forma:
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=[l+ey]a (5-10)

]

Realizando adicionalmente uma uniformizagdo das deformagdes axiais, para contornar

os efeito de ‘membrane locking’, obtém-se as expressoes:

-lL +—-cos(9)H dX (5.11a)
Ly Dcos(e)% ‘
_ VLA, du
y=0 él‘—xgzéhdx Etan(e) (5.11b)
k=40 (5.11¢)

P=EAc¢ e M =Elk (5.12)

Observa-se que as relagdes baseadas no tensor de Green-Lagrange podem ser
obtidas como casos particulares das representadas em (5.11). Assim, utilizando-se uma

aproximagdo de segunda ordem para a fungao trigonométrica cos(8), ou seja:
1
cos(B)=1- 592 e sen(0)=0 (5.13)

consegue-se relagdes equivalentes as dadas em (5.1). Por outro lado, se for utilizada

uma aproximag¢ao de primeira ordem para o cos(0) ou seja:
cos(B)=1 e sen(B)=H6 (5.14)

chega-se nas relagdes equivalentes as fornecidas em (5.3).
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Observando esse fato, Pacoste e Eriksson (1997) concluiram que os valores de

rigidez equivalentes E_A, GAeEl no caso de pequenas deformagdes, poderiam ser

consideradas iguais aos tradicionais EA, GA ¢ EL

5.3 - FUNCIONAL DE ENERGIA

O funcional de energia ¢ definido como na Equacgao (3.15), ou seja:
MmM=uU+V (5.15)

sendo que a energia de deformag¢do U ¢ definida no referencial Lagrangiano total

(RLT) como:
&
U= [ [(t;de;)dVol (5.16)

Vol 0

Integrando na area da secdo transversal e considerando-se as relagdes constitutivas

(5.9) com EA = EA, GA =GAeEI =EI , pode-se reescrever (5.16) da seguinte forma:
L

U=%_[ EA g2 +GAy? +EIk? |dx (5.17)
0

Para os casos em que se considera a hipdtese de Bernoulli sdo utilizadas as

relacdes (5.11) e a energia de deformacao pode ser expressa simplesmente por:
1t 2 2
U:EJ’[EA8XX+EIk ]dx (5.18)
0

A energia potencial das forcas externas V, ¢ definida como:
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V=-fF u;ds (5.19)

5.4 - FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO

Em Pacoste e Eriksson (1997) podem ser encontradas as cinco diferentes
formulagdes de elementos finitos ndo-lineares apresentadas a seguir.

As trés primeiras formulagdes a serem analisadas sdo denominadas de ‘total’,
pois, os termos de energia sdo expressos em fung¢do dos deslocamentos totais. O
primeiro elemento finito desse grupo ¢ baseado na teoria de vigas de Timoshenko,
assim, ndo despreza as deformagdes transversais das se¢des devido as tensodes
cisalhantes. Os outros dois modelos consideram a hipotese da teoria de vigas de
Bernoulli, desprezando portanto os efeitos cisalhantes.

As duas formulagdes de elementos finitos restantes s3ao denominadas
‘corrotacional’ e os deslocamentos totais sdo expressos em coordenadas locais,
coordenadas estas que sdo constantemente atualizadas, girando e transladando com o

elemento. Para esses elementos finitos também ¢ aceita a hipotese de Bernoulli.
5.4.1 — Formulacao total: Timoshenko

Para esta formulacdo foram utilizadas as relagdes deformacdo-deslocamento
‘melhoradas’, representadas pelas Equagdes (5.8), sem aproximagdes para as fungdes
trigonométricas. Em compensacdo foram adotadas fung¢des de interpolacdo lineares para

aproximar os deslocamentos u e v:

e a curvatura k foi aproximada por:
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_de_dH, , , dH,
|

dx dx dx

0, (5.20c)

sendo O (x), definido como o valor médio®=(0, +6,)/2; H, e H, sdo funcdes de

interpolacdo dadas por:

X

H,=1-
! L

e H,= (5.21)

Com as aproximagodes (5.20) e as relagoes (5.9), pode-se integrar numericamente a
Equagao (5.17) utilizando-se, por exemplo, a quadratura de Gauss com um ponto de

integracao chega-se para um elemento genérico:
:%[EA g2 +GA Y +EIk? (5.22)

As componentes fi; do vetor de forcas internas “'F; absorvidas pelo elemento, e

t+At

as componentes k;; da matriz de rigidez elementar ~ K sdo determinados no sistema

local diretamente das equacgdes:

U

fi = — 5.23
i o (5.23)
2
=0y (5.24)
aui auJ

Observe que no calculo das componentes fi; os efeitos de rotacao de corpo rigido
foram desprezados.

O vetor de forgas internas na sua forma global ¢ obtido, somando-se os esforcos
internos absorvidos por cada elemento, devidamente transformados para o sistema

global de referéncia como segue:
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m
tJrAtFigl =3 'RT “BF, (5.25)

e=1
onde "R é a matriz de rotagio do elemento genérico ‘e’, na configuragdo de equilibrio

inicial indeformada t=0.

Ja a matriz de rigidez do sistema na sua forma global é dada por:

m
K,=3'RTK 'R (5.26)
e=1

5.4.2 — Formulacio total: Bernoulli

Para este caso, Pacoste e Eriksson (1997), com o objetivo de levar em

consideragdo os deslocamentos de corpo rigido, introduziram os seguintes ‘pardmetros

generalizados’:
f; =arctan :/_2 " E (5.27a)
Uy =y

0,-6

f, = % (5.27b)
0,+0

f;= - 5 2 _f (5.27¢)

£, :% (5.274d)

du_p, (5.282)

dx

dv

o= (1+£,) tan(f) (5.28b)
X
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e conforme a Figura 5.2 tem-se:

6=0,+6, (5.29)

onde a rotagdo de corpo rigido,B;, e a rotagdo natural, 6,, sdo interpoladas por:

8, =f, (5.30a)
2 6x  6x°
AV

| |
ul ‘i u(x) =‘
| ‘ B(x) = 6 + Bn(x) w
o — -
‘ V2
V(X) ] \
|
Vi (S) ‘
. « .
JX—> I X, u

—

A
\

Figura 5.2 — Relagdes geométricas: total.

Para a definicdo da energia de deformagdo sdo considerados dois casos, que

consequentemente, geram duas formulagdes de elementos finitos diferentes. No
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primeiro caso sdo assumidas para as fungdes trigonométricas as aproximagdes de
primeira ordem (5.14); no segundo caso sdo utilizadas as aproximagdes de segunda

ordem (5.13).

5.4.2.1 — Aproximacdes de primeira ordem

Fazendo-se as aproximagdes de primeira ordem (5.14), com relagdo geométrica

(5.29), chega-se a:

cos(0) =cos(B,)-6,sen(6,) e sen(B)=sen(B,)-0, cos(B,) (5.31)

Com as relagdes (5.28), (5.29) e (5.30), e as relagdes deformacao-deslocamento

(5.11), reescreve-se a expressdo da energia interna dada em (5.18), em funcdo dos

parametros generalizados, da seguinte forma:

U (f,f,,f5,1,) =E[;—L{(1+f4 -cosf))? +[(1+1£,) tan £, -senf1]2}
2El
+ T(f§ +3£2)? (5.32)

5.4.2.2 — Aproximacgoes de segunda ordem

Com as aproximagdes de segunda ordem (5.13) e com a relacdo geométrica

(5.29), chega-se:

62
cos(0) = ﬂ - %OS(Gr) -0,sen(0,)

sen(0) = ﬂ - gen(er) -0, cos(0,) (5.33)
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Da mesma forma pode-se reescrever a expressdo da energia interna dada em

(5.18), em func¢do dos parametros generalizados, da seguinte forma:

£2
EAL
U(f1,f2,f3>f4)——ﬁ+f4 D ?2 EC (1)D

EAL D
+

2 2
f
1+f4)tan(f1) - ?2 - 130 Esen(fl) O +2EI (f2 3f32) (5.34)
O

5.4.2.3 — Vetor de forgas internas e matriz de rigidez

Para um elemento genérico tem-se que o vetor de forgas ‘gemeralizadas’,

Fg = {fg;}, e a matriz de rigidez, Kg = {kg;;}, tém, no sistema local, suas componentes

dadas por:

oU .

fg. = ; 1=1,23,4 5.35a
gi ot ( )
kee =2V o134 (5.35b)
gl] afl afJ b 9 9=~ .

Obtém-se, entdo, o vetor de forgas nodais e a matriz de rigidez elementar com 6

graus de liberdade, através das seguintes relagdes:

AR = Af Fg (5.36a)

HAMK =Af Kg A; +fg, Ay +fg, A (5.36b)

onde se escreve:
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of;

Af = 3 — fi=fi,H, f5,f4 e u=up,viy,0,u v, 60 (5.37a)
u.
j
2
f
Ag = 6 ;0 wi=up, vy, 01, U, v2, 6, (5.37b)
6ui auJ
0 f
B=———— 3  u=u,vy, 0, Va6 (5.37b)
aui OuJ

Mais uma vez o vetor de forgas internas é obtido somando-se os esfor¢os internos
absorvidos por cada elemento, devidamente transformados para o sistema global de

referéncia, ou seja:
t+At _ e 0T t+At
EQ‘ZIR F; (5.38)
e=

Da mesma forma, levando-se em conta a contribui¢ao de todos os elementos

finitos escreve-se para a matriz de rigidez global:

m
Ky, =5 "RTK R (5.39)
e=1

5.4.3 — Formulacio corrotacional — Bernoulli

Crisfield (1991) observa em seu livro que o termo ‘corrotacional’ tem sido
utilizado na literatura em contextos diferentes, sendo portanto, como afirmam ainda os
proprios Pacoste e Eriksson (1997), uma denominagdo inconsistente. Para os modelos
‘corrotacionais’ a serem discutidos no presente trabalho, a idéia central ¢ se calcular a
matriz de rigidez e o vetor de forcas internas no campo dos deslocamentos naturais
totais, introduzindo um sistema de coordenadas locais que ¢ atualizado a cada passo de

carga. Pacoste e Eriksson (1997) afirmam que as duas abordagens, ‘total’ e
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‘corrotacional’, da maneira como sdo apresentadas, s6 sdo diferentes na forma de
agrupar e interpretar os termos de uma mesma formula.
Os deslocamentos totais podem ser expressos em coordenadas locais de acordo

com:

u, = [uni(uj)] (540)

onde o vetor de deslocamentos naturais totais, conforme pode-se ver na Figura 5.3, tem

trés componentes, u, = [u,, 8,; 6,,]", que podem ser calculados pela relagdes:

u,= "ML-L 8, =86,-6, 8, =6,-6, (5.41)
Nessas relagdes, "L é o comprimento elementar inicial dado por:
L=, = x)” (32 =y (5.42)
“A, ¢ comprimento elementar, na configuracio de equilibrio corrente, dado por:
P = (%, Uy =X, -u) (Vs - V) (5.43)
e a rotacdo de corpo rigido, 6; é calculada através da seguinte relago:
6, =arctanH (X3 -x)(Va - V) - (¥2 - y1)(uy - uy) E (5.44)
Xy = X)X =X tuy -u) H(ys -y H(ya -y Vo -vy)
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tHA
X

AY'V

92: er+ enz

V2

Figura 5.3 — Relagdes geométricas: corrotacional.

Para a definicdo da energia de deformagdo em coordenadas locais, sdo
considerados dois casos que, consequentemente, geram duas formulagdes de elementos
finitos. No primeiro caso sdo assumidas as relacdes lineares (5.3) e no segundo caso sdo
utilizadas as relacdes de segunda ordem (5.1). Como foi observado na Se¢ao (5.2), essas
relacdes equivalem as utilizadas nas formulagdes com abordagem total, para as quais
foram feitas aproximagdes de primeira e segunda ordem para as funcdes
trigonométricas.

Nos dois casos sdo usadas as aproximagoes:

u, =H,u (5.45a)
n 2%n2

6, =H,6, +H,0,, (5.45b)
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onde H, ¢ a fung¢do linear:

X
H, =— 5.46
27 ( a)
e H; e Hy sdo as fungdes quadraticas:
2 2
H3:l 1—2_X+3L e H4:l 1+ 2_X+3L (5.46b)
4 L 2 : L 1

5.4.3.1 — Relagoes lineares

Substituindo-se as relagdes lineares (5.3) na Equacdo (5.18), usando fungdes de

interpolacdo (5.46), obtém-se a seguinte expressdo para a energia interna das

deformagoes:
_EA - EI( 2 2 )
U—Zunz +2f Gnl +9n19n2 +9n2 (547)

5.4.3.2 — Relacgdes de segunda ordem

Substituindo-se as relacdes de segunda ordem (5.1) na Equacdo (5.18), usando-se
as fungdes de interpolagdo (5.46), obtém-se a seguinte expressdo para a energia interna

de deformagao:

EAO L[, I 5
U _2_ Ban +E nl enl en2 +en2%2
+ 2% (eﬁ1 +0 0+ eﬁz) (5.48)
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5.4.3.3 — Vetor de forcas internas e matriz de rigidez

O vetor de forgas internas e a matriz de rigidez podem ser obtidos em coordenadas

globais para o elemento, aplicando-se sucessivas diferenciagdes, de acordo com:

o = 00U duy, E Upi = U018 (5.49a)
Pun 0u; O u; = uy,vy,0,,u,.v,,60,
2
H—AtK:% azU auni aunj + aU a Ui % (549b)
Q’uniaunj aukaul auni aukaul a
que pode ser reorganizado na seguinte forma:
HAE = ALF, (5.50a)
CAK=AIK, A +PA, +M, A, +M, A, (5.50b)
onde F, e K, sdo definidos como:
0 o
F,=[P M, M,|" = E;U oUu  oU 0 (5.51a)
Upo 0 enl d enZ O
B 42 = 1=1,23
K, = {kij} =0———0 (5.51b)
HOouyduy B j=1.23
¢ as matrizes de transformagao A, A1, Acz € A, definidas como:
0 i=1,23
Ac = % i %; . (5.52a)
= auj | j=1,2,3,4,5,6
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B o%u, B i=123456

= X . 5.52b
%6u16uj % j=1,2,3,4,5,6 ( )

Acl

N B  i=123456 (5.520
= — N = _— D4C
2= H EaFT % i=1,2,3,4,5,6

H o’e,, H B 0’6, B i=1,23456
Ag= [ nz_ = Lng (5.52¢)
Qaulauja = aulauja j=1,2,3,4,5,6

Levando-se em conta a contribui¢do de todos os elementos finitos, tem-se:

t+At _ O n
Fig = Zl F; (5.53a)
e=
IR 5.53b
gl 21 (5.53b)
e=

Observe que K e F; ja foram obtidos no sistema de referéncias global em (5.50).

Seguindo a sugestdo de Pacoste e Eriksson (1997), utilizou-se procedimentos do
software MAPLE V (v 3.0 RELEASE For Windows) para se calcular os vetores e as
matrizes desenvolvidos no presente capitulo, gerando diretamente os resultados em

linguagem FORTRAN. Esses procedimentos sdo apresentadas no Apéndice C.

5.5 - RESUMO

A Figura 5.4 apresenta as principais caracteristicas de cada uma das formulacdes
desenvolvidas neste capitulo juntamente com simbolos pelos quais estas serdo

designadas na seqii€ncia do presente trabalho.
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Abordagem fotal - Timoshenko
Relagdes melhoradas:
_du ERY
E Ou; Ouj

fi. =
t+AtK { } t+AtF "{fi}

i s BT

Abordagem total - Bernoulli
Relacdes aproximadas:

oU U ij=1234
fo. = - ki )= 12,9,
A TR AT T <
“ME =AT Fg

MK =Af Kg A; +1g, Ap gy Ay

L,j=123456

PT1<

PT2 4

Abordagem corrotacional:
0ou  auU AU ET
% Una 0 enl 0 en2 ]
2
K, = 8 0°U B iz1234 <
HoupOuy 5
t+AL Fi - AI Fn

UMK =ATK, A +PA
M AL +My Ay

PC1<

PC2 <

-
- Relagdes melhoradas - Teoria de Timoshenko:

Ex = B +d—uEpos(9) + BLVEsen(O); y= BLVElcos((-)) - B +d—uEsen(9); ek= a8
0 d&x0d Odx O Oix O 0 dx0Od d
PTT<. Fungdes de interpolagao lineares para u, v e 6:
- Integracdo numérica - 1 ponto de integragao:
U:£[EA€§X +GA Y2 +EIK? ]
\ 2
[

- Relagdes com aproximagdes de 12 ordem:

cos(8) =cos(B,)-0,sen(0,) e sen(B)=sen(B,)-6, cos(B,)

- Célculo no campo dos parametros generalizados:

2EI
U= EAL{(1+f4 -cosfy)? +[(1+f,) tan , - senfl]} + (f2+3f2)2

- Relagdes com aproximacgdes de 22 ordem:

62 6
cos(0) = E - 7“%%(9,) -0,sen(8,) e sen(8)= E —Y"Ecn(er )-6, cos(8,)

- Célculo no campo dos parametros generalizados:

; .

d

2
n(fl)D

2 d
= os(f;) O +
o i

r2 2
2 &
6 10

1

E.

iﬁ+
> B
i

2 -ar2)

O £2
U= fy- %ﬁl+f“tan(tl) ol ?1-
3

\

-
- Relagdes lineares:
_du

—e¢ ,_do
k=—
T dx dx

€

XX

- Célculo no campo dos deslocamentos naturais totais:

Eu22 +2—
2L

U= (9111 +6,08, + eﬁz)

\

f
- Relagdes de segunda ordem:

€ = — L ﬁ lEkLgEklxe

Ogix ZI:ﬂXDE <6

k=
dx

- Calculo no campo dos deslocamentos naturais totais:

L Eeul % + 2% (eﬁl +6,,6,, +9§2)

150

EAD

oL Han

7 8,18, + 67

Figura 5.4 — Resumo das formulagdes: Pacoste e Eriksson (1997).
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6
PROGRAMA COMPUTACIONAL

6.1 - INTRODUCAO

Este capitulo traz os procedimentos computacionais utilizados na implementacao
das formulagdes de elementos finitos ndo-lineares mostradas nos Capitulos 3, 4 e 5.

Foi utilizado como base o programa computacional desenvolvido, em linguagem
FORTRAN, por Silveira (1995) como parte integrante de sua Tese de Doutorado. Esse
programa ¢ capaz de efetuar andlises linear e ndo-linear (geométrica) de sistemas
reticulados planos com restri¢des unilaterais de contato. No caso de se optar por solucdo
ndo-linear, sdo dadas ao usuario op¢des de estratégias de solucdo ndo-linear (incremento
de carga e de iteracdo) e impressao de resultados (arquivos de pos-processamento). No
presente trabalho foram implementadas varias opgoes de formulagdes geometricamente
ndo-lineares.

A Figura 6.1 apresenta o esquema geral do programa computacional

desenvolvido.

(INICIO )—#=(ENTRADA de DADOS

ANALISE do PROBLEMA
(Subrotina SOLUC)

Y y

SOLUCAO LINEAR SOLUCAO NAO-LINEAR
(Subrotina SOLL) (Subrotina SOLNL)

SAIDA de RESULTADOS
(Pds-processador)

Figura 6.1 — Programa computacional.




A Secdo (6.2) apresenta um algoritmo do programa principal. As subrotinas

gerenciadas por ele sdo apresentadas nas secoes seguintes.

6.2 - PROGRAMA PRINCIPAL

A Figura 6.2 apresenta o fluxograma do programa principal que é responsavel

pelo gerenciamento de chamada das diversas subrotinas implementadas.

Solugao linear LEITURA de Solugao nao-linear
i DADOS-1
MONTAGEM do VETOR LEITURA de
de FORCAS EXTERNAS F DADOS-2
Y Y
MONTAGEM da MATRIZ MONTAGEM do VETOR de
de RIGIDEZ LINEAR Kt CARGAS de REFERENCIA Fr
e o
CALCULO dos - \
DESLOCAMENTOS NODAIS u | MONTAGEM da MATRIZ de |
o RIGIDEZ K ~
= (Subrotina MATRIG) ‘
'§ |
E *
S L 0 0 ‘
| § CALCULO de AN e Ad
| | § (Subrotina SCALUP) ‘
| £ ' |
ARQUIVOS d 2
% AID AS ¢ N PROCESSO ITERATIVO |
| e (Subrotina ITER) |
[
\ ; |
| CALCULO DE PARAMETROS |
do PROXIMO INCREMENTO \
\ (Subrotina NEXINC) |
|

Figura 6.2 — Programa principal.

O primeiro procedimento a ser realizado pelo programa principal ¢ a leitura do

primeiro arquivo de dados de entrada. Esses dados definem a geometria do modelo
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estrutural com o numero de pontos nodais, de elementos e condi¢cdes de contorno; as
propriedades fisicas dos materiais que compdem a estrutura; e o carregamento externo
atuante.

Caso se deseje realizar uma analise linear, os passos seguintes sdo a montagem do
vetor de forcas externas F e da matriz de rigidez linear Ky, e o calculo dos
deslocamentos nodais através de Ky, u = F.

Caso a analise ndo-linear seja a escolhida, o passo seguinte ¢ a leitura dos dados
de entrada complementares, onde estdo as informagdes necessarias a esse tipo de
analise, como, por exemplo, a formulagdo nao-linear a ser empregada, a estratégia de
solugdo, o valor inicial do parametro de carga, o nimero de incrementos, o critério de
convergéncia, o nimero maximo de iteragdes por incremento, € outros parametros
relativos a estratégia de solucdo escolhida. A Figura 6.3 apresenta um exemplo desse

arquivo de dados.

2000 ...Alves, Tork,Yang,Pacos
0.5 3000 1 0 0 3 ...faci,ninc,iauto,iacc,ires,tinc
000000001 ..ile,idis,iarc,itec,imdo,imfo,irpc,ikrenk,iyang

000010 ...Incl,incd,inca,incw,incgd,incwy
1le-422101 ...betok,iterty,nitmax,nlsmx,cconv
0030100 ...iwrt,iwrit ktest,kplot,kwinc
115510 ...kmvie kview, kmvde,kvdef,Impr,rel
00.0.0 ...ides,facmx,facmn,iswch
0.0.0.0.0. ...dldes,dldmx,dldmn, fmx, fmn

Figura 6.3 — Arquivo de dados: solug¢do nao-linear.

Observe que, na primeira linha, a variavel diferente de zero indica a formulagao
ndo-linear a ser utilizada na analise. Assim, se a variavel Alves# 0, uma das
formulagdes propostas por Alves (1993b) ¢ empregada na andlise; se Tork Z0, ¢

utilizada uma das formulagdes de Torkamani et al. (1997); Yang # 0, Yang e Kuo

(1994); e Pacos # 0, Pacoste e Eriksson (1997). No exemplo em questdo, a variavel
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Alves = 2, indica a utilizagdo da formulac¢do proposta por Alves (1993b), que calcula as
forgas internas através dos deslocamentos naturais incrementais.

Apos a leitura dos dados ¢ chamada a subrotina LOADF para montagem do vetor
de cargas de referéncia F,. Entra-se entdo no processo incremental-iterativo de solugdo,
que ¢ resumido a seguir:

. chama a subrotina MATRIG para montar a matriz de rigidez K, de acordo com a

formulacdo escolhida, e obtém-se os deslocamentos nodais tangenciais Ouy ;
. calcula em SCALUP a solugdo predita, A\’ e Au”, de acordo com a estratégia de

incremento de carga escolhida;

. corrige a solugdo predita pelo processo iterativo através da subrotina ITER;

. em NEXINC sdo atualizados todos os parametros necessarios ao proximo
incremento de carga;

. se o numero de passos de carga ¢ menor do que o desejado recomeca-se o
processo.

Os resultados sdo entdo apresentados em arquivos de saida. O arquivo gerado com
extensdo (.dat) pode ser lido, por exemplo, pelo software GRAPHER (1992/1993), que
possibilita a impressdo das diversas curvas necessarias a visualizagdo da analise; o
arquivo neutro DEPOS pode ser utilizado no pos-processador grafico, implementado em
linguagem FORTRAN por Silveira (1995), para a visualizagdo das configuragoes
deformadas do sistema estrutural analisado; o arquivo de saida RELAT.S contém
informagdes sobre as ocorréncias do processo de solucdo.

A seguir sdo apresentadas algumas subrotinas de maneira mais detalhada.
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6.2.1 — Subrotina MATRIG

Esta subrotina ¢ responsavel pela montagem da matriz de rigidez global do

sistema estrutural, de acordo com a formulagdo de elementos finitos nao-linear

escolhida para a analise. Para cada elemento do modelo estrutural sdo executados os

seguintes procedimentos:

1)

Para a Formulagao PTT:

« calcula a matriz de rotagdo inicial "R do elemento;

« obtém através de "R os deslocamentos nodais (totais) em coordenadas locais;
* calcula as componentes da matriz de rigidez elementar;

« transforma, através de °R, a matriz de rigidez para o sistema global;

Para as Formulagdes PT1 ¢ PT2:

e calcula a matriz de rotagao R do elemento;

s obtém através de °R, os deslocamentos nodais (totais) em coordenadas locais;
* calcula os pardmetros generalizados fi, f, f5 e fa;

* calcula as dezesseis componentes da matriz de rigidez generalizada Kg;

e calcula as matrizes de transformacdo A;, A € Ay € asuas transpostas;

* calcula as forgas generalizadas fg) e fgs;

e calcula a matriz de rigidez elementar no sistema local através da relagdo:
K =A{ KgA, +fg,Afy +fg;Ap;

« transforma, através de "R, a matriz de rigidez elementar para o sistema global.

Para as Formulagdes PC1 e PC2:

* calcula as trés componentes do vetor de deslocamentos naturais (totais) u,, ;
» calcula as nove componentes da matriz K, ;
* calcula as matrizes de transformacdo A, A o1 € Az ©asuas transpostas;

* calcula os esforgos P, M, e M, ;
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2)

* calcula a matriz de rigidez, diretamente no sistema global de referéncias, através

darelagio K=A; K, A, + PA + MA, + MyA ;.

Para as Formula¢des AFT, AFI, TFT, TFI, YGN, YGE, YSN ¢ YHN:

ecalcula a matriz de rotagdo (configuragio de equilibrio anterior), ‘R, do
elemento;

* obtém, através de 'R, os deslocamentos nodais (incrementais) em coordenadas
locais;

* calcula as componentes da matriz de rigidez do elemento;

» transforma, através de 'R, a matriz de rigidez elementar para o sistema global.

Armazena a matriz de rigidez elementar obtida na matriz de rigidez global do

sistema estrutural.

6.2.2 — Subrotina ITER

Esta subrotina ¢ responsavel pelo processo iterativo baseado na técnica de

Newton-Raphson (padrao ou modificado) para encontrar um novo ponto de equilibrio

para a estrutura. Os passos mais importantes desta rotina sdo descritos a seguir:

1)

Para as formulagdes que calculam as forcas internas de forma total: AFI, TFI,
YGN, YGE, YSN e YHN:

¢ calcula as coordenadas atualizadas dos nos;
* calcula o vetor de forgas internas F; na subrotina VETFI com as coordenadas

nodais atualizadas € com os deslocamentos nodais incrementais.
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Para as formulagdes que calculam as forgas internas de forma total: AFT, TFT,

PTT, PT1, PT2, PC1, PC2:

2)

3)

4)

5)

6)

7)

* calcula o vetor de for¢as internas F; na subrotina VETFI com as coordenadas

nodais iniciais € com os deslocamentos nodais fotais.
Para o método de Newron-Raphson modificado passe para o proximo passo;

Para o método de Newton-Raphson padrdo deve-se calcular a matriz de rigidez a
cada iteracdo, assim:

* para as Formula¢des em RLT (Pacoste e Eriksson, 1997) calcula-se a matriz de
rigidez K na subrotina MATRIG com os deslocamentos nodais tofais; para as
formulacdes em RLA (todas as outras implementadas) calcula-se a matriz de

rigidez K na subrotina MATRIG com os deslocamentos nodais incrementais;

Calcula o vetor de forgas desequilibradas: F, = —-g*™ = - (Fi(k_l) -AEDE )

k-1
i

Calcula o fator de convergéncia (, = TS
N

Resolve o sistema: K 0u, =Fy;

Para o método de Newton-Raphson padrao resolve-se o sistema: K du, =F, ; para
o método de Newton-Raphson modificado faz-se du, = duy, onde duy ¢ o vetor

de deslocamentos nodais tangente;

Calcula OA, de acordo com a estratégia de iteragdo escolhida, e corrige-se as

L. . k k .
variaveis incrementais AX® e Au”*, e totais A € u;
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[u]

k b

8)  Calcula o fator de convergéncia {, = H
Au

9)  Se o critério de convergéncia escolhido pelo usuério do programa (carga: {; <(;
deslocamento: {, <{; ou carga e deslocamento: {;e {, <) for atendido

retorna ao programa principal; sendo volta ao passo 1.

6.2.3 — Subrotina VETFI

Esta subrotina tem a fun¢do de calcular o vetor de forgas internas globais do
sistema estrutural. Para cada elemento do modelo estrutural sdo efetuados os seguintes

procedimentos:

1)  Paraa Formulacao PTT:
e calcula a matriz de rotagao inicial R do elemento;
« obtém, através de "R, os deslocamentos nodais (totais) em coordenadas locais;
* monta o vetor de forcas internas calculando suas componentes

« transforma, através de "R, o vetor de forgas internas para o sistema global.

Para as Formula¢des PT1 e PT2:

e calcula a matriz de rotagao inicial, OR, do elemento;

« obtém, através de "R os deslocamentos nodais (totais) em coordenadas locais;
* calcula os pardmetros generalizados f, f;, f3 e fy;

* calcula as quatro componentes do vetor de forcas generalizadas Fg;

« calcula as matrizes de transformagio A; e a sua transposta A; ;

e calcula o vetor de forgas internas através da relagdo F; = AfT Fg ;

« transforma, através de "R, o vetor de forgas internas para o sistema global.

94



Para as Formula¢oes PC1 e PC2:
* calcula as trés componentes do vetor de deslocamentos naturais totais uy;

* calcula as trés componentes do vetor Fy;
* calcula as matrizes de transformagdo A, e a sua transposta AZ ;
* calcula o vetor de forgas internas, diretamente no sistema global de referéncias,

. 5 — AT
atraves darelagdo F; = A, F,.

Para as Formulagoes de Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997), com o calculo
das forgas internas de forma foral:

» calcula a matriz de rotacio inicial "R do elemento;

e obtém, através de 0R, os deslocamentos nodais (totais) em coordenadas locais;

« monta a matriz de compatibilidade cinematica A”;

e calcula os deslocamentos naturais totais;

* calcula as componentes do vetor de forgas internas;

« transforma, através de °R, o vetor de forcas internas para o sistema global.

Para as Formulagdes de Alves (1993b), Torkamani et al. (1997), Yang e Kuo
(1994), com o célculo das forgas internas de forma incremental:

ecalcula a matriz de rotagdo (configuragio de equilibrio anterior), ‘R, do
elemento;

* calcula a matriz de rotacdo atualizada (a cada iteragdo), R,, do elemento;

* obtém através de ‘R os deslocamentos nodais (incrementais) em coordenadas
locais;

* calcula os deslocamentos naturais incrementais;

* calcula as componentes do vetor de forcas internas (incrementais);

* soma as forcas internas incrementais com as forgas internas obtidas até o passo

. . , +
de carga anterior, ou seja, obtém-se ' At F, = tFi + AtFi ;

1 . . . .
 transforma, através da matriz de rotagdo atualizada, R,, o vetor de forcas

internas para o sistema global.
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2)  Armazena o vetor elementar de forgas internas obtido no vetor de forgas internas

do sistema estrutural.

'Observagio: Nos procedimentos, mostrados acima, para a obtengdo da matriz de
rigidez e do vetor de forgas internas, foram utilizadas as trés diferentes matrizes de
rotagdo definidas a seguir:

(i)  °R: matriz de rotacdo entre o sistema global de referéncias e o sistema local inicial
(estrutura indeformada). Utilizada quando a matriz de rigidez ou o vetor de forgas
internas sdo calculados em RLT;

(i) 'R: matriz de rotagdo entre o sistema global de referéncias e o sistema local,
atualizado na configurac¢ao de equilibrio t. Transforma os deslocamentos nodais para o
referencial local de referéncias, possibilitando a obtengdo da matriz de rigidez e do vetor
de forgas internas, quando calculados em RLA;

(i) R,: matriz de rotacdo entre o sistema global de referéncias e o sistema local
atualizado na ultima iteracdo. Utilizada para transformar o vetor de forgas internas,
calculado da forma incremental proposta por Yang ¢ Kuo (1994), ao sistema global de

referéncias.
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6.2.4 — Subrotina NEXINC

Esta subrotina tem o objetivo de calcular e atualizar os parametros utilizados no

proximo passo de carga. A seguir sdo descritas as tarefas realizadas por esta subrotina.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Caso o ultimo passo de carga ndo tenha convergido, ou seja, o numero de
iteracdes tenha sido maior que o nimero maximo de iteragcdes estipulado,
executam-se procedimentos para reduzir os acréscimos do pardmetro de carga e
reinicializa-se entdo o processo da ultima configuragdo de equilibrio encontrada;
caso o ponto de equilibrio tenha sido encontrado com sucesso 0 processamento

continua no passo seguinte.
Sdo impressos os pardmetros necessarios ao tracado de graficos no arquivo de
saida com extensdo (.dat); no arquivo neutro DEPOS sdo impressas as variaveis

necessarias ao tracado das deformadas no programa de pos-processamento;

Sdo calculados na subrotina LOADPI os esfor¢os internos resultantes que serdo

utilizados no calculo da matriz de rigidez e do vetor de forcas internas;

Atualiza todas as variaveis necessdrias a continuidade do processo incremental;
Calcula, dependendo da estratégia escolhida para aplicar o novo passo de carga, o
comprimento de arco, o incremento do deslocamento selecionado, o deslocamento

generalizado, etc.;

Retorna ao programa principal.
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7
EXEMPLOS NUMERICOS

7.1 - INTRODUCAO

Através da andlise de problemas estruturais encontrados na literatura, pretende-se
verificar neste capitulo a eficiéncia das formulagdes de elementos finitos ndo-lineares
estudadas neste trabalho, juntamente com as respectivas implementagdes
computacionais realizadas.

Um resumo dessas formula¢des ndo-lineares ¢ apresentado nas Tabelas 7.1 ¢ 7.2
onde sdo destacadas as abreviaturas usadas ao longo do capitulo para identificar cada
uma delas. Nas mesmas tabelas sdo apresentadas também algumas caracteristicas
importantes de cada formulagao.

Na Secdo (7.2) serdo abordados problemas estruturais classicos com solugdes
analiticas (exatas) encontradas na literatura. Em fungdo da confiabilidade dessas
analises, seus resultados terdo o objetivo de avaliar a qualidade dos resultados
produzidos pelas diferentes formulagdes.

Com o intuito de ratificar as observagdes feitas na Se¢do (7.2) e analisar a
eficiéncia computacional dos diversos modelos, serdo abordados, na Se¢do (7.3),
problemas estruturais de estabilidade elastica fortemente ndo-lineares, cujas solucdes,

obtidas numericamente por diversos pesquisadores, sao encontradas na literatura.



Tabela 7.1 — Resumo das formulagoes.

TRABALHOS

| FORM. |

CARACTERISTICAS

Alves (1993b)

Tensor de Green completo;
Funcdo de interpolagdo linear para u e

cubica para v;

AFT

As forgas internas sdo obtidas com os
deslocamentos naturais totais, isto €,
medidos em relagdo a configuracao
inicial indeformada (referencial
Lagrangiano total — RLT).

Matriz de rigidez obtida no RLA; AFI As forgas internas sao .ob.tldas com os
deslocamentos naturais incrementais,
Uniformizagdo das deformagdes devido ao isto é, medidos em relagdo a ultima
. . . configuracgdo de equilibrio (referencial
efeito de membrana (‘membrane locking Lagrangiano atualizado — RLA),
effect’).
Torkamani et al. (1997) TFT As forgas internas sdo obtidas com os
deslocamentos naturais totais, (RLT).
Tensor de Green simplificado;
Fungo de interpolagdo linear para u e TFI As forgas internas s3o obtidas com os
cubica para v; deslocamentos naturais incrementais,
. (RLA).
Desprezado os efeitos dos momentos
iniciais no estado inicial de tensdes;
Matriz de rigidez obtida no RLA.
Yang e Kuo (1994) YSN Equagao de equilibrio linearizada;
Tensor de Green simplificado.
Tensor de Green (deformagdes axiais e
cisalhantes); YGN Equacdo de equilibrio linearizada..
Funcdo de interpolagdo linear parau e YGE Equagdo de equilibrio linearizada;
clibica para v; Forgas. internas obtidas usando a matriz
de rigidez externa.
Matriz de rigidez e vetor de forcas
YHN Equagdo de equilibrio ndo-linearizada,

internas, obtidos no RLA;

Com excecdo de YGE, todas as

formulagdes tém as forgas internas obtidas

com deslocamentos naturais incrementais.

obtendo assim uma matriz de rigidez
com ‘ordem elevada’.
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Tabela 7.2 — Resumo das formulagoes.

TRABALHOS

| FORM. |

CARACTERISTICAS

Pacoste e Eriksson (1997)

Diferentes Relagdes tensdo—deformacao;

Todos os modelos, com exce¢do de PTT,
fazem a uniformizagdo das deformagdes

devido ao efeito de membrana (‘membrane

locking effect’);

Matriz de rigidez e vetor de forgas internas

obtidos no RLT.

PTT

PT1

PT2

PC1

PC2

Formulagio total;

Relagoes tensdo—deformagio
melhoradas (fungdes trigonométricas);
Teoria de Timoshenko;

Integra¢do numeérica do funcional de
energia,

Fungdes de interpolagdo lineares para
u,veo.

Formulagio total;

Expressoes em funcdo dos ‘pardmetros
generalizados’;

Expansdo de primeira ordem das
fungdes trigonométricas.

Formulagio total;

Expressdes em funcdo dos ‘pardmetros
generalizados’;

Expansio de segunda ordem das
fungdes trigonométricas.

Abordagem corrotacional;

Teoria de Bernoulli;

Relagdes deformagao-deslocamento
lineares.

Abordagem corrotacional;

Teoria de Bernoulli;

Relagdes deformagdo-deslocamento de
segunda ordem.
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7.2 - EXEMPLOS CLASSICOS

Esta secdo tem o objetivo de validar as formulagdes de elementos finitos nao-
lineares estudadas e implementadas neste trabalho. Para esse proposito serdo abordados
exemplos classicos de problemas de equilibrio e estabilidade estrutural que possuem
resultados analiticos e numéricos encontrados na literatura.

A viga em balanco mostrada na Figura 7.1a, que possui solu¢do analitica
apresentada em Timoshenko e Gere (1982), e a coluna em balango da Figura 7.1b, com
solugdo analitica apresentada em Southwel (1941), serdo analisadas usando-se todas as
formula¢des implementados com o intuito de destacar as suas principais caracteristicas
e diferencas.

O exemplo que consiste de um arco senoidal abatido com carga uniformemente
distribuida (Figura 7.1c) tera o objetivo de comparar as duas formas de se obter o vetor
de forcas internas propostas por Yang e Kuo (1994), ‘deslocamentos naturais
incrementais’ e ‘rigidez externa’.

As formulagoes propostas por Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997) que, como
pode ser visto no Capitulo 3 e na Tabela 7.1a, possuem varias similaridades, serdo
analisadas e comparadas no exemplo ilustrado na Figura 7.1d, que consiste de um arco
circular sob pressdo radial. Uma solucdo analitica para esse sistema estrutural foi
apresentada por Kerr e Soifer (1969).

O ultimo exemplo desta secdo consiste de um portico, Figuras 7.1e e 7.1f, que
sera analisado para diferentes condigdes de apoio e alturas de topo, com as formulagdes

de elemento finitos que se mostraram mais representativas nos exemplos anteriores.
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7.2.1 - Viga Engastada-Livre

O primeiro exemplo a ser abordado trata-se de uma viga engastada-livre
submetida a uma carga concentrada P, conforme ilustrado na Figura 7.2. As
propriedades fisicas e geométricas necessarias a andlise podem ser vistas nessa mesma

figura.

7 -2 -5
E=10 G=E2 A=10 1=10
Figura 7.2 - Viga engastada-livre.

Resultados analiticos desse problema sdo apresentados por Mattiassons (1981) e
Timoshenko e Gere (1982) e sdo freqiientemente usados para validar modelos
numéricos (Alves, 1993a; Yang e Kuo, 1994).

O objetivo deste exemplo ¢ verificar e comparar a capacidade das formulagdes
ndo-lineares, implementadas neste trabalho, em resolver problemas estruturais com
grandes deslocamentos e rotagdes.

Neste exemplo foram analisadas todas as formulagdes citadas com as seguintes
modelagens numéricas: 2, 3, 4 e 5 elementos finitos.

A trajetoria de equilibrio desse sistema estrutural, conforme ilustra a Figura 7.3,
ndo apresenta pontos criticos (pontos limites e bifurcacdo), podendo, portanto, ser
obtida adotando-se um esquema de solucdo simples que consiste na aplicacdo do
método de Newton-Raphson modificado, com incremento constante para o parametro
inicial de carga, A\’ e iteracdo a carga constante.

Como o objetivo deste exemplo € comparar os resultados obtidos com a solugdo

analitica dada na Tabela 7.3, sera adotado para o parametro de carga o

valor: AN} =0.025. Foi ainda adotada uma tolerancia { = 10,
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O erro percentual médio apresentado na Tabela 7.4a e 7.4b foi avaliado fazendo-
se a média aritmética dos erros percentuais obtidos em relacdo as configuragdes

fornecidas pela Tabela 7.3.

Tabela 7.3- Solucao analitica: viga engastada-livre.

PL’/EI w/L u/L
0 0 0
0.25 0.083 0.004
0.50 0.162 0.016
0.75 0.235 0.034
1 0.302 0.056
2 0.494 0.160
3 0.603 0.255
4 0.670 0.329
5 0.714 0.388
6 0.744 0.434
7 0.767 0.472
8 0.785 0.504
9 0.799 0.531
10 0.811 0.555
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Tabela 7.4a — Erro percentual médio de u/L.

Formul. Numero de Elementos
| 2 | 3 | + | 5
AFT 10.77 6.64 3.90 2.97
AFI 1.96 1.08 0.82 0.68
TFT 19.03 6.49 2.53 1.35
TFI 2.10 1.19 0.94 0.80
YSN 2.17 1.06 0.81 0.67
YGN 2.06 0.99 0.72 0.57
YGE 3.81 2.85 2.43 2.22
YHN 1.95 0.97 0.71 0.57
PTT 7.77 3.23 1.56 0.93
PT1 2.22 0.94 0.70 0.61
PT2 0.72 0.53 0.50 0.48
PC1 2.22 0.94 0.70 0.61
PC2 0.72 0.53 0.50 0.48

Solugdo analitica: Timoshenko e Gere (1982)

Observando-se a Tabela 7.4a, onde estdo definidos os erros percentuais para os
deslocamentos, da extremidade livre da viga, na dire¢@o do eixo axial, pode-se concluir:
. as formulagdes AFI e TFI obtiveram resultados melhores que as AFT e TFT, que
apresentaram erros consideraveis para os modelos mais simples;

. ao se melhorar o modelo estrutural, aumentando-se o nimero de elementos, os
resultados de TFT melhoraram de maneira mais sensivel do que os de AFT;

. os quatro tipos de elementos apresentados por Yang e Kuo (1994) obtiveram
resultados praticamente idénticos, com ligeira vantagem para os modelos YGN e YHN;
. os modelos PT2 e PC2 apresentaram 6timos resultados mesmo para um modelo
estrutural mais simples, com 2 elementos; entretanto, resultados semelhantes s6 foram

obtidos com PTT, PT1 e PC1 aumentando-se o niimero de elementos.
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Tabela 7.4b — Erro percentual médio de w/L.

Formul. Numero de Elementos
| 2 | 3 | + | 5
AFT 3.61 2.90 1.63 1.29
AFI 2.39 1.17 0.77 0.60
TFT 8.24 2.70 0.61 0.17
TFI 2.50 1.26 0.85 0.67
YSN 2.57 1.31 1.31 0.72
YGN 2.43 1.21 0.81 0.64
YGE 2.69 1.47 1.07 0.90
YHN 2.42 1.20 0.81 0.64
PTT 2.20 1.01 0.70 0.58
PT1 2.81 1.39 0.94 0.74
PT2 0.20 0.37 0.40 0.42
PC1 2.81 1.39 0.94 0.74
PC2 0.20 0.37 0.40 0.42

Solugdo analitica: Timoshenko e Gere (1982)

Da Tabela 7.4b, onde estdo indicados os erros percentuais para os deslocamentos
transversais w, na extremidade da viga, pode-se destacar:
. mais uma vez nota-se uma maior sensibilidade da formulagdo TFT em relagdo a
discretizagdo estrutural;
. mais uma vez, observa-se que para modelos estruturais mais simples, os
resultados obtidos com as formulagdes AFI e TFI foram melhores que as obtidas por
AFT e TFT; porém, com o aumento do nimero de elementos nota-se uma melhor

performance da formula¢ao TFT em relagao a TFI;
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. Os resultados produzidos por PT2 e PC2 para o deslocamento w foram muito
precisos para o modelo com 2 elementos finitos, porém, apresentaram uma pequena
perda de eficiéncia com o refinamento da malha.

Pode-se ainda destacar as seguintes observacgdes de carater geral:
. as formulagdes de elementos finitos que obtém o vetor de forgas internas com os
deslocamentos ‘naturais incrementais’, ou seja, AFIL, TFI, YSN ,YGN e YHN,
produziram resultados semelhantes;
. com YGE, que obtém o vetor de forcas internas com deslocamentos incrementais,
porém ndo o fazendo com os deslocamentos ‘naturais incrementais’ e sim corrigindo os
efeitos de corpo rigido com a introducdo da ‘matriz de rigidez externa’, chegou-se a
resultados ligeiramente inferiores aqueles fornecidos pelas formulagdes citadas no
paragrafo anterior. O modelo YGE merecera uma analise especial no exemplo da Secdo
(7.2.3);
. os melhores resultados deste exemplo foram os obtidos com as formulagdes PT2 e
PC2, introduzidas por Pacoste e Eriksson (1997) e que se baseiam em relagdes
cinematicas com aproximagoes de segunda ordem para as fungdes trigonométricas. Os
resultados apresentaram erros médios menores que 1% mesmo para o modelo estrutural
mais simples, com 2 elementos finitos. As trajetorias de equilibrio obtidas por PT2 estdo
representadas na Figura 7.3;
. as formulagdes PTT, PT1 e PC1 nao produziram resultados tdo bons quanto PT2 e
PC2, mas evidenciaram melhoras significativas com o refinamento da malha;
. foi verificada ainda uma semelhanca dos resultados para PT1 e PCI, assim como
para PT2 e PC2. Isso coincide com as observacdes encontradas em Pacoste e Eriksson

(1997).
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10

PLA2/ET
(9]

©

Timoshenko e Gere (1982)

Presente - PT2 (2 elem)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
wL , w/L

Figura 7.3 — Trajetoria de equilibrio: PT2 (2 elem.).
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7.2.2 - Coluna Engastada-Livre

Este exemplo, conforme ilustra a Figura 7.4, consiste de uma coluna engastada-
livre submetida a uma carga vertical P aplicada no seu topo associada a uma pequena
imperfeicdo do tipo momento, introduzida com o objetivo de evitar as dificuldades
numéricas associadas ao ponto de bifurcagao.

Como os resultados a serem apresentados estdo adimensionalizados, ndo ha
necessidade de especificar as propriedades fisicas e geométricas da estrutura, porém ¢
necessario indicar que, para a formulagdo PTT, desenvolvida a partir da teoria de
Timoshenko, considerou-se um modulo de elasticidade transversal G = E/2.

Para avaliar a qualidade dos resultados obtidos, sera utilizada a solugdo analitica

apresentada por Southwel (1941).

P,w
0,001 PL

u

Figura 7.4 - Coluna engastada-livre.
Com este exemplo, pretende-se verificar a eficiéncia das formulacdes estudadas

na analise de problemas estruturais que, além de envolverem grandes rotagdes,

apresentam na sua trajetdria de equilibrio uma regido de grandes deslocamentos e carga
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praticamente constante, seguida ainda por um ponto limite de deslocamento, como

ilustrado na Figura 7.5.

8.0
o Analitico - Southwel (1941)

——  Presente: PTT (5 elem.)

PL"2/EIL

0.0 | | | | | | | |

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
u/L

Figura 7.5 — Trajetoria de equilibrio: PTT ( 5 elem).

Como no exemplo anterior, foram analisadas todas as formulagdes estudadas
usando-se na modelagem do sistema: 2, 3, 5 e 10 elementos finitos.

O procedimento de solucdo ndo-linear adotado foi o método Newton-Raphson
modificado junto com a estratégia de iteracdo proposta por Yang e Kuo (1994), controle
dos deslocamentos generalizados, com incremento automatico do parametro de carga

A\’ baseado no parametro de rigidez generalizado, GSP. Foi utilizado um incremento
inicial do parametro de carga AN} =0.17 EVPL? ¢ uma tolerancia = 10™.

A Tabela 7.5a fornece os valores encontrados para a carga critica
adimensionalizada, PcrLz/EI, com o seu respectivo erro percentual. Adotou-se o critério
de avaliar como valor critico, a carga que corresponde o menor valor de GSP pois,
como foi definido em Yang ¢ Kuo (1994), o valor nulo de GSP indica um ponto onde a

reta tangente a curva carga—deslocamento torna-se paralela ao eixo dos deslocamentos.
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A Tabela 7.5b apresenta os valores de u/L no ponto limite de deslocamento com os

respectivos erros percentuais.

Tabela 7.5a — Carga critica: Valores de P, L% EL

Formul. Numero de Elementos

| 2 | 3 | 5 | 10 |

Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ’ Erro% Valor ’ Erro%
AFT 2.465 0.089 2.466 0.061 2.467 0.028 2.467 0.012

AFI 2.468 0.020 2468  0.036 2.468 0.024 2.469 0.081

TFT 2.474 0.255 2474  0.288 2.479 0.482 2.469 0.049

TFI 2.470 0.097 2469  0.049 2.468 0.036 2.468 0.036

YSN 2.470 0.097 2469  0.049 2.468 0.040 2.469 0.061

YGN 2.470 0.081 2468  0.036 2.468 0.020 2.468 0.020

YGE 2.470 0.081 2468  0.032 2.468 0.024 2.468 0.020

YHN 2.470 0.081 2468  0.032 2.468 0.024 2.468 0.020

PTT 2745 11.243 2584 4742 2.508 1.658 2477 0.401

PT1 2.597  5.261 2,525 2.326 2.488 0.843 2.473 0.227

PT2 2.469 0.070 2468  0.028 2.468 0.020 2.468 0.016

PC1 2,597  5.261 2525 2326 2.488 0.843 2.473 0.227

PC2 2.469 0.070 2468  0.028 2.468 0.020 2.468 0.016

Solugdo analitica : P. L*/EI = T8/4 = 2.467 (Southwel, 1941).

Pode-se destacar da Tabela 7.5a as seguintes observacdes:
. As formulagdes PTT, PT1 e PC1 apresentaram erros relativamente grandes da
carga critica para os modelos estruturais mais simples, ¢ melhoraram esses resultados
com o aumento da discretizacao;
. As demais formulacdes forneceram bons resultados para todos os modelos de
elementos finitos;
. ficou evidente mais uma vez a identidade dos resultados produzidos por PTI1 e

PC1, bem como para os obtidos por PT2 e PC2.
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Tabela 7.5b — Ponto limite de deslocamento : Valores de u/L.

Formul. Numero de Elementos

| 2 | 3 | 5 | 10 |

Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro%

AFT
AFI 0.846 5.224 0.821 2.114 0.811 0.871 0.807  0.373

TFT
TFI 0.845 5.099 0.821 2.114 0.811 0.871 0.807 0.373

YSN 0.846 5.224 0.821 2.114 0.811 0.871 0.807 0.373

YGN 0.846 5.224 0.821 2.114 0.811 0.871 0.807 0.373

YGE 0.846 5.224 0.821 2.114 0.811 0.871 0.808 0.497

YHN 0.846 5.224 0.821 2.114 0.811 0.871 0.807 0.373

PTT 0.833 3.607 0.817 1.617 0.810 0.746 0.807 0.373

PT1 | - - | o e | e e e e

PT2 | - | e e | e e e s

PCl | —— | e e | e e e e

PC2 | - | e e | e e s e
Solugao analitica : u,/L = 0.804 ( Southwel, 1941).

Da Tabela 7.5b as seguintes observagdes podem ser destacadas:

. com excecdo de PTT, todas as formulagdes que obtém o vetor de forgas internas
através dos deslocamentos totais, ou seja, AFT, TFT, PT1, PCl, PT2 e PC2,
apresentaram problemas de convergéncia, mostrando-se incapazes de atingir o ponto
limite de deslocamento;

. a formulagdo PTT, apesar de ter apresentado os piores resultados para a carga
critica, apresentou os melhores resultados para o ponto limite de deslocamento;

. a formulacdo TFT mostrou grandes erros na obtencdo da trajetdria de equilibrio

pos-critica para os modelos mais simples, como mostra a Figura 7.6;
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. como no exemplo anterior, pode-se observar a semelhanca dos resultados
produzidos pelas formulagcdes que obtém o vetor de forgas internas a partir dos

deslocamentos naturais incrementais.

4.0

35 10 elem.

30 2 elem. 3 elem.

2.5

2.0

PL"2/EIL

1.5 Presente - TFT
1.0 . Analitico - Southwell (1941)

0.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
u/LL

Figura 7.6 — Trajetdrias pos-critica: TFT.
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7.2.3 — Arco Birrotulado sob Carregamento Distribuido

O problema a ser tratado nesta secdo consiste de uma arco senoidal birrotulado
submetido a uma carga vertical P uniformemente distribuida. As propriedades fisicas e
geomeétricas desse sistema estrutural estdo apresentadas na Figura 7.7.

O objetivo deste exemplo ¢é analisar e comparar as duas formas de se obter o vetor
de forgas internas propostas por Yang e Kuo (1994): a) através dos deslocamentos

naturais - YGN -; b) usando a matriz de rigidez externa — YGE-.

- L=1000 -

E =210000 G=E/2
Figura 7.7 — Arco birrotulado sob carga distribuida.

As Tabelas 7.6a e 7.6b apresentam, para os modelos estruturais com 3, 4, 5 ¢ 8
elementos, os valores da carga nos dois pontos limites de carga, bem como o erro
percentual em relagdo a solugdo numérica obtida por Bergan (1980).

A solucdo ndo-linear foi obtida usando-se a estratégia de iteracdo comprimento de
arco cilindrico, com o método Newton-Raphson modificado; o incremento automatico

do comprimento de arco foi adotado como controlador do valor inicial do parametro de
carga, AN°. Adotou-se para o primeiro incremento: A)\? =0.5x10. Para controlar a

convergéncia foi adotada uma tolerancia { = 107,
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A Figura 7.8 fornece as trajetorias de equilibrio para as duas formulagdes em
estudo. Observe que, a medida que os deslocamentos crescem, o caminho de equilibrio

encontrado através da formulacdo YGE se afasta da solugdo esperada.

0.45

0.40 —

0.35 —

0.30 —

0.25 —

P/h

0.20 —

0.15 —

0.10 Bergan (1980)

Presente - YGN

0.05 —

fffff Presente - YGE

0.00 | I I I | |

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
W/Zo

Figura 7.8 — Trajetorias de equilibrio: YGN e YGE (8 elem).
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Tabela 7.6a — Valor de P/h no 1° ponto limite.

Formul. Numero de Elementos

| 3 | 4 | 5 | 8 |

Valor ’ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ’ Erro%
YGN 0.334 4.2 0.340 2.5 0.342 1.9 0.345 0.8

YGE 0.339 2.8 0.345 1.1 0.348 0.2 0.351 0.6

Valor de referéncia: ‘P = 0.349 (Bergan, 1980)

Tabela 7.6b — Valor de P/h no 2° ponto limite.

Formul. Numero de Elementos

| 3 | 4 | 5 | 8 |

Valor ’ Erro% | Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro% | Valor ’ Erro%
YGN 0.075 25 0.077 0.1 0.078 1.4 0.079 2.7

YGE 0.059 233 0.061 20.7 0.062 19.4 0.064 16.8

Valor de referéncia: “Pe,= 0.077 (Bergan, 1980)

As Tabelas 7.6a e 7.6b confirmam que ha um erro significativo para a formulacao
YGE na obtengdo do segundo ponto limite. Este erro pode ser explicado pelas
aproximacdes que se fizeram necessarias na definicdo da matriz de rigidez externa.
Estas aproximagoes forneceram, entretanto, erros despreziveis quando os deslocamentos
incrementais foram suficientemente pequenos. Faz-se portanto necessario um estudo a
respeito da variagdo dos resultados ao se utilizar diferentes valores para estes
deslocamentos incrementais, através de uma variacdo do valor médio dos incrementos

de carga.
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A Tabela 7.7 e a Figura 7.9, obtidas para o modelo com 8 elementos, evidenciam
que ao se diminuir o valor médio do incremento de carga, os valores obtidos por YGE

se aproximam dos fornecidos pela formulagao YGN.

Tabela 7.7 — Variagao de A)\?: YGE (8 elem.).

A)\f Valor médio do Valor de P/h Valor de P/h
incremento de P/h 12 Ponto limite 22 Ponto limite
5x 107 0.0139 0.351 0.064
25107 0.00547 0.348 0.073
1x107° 0.00278 0.347 0.076
5x 10" 0.0013938 0.346 0.077
5x10° 0.000139697 0.345 0.079
YGN (8 elem. - AN} =5x 10" 0.345 0.079

0.088 , ‘e Segundo Ponto limite / ﬁ: S

0.084 O\

0.080 | (1) YGE: AN =0.005
| (2) YGE: AN =0.002
e 0.076 (3) YGE: AX =0.001

0o B (4) YGE: AN =0.0005

s . K (5) YGE: AN’ = 0.00005

0.068 | - LN 4y (6 Bergan (1980)

0064 - . S (7) YGN: AN =0.005

1.35 1.40 1.45 1.50 1.55

w/Z,

Figura 7.9 - Trajetéria de equilibrio: proximidades do 2° ponto limite.
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A diminui¢do do valor médio do incremento de carga foi conseguida com a

reducdo do valor de A)\?. Outras estratégias, entretanto, podem ser empregadas.

Utilizando-se, por exemplo, solu¢do ndo-linear proposta por Yang e Kuo (1994), com

controle de incremento de carga baseado no parametro GSP e estratégia de iteracdo

denominada controle dos deslocamentos generalizados, com A)\? = 5x107, chegou-se

aos resultados apresentados na Tabela 7.8 e na Figura 7.10.

Tabela 7.8 - Valores limites de P/h: YGE (8 elem. — GSP).

A)\? Valor médio do Valor de P/h Valor de P/h
incremento de P/h 1° Ponto limite 22 Ponto limite
5x10° 0.000075 0.345 0.079
YGN (8 elem -2A) = 5x107) 0.345 0.079
\ Segundo Ponto limite .
0.088 "
, (] Bergan (1980) ¥
0.086 - " ,
* Presente - YGN ,’
0.084 - K C Presente - YGE
,S: N
5 X |
0.082 | . X
0.080 - K .
N % B ZN
0.078
o
0.076 ‘ ‘ ‘ ‘
1.35 1.40 1.45 1.50 1.55

Figura 7.10 - Trajetoria de equilibrio: proximidades do 2° ponto limite.
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7.2.4 — Arco Biengastado sob Pressao Radial

Um arco circular biengastado ¢ submetido a uma pressdo radial uniforme
conforme mostrado na Figura 7.11. Nesta mesma figura estdo representados os
parametros geométricos que definem o arco bem como o seu o modulo de elasticidade.

Resultados analiticos para esse problema foram apresentados por Kerr e Soifer
(1969), sendo usados, desde entdo, para validar formulagdes numéricas (Antonini, 1987;

Alves, 1993b).

/\w mo= lxld6tfcm

y=0.1rad
R =100 cm \ ‘ ,
h=0.1 cm " ﬂi\ - Secdo transversal:

b=10¢m TR
b

E =2100 tf/cm

Figura 7.11 — Arco biengastado sob pressdo radial.

Trata-se de uma estrutura que apresenta um caminho de equilibrio
acentuadamente nao-linear com perda de estabilidade por ponto limite associada a um
modo de deformagdo simétrico. Entretanto, sob a acdo de pequenas perturbacdes
assimétricas, pode ser identificado, ao longo do caminho nao-linear de equilibrio, um

ponto de bifurca¢do associado a um modo de deformacdo anti-simétrico. Na presente
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analise estas pequenas perturbagdes siao introduzidas por um momento inicial, my, como
mostrado na figura.7.11.

Alves (1993b) mostrou que o acréscimo de pequenas imperfeigdes aleatorias as
coordenadas nodais € uma estratégia numérica bastante eficiente para detectar pontos de
bifurcacdo ao longo da trajetéria ndo-linear de equilibrio. Na realidade, este
procedimento ¢ justificado tanto em termos da Teoria Geral da Estabilidade Elastica
(Koiter, 1970; Thompson & Hunt, 1973) como através da Teoria da Catastrofe (Thom,
1975; Poston & Stewart, 1978).

Ambas as teorias mostram que imperfeicdes aleatorias infinitesimais, apesar de
destruirem os pontos de bifurcagdo, geram um caminho de equilibrio que inicialmente
praticamente coincide com o caminho fundamental de equilibrio da estrutura perfeita e
que ao atingir a vizinhanca do primeiro ponto de bifurcacdo, onde a trajetoria
fundamental se torna instavel, passa a seguir a trajetoria poés-critica de equilibrio.
Também, sendo a distribuicdo de imperfeigoes aleatoria, esta "contém", em uma
representacdo modal equivalente, todos os modos criticos, o que permite detectar
caminhos que emergem tanto de pontos de bifurcagdo isolados quanto de pontos de
bifurca¢do multiplos.

Este exemplo ¢ utilizado aqui com objetivo de analisar as formula¢des ndo-
lineares propostas por Alves (1993b): AFT e AFI, e por Torkamani et al. (1997): TFT e
TFI. Essas formulagdes t€ém processos semelhantes de obtengdo da matriz de rigidez e
do vetor de forcas internas, sendo que Torkamani et al. (1997) propos um modelo mais
simples, como mostrado resumidamente na Tabela 7.1 (veja também Capitulo 3).

Para a realizagdo da analise, primeiramente considerou-se o arco perfeitamente
simétrico. A estrutura foi entdo representada por 4 modelos diferentes considerando-se
apenas metade do arco, ou seja: 3, 4, 8 ¢ 10 elementos. Para tornar esses modelos
compativeis, foram introduzidas restri¢des a rotacdo e ao deslocamento tangencial do
ponto que coincide com o eixo de simetria.

Em seguida, foram considerados outros 4 modelos estruturais do arco completo,
ou seja, com 6, 8, 16 e 20 elementos respectivamente. Nesses modelos uma carga inicial
tipo momento, my, foi introduzida.

A solucgdo ndo-linear seguiu a estratégia de iteracdo proposta por Crisfield (1991),

comprimento de arco cilindrico, junto ao método de Newton-Raphson modificado, com
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incremento automatico do comprimento de arco controlando o carregamento. No caso

da estrutura simétrica (metade do arco), foi utilizado um incremento inicial do
parametro de carga, MY =10°, e para o caso da estrutura completa, AN = 1077, Foi

adotada uma tolerancia = 107,
As Figuras 7.12 e 7.13 ilustram as trajetorias de equilibrio da estrutura perfeita e
com imperfei¢des iniciais. Foram considerados 10 e 20 elementos, respectivamente, na

modelagem desses sistemas estruturais.

2.8
F O] Analitico - Kerr e Soifer (1969)
*
24
Presente - AFT } Modelo Perfeito: 10 elem.
» Presente - TFT | Modelo Imperfeito: 20 elem.
M 1.6
S
~
£ 12
0.8
0.4
0.0 ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8
w/h
Figura 7.12 — Trajetorias de equilibrio: AFT e TFT.
2.5
L Primeiro ponto
de bifurcagio
2.0
— 1.5
=
S
~ 4
=
&~ 1.0 - Segundo ponto
fde bifurcagio
0.5
0.0 | | | |
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

(5]
Figura 7.13 — Trajetorias de equilibrio: AFT (10 — 20 elem.).
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Observe que até o primeiro ponto de bifurcagdo, o comportamento da estrutura ¢
proximo daquele do modelo perfeito; no regime pos-critico, as deformacdes
assimétricas tornam-se bastante pronunciadas, e a partir do segundo ponto de bifurcagao
o comportamento do arco volta a se aproximar daquele do modelo perfeito.

Para as 4 formulagdes em estudo as solugdes obtidas nos dois pontos limites de
carga para a estrutura simétrica, bem como o erro percentual em relacdo ao valor

analitico, estdo representadas nas Tabelas 7.9a e 7.9b.

Tabela 7.9a — Valor de PhR*/EI no 1° ponto limite.

Formul. Numero de Elementos: metade do arco

| 3 | 4 | 8 | 10 |

Valor ’ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ’ Erro%
AFT 2.288 0.88 2.272 0.18 2.269 0.04 2.260 0.35

AFI 2.352 3.70 2.313 1.98 2.280 0.53 2.267 0.04

TFT | 2310 1.85 | 2284 071 2.271 0.13 | 2261 0.31

TFI 2.352 3.70 2313 1.98 2.280 0.53 2.268 0.00

Solucdo analitica: 'Pji»hR*/EI = 2.268 (Kerr e Soifer, 1969)
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Tabela 7.9b — Valor de PhR*/EI no 2° ponto limite.

Formul.

Numero de Elementos: metade do arco

3 4 8 10
Valor ’ Erro% Valor ’ Erro% | Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro%
AFT 0.474 1.46 0.479 0.42 0.481 0.00 0.482 0.21
AFI 0.312 35.14 0.392 18.50 0.460 4.37 0.469 2.50
TFT 0.652 35.55 0.520 8.11 0.484 0.62 0.483 0.42
TFI 0.312 35.14 0.392 18.50 0.460 4.37 0.469 2.49
Solugdo analitica: “P;;shR*/EI = 0.481 (Kerr e Soifer, 1969)

As seguintes observacdes podem ser destacadas das Tabelas 7.9a e 7.9b:

. os erros tornam-se mais evidentes a medida que os deslocamentos crescem;

. os resultados apresentados pelas formulagdes em analise que adotam o

procedimento de calculo do vetor de forcas internas através dos deslocamentos naturais

incrementais, isto ¢, AFI e TFI, mostraram comportamentos semelhantes;

. como esperado, AFT apresentou resultados melhores que TFT;
. para este problema em particular, as formulagdes AFI e TFI apresentaram erros
maiores do que AFT e TFT.

As Tabelas 7.10a e 7.10b contém as solugdes obtidas e o erro percentual em

relacdo ao valor analitico nos dois pontos de bifurcagao.
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Tabela 7.10a— Valor de PhR*/EI no 1° ponto de bifurcagéo

Formul. Numero de Elementos Para o Arco Completo
6 | 8 16 20
Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro%
AFT 1.919 0.47 1.911 0.05 1.907 0.16 1.907 0.16
AFI 1.931 1.10 1.919 0.47 1.910 0.00 1.909 0.05
TFT 1.923 0.68 1.913 0.16 1.908 0.10 1.908 0.10
TFI 1.932 1.15 1.919 0.47 1.911 0.05 1.910 0.00
Solucdo analitica: 'PyihR*/EL = 1.910 (Kerr e Soifer, 1969)
Tabela 7.10b— Valor de PhR*EI no 2° ponto de bifurcagao.
Formul. Numero de Elementos Para o Arco Completo.
6 | 8 16 20
Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro% | Valor ‘ Erro%
AFT --- - --- -- 0.515 0.39 0.515 0.39
AFI 0.337 3431 0.408 20.47 0.485 5.46 0.498 2.92
TFT --- - - -- 0.515 0.39 0.515 0.39
TFI 0.337 3431 0.408 20.47 0.485 5.46 0.498 2.92

Solucdo analitica: “PyihR*/EI = 0.513 (Kerr e Soifer, 1969)

Analisando as Tabelas 7.10a e 7.10b, pode-se acrescentar as observagdes
destacadas anteriormente que, para os modelos mais simples, AFT e TFT tiveram
problemas de convergéncia, ndo atingindo o segundo ponto de bifurcacio.

A Figura 7.14 superpde as trajetorias de equilibrio das formulagdes AFT e AFI,
para o par de modelos estruturais 8-16 elementos (perfeito e imperfeito), ilustrando
assim as diferencas encontradas entre as duas diferentes formas de calculo do vetor de
forcas internas. Observe que a divergéncia entre as duas solucdes € maior apds a
passagem do segundo ponto critico (bifurcacdo), quando os deslocamentos sdo mais

pronunciados.
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PhR"2/EI

2.4

/h\
i N Presente - AFT } Perfeito: 8 elem.
20 - N Presente - AFI Imperfeito: 16 elem.
|- \\\\
1.6 ‘\\\ J
12 b ‘k\\\
0.8 H AN [
04 H
® Analitico - Kerr e Soifer (1969)
0.0 ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8

w/h
Figura 7.14 — Trajetorias de equilibrio: AFT e AFI (8 —16 elem.).

Algumas consideragdes gerais podem ser levantadas a partir dos resultados

encontrados:

este exemplo mostrou a existéncia de diferengas nos resultados obtidos por
formulagdes baseadas nas mesmas relagdes constitutivas e cinematicas mas que se
utilizam de processos diferentes no calculo do vetor de forcas internas;

a forma ‘incremental’ de obten¢do do vetor de forcas internas, mostra-se mais
eficiente no tracado de trajetérias que apresentam uma nao-linearidade muito
forte. Esta observacdo ficara mais evidente nos exemplos da Se¢do (7.3).
entretanto, no presente exemplo, os resultados obtidos pelas formulacdes AFT e
TFT apresentaram erros menores que os apresentados por AFI e TFI;

observa-se ainda no presente exemplo que AFT, que foi baseada em uma relagdo
deformacdo-deslocamento mais completa, apresentou resultados ligeiramente
superiores a TFT. Entretanto, ndo houve diferengas relevantes entre os resultados
apresentados por AFI e TFIL.

Essas formulagGes de elementos finitos voltardo a ser tratadas no Exemplo (7.3.4).
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7.2.5 — Portico de Williams

A Figura 7.15 apresenta os sistemas estruturais a serem considerados neste
exemplo. Na mesma figura estdo ainda representados os pardmetros geométricos e

fisicos necessarios a analise.

(b)
H = Hc=18.305

B 12.943

Secdo Transversal:
0.753
E=1.03x10 G=E?2 | | 0.243

Figura 7.15 — Portico de Williams (Pacoste e Eriksson, 1997).
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O objetivo deste exemplo € testar e comparar novamente algumas formulagdes ja
analisadas nos exemplos anteriores. Para este fim serdo utilizadas as formulagdes AFT,
YGN, PTT e PT2, que representam, cada uma delas, um grupo de formulagdes que
apresentaram solucdes semelhantes, conforme informacdes obtidas dos exemplos
anteriores. Neste exemplo as modelagens serdo feitas para a estrutura completa, ou seja,
nio levando em conta as condi¢des de simetria. Sera adotada uma tolerancia { = 107.

Primeiramente, serd analisado o portico abatido biengastado representado na
Figura 7.15a. Este problema possui resultados analiticos e experimentais apresentados
por Williams (1964), sendo freqiientemente utilizados para validar modelos numéricos
(Wood e Zienkiewics, 1977; Alves, 1993a; Yang e Kuo, 1994; Pacoste e Eriksson,
1997). Esta estrutura apresenta um caminho de equilibrio acentuadamente nao linear
com perda de estabilidade por ponto limite associada.

Nesta analise sera utilizada a estratégia de iteracdo proposta por Krenk (1995),
com uma condigdo de ortogonalidade acoplada ao esquema de Newton-Raphson

modificado, e incremento do parametro de carga sendo controlado pelo comprimento de

arco. Valor inicial adotado para o parametro de carga: A)\(f =0.15.

60
[ A
AAAAAAA
s0 L A A A A .
X
@
X
o
P
Analitico

() Williams (1964)

0.5 0.6

Figura 7.16 — Trajetorias de equilibrio: YGN, PTT, PT2, AFT (4 elem.).
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Observa-se na Figura 7.16 a ocorréncia de um grande erro para a formulagdao PTT
no tracado do caminho de equilibrio para o modelo estrutural formado por quatro
elementos finitos, evidenciando uma excessiva rigidez. YGN também apresentou um
erro significativo, mostrando a necessidade de um melhor modelo estrutural. A
formulagcdo AFT, assim como PT2, apresentou bons resultados, porém AFT mostrou
problemas de convergéncia no tracado da trajetéria apos o segundo ponto limite, este
problema persistiu quando se melhorou o modelo.

As Figuras 7.17 e 7.18 mostram a evolugdo dos resultados obtidos por PTT e

YGN ao se melhorar o modelo estrutural aumentando-se o numero de elementos finitos.

60
L 8 elem.
S0 10 elem.
40 |-
P30
20 |-
, 4 elem.
- 0 () Analitico - Williams (1969)
10 -/ Presente - YGN 6 elem.
0@ \ \ \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
w

Figura 7.17 — Evolugao das solugdes: YGN.
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60

50 —
40
P 30 |-
20
- @  Analitico - Williams (1969)
y 10 elem
10 = / — Presente - PTT
Ly 20 elem
0@ \ \ \ \ \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 7.18 — Evolucao das solugdes: PTT.

A formula¢do PTT mostrou-se a menos eficiente na analise deste problema, ou
seja, s6 com 20 elementos finitos pdde-se chegar a resultados tdo bons quanto os que
foram obtidos por AFT e PT2 utilizando 4 elementos. J& YGN necessitou de um modelo
estrutural com 10 elementos.

A Figura 7.19 pretende ilustrar o comportamento do poértico para diferentes
alturas. As trajetorias foram obtidas usando-se a formulacdo PT2, que se mostrou
bastante eficiente na analise do problema em questdo. Apenas 4 elementos foram
utilizados na discretizagdo do sistema.

Ao se comparar os resultados obtidos no presente trabalho com os apresentados
em Eriksson (1998), que utilizou 8 elementos, observa-se que o modelo com 4
elementos mostrou-se razoavel para os porticos com alturas inferiores a H = 0.5. Os
resultados apresentaram uma diferenca de aproximadamente 3% em relacdo aos valores

apresentados por Eriksson (1998). Com o aumento de H, a diferenga tornou-se maior.
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14 L [ Eriksson (1998) - (8 elem.)

- =——— Presente - PT2 (4 elem.)
1.2 —
° H=02/ 03 04 0.5 0.6 0.7

1.0 —

0.8 —

P/100

0.6 —

0.4

0.0 \ \ \ \ \ \ \ \ ! \ \
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

Figura 7.19 — Trajetorias de equilibrio: porticos com diferentes alturas H.

Sera analisado agora o portico birrotulado inicialmente deformado pela carga my,
conforme indicado no esquema (b) da Figura 7.15. Este problema foi largamente
estudado por Eriksson (1998) e Pacoste e Eriksson (1995 e 1997). Nesses trabalhos a
altura H, =L/ V2 =18.305 , indicada na Figura 7.15, foi apresentada como sendo a
altura que gera um comportamento pés-critico no limite entre instavel e estavel, ou seja,
o comportamento pos-critico € instavel se H < H_ e estavel se H > H_ . Para essa altura
foi apresentado em Pacoste e Eriksson (1997) a seguinte expressdo analitica para carga,
em fungdo da rotagdo no topo do portico: P = Per x (1-0.12304 x0*), sendo o valor
da carga critica: Pcr =297 4.

Para a a obtencdo dos resultados mostrados a seguir foi usado o método de
Newton-Raphson modificado com a estratégia de iteracdo controle dos deslocamentos
generalizados e incremento de carga baseada no pardmetro GSP. O parametro de carga
inicial utilizado foi: AN} = 21.

Os graficos da Figura 7.20 mostram as trajetorias de equilibrio para AFT, YGN e

PT2 considerando modelos estruturais formados, respectivamente, por 4, 6 e 8

130



elementos finitos. A solugdo analitica apresentada em Pacoste e Eriksson (1997)

também estd desenhada nestes graficos.

300.0
A TETDOe000000000000000000,
299.2 *‘/ @ \77\7“’““«-\_“»\\ O O O O O o
LA
208.4 A
297.6 -
P
296.8 |-
5) Analitico - Pacoste e Eriksson (1997)
296.0 - AN Presente - AFT
- H=18.305
2950 L T Presente - YGN
4 4 elem.
" Q Presente - PT2
204.4 | | | | | | | | | |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
(S}
(a) 4 elementos finitos.
298.0
SO O .
0 Co
297.6 —
TN o
A O o
" o O \
o
P 2972 -
A O
) O
B Analitico - Pacoste e Eriksson (1997) O
L AN Presente - AFT
2%68 1 H = 18.305
fffff Presente - YGN
K 6 elem.
j O Presente - PT2
206.4 ‘& 1 | 1 | | | | | |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
(]

(b) 6 elementos finitos.
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297.6

297.4

297.2

297.0

P 296.8

296.6 |- — Analitico - Pacoste e Eriksson (1997)
B VAN Presente - AFT

2964 — H =18.305
e Presente - YGN

296.2 + 8 elem.
| O Presente - PT2

206.0 @& | | | | | | |

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

(5]

(c) 8 elementos finitos.

Figura 7.20 — Trajetorias de equilibrio: H=H.= 18.305.

Observa-se na Figura 7.20a, para o modelo com 4 elementos, que os melhores
resultados sdo obtidos usando-se a formulagdo PT2, com o caminho pos critico
praticamente paralelo ao analitico, porém ainda distante deste.

Com o aumento da discretizagdo pode-se observar que YGN apresenta uma
grande melhora dos resultados, com estes se aproximando do comportamento pos-
critico esperado.

Para AFT, pode-se afirmar que a carga critica foi encontrada de forma satisfatoria,
porém o comportamento pos-critico evidenciou um equilibrio mais instivel. E
importante ainda destacar que AFT apresentou problemas de convergéncia na obtengdo
do caminho pos critico.

A formulagdo nado-linear tipo PTT produziu erros bem maiores que as demais,
caracterizando uma excessiva rigidez, necessitando portanto de modelos estruturais
mais refinados para obtencdo de resultados aceitaveis. Esta observacao esta ilustrada na

Figura 7.21.
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335

5 Presente PTT (8 elementos) Erro=11.22 %
30 -
325 -
320 |- Presente PTT (10 elementos) Erro = 6.93 %

P T T

315 -
310 |-
305 -

i Presente PTT (20 elementos) Erro =1.63 %
300 Analitico
205 ‘ | | |

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 7.21 — Evolugdo dos resultados: PTT.

Atengdo sera dada agora ao portico (¢) da Figura 7.15 que tem altura H = 9.16.
Segundo Pacoste e Eriksson (1997), H = 9.16 corresponde a altura do poértico que
apresenta o maior valor da carga de bifurcacdo. Nesse mesmo trabalho se chegou a
conclusdo de que ha bifurcagdo para todo portico com altura H = Hy = 0.4.

Pretende-se comparar os resultados obtidos pelas mesmas formulagdes, AFT,
YGN, PTT e PT2, com os obtidos também numericamente por Pacoste e¢ Eriksson
(1997) utilizando os modelos PTT, PC1 ¢ PC2, e um sistema discretizado com 8§
elementos finitos conforme indica a Tabela 7.11. As formula¢des implementadas por

Pacoste e Eriksson (1997) serdo aqui designadas por: PE-PTT, PE-PC1 e PE-PC2.
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Tabela 7.11— Valores da caga de bifurcacdo maxima: Pacoste ¢ Eriksson (1997).

Modelo |N?elem. | Bifurc. max

PE-PTT 8 4438
PE-PC1 8 442.6
PE-PC2 8 420.7

A Tabela 7.12 fornece os resultados obtidos pelas formulagdes AFT, YGN, PTT e

PT2, para os modelos estruturais formados por: 4, 8, 10, 20 ¢ 100 elementos.

Tabela 7.12 — Valor da bifurcacdo maxima obtida no presente trabalho.

Formul. Numero de Elementos
| 4 | 8 | 10 | 20 | 100 |
AFT 422.97 420.081 419.97 419.90 419.90
YGN 423.56 420.448 420.29 420.16 420.14
PTT 680.63 467.235 44923 426.98 420.26
PT2 423.29 420.353 420.23 420.15 420.14

Novamente ¢ verificada uma excessiva rigidez para o elemento PTT, o que
provavelmente se deve a simplicidade de suas funcdes de interpolacdo, lineares para u,
v e 0, e também a desconsideracdo dos deslocamentos de corpo rigido na obtengdo do
vetor de forcas internas. Como ilustrado na Tabela 7.12, esse problema pode ser
contornado empregando-se um nimero maior de elementos.

Observe que a carga de bifurcagdo maxima fornecida por Pacoste e Eriksson
(1997), empregando PTT e um modelo estrutural com 8 elementos finitos, ¢
ligeiramente melhor que a obtida no presente trabalho. Acredita-se que esse fato se deve

a consideragdes computacionais adicionais ndo fornecidas no artigo citado.

134



Mais uma vez, AFT apresentou problemas de convergéncia na obtencdo do
caminho pos-critico para os modelos estruturais mais simples.

A Figura 7.22 ilustra o comportamento do sistema estrutural em estudo,
apresentando as trajetorias de equilibrio obtidas ao se utilizar YGN para um modelo

estrutural formado por 8 elementos.

Modelo com 8 elementos e H=09.16

800
Presente - YGN

700
600

500

400

Ponto de
300 | bifurcagdo

200 | | |

Figura 7.22 — Trajetorias de equilibrio: YGN (8 elem.).
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7.3 - PROBLEMAS FORTEMENTE NAO-LINEARES

Esta secdo pretende verificar a capacidade das formulagdes nao-lineares
implementadas neste trabalho em analisar problemas estruturais fortemente nao-
lineares. Solucdes numeéricas, ou analiticas, encontradas na literatura serdo utilizadas
para testar a eficiéncia computacional dessas formulagdes.

Com a intengdo de ratificar as observagdes dos exemplos anteriores serdo
utilizadas todas as formulagdes implementadas neste trabalho na analise do arco abatido
mostrado na Figura 7.23a, usando como referéncia os resultados extraidos de Yang e
Kuo (1994).

A analise do arco circular ilustrado na Figura 7.23b terd o objetivo de analisar e
comparar as formulagdes que se mostraram mais eficientes nos exemplos anteriores:
AFI, TFI, YGN, PTT e PT2. Serao usados como referéncia a solucao analitica para o
primeiro ponto limite apresentada em Wood e Zienkiewicz (1977) e os resultados
numéricos fornecidos por Kouhia e Mikkola (1989).

O exemplo de arco circular, cujo comportamento fortemente ndo-linear ¢
mostrado na Figura 7.23c, tera o objetivo de analisar as formula¢des apresentadas por
Yang e Kuo (1994): YSN, YGN, YGE e YHN.

As formulagdes sugeridas por Alves (1993b) e Torkamani et al. (1994) serdo
novamente analisadas na solu¢do do poértico de Lee, Figura 7.23d, com o objetivo de
preencher algumas lacunas deixadas nas observagdes finais do Exemplo (7.2.4).

A eficiéncia computacional das formulagdes propostas por Pacoste e Eriksson
(1997) sera avaliada através da andlise do arco pouco-abatido da Figura 7.23e em cuja

trajetoria de equilibrio pode ser identificado um ponto de bifurcacgao.
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(e)

Figura 7.23 — Problemas fortemente ndo-lineares.
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7.3.1 — Arco Abatido Birrotulado sob Carga Pontual

O arco circular abatido birrotulado ilustrado na Figura 7.24 ser4 analisado para
duas situagdes de carregamento: carga pontual centrada e carga excéntrica. Com o
objetivo de facilitar a modelagem da estrutura, a carga excéntrica sera representada por
uma carga vertical aplicada no eixo de simetria do arco, associada a uma carga
momento. Nesta mesma figura estdo indicados todos os parametros geométricos e

fisicos da estrutura a serem considerados na analise.

E=2000 G=E2 A=1 1I=1

Figura 7.24 - Arco abatido birrotulado sob carga pontual excéntrica.

Por ser o primeiro dessa nova série de exemplos, também aqui, como aconteceu
nas Segoes (7.2.1) e (7.2.2), serdo analisadas todas as formulagdes estudadas neste
trabalho. Esse procedimento tem o objetivo de ratificar as observacdes feitas naquelas
secOes e verificar a eficiéncia computacional dessas formulagdes na solugdo de um
problema fortemente nao-linear.

Os resultados obtidos usando-se as formulagdes implementadas neste trabalho
serdo comparados com aqueles fornecidos em Yang e Kuo (1994), obtidos para um
modelo estrutural com 26 elementos usando YGN, que também esta implementada no

presente trabalho.
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Para o caso em que a estrutura é submetida a carga centrada, isto é, aplicada no
eixo de simetria do arco, foram modelados semi-arcos formados por: 2, 3, 5 ¢ 10
elementos, com restri¢des a rotagdo 0 e ao deslocamento tangencial u, no no6 coincidente
com o eixo de simetria do arco. Para o caso em que a carga ¢ excéntrica, foram
analisados modelos formados por: 4, 6, 10 e 20 elementos finitos.

Para a solugdo ndo-linear foi utilizado o método de Newton-Raphson modificado
junto com a estratégia de iteracdo deslocamentos generalizados e a estratégia de
incremento de carga baseada no pardmetro GSP. Foi adotada uma tolerancia { = 10~

A obtengdo exata dos pontos singulares (pontos limites e de bifurcacdo) e o
desenvolvimento de técnicas para o tracado das trajetérias secundarias (branch
switching techniques) tém sido objeto de recentes pesquisas. Entretanto, na presente
dissertacdo ndo foi implementado nenhum desses métodos. O procedimento utilizado
aqui para obtencdo dos pontos limites com precisao, foi adotar um valor ‘pequeno’ para
o parametro inicial de carga, da ordem de 0.01.

Este sistema estrutural, no caso da carga excéntrica, exibe um comportamento
altamente nao-linear, apresentando quatro pontos limites de carga, dois pontos limites
para os deslocamentos w e 8 e quatro pontos limites para o deslocamento u. Os graficos
apresentados na Figura 7.25 ilustram essas observacdes; e foram obtidas usando YGN
com o modelo estrutural formado por 20 elementos finitos. No caso da carga centrada ¢
observada a presenca apenas de dois pontos limites de carga para o grafico P x w

(Figura 7.25a).
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1.5

140

+ Yang e Kuo (1994) ',/'
1.2 = - P.L. de carga ;"
09 L P.L. de deslocamento ,/'
L /
0.6
03 -/
0.0 f Presente Trabalho
03 ; Carga centrada YGN (10 elem.)
| Carga excéntrica YGN (20 elem.)
-0.6 \ \ \ \ \ \ \
0.0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0 10.5
w
(a) Curva P x w.
1.8
Presente Trabalho
Ls- Carga centrada (10 elem.)
12 L —— Carga excéntrica (20 elem.
09 —
~ 0.6 -
0.3
0.0
-0.3
-0.6 | | \ | |
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
5]
(b) Curva P x 6.



1.8

PresenteTrabalho
Lse= Carga centrada (10 elem.)
12 —— Carga excéntrica (20 elem.)
09
~ 0.6 -
03
0.0
-0.3 -
-0.6 | | \ | |
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
u
(b) Curva P x u.

Figura 7.25 — Trajetorias de equilibrio.

As Tabelas 7.13a e¢ 7.13b foram construidas com o objetivo de verificar as
formulagdes, usando como referéncia os resultados extraidos diretamente do grafico
apresentado em Yang e Kuo (1994). Nessas tabelas s3o apresentados os valores da
média aritmética dos ‘erros percentuais’ nos pontos limites (carga e deslocamento), dos
valores obtidos nesta dissertagdo em relacdo aos apresentados no trabalho citado. Estes

‘erros’ foram calculados conforme o procedimento da Figura 7.26.
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_ B(» ub, pb)

/—m

u

Eb/a =100X§\/E3b P g + E’b —Ua g
D pa ua

Figura 7.26 — Calculo do erro de posi¢do de B em relagdo a A.

b

e
U

A Tabela 7.13a mostra portanto a média aritmética entre os ‘erros’ calculados nos
2 pontos limites de carga da estrutura submetida ao carregamento centrado. A Tabela
7.13b fornece a média aritmética entre ‘erros’ nos 6 pontos limites (4 de carga e 2 de

deslocamento) da mesma estrutura quando submetida a carga excéntrica.

142



Tabela 7.13a — ‘Erros’ percentuais médios: carga centrada.

Formul. Numero de Elementos: metade do arco
| 2 | 3 | 5 | 10 |
AFT 18.95 9.25 4.60 2.81
AFI 9.12 5.03 2.01 0.78
TFT 20.49 8.31 3.11 1.26
TFI 9.34 5.17 2.19 0.56
YSN 9.02 4.92 1.96 0.92
YGN 9.12 5.05 2.05 0.75
YGE 10.49 6.09 3.05 1.37
YHN 9.19 5.00 1.98 0.77
PTT 20.31 8.89 2.90 1.25
PT1 11.14 5.39 2.15 1.28
PT2 17.63 7.78 3.04 1.25
PC1 11.14 5.39 2.15 1.28
PC2 17.63 7.78 3.04 1.25

Observa-se na Tabela 7.13a que, para os modelos estruturais mais simples, 0s
melhores resultados foram os apresentados pelas formulagdes que calculam o vetor de
forcas internas com os deslocamentos incrementais, ou seja, AFI, TFI, YSN, YGN,

YGE e YHN.
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Tabela 7.13b — ‘Erros’ percentuais médios: carga excéntrica.

Formul. Numero de Elementos para o Arco
| 4 | 6 [ 10 | 20 |
AFT 18.63 9.19 4.82 3.09
AFI 20.37 9.71 3.76 1.30
TFT 8.05 3.29 1.57
TFI 20.10 9.46 3.56 1.26
YSN 20.63 10.01 4.03 1.56
YGN 20.79 10.13 4.20 1.72
YGE 19.82 9.44 3.64 1.89
YHN 20.82 10.18 4.18 1.74
PTT --- 14.64 3.55 1.49
PT1 22.37 6.66 2.57 1.79
PT2 17.43 7.72 3.26 1.56
PC1 22.37 6.66 2.57 1.79
PC2 17.43 7.72 3.26 1.56

Para o arco submetido a carga excéntrica pode-se afirmar que:

AFT apresentou dificuldades na obtencao do caminho de equilibrio para o modelo
estrutural formado por quatro elementos, provocando a ocorréncia de muitas
iteracOes (até 718) para satisfazer o critério de convergéncia nas configuracdes
proximas aos pontos criticos;

Com esse mesmo modelo (4 elementos), TFT ndo foi capaz de atingir o segundo
ponto limite de carga;

PTT apresentou novamente um comportamento mais rigido que as demais,
necessitando portanto de um modelo estrutural mais refinado. Para o modelo
estrutural com 4 elementos, o ‘erro’ médio do elemento tipo PTT ndo consta na

Tabela 7.13b porque a trajetoria obtida por este ndo foi similar a esperada,
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apresentando apenas dois pontos limites de carga, se assemelhando a do arco sob
carga centrada. A Figura 7.27 ilustra a evolugdo dos resultados obtidos pelo
elemento tipo PTT, para a curva carga-deslocamento tangencial.

. Neste exemplo foi novamente verificada a semelhanga dos resultados obtidos por

PT1 e PC1, bem como PT2 e PC2.

1.5
1.0 - p -(d)
(d),
p 0.5
0.0
| (a) Presente - PTT (4 elem.) (c) Presente - PTT (10 elem.)
(b) Presente - PTT (6 elem.) S (d) Presente - PTT (20 elem.)
-0.5 I w T I T ‘ \
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
u

Figura 7.27 — Formulacdo PTT: refinamento da malha.

A Figura 7.28 apresenta os valores de P e w ( ponto nodal central) nos pontos
limites de carga e de deslocamentos obtidos usando YGN e modelo formado por 100
elementos finitos. Esses valores (considerados exatos) serdo utilizados a seguir como
referéncia para verificar todas as formulagdes implementadas. Nessa mesma figura sdo

apresentadas as configuragdes deformadas nos 6 pontos limites da estrutura.
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1.5
YGN (100elem)

1 Pontos Limites - PL (w, P):

12 1-(2.4107, 1.1928)
* 2-(8.0884 ,-0.4179)
09 L 3-(7.8983,-0.4612)
I 4-(3.9732, 1.0932)
o 5-(3.9274, 1.0797)

6 - (8.5088 , -0.3675)

-0.6 | | | | | | |

0.0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0 10.5 12.0
w

(a) Trajetoria de equilibrio.

\WI w=2.4107

(1)

P=-0.4179

1
@I w =8.0884

P=-0.4612
M=2xP

@I w =7.8983

P=1.0932
l « M=2xP

v‘s/——\—:;—\\ﬁi w=13.9732

P=1.0797

/i\ M=2xP
v@wlwﬂgzm

P=-0.3675
i
« M=2xP

@ I W = 8.5088
(6)

(b) Configuracdes deformadas nos pontos limites: fator de escala = 1.5.

2

3)

(4)

)

Figura 7.28 — Carga excéntrica: YGN (100 elem.).
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A Tabela 7.14 exibe, para todas as formula¢des implementadas ¢ um modelo
estrutural com 20 elementos finitos, a média aritmética dos erros percentuais de posigao,
nos seis pontos limites, em relagdo aos resultados fornecidos na Figura 7.28. Essa
mesma tabela, fornece o tempo de processamento necessario para se tragar a trajetoria
de A até¢ B, medido nas mesmas condi¢cdes com um equipamento do tipo: Pentium II
350/ 32MB.

Tabela 7.14 — Eficiéncia computacional.

Formul. Arco Completo: 20 Elementos

| Erro médio % | Tempo A-B (seg.) |

AFT 1.94 97.1
AFI 0.52 86.0
TFT 0.44 55.4
TFI 0.93 447
YSN 0.89 33.9
YGN 0.79 35.9
YGE 1.59 36.6
YHN 0.79 119.9
PTT 0.45 54.9
PT1 0.66 125.2
PT2 0.42 152.6
PC1 0.66 164.4
PC2 0.42 169.2
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Baseado na Tabela 7.14 algumas observagdes sdo destacadas a seguir:
PC2 apresentou o maior tempo de processamento, 399% maior do que o
apresentado por YSN (menor tempo);
AFI mostrou erro menor do que TFI, entretanto necessitou de um tempo de
processamento 92% maior;
YSN, YGN e YGE necessitaram dos menores tempos de processamento, sendo
que YGE apresentou erro maior do que as demais formula¢des propostas por
Yang e Kuo (1994). YHN necessitou de um tempo de processamento 254% maior
do que o tempo gasto por YSN;
PC1 e PC2 apesar de terem apresentados erros idénticos aos obtidos,
respectivamente, por PT1 e PT2, necessitaram de tempos maiores de

processamento.
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7.3.2 — Arco Circular Rotulado-Engastado Sob Carga Pontual Centrada

Um arco circular rotulado-engastado submetido a uma carga pontual centrada em

seu eixo de simetria, conforme indicado na Figura 7.29, sera analisado nesta se¢ao.

Figura 7.29 - Arco circular rotulado-engastado sob carga pontual centrada.

A andlise deste problema, cujo comportamento, como ilustrado na Figura 7.30, ¢
fortemente nao linear, terd o objetivo de verificar e comparar mais uma vez formulagoes
que se mostraram mais eficientes nos exemplos anteriores. Assim, serdo utilizadas as
formulagdes: AFI; TFI; YGN; PTT e PT2.

A solucdo analitica, até o primeiro ponto limite de carga, apresentada em Wood e
Zienkiewicz (1977) e os resultados numéricos obtidos por um modelo estrutural
formado por 64 elementos finitos, apresentados em Kouhia e Mikkola (1989) serdo
usados como referéncia.

A solucdo ndo-linear seguiu a estratégia de iteracdo comprimento de arco

cilindrico acoplada ao método de Newton-Raphson modificado. O comprimento de arco
foi usado como controlador do parametro de carga, inicialmente adotado: AN =0.5.

Uma tolerancia ¢ = 10™ foi empregada.
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PR"2/EI

PRM2/EI

Presente - PTT (32 elem.) =——

) | | | | |

Wood e Zienkiewicz (1977) - Analitico @

-02 00 02 04 0.6 0.8

1.0

12 14 16 18 20 22 24 26
w/R, O

Presente - PTT (32 elem.) e

Wood e Zienkiewicz (1977) - Analitico @

-0.2 0.0

0.2 0.4 0.6

(a) Trajetorias de equilibrio.
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Uk =04290926~—__
P* = 6.007

w* =0.5745503

IR

SA-
u* =-0.6118334
w *=1.138842
P* = 9,098987
-B-
wt = 05741004 s — — —
w *=1.211965
P = 0.794223
_v
-C-
u¥=-0.0973192 =~~~
w * = 1.679506
P* = 0.99992
-D-

P* =PR%El, w*=w/R; u*=uR

(b) Configura¢des deformadas.

Figura 7.30 — Solugdo ndo-linear: PTT ( 32 elem.).
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A Tabela 7.15 fornece os valores obtidos para o primeiro ponto limite de PRY/E],

juntamente com o erro percentual deste em relagao ao valor analitico.

Tabela 7.15 — PR*/EI no 1° ponto limite.

Formul. Numero de Elementos

| 8 | 10 | 16 | 32 |

Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro%

AFI 9.32 3.90 9.15 2.00 9.07 1.11 9.00 0.33
TFI 9.32 3.90 9.15 2.00 9.07 1.11 9.00 0.33
YGN 9.32 3.90 9.15 2.00 9.07 1.11 9.00 0.33
PTT 11.34 26.42 10.38 15.72 9.50 591 9.10 1.45
PT2

Solugdo analitica: PR*/EI = 8.97 (Wood e Zienkiewicz, 1977)

Baseado nessa tabela, pode-se fazer os seguintes comentarios:

. PTT, como ja esperado, apresentou uma rigidez excessiva, fornecendo um valor
elevado para a carga no primeiro ponto critico;

. PT2 apresentou problemas de convergéncia e nao foi capaz de atingir o primeiro
ponto limite de carga;

. AFI, TFI e YGN apresentaram valores rigorosamente iguais. O grafico
apresentado na Figura 7.31 ratifica esta observacado, exibindo a trajetéria de equilibrio
obtida por AFI, TFI e YGN para um modelo estrutural formado por 16 elementos. Vale
lembrar que essas formulagdes tém em comum a forma incremental de obtencdo do

vetor de forgas internas.
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12
10 Kouhia e Mikkola (1989)
. 64 elem.
8 |
6 |
=
S 4 -
o'
(=9
2 4 Presente Trabalho
—  AFI
0 4
i TFI 16 elem. o
2
<> YGN
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
w/R

Figura 7.31 — Trajetorias de Equilibrio: AFI, TFI, YGN (16 elem.).
A Figura 7.32 pretende ilustrar a evolugdo dos resultados obtidos pelo

formulac¢des analisadas. Como AFI, TFI e YGN apresentaram resultados semelhantes,

sdo representados apenas os resultados obtidos por YGN.
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(a) YGN.
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-6 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | | | |
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w/R
(b) PTT.

Figura 7.32 — Evolucgdo dos resultados obtidos.
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Pode-se destacar da presente analise as seguintes observacdes:

. pode-se notar na Figura 7.32b que, para o modelo com 8 eclementos, PTT
apresenta um comportamento absurdo para a trajetéria de equilibrio que se segue ao
primeiro ponto critico, porém, melhorando-se a discretizagdo do modelo estrutural,
nota-se uma aproximagdo do comportamento esperado. Essa aproximacdo ¢ mais rapida
em PTT que nas outras formulagdes analisadas. Esse fato deve-se provavelmente as
relacdes deformagdo-deslocamento fortemente nao-lineares definidas para este elemento
a partir de fungdes trigonométricas sem aproximagoes;

. PT2, que tem em comum com o elemento PTT a maneira de se obter o vetor de
forcas internas, mostrou-se ineficiente na obtengdo da trajetoria, ndo sendo capaz de
atingir o primeiro ponto critico;

. AFI e TFI, que foram gerados a partir de relagdes deformagao-deslocamento mais
simples, mas que calcula o vetor de forcas internas de forma incremental, atingiram com
sucesso todos os pontos limites;

. mais uma vez, as formulagdes que calculam o vetor de forgas internas de forma
‘incremental’ mostraram-se mais eficientes no tracado de trajetorias de equilibrio com
acentuada ndo-linearidade. Essas formulagdes atingiram e ultrapassaram pontos limites
que outros tipos de formulagdes, mesmo tendo relagoes deformagido-deslocamento mais
completas, ndo puderam atingir ou contornar. Excecdo a essa observacdo ¢ feita a PTT,
pois esta ¢ baseada em relagdes deformagdo-deslocamento fortemente ndo-lineares,
porém, devido as fungdes de interpolagdo lineares, esta formulagdo necessita de

modelos estruturais melhores.
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Finalmente, na Tabela 7.16, os resultados obtidos no presente trabalho sdo

comparados com os fornecidos em Saje et al. (1998) para formulagdes publicadas na

década de 90.

Tabela 7.16 - 1° ponto limite: diversas formulagdes.

Formulacio N2 de elem. | PRY/EI Erro %

Presente trabalho |

AFI 32 9.00 0.33
TFI 32 9.00 0.33
YGN 32 9.00 0.33
PTT 32 9.10 1.45

| Trabalhos recentes |

Sandhu et al. (1990) 6 8.97 0.00
Wagner (1991) 20 9.27 3.34
Borri e Bottasso (1994) 10 9.07 1.11
Kegl et al. (1995) 4 8.97 0.00
Ibrahimbegovic (1995) 20 8.97 0.00
Franchi e Montelaghi (1996) 40 8.98 0.11
Saje et al. (1998) 4 8.97 0.00

Solugdo analitica: PR*/EI = 8.97 (Wood e Zienkiewicz, 1977)
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7.3.3 — Arco Circular Birrotulado

O sistema estrutural a ser analisado nesta se¢do ¢ o arco circular birrotulado
submetido as duas situagdes de carga indicadas na Figura 7.33. Essas duas situacdes de
carga provocam na estrutura um comportamento fortemente ndo-linear, como ilustram

as trajetorias de equilibrio mostradas na Figura 7.34.

p —— Modelo perfeito
————— Modelo imperfeito

A

L =100 -

Figura 7.33 - Arco circular birrotulado.

Este exemplo tem o objetivo de verificar e comparar, mais uma vez, a eficiéncia
computacional das formulagdes apresentadas em Yang e Kuo (1994), ou seja: YSN,
YGN, YGE e YHN.

Para realizar a analise ndo-linear deste problema foram utilizadas, juntamente com
o método de Newton-Raphson modificado, a estratégia de iteracdo Deslocamentos
generalizados e a estratégia de incremento de carga baseada no parametro GSP. Com
essas estratégias, utilizando a formulacdo YGN e um modelo com 25 elementos para
metade do arco se chegou a trajetéria da Figura 7.34a, para a estrutura perfeita. As
demais trajetdrias dessa figura foram obtidas com o modelo imperfeito de arco completo

composto por 26 elementos.
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—— Presente Trabalho

800 Semi-arco: YGN (25 elem.)

600 -
400 ¢

200 ¢

-200 -
-400 -

-600 - = Yang e Kuo (1994)
I Arco completo: YGN (26 elem.)

-800
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

W

(a) Carga centrada: P x w.

125 7 — Presente Trabalho

100 Arco completo: YGN (26 elem.)

751

50

=75+ = Yang e Kuo (1994)
- Arco completo: YGN (26 elem.)

-100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
W

(b) Carga excéntrica: P x w.
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100 —— Presente trabalho

Arco completo: YGN (26 elem.)
75 ¢

50

-30 -20 -10 0 10 20
u

(c) Carga excéntrica: P x u.

— Presente trabalho
Arco completo: YGN (26 elem.)
100 |

50

25| /x
0

-T5 ¢

-14 -12 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 04
C]

(d) Carga excéntrica: P x 6.

Figura 7.34 — Trajetorias de equilibrio.
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P=-21.615

P=48.149

P=-75.434

P=14.554

|

P=-19.693

(a) Carga centrada. (b) Carga excéntrica

Figura 7.35 — Configura¢des deformadas da estrutura: YGN (16 elem.).
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Para as duas situacdes de carga o arco apresenta um comportamento ciclico. Esse
comportamento ¢ ilustrado na Figura 7.35 que mostra as deformadas da estrutura para as
diversas situagdes de carregamento. Pode-se observar nessa figura uma subdivisao do
arco a cada ciclo. Dessa observacdo conclui-se que, apés cada ciclo, os resultados
tornam-se menos precisos, pois o numero de elementos utilizados no modelo estrutural
torna-se menos eficiente na representacdo da estrutura.

A Figura 7.36 ilustra essa observagdo, mostrando a evolugdo da solugdo para a
situacdo de carga centrada, em relagdo ao apresentado por Yang ¢ Kuo (1994), a medida

que se melhora o modelo estrutural.
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(a) YGN (2 elem.).
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Figura 7.36 — Evolugao dos resultados: carga centrada.
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As trajetorias de equilibrio obtidas pelas outras formulagdes em estudo
coincidiram com as trajetorias mostradas na Figura 7.36, portanto, ndo ha necessidade
de mostra-las. Entretanto, ¢ notavel que uma formulacdo baseada em relagdes com
termos de ordem elevada, YHN, produza resultados semelhantes a uma formulagdo tdo
simplificada como YSN.

A Tabela 7.17 mostra, para o caso do arco sujeito a carga centrada, os resultados
para a primeira carga critica obtidos pelas formulagdes YSN, YGN, YGE e YHN. Para
isso foram utilizados modelos com 2, 3, 4 ¢ 5 elementos finitos, respectivamente, para a
metade do arco, restringindo-se a rotacdo ¢ o deslocamento tangencial no ndé que

coincide com o eixo de simetria.

Tabela 7.17 — 1? Carga critica.

Formul. Numero de Elementos: metade do arco

| 2 | 3 | 4 | 5

Valor ‘ Erro% Valor ‘ Erro% Valor ’ Erro% Valor ’ Erro%
YSN 10.784 31.74 8.752 6.91 8.609 5.17 8.442 3.13

YGN 10.782 31.71 8.751 6.90 8.607 5.14 8.440 3.10

YGE 10.782 31.71 8.751 6.90 8.608 5.16 8.441 3.12

YHN 10.754 31.37 8.748 6.87 8.605 5.12 8.439 3.09

Valor de referécia: chr = 8.186 (Yang e Kuo, 1994)

Pode-se observar nessa tabela que os resultados encontrados com as formulagdes
em questdo, ao se utilizar o mesmo nimero de elementos, foram praticamente idénticos,
com a diferenca entre eles menor que 0.6%.

As Tabelas 7.18a ¢ 7.18b pretendem comparar a eficiéncia computacional das
formula¢des implementadas mostrando, para o caso do carregamento excéntrico: 0s
valores de carga obtidos nos pontos limites de carregamento, o tempo gasto na
execucao do problema, o numero de incrementos necessarios, a média de iteragcdes por
incremento de carga e a diferenca percentual média dos resultados obtidos no presente

trabalho em relagdo aos apresentados por Yang e Kuo (1994) nos pontos limites de
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carga. Para isso foi considerado um modelo estrutural formado por 26 elementos
finitos. Novamente, o tempo de processamento apresentado esta relacionado ao

emprego do equipamento: Pentium II 350 / 32MB.

Tabela 7.18 — Eficiéncia das formulagdes: arco completo (26 elem.).

(a) Pontos limites de carregamento.

[S]

Form. | 1°P.L. | 2°P.L. | 3°P.L. | 4P.L. | 5°P.L. | 6°P.L. | 7°P.L. | 8°P.L. | 9°P.L.

YSN 5.812 | -8.487 | 16.127 | -22.176 | 38.456 | -48.899 | 64.542 | -82.471 | 104.143

YGN | 5.811 | -8.483 | 16.113 | -22.152 | 38.391 | -49.790 | 64.345 | -82.189 | 103.679

YGE | 5812 | -8.476 | 16.090 | -22.142 | 38.309 | -49.664 | 64.143 | -81.933 | 103.353

YHN | 5.811 | -8.483 | 16.113 | -22.152 | 38.392 | -49.791 | 64.352 | -82.187 | 103.703

Ref. 5.813 -8.498 16.149 -22.162 38.566 -49.896 64.875 -82.420 104.611

(b) Eficiéncia computacional.

Formul. Tempo (seg.) N?increm. Média de iteracdes Erro Médio %
YSN 1137 38999 3.453 0.65
YGN 1587 38999 3.442 0.82
YGE 1134 39193 2.07 1.01
YHN 4302 38999 3.429 0.83

A principal conclusdo deste exemplo ¢ que, das formulagdes estudadas, as
baseadas em relagdes mais simples, isto ¢, YSN, YGN e¢ YGE mostraram maior
eficiéncia computacional. Da Tabela 7.18 pode-se fazer as seguintes observacdes que
ratificam essa afirmacao:

. praticamente ndo houve diferenca entre os valores das cargas criticas obtidas
pelas diferentes formulagdes analisadas;
. YHN necessitou de um tempo de processamento 171 % maior do que o tempo

necessario a YGN, 278 % maior do que YSN e 279% maior do que YGE.
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7.3.4 — Portico de Lee

A Figura 7.37 ilustra o exemplo a ser abordado, bem como os modelos discretos

utilizados. Trata-se do Portico de Lee, que ¢ usado freqiientemente por pesquisadores

para validar estratégias de solucdo ndo-linear.

24 96 |
[~ ™ gl
lp
v v 3<:|
P
W
A=6.0
S 1=20
i E=720.0
V=03

A

(a) Sistema estrutural.

24 96 24 96 24 48 48 24 32 32 32
I ——— f T 1 f f t 1 R e
) )
3 elem. 4 elem. 6 elem. 8 elem.
24
e

Os modelos com 20 e 100 elementos sdo

subdivisoes do modelo com 10 elementos.
10 elem.

(b) Modelos discretos.

Figura 7.37 — Portico de Lee.
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Neste exemplo o fenomeno de instabilidade s6 ocorre apos o aparecimento de
grandes deslocamentos. As trajetdrias de equilibrio apresentadas na Figura 7.38, obtidas
usando-se AFI com 20 elementos, mostram a presenga de pontos limites de carga e

também de pontos limites de deslocamento.

® Schweizerhof e Wriggers (1986)

3 Presente: AFI (20 elem.)

0 20 40 60 80 100

u, w
(aPxu,w.
2.0
i Presente
1.5
L AFT (20 elem.)
1.0
P 05
0.0
-0.5
-1.0 : : : : : :
-0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
6
(b)Px 6.

Figura 7.38— Trajetorias de equilibrio.
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O objetivo deste exemplo é preencher as lacunas deixadas nas observagdes finais
do Exemplo (7.2.4), para as formulagdes de elementos finitos propostas por Alves
(1993b): AFT e AFI; e Torkamani et al. (1997): TFT e TFL

Adotou-se a estratégia de iteracdo comprimento de arco cilindrico juntamente
com o método de Newton-Raphson modificado, com incremento automatico do

comprimento de arco controlando o valor inicial do pardmetro de carga, AX’. No inicio

do processo adotou-se: A)\(f =0.01. Para controlar a convergéncia foi adotado { = 10~

Foram efetuadas analises para modelos estruturais com: 3, 4, 6, 8, 10 ¢ 20
elementos finitos. Para servir de referéncia e avaliar a precisdo dos resultados analisados
foi realizada a seguir a andlise do portico considerando um modelo com 100 elementos,
cujos pontos limites podem ser vistos na Figura 7.39. Com o mesmo objetivo foram
usados resultados numéricos extraidos de Schweizerhof e Wriggers (1986), que também

utilizaram elementos finitos.

2.0 r
1.5
1.0
A
P 05 B

0.0

-1.0

Pontos limites: A (48.791, 1.856)
B (61.006, 1.192)
C (50.749 , -0.438)
D (58.188 , -0.942)

Figura 7.39 — Trajetoria de equilibrio e deformadas: AFI (100 elem.).
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A seguir sdo feitas algumas observacdes relacionadas ao desempenho das
formulagdes em estudo:
. AFT e TFT ndo foram capazes de obter a trajetoria de equilibrio de forma
completa, apresentando problemas de convergéncia nas proximidades do primeiro ponto
limite;
. como pode ser visto na Figura 7.40, para um modelo estrutural formado por 20
elementos, a trajetoria obtida com AFT ultrapassa o primeiro ponto limite, enquanto
TFT ndo s6 ndo atinge o ponto limite como visivelmente apresenta erros. Esse fato,
somado a observagdes feitas em exemplos anteriores, mostra que no caso de
formulacdes que calculam o vetor de forgas internas de forma ‘total’ (ou em RLT), a
qualidade das relagdes cinematicas ¢ importante;
. AFI e TFI ndo apresentaram problemas de convergéncia e obtiveram toda a
trajetoria de equilibrio;
. AFI e TFI produziram resultados semelhantes. A Figura 7.41 ilustra esse fato
mostrando as solucdes obtidas com diferentes modelos estruturais;
. observe que com modelos estruturais discretizados em 6 ou mais elementos, AFI e
TFI apresentaram um comportamento proximo do esperado, com 2 pontos limites de

carga e 2 pontos limites de deslocamento.
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TFT (20 e]ementos)\ Ny '

@ Schweizerhof e Wriggers (1986)

0.0
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AFI (100 elem.)
e

0 10 20 30 40 50

W

Figura 7.40 — Trajetorias de equilibrio: AFT e TFT (20 elem.).
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Figura 7.41 — Evolugdo das solug¢des: AFI e TFI.
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A Tabela 7.19 foi elaborada com o objetivo de comparar a eficiéncia
computacional de AFI e TFI. Esta tabela apresenta o tempo de processamento da analise
e a média aritmética dos erros percentuais dos valores encontrados nos pontos limite em
relagdo aos fornecidos na Figura 7.39. O tempo foi medido do comeco do
processamento até o ponto da trajetdria de equilibrio que, apds ultrapassar os dois
pontos limite de carga, atinge o valor de carga P = 3.0. Novamente foi utilizado o

equipamento: Pentium I 350 / 32MB.

Tabela 7.19 — Eficiéncia: AFI e TFIL.

Form. Numero de Elementos
| 06 | 08 | 10 | 20 |
Erro % | T (seg.) Erro % | T (seg.) Erro % | T (seg.) Erro % | T (seg.)
AFI 14.63 26.47 7.32 30.60 6.92 40.87 1.87 81.9
TFI 14.55 16.86 7.41 18.23 6.95 25.65 1.71 48.5

Como em outros exemplos, nota-se que quase ndo ha diferengas entre os valores
limites de carga obtidos com as formulag¢des que t€ém em comum a obtencao do vetor de
forcas internas de forma ‘incremental’. Entretanto, o fato de AFI ser baseado em
relacdes deformagdo-deslocamento mais completas do que as que se baseiam TFI, fez
com que o tempo de processamento de AFI fosse em média 60% maior que o tempo

gasto por TFI.
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7.3.5 — Arco Circular Pouco Abatido

O arco circular pouco abatido sob uma carga pontual vertical aplicada no seu
topo, conforme mostrado na Figura 7.42, sera analisado considerando as seguintes
condigdes: estrutura perfeitamente simétrica, my = 0; e estrutura com imperfei¢des

iniciais, mg = 72.15.

mo=72.15

0
a=53.130 R=2540 H

E=68.8 G=En2 H=25.397

Figura 7.42 — Arco circular pouco abatido.

Este exemplo tem o objetivo de analisar as formulagdes propostas por Pacoste e
Eriksson (1997) que foram implementadas neste trabalho: PTT, PT1, PT2, PC1 e PC2.

Serdo usados os resultados fornecidos por Meek (1991), cuja solugdo foi obtida
numericamente para um modelo estrutural com 8 elementos finitos. Adicionalmente,
serdo usados como referéncia, resultados numéricos obtidos usando a formulagdao YGN
e um modelo estrutural com 100 elementos, para o caso em que ha imperfeigdes iniciais,
¢ um modelo de metade do arco com 50 elementos para o caso perfeitamente simétrico.

No caso do arco perfeito, o comportamento do sistema é semelhante ao do
Exemplo (7.3.3), entretanto, a introdug¢ao de imperfeicdes permite identificar um ponto
de bifurcagdo ao longo da trajetoria. A Figura 7.43 ilustra essas afirmagdes mostrando

as trajetorias de equilibrio nos dois casos citados.
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300 F
200 ¢ Caso simétrico
100
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
P L
-100 |
1200 | Metade do arco (50 elem.)
300 — Presente YGN
-400 I . I . I . I
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w
(a) Caso simétrico: P x w.
6 . . o Simétrico - Metade do arco
e *e, Presente - YGN (50 elem)
4 | ’.', [ X . I
P2
|/ |Meek (1991)®@ .
Olr’ e |
I Assimétrico - Arco completo
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0

500 1000 1500 2000
w

(b) Casos simétrico e assimétrico: P x w.

-200 -100 0O

100 200 -1.0 -0.5 0.0 0.5

(c) Caso assimétrico: (P x u) e (P x 0).

Figura 7.43 — Trajetdrias de equilibrio: YGN (100-50 elem.).
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Verifica-se, portanto, que pequenas deformacdes assimétricas na configuragdo
inicial da estrutura provocam um comportamento diferente do comportamento
observado para a estrutura perfeita, com a ocorréncia de um caminho de equilibrio, pos-
bifurcagao, instavel.

6
60 Metade do arco - YGN (50 elem): Arco completo - YGN (100 elem):

0 & A( 559.430, 5.636) A (275.048, 4.760)
B (1772.580, -16.069 ) B (2076.129 ,-2.537)
C(2112.920, 0.031)

C ( 200.505, 35.846)

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
w w

N

(a) Estrutura simétrica. (b) Estrutura imperfeita.

Figura 7.44 — Deformadas da estrutura.
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A Figura 7.44 ilustra as deformadas do arco para diferentes situacdes de carga (A,
B e C). Observe que a estrutura perfeita apresenta um comportamento ciclico,
semelhante ao do Exemplo (7.3.3). Para o arco com imperfeicdes iniciais nao ¢
observado esse comportamento ciclico.

Para a analise das formulacdes, a estratégia de solucdo nao-linear foi baseada no
emprego do método de Newton-Raphson modificado com a estratégia de iteragdo

deslocamentos generalizados. O incremento de carga foi controlado pelo parametro
GSP, com valor inicial: AN}, =0.05. A tolerancia adotada foi { = 10,

As Tabelas 7.20a e 7.20b apresentam erro percentual obtido para as cargas criticas
(1° ponto limite e bifurca¢do) usando-se as formulagdes PTT, PC1 e PC2 para diferentes
modelos estruturais. E mostrado também o tempo de processamento necessario para o
tragado da trajetoria de equilibrio, do inicio do processo até o primeiro valor de carga

P = 0. Utilizou-se para avaliagdo desse tempo um equipamento PII 350 / 32MB.

Tabela 7.20 — Eficiéncia computacional das formulagoes.

(a) Caso simétrico: 1% ponto limite de carga.

Form. Numero de Elementos: Metade do arco

| 04 | 05 | 06 | 10 | 15 |

E % ‘ TG) | E% ‘ TG) | E% ‘ TG) | E% ’ TG) | E% ‘ T (s)
PTT | 254 928 | 1503 977 | 999 978 | 335 1423 | 142 18.01

PC1 | 977 2059 | 623 26.75 | 431 2537 | 1.53 46.58 | 0.66  72.00

PC2 | 114 2252 | 0.66 2724 | 043 30.81 0.12  50.70 | 0.04 73.05

Piim = 5.636 (presente YGN - 50 elem.)
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(b) Caso imperfeito: ponto de bifurcagao.

Form. Numero de Elementos: Arco Completo
08 10 12 20 30 |

Erro% T(s) | Erro% | T(s) | Erro% | T(s) | Erro% | T(s) |Erro% | T (s)
PTT | 11.18 36.0 6.95 42.6 5.93 52.2 1.68 65.4 0.72 108.9
PT1 | 495 71.6 3.16 88.1 2.20 101.4 | 0.78 166.5 0.35 263.1
PT2 | 0.83 97.1 0.52 116.3 0.37 133.0 | 0.13 2094 | 0.07 309.2
PC1 | 495 104.3 3.16 128.3 2.20 1475 | 0.78 2125 0.35 341.2
PC2 | 0.83 123.7 | 0.52 1479 | 0.37 170.1 0.13 2379 | 0.07 3494

Valor de referéncia: Py;s = 4.588 (presente YGN - 100 elem.)

A seguir sao feitas algumas observacdes relativas as analises realizadas:

PTT necessitou de modelos melhores para obter resultados tdo bons quanto PC2,
entretanto, observa-se, pelo tempo de processamento, que a eficiéncia
computacional destes dois tipos de elementos se equivalem;

PTT nd3o apresentou problemas de convergéncia, sendo capaz de atingir e
ultrapassar o segundo ponto limite de carga, para o caso do arco imperfeito;

PT1, PT2, PC1 e PC2 apresentaram problemas de convergéncia nas proximidades
do segundo ponto limite de carga. A Figura 7.45 ilustra esse fato mostrando ainda,
a evolucdo dos resultados encontrados por PTT ao se melhorar o modelo
estrutural,

PC1 e PT1, bem como PT2 e PC2, como ja observado em outros exemplos,
apresentam resultados idénticos. Essas formulagdes, entretanto, ndo apresentam o

mesmo tempo de processamento.

175



6 | PTT - Numero de elementos:
5 H

4 H

31 ¥ PT2 (04 elem.) \

p 2 — YGN (100 elem.) K
1L ‘
0
1k
2k ] .

3 i - I . | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 7.45 — Evolucdo dos resultados obtidos por PTT.

A Tabela 7.21 compara a eficiéncia computacional de PC1 e PC2, que tém
abordagem ‘Corrotacional’, com PT1 e PT2, com abordagem ‘7ofal’, mostrando o erro
percentual da carga de bifurcagdo e o tempo necessario para obtencao da trajetoria de
equilibrio (até o primeiro ponto em que a carga P assume o valor nulo). Foi utilizado um
modelo assimétrico com 30 elementos. Observe que as formulagcdes com abordagem
‘Total’, apesar de apresentarem resultados rigorosamente idénticos as formulagdes

‘Corrotacionais’, mostraram-se mais eficientes quanto ao tempo necessario ao

processamento.
Tabela 7.21 — Comparagao: Total x Corrotacional.
Form. Modelo: Arco Completo (30 Elem.)
Valor de P Erro percentual Tempo (s)

PC1 4.60424827 0.35 341.2
PT1 4.60424827 0.35 263.1
PC2 4.58538117 0.07 349.4
PT2 4.58538117 0.07 309.2

Ppis = 4.588 (presente YGN - 100 elem.)
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S
CONCLUSOES E SUGESTOES

8.1 - INTRODUCAO

Considerando as analises mostradas no Capitulo 7, sdo apresentadas na Se¢do
(8.2) algumas conclusdes de caracter geral relacionadas a eficiéncia das formulacdes
geometricamente ndo-lineares, presentes nos Capitulos 3, 4 e 5, para analise ndo-linear
de sistemas reticulados planos.

Na apreciagdo dessas conclusdes deve-se levar em conta o0s aspectos
computacionais considerados na implementacdo das formulagdes ¢ da metodologia de
solugdo. Os principais aspectos do programa computacional desenvolvido neste trabalho
estao expostos no Capitulo 6.

Visando a continuidade do presente trabalho, sdo fornecidas na Secdo (8.3)

algumas sugestdes para trabalhos futuros.



8.2 —- CONCLUSOES

Formulagdes geometricamente nao-lineares de elementos finitos planos de viga-

coluna, propostas por Alves (1993b), Yang e Kuo (1994), Torkamani et al. (1997) e

Pacoste e Eriksson (1997), foram implementadas com sucesso na metodologia de

solucdo de sistemas de equagdes ndo-lineares proposta por Silveira (1995).

Com o objetivo de validar essas implementacdes e avaliar a eficiéncia

computacional dessas formulac¢des, foram estudados varios exemplos de problemas

estruturais encontrados na literatura. Esses exemplos e suas respectivas analises foram

apresentadas no Capitulo 7.

De acordo com essas analises pode-se chegar as seguintes conclusdes com

respeito as formulagdes, na forma como estdo implementadas:

1-

Pode-se observar nos Exemplos (7.2.1, 7.2.2, 7.3.1, 7.3.2 e 7.3.3) que as
formulacdes AFI, TFI, YSN, YGN e YGH, que calculam o vetor de for¢as
internas através dos deslocamentos naturais incrementais, na forma proposta por
Yang e Kuo (1994), apresentaram resultados bem semelhantes. Dessa observagao
se conclui que as formulagdes desse grupo baseadas em relacdes mais simples,
por envolverem menos operagdes ¢ necessitarem de um tempo de processamento

menor, sdo computacionalmente mais eficientes;

Da conclusdo expressa no item anterior pode-se destacar a formulagdo YSN, que,
apesar de ser baseada em uma equacdo de equilibrio linearizada e relagdes
deformacao-deslocamento simplificadas, ndo apresentou nenhum problema de

convergéncia nos exemplos analisados neste trabalho;

As formulagdes AFI e TFI produziram resultados, em média, melhores que AFT e
TFT, que s3o baseadas, respectivamente, nas mesmas relagdes que AFI e TFI, mas
diferem destas por calcularem o vetor de forcas internas com os deslocamentos
naturais totais, na forma proposta por Alves (1993b). Isto pode ser constatado nos

Exemplos (7.2.1, 7.2.2, 7.3.1 e 7.3.4), entretanto, no Exemplo (7.2.4), que trata de
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um arco biengastado sob pressdo radial, AFT e TFT apresentaram resultados mais

precisos que AFI e TFI;

Todas as formulacdes citadas em (1) foram capazes de tragar, de forma completa,
as trajetorias de equilibrio dos problemas do Capitulo 7, ndo apresentando
nenhum problema de convergéncia. As demais formulacdes, que calculam as
forcas internas com os deslocamentos totais, com excecdo de PTT, apresentaram
problemas de convergéncia nos Exemplos (7.2.2, 7.2.4, 7.3.2 ¢ 7.3.4), e ndo foram
capazes de tragar toda a trajetéria de equilibrio. Dessas observacdes, pode-se
concluir que a forma total de obtengdo do vetor de forcas internas necessita de
melhores relagdes cinematicas. Portanto, a forma ‘incremental’ de obtengdo do
vetor de forgas internas, proposta por Yang e Kuo (1994), é mais eficiente na
obtencdo de trajetorias de equilibrio ndo-lineares que apresentam trechos com

mudancas bruscas de direcdo;

A formulacdo YGE se diferencia de YGN por calcular o vetor de forgas internas
através da matriz de rigidez externa. Essa forma de célculo tem a vantagem de ser
mais geral e sistematica do que a forma que utiliza os deslocamentos naturais,
podendo ser estendida a andlise de estruturas compostas por outros tipos de
elementos. Entretanto, a Se¢do (4.4.2.2) mostra que, na defini¢do da chamada
matriz de rigidez externa, Yang e Kuo (1994), admitindo serem os deslocamentos
incrementais suficientemente pequenos, introduziram algumas aproximacdes no
calculo dos deslocamento nodais. As aplicagdes numéricas mostraram que a
acuidade dessas aproximagdes dependem da estratégia de incremento de carga
utilizada. Assim, no Exemplo (7.2.3), que trata de um arco birrotulado sob
carregamento distribuido, os resultados produzidos por YGE tendem a se
aproximar dos fornecidos por YGN a medida que se diminui o valor médio dos

incrementos de carga;
Analisando-se os resultados obtidos pelas formulacdes AFT e TFT, observa-se

que, em geral, AFT, que é baseada em relagdes deformacdo-deslocamento mais

completas do que TFT e possui consideragdes adicionais, produziu resultados
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melhores que TFT. Excegdes sdo observadas nos Exemplos (7.2.1 e 7.3.1), onde,
ao se melhorar os modelos estruturais aumentando-se o numero de elementos, a

melhora dos resultados foi mais sensivel em TFT do que em AFT;

Ao se analisar as solugdes obtidas pelas formulagdes PTT, PT1, PT2, PC1 e PC2
nos Exemplos (7.2.1, 7.2.2, 7.2.5 e 7.3.1), para um mesmo modelo estrutural,
constata-se que, em média, os resultados mais precisos foram os produzidos por
PT2 ¢ PC2, que se baseiam em aproximagdes melhores para as relagdes
deformacao-deslocamento. Entretanto, como ja comentado no item (4), em alguns
exemplos estruturais com forte nao-linearidade, essas duas formulagdes, bem
como PT1 e PC1, apresentam problemas de convergéncia e ndo foram capazes de

tragar toda a trajetoria de equilibrio;

As formulagdoes PT1 e PT2 apresentaram resultados idénticos a PC1 e PC2,
concordando assim com as observagdes presentes em Pacoste e Eriksson (1997).
Essa afirmagdo pode ser constatada nos Exemplos (7.2.1, 7.2.2, 7.2.5 ¢ 7.3.1).
Porém, as Tabelas (7.14 e 7.21) mostram que o tempo de processamento de PC1 e
PC2 ¢ superior aquele apresentado por PT1 e PT2. Assim, no presente trabalho, a
abordagem total mostrou melhor eficiéncia computacional do que a abordagem

corrotacional,

PTT necessitou de modelos estruturais melhores que as demais formulagdes para
produzir bons resultados. Isto se deve as fun¢des de interpolagdo lineares e a
desconsideragdo dos efeitos de corpo rigido. Entretanto, como pode ser observado
no Exemplo (7.3.5), esta deficiéncia ¢ compensada pelo pequeno tempo
computacional apresentado por essa formulagdo. Além disso, como ja comentado
em (4), essa formulacdo mostrou ser capaz de atingir e ultrapassar pontos criticos
ndo atingidos pelas outras formulagdes que também calculam as forcas internas de

forma ‘total’;

No Exemplo (7.2.5), verificou-se uma pequena diferenca entre os resultados

obtidos no presente trabalho pela formulacdo PTT (Tabela 7.12), e os fornecidos
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por Pacoste e Eriksson (1994) para a mesma formulagdo (Tabelas 7.11). Além
disso, as implementagdes do presente trabalho para as formulagdes PT1, PT2, PC1
e PC2, em algumas analises, apresentaram problemas de convergéncia nao
observadas no citado trabalho. Essas constatagdes sugerem que esses autores
utilizaram procedimentos computacionais adicionais, ndo fornecidos no artigo
citado, para contornarem alguns problemas. Portanto, as conclusdes observadas
acima so restritas a implementacdo computacional realizada no presente trabalho

para essas formulacdes;

Para que se pudesse efetuar comparagdes entre as formulagdes, em cada exemplo
procurou-se manter as mesmas estratégias de solugdo nao-linear (incremento de
carga e iteragdo), variando-se a formulacdo e a discretizacdo dos modelos
estruturais. Em geral, as estratégias de iteracdo escolhidas mostraram-se
eficientes, ou seja, permitiram a obtencdo das trajetorias de forma completa,
entretanto, as seguintes observagdes relacionadas as estratégias de incremento de
carga merecem destaque:

(i) No Exemplo (7.2.3), como ja comentado em (5), a formulagdo YGE nao
apresentou bons resultados ao utilizar a estratégia do comprimento arco para
controlar AN’, pois foram obtidos valores médios de incremento de carga
relativamente grandes, o que diminui a precisdo dessa formulagdo. Esse problema
foi minorado de duas formas diferentes: a) reduzindo-se o valor inicial do
parametro de carga; b) utilizando-se a estratégia de incremento de carga baseada
no parametro GSP;

(ii) A escolha do pardmetro GSP como controlador de AN’, juntamente com o
critério de escolha do sinal e as formulagdes empregadas, foi determinante para se
conseguir obter toda a trajetoria de equilibrio ‘ciclico’ dos arcos dos Exemplos

(7.3.3 ¢ 7.3.5).

Nas analises realizadas neste trabalho, os aspectos que se mostraram de maior

relevancia na precisdo dos resultados obtidos pelas formulagdes ndo-lineares sdo:
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(i) A modelagem do sistema estrutural: como exemplifica o item (9), uma
discretizagdo melhorada do modelo estrutural pode compensar eventuais
problemas com a formulacao;

(i1) O referencial de obtencao dos deslocamentos (RLT ou RLA);

(iii)) A forma de se calcular o vetor de for¢as internas: o fato de AFI e TFI terem
apresentado melhor desempenho que AFT e TFT mostra a importancia desse
aspecto na convergéncia dos resultados obtidos;

(iv) A qualidade das relagdes cinematicas: esse aspecto torna-se especialmente
importante se o calculo do vetor de forgas internas for feito de forma ‘total’;

(v) Fungdes de interpolacdo utilizadas para os deslocamentos: um exemplo da

importancia desse aspecto ¢ mostrado no item (9);

8.3 — SUGESTOES

A metodologia de solugdo ndo-linear empregada no presente trabalho, incluindo

as formulacdes, pode ser adaptada para a solugdo de grande diversidade de problemas

estruturais, caracterizando, portanto, uma base implementada, para varios trabalhos

futuros.

A seguir sdo apresentadas algumas sugestdes que podem ser implementadas no

sistema computacional atual dando continuidade ao presente trabalho:

1-

Outras formulagdes geometricamente nado-lineares de elementos finitos planos de
viga-coluna, propostas em publicagdes recentes, podem ser implementadas. Entre
elas, por exemplo, destaca-se a formulacdo mista baseada no método da
flexibilidade, proposta por Neuenhofer e Filippou (1998) e as formulagdes de
elementos finitos parabolicos introduzidas por Litewka e Rakowski (1997 e

1998);

O sistema atual pode ser facilmente adaptado para que se possa implementar

formulacdes ndo-lineares de podrticos tridimensionais, como por exemplo, as
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formulagdes tridimensionais de elementos finitos retos e curvos propostas por

Yang e Kuo (1994);

Pode-se implementar também formulagcdes geometricamente ndo-lineares que
incluem a elasto-plasticidade de sistemas estruturais reticulados, como, por
exemplo, as propostas por Park e Lee (1996), Ovunc e Ren (1996) e Saje et al.
(1998);

Dar continuidade ao trabalho que vem sendo desenvolvido por Rocha (2000),
implementando-se no atual sistema outras estratégias de solu¢do ndo-linear,

incluindo novas estratégias de incremento de carga e de iteragao;

Implementagdo de procedimentos numéricos que permitam avaliar com precisido
0s pontos criticos existentes, e obter as trajetérias de equilibrio secundarias
(Crisfield, 1997);

O sistema computacional pode ser estendido facilmente a analise de sistemas

estruturais com ligagdes semi-rigidas (Saldanha, 1997);

O sistema desenvolvido neste trabalho pode também ser adaptado a analise do

comportamento de estruturas reticuladas sob incéndio (Bailey, 1998);
Adaptagdo das formula¢des implementadas no presente trabalho ao programa

implementado por Silveira (1995) para analise de sistemas estruturais com

restrigdes unilaterais de contato.
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| APENDICE A

MATRIZES DE RIGIDEZ:
ALVES (1993B) e TORKAMANI et AL. (1997)

A.1 ALVES (1993b)

Alves (1993b) define a matriz de rigidez derivando a expressdo das forgas
internas, Equacao (3.36), em relacdo a Au. Dessa forma, escreve a matriz de rigidez K
sob a forma: K =[ Ki, + K; + K; (Au) + 1/2 K; (Au, Au) ]. A seguir serdo apresentadas

as componentes das matrizes K, Kr,+ K; (Au) e K; (Au, Au).
A.1.1 Matriz Kj,
Levando-se a relacao (3.4) em (3.20c), considerando-se as aproximagoes (3.26) ¢

(3.27), e levando-se o resultado encontrado em (3.33a), obtém-se as componentes da

matriz de rigidez linear elastica Ky.. Desta forma, escreve-se:

O 0
g kL(2,2) kL(2,3) 0 kL(Z,S) kL(2,6) B
0 0
0 kpasy 0 kpgs) Kiage) 0
Ke=0 o 0 (A1)
] Simétrica Kpag O 0
0 0
0 k k 0
0 L(5,5) KL(5,6) 0
H k il
O L(6,6) []



onde:

kpany = keaa = ~ ko =%;

kea =kuss = ~kies =%;

kL3 =kLee = Kias = Kise) =%;
kias) = kiee) = % e

kL(3,6) = %

A.1.2 Matriz K,

Levando-se as relagdes (3.6) e (3.10) em (3.20b), considerando-se as
aproximacdes (3.26) e (3.27), e a seguir, levando-se o resultado encontrado em (3.33b),

obtém-se as componentes da matriz de rigidez geométrica Ky. Desta forma, escreve-se:

Ko,y Ke,2) Ko 3) Kea,e) Kea,s) Keae) E

U
U

O
K133 Kr.a) Keas) ke

- 0 (A.2)
Simétrica K(a,4) Kra5) Keae) O

k1'(2,2) k1'(2,3) kT(2,4) kT(Z,S) k1'(2,6)

~
I

-

K(s.5) Keis,6) E

OoOoOoooogo Qg

K1(6.6) E

onde:



P

ke = keaay = kg = L’

MMy
T(L,2) — 1(1,5) — T(24) —™M@4S5) T 12 >
_ _ M
Kra3) =~ kesay = B
_ - M
kT(1,6) == kT(4,6) -TL )

12P B_%

Kr22) = ~ ks Tkiss) = 5 tEa

P 6PEI
kT(2,3) = kT(2,6) =" kr(3,5) =-k (5.6) :E +?@E_A

_ 2PL 4P
kr33) = Kee6) =

_PL 2PB_

Ko = L EEA%

A.1.3 Matriz K,

Levando-se as relagoes (3.4) e (3.6) em (3.20d), considerando-se as aproximagdes
(3.26) e (3.27), e a seguir, levando-se o resultado em (3.33c), obtém-se as componentes

da matriz de rigidez com nao-linearidade de primeira ordem K;. Desta forma, escreve-

S€:
1,1y ki12) Kisy ke kias) kKiae) %
Ky2.2) K12,3) K1(2,4) K12,5) Ki2.6) %
K - k3.3 kKi3.4) Kis.5) Kiae) % A

. r . D
Simétrica k1(4,4) k1(4,5) k1(4,6) O
N

Ky(s.5) Ki(s,6) %

k1(6,6) H

I o o e



onde:

) ) _3EA
ki = kKiaay = ~kiag =Tz (Auz ‘Aul);
EA
Ki2) =~ kias = ~ ki Tkigs =ﬁ(12A60 —A8, ‘Aez) +
18EI
EA 6EI
k1(1,3) = - k1(3,4) =%(3A90 —4A91 +A92) +L—2(3A90 —2A91 _Aez),
EA 6EI
K6 = ~ Kias) =§(3A90 +A8, ‘4A92) +L_z(3A90 -0 -2 Aez);
6EA 36FEI
Ki22) = ~ ko5 =kiss) = o (Auz _Aul) T (Auz _Aul);
EA 18EI
Ki23) = K26 = ~kigs) = ~Kisge) =10—L(Au2 _Aul) + 5 (Auz _Aul);
) _2EA 12EI
K33 = K66 = ?(A‘lz _Aul) +7(Au2 _Aul); e

EA 6EI
Ki36) = ‘%(Auz ~Au,) +L_2(Au2 ~Duy),

com AB, = (Av, —Av,)/L.

A.1.4 Matriz K,

Levando-se a relagdo (3.6) em (3.20¢), considerando-se as aproximagdes (3.26) e
(3.27), e levando-se o resultado em (3.33e), obtém-se as componentes da matriz de

rigidez com ndo-linearidade de segunda ordem K;. Desta forma, escreve-se:



Koy Koy Koq,3) Koq,a) Koq,s) Kaqe)
Ko2,2) Ko2.3) Ko2.4) Ko, 5) Kaa,6)

k2(3,3) k2(3,4) k2(3,5) k2(3,6)

=
I

(A4)
Simétrica Ko(4.4) Ko 5) Kowae)

Ko(s.5) Kags.e)

MMOoOooOoOoogooodno
MMOoOoOoOooOoooOood

K> 6.6)

onde:

_ _ _3EA 2
k2(1,1) - k2(4,4) - _k2(1,4) —?(Auz —Aul) +

+ %(BAG% -300,08, —-3A6,A8, +2AG — AQ A§ +2 A@) +

12EI
+?(3AG% 306,08, ~306,A6, + AG + AQ AG + AG);

Kaa2) =~ Kas) = — ko) =kows) =5TA2(Au1 ~Au, )(1288, -08, 06, ) +
+ %(Auz ~ A, )(208, - 06, - 28, );

Ky =~ Kagsa :i_—i(Auz ~Au, (308, 448, +16,) +
+ %(Auz ~ A, )(308, —208, - 18, );

ka6 = — Kaae) :i—i(mz ~Au, (306, +08, -406,) +

+ %(Auz - 0u; (306, - 86, ~28,);

6EA 2 36EI 2
Ky22) = ~ ka5 Tkoyss) :_5L3 (Auz —Aul) +—LS (Au2 —Aul) +
EA

+_

50L

4E1
513

(21686% ~3606,06, ~3606,6, +9AG ~2 A§ A, +9 AG) +

+==(108083 - 636,08, ~6306,06, +11A6} +11AG A, +11A§) +



L T2E 54702 — 5470, A0, —54A6,A8, +16 AG +22 A8 A +16 AG);
5 0 0 1
EA 2 18EI 2
Kyo3) = ~Kyas) = T0L. z(Auz Aul) - (Auz _Aul)

EA
+E(54A92 S400,08, +606,A8, +6 A6 +2 AQ AG, + AG) +

+§(63A92 440806, ~2206, 08, +9AG +6 A AG +3 AG) +

36E
+ SLw(54A92 ~ 6408, 00, 44106, A8, +21 A6 +22 AQ A +1148);

EA > I8EI 2

ko6 =~ Koise) =73 (Auz _Aul) L (Auz _Aul)

EA
+ 15—0(54A92 + 600,08, —54 A8, A6, + A +2Ag AG +6 AG) +

2E
+7(63Ae§ ~2208)06, 446,18, +3A68 +6 A4 AG +9 AG) +

36E
+ 4w(54A9(2, ~4408,06, —6406) A8, +11A8 +22 A8 AG +21 A8 );
2EA > 12EI 2
kasa) = 5 ——(Bu, —nuy)” + 3 (A, -ou))
EAL
+ E(27Ae2 12A8,A8, -2 08, A6, +8 A —4 Af AB +3 A@) +
| 4EI

Yo " (11082 - 908,06, ~306, 48, +4 A + A§ A6, + AG) +

L 4By

(48067 - 6300,46, ~3308, 46, +22 A6 +19 A AG +7 AG);

EA 6EI
kaie) = 30L(Au2 Au1)2 +?(Au2 _Au1)2 -

%(meg +200,08, +206)18, +2 08 —6A§ A§ +2 A) +

+ %(meg —6AB, A8, —6A8, A8, + AG +4 A§ AG + A@) +

, 2By

(66407 - 6608,06, 6618, A8, +19 A6 +28 A8 A +19 A ); ¢

_2EA

12EI(
260) = 51

(Au2 Aul)2 +—\Qu, —Aul)2



+ EAL (57062 - 208,08, ~1208, 08, +3 A6 —4 09 A +8 AG) +

150
4EI

+ I(lmeg ~308,08, —906,A8, + AG + A8 AG +4 AG) +
24E

+ 5L3”’(48A93 ~3308,A8, 6308, A8, +7 A& +19 Ag A +22 AG),

onde:

Aeo = (AV2 _AVI)/L, €

5
p=7 y4dA , que para uma secdo retangular assume o valor: ) = % .
A

A.2 TORKAMANI et AL. (1997)

Torkamani et al. (1997) reescreve a Equagdo (3.36) na forma: K Au= AtFi ,

onde K ¢ a matriz de rigidez do sistema que ¢ expressa sob a forma:
K=[ Ky + Ky + 12 K; (Au) + 1/6 K; (Au, Au) ]. A seguir serdo apresentadas as

componentes das matrizes K, K;,+ K; (Au) e K; (Au, Au).

A.2.1 Matriz K,

As componentes da matriz de rigidez linear elastica Ky, para a formulagdo de
Torkamani et al. (1997), ¢ semelhante a apresentada em (A.l) para a formulacdo de

Alves (1993Db).
A.2.2 Matriz K;
Levando-se as relagdes (3.7) e (3.11) em (3.20b), com as aproximagdes (3.26) e

(3.27), e levando-se o resultado em (3.33b), obtém-se as componentes da matriz de

rigidez geométrica K;. Desta forma, escreve-se:



0o 0 0 0 0 0 O
U O
O koo ks 0 Kees) keoe U
O O
E kiaz 0 keas ke B
Ke=g ., 0 (A.5)
0 Simétrica 0 0 0 0
0 0
a K55 Kes6) O
O O
H k6.6 H
onde:
6P
k =k =k =
122 = K25 TKess) T
_ _ _ _P
K23 K26y =7Kq3,5) = Ke(s,6) = 0
2PL PL
K(33) =K(6,6) :F 5 € Ke,6) :_% .

A.2.3 Matriz K;

Levando-se as relagdes (3.4) e (3.7) em (3.20d), com as aproximagoes (3.26) e
(3.27), e levando-se o resultado em (3.33c), obtém-se as componentes da matriz de

rigidez com ndo-linearidade de primeira ordem Kj. Desta forma, escreve-se

%‘1(1,1) kia1.2) kia3) Kie) Kias) Kiae) %
Ki2,2) Ki2.3) Ki2,4) Ki2,5) Ki2,6) S

[l
kias) kiga Kigs) Kige

=
I

. r . D (A‘6)
Simétrica K144 Kica5) Kia6) O
0

ky(s,5) Ki(s.6) %

k1(6,6) B

MMOooOooogoognd



onde:

k1(1,1) =k1(4,4) =k1(1,4) =0;

EA
Ki1,2) == kia,5 = Ki2.4) TKi(45) :ﬁ (12A90 - A6, - A8, ) ;

EA
Kia3)=7ky3,4) 30 (308, - 448, +18,);

EA
Ki1.6)="Kia,6) =30 (306, +06, —418,);

6EA
Ki2,2) == ky2,5) =Ki(s 5 =5? (Au2 —Au ) ;

EA
K123 =K12,6) =" Ki3,5 = Ky5,6) = ToL (Au, —Au,);

2EA
Ky3,3) =Ki(6,6) SETE (Bu, —Auy);e

EA
Ki3,6)= _E(Auz _Aul) ,

com AB, = (Av, —Av;)/L.
A.2.4 Matriz K,

Levando-se a relagdo (3.7) em (3.20e) considerando-se as aproximagdes (3.26) e
(3.27), e levando-se o resultado encontrado em (3.33e), obtém-se as componentes da

matriz de rigidez com ndo-linearidade de segunda ordem K,. Desta forma, escreve-se:

&2(1,1) k2(1,2) k2(1,3) k2(1,4) k2(1,5) k2(1,6) 0

Ood

k2(2,2) k2(2,3) k2(2,4) k2(2,5) k2(2,6)

k2(3,3) k2(3,4) k2(3,5) k2(3,6)
(A.7)

e
I

Ko(s.5) Kags.e)

MMOOOoOooOoogog

0

0

U

o O
Simeétrica k2(4,4) k2(4,5) k2(4,6) O
U

U

U

0

U

K> 6.6)



onde:

Koa1y =Koga,4) = Koy = Koq2) ko s) Tko0.4) =Ko 5 =0
Koa1,3)= Koi,4) = Kog1,6) = Ko(a,6)= 0

_ . _EAOS8(\2 . np2 , 108 (A .

EA
Kaea = k2657150 [3(Ae§ -06} +208,A8,)+108A85 — 7248, A8, ];

Ka2.6)="Kas.6) =% [3(A912 ~A\83 +2A8,A8,)+108A8F - 72A92A90];
"53) :% 12067 + 063 - 308,48, +18 483 +36, (36, 6, |;

ko) =%0L :— 3(A67 +A03) +4A8, A8, - 648, (Ae1 + Aez)]; e

Ka6.6) =% :Ael2 +12A03 —308, A8, +18 AB] +3 18, (Ae2 -6, )]

com AB, = (Av, —Av,)/L.



| APENDICE B

MATRIZES DE RIGIDEZ:
YANG e KUO (1994)

B.1 YANG e KUO (1994)

Nesta se¢do serdo apresentadas as componentes das matrizes de rigidez Ky, e Ky,
que sdo matrizes independentes dos deslocamentos e, conforme a sugestdo de Yang e
Kuo (1994), sdo utilizadas para se calcular a solugdo predita mesmo para formulagdo de
ordem elevada YHN. Serdo também fornecidas as componentes das matrizes de ordem
elevada K; e K;, que devem ser empregadas somente no céalculo do vetor de forcas

internas pela a formulacao de ordem elevada YHN.
B.1.1 Matriz K|,

As componentes da matriz de rigidez linear elastica Ky, para as formulagdes de
Yang e Kuo. (1994) sdo semelhantes as apresentadas no Apéndice A, para as
formulacdes de Alves (1993b) e Torkamani et al. (1997).

B.1.2 Matrizes K; ¢ K
Considerando-se as aproximagdes (3.26) e (3.27) em (4.23b), levando o resultado

em (4.32b), obtém-se as componentes da matriz de rigidez geométrica K; das

formulacdes YGN, YGE e YHN. Desta forma, escreve-se:



|]('[(1,1) kT(1,2) k'[(1,3) kT(1,4) kT(l,S) k'[(1,6) E

O
B Kr2,2) Kv2,3) Kr2,4) Ke2,5) Ke2,6) E
U O
0 K133y Ki3.4) Kes) K 0
K.=g 0 (B.1)
|:| Slmetrlca k-[(4’4) kT(4,5) k'l.'(4,6) |:|
O O
B K(s.5) Ke(s.6) B
H Ke(6.6)
onde:
B _ _P
ke = keaay = kg R
Ka1,2) = Kq,5) =Kr2,4) "K@a,5 =0
M, _ _ M,
kKra3) =~ kesa) = _T; Krae) = ~ Ky = _T;
6P IZPB
Kr22) = ~Keas) “kess) = e EEA%

P
Kr23) = ke =~ ks = ~kise = %E

_2PL 4P PL P [JEI
B_é Kea6) = _+_B_%

ke = ke = 15 T LCEA 30 L CEA

Da mesma forma, obtém-se a matriz geométrica simplificada K, para a
formulacdo linearizada-simplificada (YSN), com a Equagao (4.27) no lugar de (4.23Db).

Assim, tem-se:

Ok ank ank a3k 0k a5k e B

koo K enk eok ok eop

0

k ek enk 65k 600

- 0 (B.2)
Simeétrica kT_S(4,4) kT (45 kT (46) E

=
I

-
'
©n

U
U

O
k. 66 0O

k 55k, 656

OOoOooOooooOoOood



onde:

P

Keosa) TKeos ) T Kemsa =

= = - _(M;+M;)
kT—S(1,2) __kT—s(l,S) —_kr—s(2,4) —kr—s(4,5) _T;
k—s03) Tke-s3.4) =05 ke = Kea6) =0
6P

Kiog2,2) = K=s(2,5) “K1-5(5.5) 5

P
Kis2.3) TR0 T Kes6.5 T K60 7 15

2PL PL
K1—(3,3) “K1-5(6,6) :F ;€ Kezp =—% .

B.1.3 Matriz K,

Considerando-se as aproximagdes (3.26) e (3.27) em (4.30a), obtém-se as

componentes da matriz de rigidez com nao-linearidade de primeira ordem Kj. Desta

forma, escreve-se

%(1(1,1) k1(1,2) k1(1,3) k1(1,4) k1(1,5) k1(1,6) %

K12,2) K123y Ki2,4) k12,5 Ki2.6) B

[
kias kiga kKigs) kige

. r . D
Simétrica Kya.4) Kia5 Kiae O
0

i
I

ky(s,5) Ki(s.6) %

k1(6,6) H

MMOooOoOoogoogand

onde:

3EA
ki = kg = kg =7(Au2 ~Au,);

(B.3)



EA
K1,2) =7 kiq,5 =7 Ki2,4) TKia5) ~ToL (1208, - 26, - 06, )+

4 18EL EﬁAGO 10, -18,
e 0

kl(],é) :_k1(4,6) :% (3A90 +A91 _4A92 )+% (ISAGO —8A9] —16A92),

24El

_6EA
o

k1(2 )= k1(2 5) —kl(s 5) = Au, - Aul) (Au2 Aul);

EA 18EI
k1(23)—k1(26)— k1(35)— kl(Sé)‘ﬁ(AuZ Au1)+L—(Au2 Au1);

2EA 16EI
K13,3) =K1(6,6) —?(Auz Au, )+L_ (Bu, —du,);e

EA 8EI
T

166 = "3 Au, - A111)+L—(Auz ~Au,),

com: A8, = (Av, —Av;)/L.

B.1.4 Matriz K,

Considerando-se as aproximagdes (3.26) e¢ (3.27), em (4.30b), obtém-se as
componentes da matriz de rigidez com nao-linearidade de segunda ordem K,. Desta

forma, escreve-se
Koy Ko,y Koq,3) Koq,4) Koq,5) Kaqe)
K22,2) Ka2,3) Ko2,4) Ko(2,5) Ko(2,6)

ko33 ko4 Ko sy Ko

e
I

(B.4)
Simétrica Ko 4.4y Ko4.5) Ko

Ko(s,5 Kogs6)

MMOOOoOooOoogog
MOOOOoOoOoOoOooodO

K> 6.6)



onde:

3EA
(

2
Koy = Koway = — Ko = Au, —Aul)

E—iélmeg ~300,A8, - 306,00, +2067 — A8,A0, + 263 +%sz E#

EI 3
2518063 ~ 606,46, -~ 628,48, +10A67 +10A6,A8, +10A63 += ;08 EL

L’'d

EA
kz(lz)— kz(ls):_kz(u)—k2(45)—;(Au2 Aul)(leeo —A8, - Aez)

+ ?(AU2 Au1 )(6A90 _Ael _Aez),

EA
K3 = ko34)= 5L (Auz Au, )(3A90 4406, + Aez)

; ?(Auz ~ Au, 308, — 1008, - 508,);

EA
Ka,6) =~ Koae) = 5L (Au2 Aul)(3A60 +A0, —4A62) +

+ ?(Auz —Au, )38, — 578, —10A6, );

6EA
5

Auy - A, ) - 18EI(

k2(2,2) =‘k2(2,5) =k2(5,5) Au, —Au )

E‘i (216062 - 548,08, - 548,08, +9107 +9A03 J+

+ 6EL (108A62 - 4500,A8, —45A6,A0, +6A91 +508,08, +6A62)

3517
_ EA 2 3E 2
Ky03)= ‘k2(35)—E(Auz ~Au) +L—(Au2 ~Du, ) +

E‘z (108Ae2 —7200,08, — 3087 + 618,78, + 3A62)+

El
35L?

(135A62 ~7208,08, —30A0,A0, +60A67 +8A6,A8, + 4A62)



EA 3EI
ka(2.6= ko, 6)_0_L(Au2 ~Du, )’ +L—(Auz - A, ) +

3E‘3 (6262 - 240,00, + 267 - 163 1+

+ EL (135062 ~3008,46, ~7206,88, + 4007 +8A6,06, + 60003 )

3512

2EA 10EI
ko33 150 (Bu, -du, ) +L_ (B, —Du, )+

4 EAL (1 8AB2 +3A6,A0, —3A8,A8, +12A87 —3A8,A8, +A62)+

EA 5EI
K36~ 0L (Buy - A, ) +L_ (Bu, —Au, )+

EAL( 610,78, +-6A8,A8, —3A87 +4A6,A8, —3A92)+

E—IL (15062 —806,08, ~818,48, + 1667 + 418,48, +16462 ); ¢
JEA » 10EI

k2(66)_1_(Au2_A )"'L_(Auz A‘11)2"'

+ %(umeo 306,08, +308,A8, + A% ~3A8,A8, + 12002 }+

+ 3]2—IL(36A93 ~ 810,10, —120A8,A8, +2A67 +32A8,A8, +128A9%)’

com: AB, = (Av, —Av,)/L.



| APENDICE C

CALCULO DAS COMPONENTES DAS MATRIZES DE RIGIDEZ E
DOS VETORES DE FORCAS INTERNAS:
PACOSTE e ERIKSSON (1997)

Seguindo a sugestao de Pacoste e Eriksson (1997), neste trabalho foi utilizado o
software MAPLE V (v 3.0 RELEASE For Windows) para se calcular as componentes
das matrizes de rigidez e dos vetores de forgas internas. Este software tém a vantagem
de permitir a geracao direta dos resultados em cddigos da linguagem de programagao

FORTRAN. Nesta secdo serdo apresentadas os procedimentos utilizados nesses caculos.

C.1 FORMULACAO TOTAL-TIMOSHENKO: PTT

As componentes fi; do vetor de forgas internas Fj, e as componentes k;; da matriz
de rigidez elementar K sdo determinadas através dos seguintes procedimentos no

software MAPLE V:

= B R R R
> # Formulacdo total: PTT #
> # componentes de Fi e K #
> B R R
> #

> restart; with (linalg); readlib(fortran);

>ux:=(u2-ul)/l; vxi=(v2-vl)/l;

>t=(t1+t2)/2;  txi=(t2-t1)/1;



> #

> e:=(1+ux)*cos(t)+vx*sin(t)-1;

> g:=vx*cos(t)-(1+ux)*sin(t);

> ki=tx;

> #

> Ue:=1/2*1*EA*e"2;

> Ug:=1/2*1*GA*g"2;

> Uk:=1/2*1*EI*k"2;

> U:=Ue+Ug+Uk;

> #

> Fi:=grad(U,[ul,v1,tl,u2,v2,t2]);

> K:=hessian(U,[ul,v1,t1,u2,v2,t2]);

> #

> HHHHHHHHH R EH# Gerar em linguagem FORTRAN #H#HHH#HHHHHEHHEHHIT
> fortran(Fi,mode=double);

> fortran(K,mode=double);

> P Fin de PTT ##H#HHHHHIHEHEHEH

C.2 FORMULACOES TOTAIS: PT1 e PT2

A matriz de rigidez elementar K e o vetor de forcas internas F; sdo obtidos através
das equagdes:

t+AtFi =AfT Fg e
URK =AfKg Aptfg, Ay +izg Ag

As componentes fg; do vetor de forgas generalizadas Fq, € as componentes kg;; da
matriz de rigidez correspondente Kg sdo determinadas, juntamente com as matrizes Ay,

Ag e A, através dos seguintes procedimentos no software MAPLE V:



R R R R R R R
># Formulagdes totais: PT1 e PT2 #
># componentes de Fg, Kg, Af, Afl e Af3 #
R R R R R R R
#

> restart; with (linalg); readlib(fortran);

> Dt2:=1-2*x/l; Dt3:=1-6*x/1+6*x"2/1"2;

> Dtx2:=diff(Dt2,x); Dtx3:=diff(Dt3,x);

> tetae:=Dt2*f2+Dt3*f3; tetax:=diff(tetae,x);

> #

>ux:=f4;  vx:=(1+f4)*tan(f1);

> #

> i Para PT1 tire o comentario '#' da linha a abaixo #H#HH#HEHHHHIH
># epl:=1+ux-cos(fl); ga:=vx-sin(fl);

> #

> #HtHHHH#HH# Para PT2 tire os comentdrios '#' das duas linhas a seguintes ###H##H#HH#
> # epl:=1+ux-cos(f1)*(1-1/6*£2"2-1/10*{32);

> # ga:=vx-sin(f1)*(1-1/6*f2"2-1/10*3/2);

> #

> k:=tetax;

> #

> Ue:=(1/2*int(e*a*ep1.2,x=0..1));

> Ug:=(1/2*int(e*a*ga’2,x=0..1));

> Uk:=expand(1/2*int(e*1*k"2,x=0..1));

> U:=Ue+Ug+Uk;

> #

> Fg:=grad(U,[f1,2,13,f4]);

> Kg:=hessian(U,[f1,{2,{3,f4]);



> #

> fHtHHHAH A Matrizes de transformacio: Af, A1 e Af3 #HHHIHHIHHHHHHH
> fl:=arctan((v2-v1)/(I+u2-ul));

> £2:=(12-t1)/2; {3:=(t1+t2)/2-f1; f4:=(u2-ul)/l;

> ff:=vector([f1,f2,{3,{4]);

> #

> Afs:=jacobian(ff,[ul,v1,ti,u2,v2,t2]);

> Af:=map(simplify,Afs);

> Afl:=hessian(fl,[ul,v1,ti,u2,v2,t2]);

> Af3:=hessian(f3,[ul,v1,ti,u2,v2,t2]);

> #

> HHHHHHH T HEH## Gerar em linguagem FORTRAN ###HHHHHTHHHEHHEHHEHHT
> fortran(Kg,mode=double);

> fortran(Fg,mode=double);

> fortran(Af,mode=double);

> fortran(Afl,mode=double);

> fortran(Af3,mode=double);

> HHHHHHHH A Fim de PT1 e PT2 #HH#HHIHHIHIHIHHHHHHH

C.3 FORMULACOES CORROTACIONAIS: PC1 e PC2

A matriz de rigidez elementar K e o vetor de forcas internas F; sdo obtidos através
das equagdes:

t+AtFi :A”cf Fn e

FAK ALK A FPA M A, + M, A,

As componentes P, M; e M, do vetor de forgas naturais totais F,, e as

componentes kjj da matriz de rigidez correspondente Kn sdo determinadas, juntamente



com as matrizes A, A¢1 , Az € Ag, através dos seguintes procedimentos no software

MAPLE V:

= R R R R R R R R
> # Formulag¢des corrotacionais: PC1 e PC2 #
># componentes de Fn, Kn, Ac, Acl, Ac2 e Ac3 #
> B R R
> #

> restart; with (linalg); readlib(fortran);

> H3:=1/4%(-1-2*xi+3*x1"2); H4:=1/4*(-1+2*xi+3*xi"2);

> dH3:=1/1*(-1+3*xi);  dH4:=1/1*(1+3*xi);

> k:=dH3*tn1+dH4*tn2;

> #

> #========> Para PC1 tire o comentario #' da linha a abaixo ##HHHHH I
> # ep:=un2/I;

> #

> f#f========>Para PC2 tire o comentario '#' da linha a abaixo #H#HHHH#HHHHIHHHIHH
> # ep:=un2/1+1/(4)*int((H3*tn 1 +H4*tn2)"2,xi=-1..1);

> #

> Ue:=(1/2)*(1/2)*int(EA*ep”2,xi=-1..1);

> Uk:=simplify((1/2)*(1/2)*int(EI*k"2,xi=-1..1));

> U:=Ue+Uk;

> #

> Fn:=grad(U,[un2,tn1,tn2]);

> Kn:=hessian(U,[un2,tn1,tn2]);

> #

> HHtHHHEHAH# Matrizes de Transformacdo: Ac, Acl, Ac2 e Ac3 #H#HHHIHIHHIH
> dx:=x2-x1; dy:=y2-yl;

> dxn:=x2-x1+u2-ul; dyn:=y2-yl+v2-vl;

> tri=arctan(((x2-x1)*(v2-v1)-(y2-y1)*(u2-ul))/(dx*dxn+dy*dyn));



>tnl:=tl-tr; tn2:=t2-tr;
>un2:=((x2-x1+u2-ul )" 2+(y2-y1+v2-v1)*"2)"(1/2)-((x2-x1)"2+(y2-y1)*2)*(1/2);

> un:=vector([un2,tn1,tn2]);

> #

> Aes:=jacobian(un,[ul,v1,tl,u2,v2.t2]);

> Ae:=map(simplify,Aes);

> Ael:=hessian(un2,[ul,v1,t1,u2,v2,t2]);

> Ar:=hessian(-tr,[ul,v1,t1,u2,v2,t2]);

> #

> #HHHHHHH A ## Gerar em linguagem FORTRAN #HHHHHHHHHHIHHEHHEHHEHHI
> fortran(Fn,mode=double);

> fortran(Kn,mode=double);

> fortran(Ae,mode=double);

> fortran(Ael,mode=double);

> fortran(Ar,mode=double);

> HHHHHHHH A Fim de PCL e PC2 #HHHIHHIHIHIHIHIHHTH




