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3. MÉTODO DA SUPERPOSIÇÃO MODAL E PSEUDOFORÇAS 
 
 
 
3.1 Formulação!
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4. EXEMPLOS NUMÉRICOS 
 
 
 

4.1 Exemplo 1: Sistema mecânico flexível com amortecedor concentrado!
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-16!535:5,<16!-5!]1.0!-0!-80T1,03!,0!:0<.8^!-5!0:1.<5;8:5,<1!T5,5.038^0-0!5:!.5302?1!
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4.2 Exemplo 2: Sistema Massa-Mola-Amortecedor com 2 Graus de Liberdade  
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Qb8361,@θV*!03/:!-5!:16<.0.!0!D.5;86?1!-16!.56>3<0-16!-1!:/<1-1!D.1D16<1!5:!.5302?1!
01!:/<1-1!-5!8,<5T.02?1!-8.5<0!Qb8361,@θVL!
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"! I! tLKPpK! tLfoot! tLfopP! tLtON!
! N! tLPtot! tLpJIK! tLpJIp! @tLtIP!
""! I! tLKptp! tLfpOo! tLfpPJ! tLIJo!
! N! tLoPIo! tLpPfJ! tLpPNP! tLNIt!
"""! I! tLNOoK! tLNOJN! tLNJNJ! @ILNof!
! N! tLpNIK! tLKOfp! tLKOtI! tLPtO!
"M! I! tLKJNO! tLfpOI! tLfpPK! tLIJo!
! N! tLooOP! tLpPfK! tLpPNf! tLIJN!
M! I! tLNOKI! tLNOOO! tLNJNo! @ILNJJ!
! N! tLpNtt! tLKONJ! tLKPJP! tLooP!
M"! I! ILIKOf! tLKNoN! tLtOPI! fOJLfNf!
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Figura 4.1.1 Sistema dinâmico amortecido (Exemplo 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.1.2  Carga aplicada ao nó 5 (Exemplo 1). 
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Figura 4.1.3 Modos de vibração (Exemplo 1). 
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Figura 4.1.4  Deslocamento na direção 7 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-a  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.1.5-b  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.1.5-c  Deslocamento na direção 3 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-d  Deslocamento na direção 4 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-e  Deslocamento na direção 5 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-f  Deslocamento na direção 6 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-g  Deslocamento na direção 7 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-h  Deslocamento na direção 8 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-h  Deslocamento na direção 8 (m) x tempo (s). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.1.5-i  Deslocamento na direção 9 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.1.5-j  Deslocamento na direção 10 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.1  Sistema massa-mola-amortecedor (Exemplo 2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.2.2 Carga aplicada à massa 2 (Exemplo 2). 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 54 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.2.3  Modos de vibração (Exemplo 2). 
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Figura 4.2.4-a  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-b  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-c  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-d Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-e Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-f  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.2.4-g  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.2.4-h  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-i  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-j  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-l  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-m  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-n  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.2.4-o  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 4.3.1  Terremoto El-Centro (Exemplo 3). 
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Figura 4.3.2  Modos de vibração (Exemplo 3). 
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Figura 4.3.3  Comparação entre métodos. 
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Figura 4.3.4-a  Deslocamento na direção 4 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.3.4-b  Deslocamento na direção 5 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.3.4-c  Deslocamento na direção 6 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.3.4-d  Deslocamento na direção 7 (m) x tempo (s).  
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Figura 4.3.4-e  Deslocamento na direção 8 (m) x tempo (s). 
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5.3 Algoritmo para Solução de um Sistema Não-Linear Usando o Método de 

Superposição Modal Clássico Combinado com Pseudoforças – Processo 
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6. EXEMPLOS NUMÉRICOS 
 
 
6.1 Exemplo 1: Sistema de Dois Graus de Liberdade Representando              

Modelo Simplificado de Usina Nuclear 
!
!

W.0<0@65!-1!:56:1!5_5:D31!0,03860-1!D1.!S30.5<!QIJJIV!.5D.565,<0,-1!1!:1-531!
68:D38]8;0-1! -5! -186! T.0>6! -5! 38Y5.-0-5! -5! >:0! >68,0! ,>;350.*! ;1,]1.:5!:16<.0:! 06!
=8T>.06! oLILI! 5! oLILN*! 65,-1! 0! :0660! -0! ]>,-02?1!mf = 1.0e+08 yT! 5! 0! :0660! -0!
5-8]8;02?1!ms = 3.0e+07 yTL!+!;1,6<0,<5!-5!0:1.<5;8:5,<1!486;161!-1!6131!/!;03;>30-0!
D530!W0Y530! -0-0! D1.!#8;U0.<! QIJPtV! 5!B140y! QIJPfV! 5:! ]>,2?1! -06! D.1D.85-0-56! -1!
6131L! +668:! 65,-1*! cf = 3.79e+09! B6R:L! +! ;0.T0! -5! 8:D0;<1! 0<>0! ,0! -8.52?1! N! 5!
;1..56D1,-5! 01! ;U1Z>5! -0! 56<.><>.0! ;1:! >:0! 05.1,045! 65T>,-1!b13]! QIJOPV*! =8T>.0!
oLILfL!

+6!:0<.8^56!-5!:0660*!.8T8-5^!5!0:1.<5;8:5,<1!6?1*!.56D5;<840:5,<5n!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!

!
+!:0<.8^!-5!0:1.<5;8:5,<1!T5,5.038^0-0!/*!D1.<0,<1n!

!
!
!
!
!
!

$! 686<5:0! <5:! F,-8;5! -5! 0;1D30:5,<1! ILt*! Z>5! 1;1..5! ,06! -8.52[56! I! _! NL! +6!
].5Zxa,;806!,0<>.086!-5!48Y.02?1!6?1!-0-06!,0!W0Y530!oLILIL!

!
!

W0Y530!oLILI!=.5Zxa,;80!,0<>.086!-5!48Y.02?1!
!

!
!
!
!
!
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! OP!

!
!

Modo Freqüência         (rad/s) 
1 31.26 
2 56.33 

!
$6!:1-16!-5!48Y.02?1!,06!-8.52[56!I!5!N!6?1!:16<.0-16!,0!=8T>.0!oLILKL!
$6!F,-8;56!-5!;1,45.Ta,;80!5!16!4031.56!-5!ξ!6?1!:16<.0-16!,0!W0Y530!oLILNL!

!
W0Y530!oLILN!@!i,-8;56!-5!;1,45.Ta,;80!5!16!4031.56!-5!ξ!

!
Modo ξ IC 

1 0.2824 2.3 
2 0.1797 3.9 

!
!

$!,\:5.1!-5!D1,<16!><838^0-16!,0!.56D16<0!/!Itt*!1!,\:5.1!-5!8<5.02[56!/!It!5!!!
1!8,<5.4031!-5!<5:D1*!tLtN6L!
!
!
Caso 1 - Fundação e estruturas lineares!
!

+!56<.><>.0! <5:! .8T8-5^!ks!= 0.6e+11 BR:*! ;1,]1.:5!:16<.0! 0!=8T>.0!oLILILI!!!!!
5!1!6131!<5:!.8T8-5^!kf!= 1.55e+11 BR:*!;1:1!:16<.0!0!=8T>.0!oLILILNL!

$6! -5631;0:5,<16! :7_8:16! 1Y<8-16! D531! :/<1-1! -0! 8,<5T.02?1! -8.5<0*!!!
03T1.8<:1! -5! b8361,@θ! Q.56>3<0-16! .5]5.8-16! ;1:1! %8.5;<V! 5! D531! :/<1-1! D.1D16<1!
Q.56>3<0-16!.5]5.8-16!;1:1!C0.;803V!56<?1!,0!W0Y530!oLILILIL!
!
!

W0Y530!oLILILI!%5631;0:5,<16!:7_8:16!
!

%8.52?1! %8.5;<! C0.;803!
I! LNNIK5@N! LNfoN5@N!
N! LONIt5@N! LOfPf5@N!

!
$6!-5631;0:5,<16!,06!-8.52[56!I!5!N! 6?1!:16<.0-16!,06!=8T>.06!oLILILf*! 65,-1!

Z>5! 16! .56>3<0-16! 1Y<8-16! D531! :/<1-1! D0.;803! D0.0! 0! 0,73865! ,?1@38,50.! 6?1!!!!
;1:D0.0-16! ;1:!16!-0-16!-1!:/<1-1!-5! 8,<5T.02?1!-8.5<0L!B5665! ;061*! U7!>:0!D35,0!
;1,;1.-9,;80!-5!.56>3<0-16L!!

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
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!

Caso 2 - Fundação Linear e Estrutura com Material Elastoplástico Perfeito 
!

+! 56<.><>.0! <5:! .8T8-5^! ks! = 0.6e+11 BR:*! ;1,]1.:5! :16<.0! 0! =8T>.0!!!!!!!
oLILNLI!!!!!5!1!6131!<5:!.8T8-5^!kf!= 1.55e+11 BR:*!;1:1!:16<.0!0!=8T>.0!oLILNLNL!

$6! -5631;0:5,<16! ,06! -8.52[56! I! 5! N*! 1Y<8-16! D531! :/<1-1! D.1D16<1*! 6?1!
:16<.0-16! ,06! =8T>.06! oLILNLf*! 65,-1! Z>5! 16! -5631;0:5,<16! :7_8:16! ;1,6<0:! -0!!
W0Y530!oLILNLIL!
!

W0Y530!oLILNLI!%5631;0:5,<16!:7_8:16!
!

Direção Parcial 
1 .2903e-2 
2 .7074e-2 

!
!
!
6.2 Exemplo 2: Sistema Massa-Mola-Amortecedor com Dois Graus de  

Liberdade 
!

W.0<0@65! -1!:56:1! 5_5:D31! 0,03860-1! ,1! 6>Y8<5:!KLN*! ;1,68-5.0,-1! 0!:130! N!
Y838,50.! ;1:! 06! .8T8-5^56! -5! 0;1.-1! ;1:! 0! =8T>.0! oLNLIL! +! ;0.T0! -0! =8T>.0! oLNLN! /!
0D38;0-0!w!:0660!N!-1!686<5:0L!!

B5665! ;061*! ]1.0:! ]58<06! 0,738656! D531! :/<1-1! D.1D16<1! ;1,68-5.0,-1! 1!
0:1.<5;8:5,<1! 0D.1_8:0-0:5,<5! D.1D1.;81,03! Q.56D16<0! +C%V*! 0<.04/6! -1! 68:D356!
0Y0,-1,1!-16!535:5,<16!-5!]1.0!-0!-80T1,03!,0!:0<.8^!-5!0:1.<5;8:5,<1!T5,5.038^0-0*!
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Figura 6.1.1.3.a  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 6.1.1.3-b  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 6.1.2.1  Rigidez na estrutura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6.1.2.2  Rigidez no solo. 
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Figura 6.1.2.3-a  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 6.1.2.3-b  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 6.2.1  Rigidez de mola para as massas 1 e 2 (Exemplo 2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6.2.2  Carga aplicada à direção 2 (Exemplo 2). 
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Figura 6.2.1.1-a  Deslocamento na direção 1 (m) x tempo (s). 
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Figura 6.2.1.1-b  Deslocamento na direção 2 (m) x tempo (s). 
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Figura 6.3.1-a  Sistema solo-estrutura (Exemplo 3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6.3.1-b  Shear Building (Exemplo 3). 
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Figura 6.3.2-b  Rigidez no solo (Exemplo 3). 
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Figura 6.3.3-a  Deslocamento da direção 1 (m) x tempo (s).  
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Figura 6.3.3-b Deslocamento da direção 2 (m) x tempo (s).  
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Figura 6.4.1-a Deslocamento da direção 2 (m) x tempo (s) – Resposta estática 
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Figura 6.4.1-b Deslocamento da direção 1 (m) x tempo (s) – Resposta não-linear 
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Figura 6.4.1-c Deslocamento da direção 10 (m) x tempo (s) – Resposta não-linear 
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Figura 6.5.1  Edifício sujeito a  movimento na base (Exemplo 4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6.5.2  Deformação elastoplástica (Exemplo 4). 
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Figura 6.5.3  Deslocamento da direção 1 (in) x tempo (s) 
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Figura 6.5.4  Deslocamento da direção 5 (in) x tempo (s) 
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Figura 6.5.5  Deslocamento da direção 10 (in) x tempo (s) 
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Figura 6.5.6  Deslocamento da direção 15 (in) x tempo (s) 
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Figura 6.5.7  Deslocamento da direção 20 (in) x tempo (s) 
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CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 
 
 
7.1 Conclusões 
 
 

O método proposto é adequado para a análise de sistemas dinâmicos não-
lineares dotados de amortecimento não-proporcional. Os exemplos analisados 
mostram boa precisão das respostas obtidas pelo método proposto, nos casos em que 
os sistemas têm altos índices de convergência nos modos predominantes na resposta, 
mesmo que o amortecimento seja fortemente não-proporcional. 

O método proposto foi aplicado a sistemas bilineares com “softening” e a 
sistemas de materiais elastoplásticos perfeitos. As respostas observadas são também 
precisas se comparadas a respostas obtidas por integração direta.  

O método proposto é de simples implementação, não exigindo esforço 
computacional elevado, porque a extração modal é processada apenas uma vez. O 
significado físico dos modos normais de vibração pode ser utilizado na interpretação 
do comportamento do sistema. O truncamento modal ser empregado na formulação 
apresentada.  
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7.2 Sugestões 
 

O método proposto de deve ser aplicado a sistemas de grande porte, medindo-
se sua eficiência computacional em relação a outros métodos de integração direta. Do 
ponto de vista analítico, sugere-se examinar a influência da linearização das 
pseudoforças na precisão da resposta nos casos em que o índice de convergência é 
baixo. 

A convergência do método proposto pode ser estudada através da Teoria de 
Perturbações, aumentando a compreensão do método e, eventualmente, expandindo 
sua aplicabilidade a sistemas com não-linearidade geométrica.  
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