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SUMARIO

Neste trabalho, descreve-se um método para solugdo de sistemas estruturais
dindmicos nao-lineares nos quais o amortecimento ndo-proporcional ¢ considerado.
Implementa-se computacionalmente um algoritmo para integracdo das equagdes de
equilibrio dindmico de um sistema de multiplos graus de liberdade no dominio do
tempo, considerando amortecimento do tipo ndo-proporcional e nao-linearidade fisica
do material.

O algoritmo referido (Venancio-Filho e Claret, 1991) utiliza o método de
superposi¢do modal classico combinado a um processo iterativo que trata as parcelas
de forcas de amortecimento ndo-proporcionais ¢ de forgas restitutivas nao-lineares
como pseudoforcas aplicadas externamente. Os modos normais de vibragao extraidos
na configuragdo inicial do sistema sdo utilizados para definir a transformagdo de
coordenadas fisicas para coordenadas generalizadas.

O histoérico de deslocamentos € obtido através do calculo numérico da integral
de Duhamel, sendo que as cargas externas e as pseudoforcas introduzidas
iterativamente sao linearizadas em cada intervalo de tempo. O processo iterativo se da
a cada intervalo de tempo até se atingir a convergéncia, utilizando-se a matriz de
rigidez tangente definida em func¢do das condigdes no inicio do intervalo.

A eficiéncia do algoritmo proposto, denominado processo parcial, ¢
examinada, comparando-se com o método de integragdo direta (Wilson-0) e com
método de superposicao modal cléssico.

Discute-se, em particular, conforme proposto por Venancio-Filho e Claret
(1991) o significado do indice de acoplamento e do indice de convergéncia na
caracterizacdo do grau de ndo-proporcionalidade do amortecimento.

Exemplos numéricos sdo fornecidos.



RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e a aplicagdo de uma técnica de
solugdo de sistemas estruturais dindmicos, denominada Processo Parcial, que combina
o método de formulagdo de pseudoforcas e a analise por superposicdo modal, nos
quais tanto a linearidade como a nao-linearidade sdo tratadas no dominio do tempo.

A efetividade do algoritmo ¢ examinada, comparando-o ao método de
integracdo direta. Em particular, discute-se o significado do grau de acoplamento e do
indice de convergéncia, caracterizando o grau de nao-proporcionalidade do
amortecimento.

Exemplos numéricos sao dados.
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1. CONSIDERACOES GERAIS
1.1 Introducio

Apb6s o aparecimento dos computadores digitais, tornou-se possivel uma
analise mais precisa de sistemas estruturais complexos por meio de processos discretos
de analise, como, por exemplo, o método de elementos finitos. A medida que novos
refinamentos das modelagdes das propriedades de massa e rigidez eram introduzidos,
novas hipoteses sobre o comportamento dos materiais foram consideradas nos
métodos analiticos. Nas ultimas trés décadas, particularmente a propriedade de rigidez
foi intensamente estudada, com grande énfase sobre os métodos de solugdo dos
sistemas de equacdes lineares.

O amortecimento €, dentro dessa perspectiva, a ultima fronteira na modelagao
das propriedades estruturais. A natureza fisica e a generalidade dos mecanismos de
dissipacdo de energia em um sistema vibratorio ndo permitem que a modelacdo do
amortecimento seja analoga as de massa e rigidez. Considerando, por exemplo, um
sistema estrutural discretizado em elementos finitos, a defini¢do de um coeficiente de
amortecimento c¢j, simétrico, através de uma propriedade de amortecimento c(x)
distribuida no elemento, que seria feita através da expressao

¢, = [ cCOW,COY,(0dx

sendo Yi(x) e Yj(x) as funcdes de forma do elemento considerado, ¢ impraticavel, uma
vez que nos problemas praticos c(x) ¢ de dificil determinagdo. Desse modo, nas
aplicagdes correntes da engenharia estrutural, ¢ comum a adog¢do do modelo de
amortecimento viscoso proporcional. Esse modelo ¢ quantificado por uma matriz de
amortecimento que se obtém através de uma relacdo de proporcionalidade com as
matrizes de massa e de rigidez.

O modelo de amortecimento viscoso proporcional ¢ adequado para os sistemas
estruturais em que as distribuicdes de forgas dissipativas sejam semelhantes as



distribui¢cdes de forgas elasticas e de inércia. As hipoteses de carregamento e os
materiais empregados em grande parte das estruturas, freqlientemente, tornam o
modelo de amortecimento viscoso proporcional aceitavel.

Entretanto, nas situagdes de projeto em que a interagdo solo-estrutura deva ser
considerada e naquelas em que ¢ necessario adotar amortecedores concentrados para
o controle de vibragdes, o amortecimento pode ser fortemente ndo proporcional,
invalidando os resultados obtidos com a hipotese de proporcionalidade.

Por outro lado, a introdugdo de materiais viscoelasticos na engenharia de
estruturas combinada com severas condigdes de carregamento exigem a consideragdo
simultanea das hipoteses de ndo-linearidade fisica e ndo-proporcionalidade do
amortecimento.

Me¢étodos computacionalmente eficientes para a integracdo das equagdes de
equilibrio dindmico de sistemas estruturais de multiplos graus de liberdade,
considerando amortecimento nao-proporcional e nao-linearidade fisica, constituem um
dos dominios que justificam intensas pesquisas na moderna engenharia estrutural.

1.2 Objetivos

Esse trabalho teve como objetivo implementar computacionalmente um
algoritmo para integracdo das equagdes de equilibrio dindmico de um sistema de
multiplos graus de liberdade no dominio do tempo, considerando amortecimento do
tipo ndo-proporcional e ndo-linearidade fisica do material.

O algoritmo referido (Venancio-Filho e Claret, 1991) utiliza o método de
superposi¢do modal classico combinado a um processo iterativo que trata as parcelas
de forgas de amortecimento ndo-proporcionais e de forgas restitutivas nao-lineares
como pseudoforg¢as aplicadas externamente. Os modos normais de vibragdo extraidos na
configuragdo inicial do sistema sdo utilizados para definir a transformacdo de
coordenadas fisicas para coordenadas generalizadas.

O historico de deslocamentos ¢ obtido através do célculo numérico da Integral
de Duhamel, sendo que as cargas externas e as pseudoforcas introduzidas
iterativamente sao linearizadas em cada intervalo de tempo. O processo iterativo se da



a cada intervalo de tempo até se atingir a convergéncia, utilizando-se a matriz de
rigidez tangente definida em fungdo das condig¢des no inicio do intervalo.

1.3 Descricao Sumaria

No capitulo 2 formulam-se as equagdes de movimento de sistemas de multiplos
graus de liberdade para modelos de amortecimento viscoso, histerético e dependente de
freqiiéncia. O amortecimento geométrico ¢ considerado através do amortecimento
viscoso equivalente.

No capitulo 3 apresenta-se o algoritmo proposto por Venancio-Filho e Claret
(1991), e faz-se distingdo entre os processos parcial e total do calculo da resposta. A
prova de convergéncia e os conceitos de indice de acoplamento e de indice de
convergéncia sdo reapresentados. Diversos exemplos de sistemas estruturais lineares
dotados de amortecimento ndo-proporcional sdo analisados no capitulo 4.

No capitulo 5 apresenta-se a formulacdo do algoritmo proposto, utilizando o
processo parcial, para a solu¢do de sistemas fisicamente ndo-lineares dotados de
amortecimento nao-proporcional. Exemplos numéricos sdo fornecidos no capitulo 6.
O capitulo 7 discute as conclusdes da pesquisa e apresenta sugestdes.

1.4 Revisao Bibliografica

A abordagem do amortecimento estd baseada no estabelecimento de modelos
matematicos que sdo tentativas de aproximagdo do comportamento fisico dos sistemas
amortecidos. Entre os modelos comumente utilizados na andlise estrutural, destacam-
se 0 amortecimento viscoso dependente da freqii€ncia, o histerético e o viscoelastico.

Muitos pesquisadores procuram tratar o amortecimento nao-proporcional
através de modelos que preservem a aplicacdo do método de superposi¢do modal
classico. Entre esses trabalhos, cita-se o de Roesset (1973) que propde a consideragao
do amortecimento ndo-proporcional através da introdug¢do do conceito de coeficientes
de amortecimento modais ponderados. Venancio-Filho e Claret (1987) comparam as



respostas de sistemas com amortecimento ndo-proporcional obtidas pelo método do
amortecimento ponderado e por integracdo direta das equagoes de movimento.

Algumas pesquisas se concentraram na avaliacdo dos erros introduzidos na
resposta pela diagonalizacdo da matriz de amortecimento generalizada através do
simples abandono dos elementos de fora da diagonal. Entre eles, citam-se os trabalhos
de Thomson, Calkins ¢ Caravani (1974) e o de Warburton ¢ Soni (1977).

Com o desenvolvimento dos computadores digitais, muitos pesquisadores
procuraram analisar os sistemas dotados de amortecimento ndo-proporcional através
do método de superposicdo de modos complexos a partir de uma idéia original de
Hurty e Rubinstein (1964). Entre eles, citam-se Singh (1980), Veletsos e Ventura
(1986), Singh e Ghafory-Asthiany (1986), Borino ¢ Muscolino (1986), Singh e Suarez
(1987) e Chen e Taylor (1987). Entretanto, os métodos de calculo da resposta
baseados na superposi¢do de modos complexos tém a desvantagem de exigir grande
esfor¢o computacional, além de dificultarem a interpretacdo fisica do comportamento
do sistema.

Clough e Mojtahedi (1976) propdem o tratamento do amortecimento nao-
proporcional através da integracdo direta das equagdes de movimento em coordenadas
modais, usando-se os modos normais nao-amortecidos para a transformacdo de
coordenadas. Esse processo tem a vantagem de preservar a utilizagdo dos modos
normais, além de permitir a economia de esforgo computacional através do
truncamento modal. Entretanto, ele mantém as desvantagens dos métodos de
integracdo direta, entre as quais a exigéncia de pequenos intervalos de tempo para
assegurar a estabilidade do sistema.

Itoh (1973) analisa a resposta de sistemas com amortecimento nao-
proporcional no dominio da freqiiéncia, utilizando a base modal complexa para
desacoplar o sistema de equagdes de movimento. O algoritmo final opera apenas com
algebra real, mas o método proposto perde igualmente as vantagens do método de
superposi¢do modal classico.

Chen e Taylor (1987) propdem desacoplar o sistema de equagdes de equilibrio
dinamico, quando o amortecimento ndo-proporcional esta presente, através de uma base
de vetores de Ritz em lugar de base modal complexa.



Claret e Venancio-Filho (1988) propdem o emprego do método de
superposicdo modal classico acoplado a um processo iterativo que trata as forcas de
amortecimento decorrentes dos termos de fora da diagonal da matriz de
amortecimento generalizada como pseudoforgas. Ibrahimbegovic e Wilson (1988)
utilizam o mesmo processo para a analise da resposta de sistemas lineares a esforcos
sismicos. Claret e Venancio-Filho (1991) fazem um amplo estudo desse método,
fornecendo inclusive a sua condigdo de convergéncia e introduzindo os conceitos de
indice de acoplamento e de indice de convergéncia que caracterizam o grau de ndo-
proporcionalidade do amortecimento de um sistema estrutural. Chen e Taylor (1990)
utilizam processo semelhante, mas desacoplam o sistema de equagdes de movimento
através de uma base de vetores de Ritz.

A analise da resposta de sistemas ndo-lineares através do método de
superposi¢ao modal é proposta por Stricklin e Haisler (1975) e Morris (1977). Nessa
proposta, a nao-linearidade gera pseudoforcas que sdo introduzidas no sistema
iterativamente. Landau (1983) demonstra a viabilidade da aplicagdo do método de
superposicdo modal classico a andlise ndo-linear geométrica e fisica. Kawamoto
(1983) emprega um método hibrido dominio do tempo - dominio da freqiiéncia para
tratamento de sistemas dindmicos ndo-lineares com amortecimento viscoso e
histerético. Wolf e Darbre (1987) demonstram a condigdo de convergéncia desse
método hibrido.

Chang, Elghamdamsi e Mohraz (1989) utilizam o método de superposi¢cdo
modal para tratar sistemas fisicamente ndo-lineares com amortecimento nao-
proporcional e ndo-linearidade fisica em que pseudoforcas sdo aproximadas por série
de Taylor. Venancio-Filho e Claret (1989) propdem um processo de linearizacdo
passo-a-passo para andlise ndo-linear fisica no dominio da freqiiéncia. Nesse trabalho,
os autores conceituam o método da Transformada de Fourier Implicita para viabilizar
computacionalmente a aplicacdo da analise no dominio da freqiiéncia a sistemas nao-
lineares.

Claret (1991) utiliza o método de linearizagdo passo-a-passo para a analise de
sistemas fisicamente ndo-lineares dotados de amortecimento ndo-proporcional no
dominio da freqiiéncia. Esse trabalho mostra a integragao das equagdes de movimento
no dominio da freqiiéncia, mas as pseudoforgas sdo tratadas iterativamente no dominio



do tempo. O deslocamento do sistema de equagdes ¢é feito utilizando a base modal
ndo-amortecida.

Recentemente, Udwadia e Kumar (1994) utilizam um método semelhante ao
proposto por Venéancio-Filho e Claret (1991) para tratar sistemas lineares com
amortecimento ndo-proporcional. Esses autores utilizam uma técnica propria para a
decomposicdo da matriz de amortecimento generalizada. Jangid e Data (1994)
utilizam o mesmo processo de Venancio-Filho e Claret (1991) para a analise espectral
sob excita¢des randomicas.

No presente trabalho, o método proposto por Venancio-Filho e Claret (1991) ¢
aplicado a analise dindmica de sistemas fisicamente ndo-lineares com amortecimento
ndo-proporcional. Pseudofor¢as sdo introduzidas pela ndo-linearidade fisica e pelo
amortecimento nao-proporcional e sdo tratadas no mesmo processo iterativo.



2. EQUACOES DE EQUILIBRIO DINAMICO

As propriedades fisicas essenciais de qualquer sistema estrutural linearmente
elastico, sujeito a cargas dinamicas, sdo a massa, a rigidez e o amortecimento. O
amortecimento representa o conjunto dos mecanismos de dissipacdo de energia
existentes no sistema.

Dado um sistema linear idealizado de um grau de liberdade, como na Figura
2.1, onde a massa total ¢ representada pelo bloco rigido m, a resisténcia elastica ao
deslocamento pela mola de peso desprezivel e de rigidez k, o mecanismo de perda de
energia pelo amortecedor ¢ ¢ o carregamento externo, pela carga p(t), varidvel com o
tempo, e considerando que os vinculos permitem ao bloco somente translagdes
horizontais v(t), a equagao de movimento deste sistema ¢ a expressao do equilibrio da
for¢a aplicada p(t) e das forcas resultantes do movimento: f; (for¢ca de inércia), fq
(for¢a de amortecimento) e f; (forga elastica da mola), como mostra a Figura 2.2.
Portanto, tem-se

f—f,+f, +p(t) =0. 2.1)
Como a forga elastica é
f = kv (2.2)

e, de acordo com o principio d’Alembert, a for¢a de inércia € o produto da massa e da
aceleracdo, isto é,

f =-mv, 2.3)

pode-se escrever a equagdo de movimento do sistema como

mv +f, +kv =p(t), (2.4)



onde as for¢as de amortecimento fy; dependem do modelo fisico utilizado para
descrever o amortecimento do sistema.

Para a maioria dos casos, a massa e a rigidez das estruturas podem ser
calculadas de maneira relativamente facil, tanto por consideragdes fisicas ou por
expressoes generalizadas, decorrentes da aplicacdo do principio de Hamilton ou do
principio dos trabalhos virtuais. Ja os mecanismos basicos de perda de energia sdo
pouco entendidos. Adotam-se, na analise de sistemas dindmicos, modelos ideais de
amortecimento definidos com o proposito de simular, com o maximo de fidelidade
possivel, os mecanismos reais de dissipagdo de energia.

O amortecimento viscoso ¢ um modelo linear de dissipagdo de energia onde a
forga de amortecimento, f,, ¢ proporcional ¢ oposta a velocidade relativa da massa Vv,
isto &,

f, =—cv. (2.5)

Assim, se o modelo de dissipagdo de energia no sistema ¢ predominantemente viscoso,
a equacdo de equilibrio dindmico ¢ dada por

mv +cv +kv =p(t). (2.6)

O modelo de amortecimento histerético ¢ definido como aquele em que a forca
de amortecimento estd em fase com a velocidade, mas ¢é proporcional aos
deslocamentos, isto &,

f_ =i(2D)kv, 2.7)

sendo v o deslocamento da massa, D a constante de amortecimento histerético e i, a
unidade imaginaria. Nesse caso, a equagdo do equilibrio dindmico ¢

mv +k(1+i2D)v = p(t), (2.8)



equagdo que somente pode ser tratada rigorosamente no dominio da freqiiéncia .

Embora o amortecimento nas estruturas ndo seja viscoso e, sim, histerético, na
pratica, o mecanismo de amortecimento real ¢ comumente aproximado pelo
amortecimento viscoso, que leva a uma forma conveniente da equagdo de movimento
da estrutura. Na maioria dos casos, o modelo de amortecimento viscoso equivalente
adotado em estruturas resulta em uma aproximagdo razoavel dos resultados
experimentais.

Nos problemas dinamicos que levam em consideragdo os efeitos da interacdo
solo-estrutura, a dissipagdo de energia que esta associada a propagagdo de ondas
elasticas no solo, considerado um meio elastico, semi-infinito, homogéneo e
isotropico, resulta no amortecimento geométrico ou por radiagéo.

Para conceituar tal amortecimento, seja uma fundacdo em placa vibrando
verticalmente sobre um semi-espaco eléstico, Figura 2.3. Da placa, fonte de vibragdo,
propagam-se, no semi-espaco elastico, ondas de corpo, com uma frente de onda
hemisférica, e ondas de Rayleigh, com frentes de onda cilindricas. Esses dois tipos de
ondas, & medida que se afastam da fonte, propagam-se em um volume cada vez maior
de material. Deste modo, a densidade de energia e, consequentemente, a amplitude de
vibra¢ao decrescem em cada onda, constituindo-se no amortecimento geométrico ou
por radiagao.

Substituindo-se =~ o  semi-espago  por um  sistema  massa-mola-
amortecedor e igualando-se as amplitudes observados no sistema massa-mola-
amortecedor e no sistema fundacdo rigida-semi-espacgo elastico, pode-se determinar o
coeficiente de amortecimento viscoso equivalente ao amortecimento geométrico. A
Tabela 2.1 mostra as expressdes do amortecimento viscoso equivalente fornecidas por
Richart (1970) e Novak (1973).

A consideragdo do amortecimento histerético na analise dindmica de sistemas
solo-estrutura também pode ser feita a partir da condi¢do de radiagdo, que conduz a
coeficientes de rigidez dindmicos, na forma unidimensional, escritos por

s =k, +iagC,, (2.9)



onde k; e ¢, sdo fungdes das propriedades fisicas ¢ geométricas dos sistema, ap é a
freqiiéncia adimensional e a,C; ¢ 0 amortecimento geométrico no sistema.

Utilizando o principio da correspondéncia a partir da Eq. (2.9), pode-se
substituir o médulo elastico real pelo equivalente complexo:

E¢ =E(1+i2D) (2.10)

onde D ¢é a constante de amortecimento histerético ou estrutural e i, a unidade
imaginaria.

10
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Tabela 2.1 Coeficientes de amortecimento viscoso equivalente para
fundagdes rigidas circulares, segundo Richart (1970) e Novak (1973)

Modo de Razdo de Massa ou de Coeficiente de Amortecimento
Vibracgao Inércia
Vertical B = (1-v) m £ = 0.425

z 4 prg z \/B_Z

Horizontal (7 —8V) m 0.288
B, = — ==
<~ 320-v) o RRNCY
Rotacional 5 - 3(1_V)IL __ 045
'8 el ' (+8,)B,
Torsional
I 0.50
By =—% & =
pro 1+ 289
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3. METODO DA SUPERPOSICAO MODAL E PSEUDOFORCAS

3.1 Formulag¢ao

Seja um sistema estrutural discretizado em elementos finitos, totalizando N
graus de liberdade, dotado de amortecimento viscoso, expresso por uma matriz c.

Entdo, sua equacdo de movimento ¢é

mv +cv +kv = p(t). 3.D

A solugdo do problema de autovalor

kg, = wmq,

conduz as freqiiéncias naturais de vibracdo

vibracdo correspondentes @, i = 1,2,..,N.

normalizados de acordo com

(ple(pj = 6ij )

(3.2)

i=12,..,N, e aos modos de
Os modos de vibracdo sdo

(3.3)

onde §; ¢ o delta de Kronecker. A matriz ® cujas colunas sdo os modos normais de
vibragdo (@ ¢ a matriz modal e tem as propriedades de ortogonalidade em relagdo as
matrizes de massa e de rigidez. Essas propriedades sdo expressas por

P'md=1

kD = A,

(3.4)

3.5)
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onde I é a matriz identidade de ordem N, cujos elementos t€ém a dimensdo de massa, e
A\ ¢ a matriz diagonal formada pelas freqliéncias naturais de vibrag¢do elevadas ao
quadrado.

Através da matriz modal, as coordenadas fisicas (deslocamentos) v sao
transformadas em coordenadas generalizadas, isto €, fazendo na Eq. (3.1)

v=0Y, (3.6)

onde Y é o vetor de coordenadas generalizadas, pré-multiplicando ambos os lados da
Eq. (3.1) por ®' ¢ considerando as Eqgs. (3.4) e (3.5), a seguinte equacio em
coordenadas modais é obtida

Y+CY+AY =P. (3.7)

Nessa equagdo, C ¢ a matriz de amortecimento generalizada dada por

C=d"Coh (3.8)

e P ¢é o vetor de forcas generalizadas dado por

P=0Tp. (3.9)

Quando o amortecimento do sistema é ndo-proporcional, C ndo ¢ diagonal. A
grandeza relativa dos elementos de fora da diagonal de C para os clementos da
diagonal de C ¢ expressa por

2
o, = S (3.10)
CiiCJJ

O indice de acoplamento do amortecimento no sistema, o, ¢ definido como o maximo
valor de a; e ¢ um dos indicadores do quanto ele é ndo-proporcional, conforme
proposto por Venancio-Filho e Claret (1991).
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A matriz de amortecimento generalizada (ndo-diagonal) pode ser posta, como a
soma de duas matrizes, da seguinte forma

C=C,+C,, (3.11)

onde Cq4 ¢ a matriz diagonal, cujos elementos sdo os elementos da diagonal de C, e
Ci tem elementos nulos na diagonal e os correspondentes elementos de fora da diagonal
de C. Substituindo C da Eq. (3.11) na Eq. (3.7), obtém-se

Y+C,Y+AY =P-C,Y. (3.12)

Nessa equagdo em coordenadas modais, o acoplamento devido ao
amortecimento nao-proporcional ¢ considerado como um vetor de pseudoforcas
(— CfY) no segundo membro. Por outro lado, o primeiro membro ¢ desacoplado
como ocorre nos sistemas dotados de amortecimento proporcional.

A Eq. (3.12) ¢ resolvida por um processo iterativo, cujo k-€simo passo € dado
por

Y04 ¢, v+ AY® = p -, v, (3.13)

A carga ¢ aproximada por uma poligonal, como foi feito por Ibrahimbegovic e
Wilson (1989). Em cada passo, o i-ésimo elemento de Y%, Y;{® ¢ calculado pela
integral:

1 ' - (k= =Eo(t-1) 2
Yy = EJ(-) ®-y C, Y el sine, (¢ —t)d, (3.14)
i =i

j#1

com condig¢des iniciais iguais as condi¢des finais no passo anterior. Na Eq. (3.14), wd; é
a freqiiéncia amortecida no i-ésimo modo de vibracdo e Yj(k‘l) ¢ a velocidade da
j-ésima coordenada generalizada.
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Um critério de convergéncia do processo iterativo estabelecido na Eq. (3.13)
para a i-€sima coordenada ¢é

Y)Y
Py |F (3.15)

onde x ¢ suficientemente pequeno e tj(j = 1,2,...,J) é o tempo discreto no qual a
integral ¢ calculada.

Através de diversos exemplos numéricos, observa-se que apenas € necessario
verificar a convergéncia dos valores maximos das coordenadas generalizadas. Assim, o
critério de convergéncia da Eq. (3.15) pode ser expresso por

e <E (3.16)

'max

Por outro lado, uma precisdo adequada é obtida no célculo da resposta, se o
critério ¢ satisfeito nos modos mais significativos. Esse fato vem reduzir o esforco
computacional exigido pelo método. Exemplos numéricos serdo apresentados no

capitulo 4.
3.2 Condicao de Convergéncia

Seja Yie(t) o valor exato da i-ésima coordenada generalizada no k-ésimo passo e
seja Yid(k)(t) o correspondente valor aproximado no k-ésimo passo. Os erros na
coordenada generalizada aproximada e suas derivadas no k-ésimo passo do processo
iterativo sdo definidos por
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AY-(k)(t) =YW =Y, (3.17)

AYi(k)(t) = Yia(t)(t) -Y®u), (3.18)

AYi(k)(t) = 'Y'iﬂ(t)(t) _ YG(t), (3.19)

O processo iterativo ¢ convergente se, dado € positivo e arbitrariamente pequeno,
existe k, tal que

A <. (3.20)

A condigdo de convergéncia do processo iterativo é obtida, em seguida, em
funcdo das freqiiéncias naturais de vibragdo e dos elementos das matrizes de massa e
de amortecimento generalizadas. A premissa basica para a obtencdo da condi¢do de
convergéncia consiste na definigdo de uma vizinhanga de Yie(t) a qual pertenca
Y2®(t). A seguinte defini¢do é proposta

YWy = YO+ Wsen(wt +86, ) (3.21)

onde ci(k) = ‘AY|(:1)ax‘ ¢ o modulo do maximo erro na i-ésima coordenada generalizada

no passo k e B ¢ tal que ((,qt+9k)= radianos no instante em que ™

Essa definigdo ¢ ilustrada na Figura 3.1 onge ¢ admitido o sinal positivo.
Considere na Eq. (3.13) a expressdo da i-ésima coordenada generalizada, ou

ocorre.
seja,

. N v
Ye® o +C Y W + oY Wy =P, - > C,Y M, (3.22)

=1
#1
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onde P; ¢ a forga generalizada no i-ésimo modo. A introdugdo da Eq. (3.21) para
o (k-1)-ésimo passo na Eq. (3.22) conduz a:

YWy +C Yok +qW“ =
P- ZC” J ZC“ " eos oot+6) (3.23)

j¢1
J¢1

Por outro lado, Yie(t) pode ser obtido da Eq. (3.12) como
Yo +C. Yo+ WYl =P - ZQ_ (3.24)

J¢1

Subtraindo a Eq. (3.24) da Eq. (3.23) e considerando as Egs. (3.17), (3.18) e
(3.19), obtém-se:

AYWm+C. Yy + fA

Z C,0¢ " cos wt +0,_ 1) (3.25)

J¢1

A Eq. (3.25) define o histérico de resposta do erro AY®t). A resposta
permanente da oscilacdo representada nessa equacao ¢
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>
<
I
H

p=4
(L?U

wcl )cos(wt+ek1 )\k) (3.26)

i 2 i)

W
X

onde Ay ¢ o angulo de fase e Dj; ¢ o fator de amplificagdo dindmica expresso por

D; = [(1 - ﬁ)z + (2EiBJi)2]_% (327)

onde Bji = w/w e & = Cii/(2w). A resposta transiente dessa oscilagdo decresce
rapidamente em face do amortecimento e tem pouco significado na resposta total
(Clough e Penzien, 1975). Como o termo em co-seno na eq. (3.26) sera sempre
menor que um ou igual a unidade, a seguinte condicao ¢ deduzida

|AYmax |<| Z By C“ooJc (3.28)
J¢1

(k-1) (k-1)

Se ¢
em

¢ o maior de todos os erros G ', a Eq. (3.28) pode ser transformada

|aY¥ =W < k) |Z ] LC0 . (3:29)

J¢1

Consequentemente, o maior erro na resposta aproximada no k-ésimo passo €
menor que o correspondente no (k-1)-ésimo passo, desde que
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N D.
—-Cw|<1.
szf ) (3.30)

£

A Eq. (3.30) ¢ a condigd@o de convergéncia do processo iterativo. A grandeza

o i 5 (3.31)

¢ definida como o indice de convergéncia (IC) do modo normal i. Quanto maior for
(IC), maior serd a precisdo obtida para a i-ésima coordenada para um dado ntimero de
iteragoes.

3.3 Processos Total e Parcial

A integracdo das equagdes generalizadas de movimento pode ser feita de duas
formas distintas. A primeira, denominada de processo total (total step method), consiste
em se calcular, a partir do instante t, a resposta generalizada em todos os demais
instantes; a segunda, denominada de processo parcial (single step method), consiste em
se calcular a resposta no instante t + At a partir do instante t e, assim, sucessivamente.

No processo parcial, novas condi¢des iniciais de movimento sdo utilizadas a
cada intervalo de tempo e, dentro do mesmo intervalo de tempo, a cada nova iteragéo.
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No processo total, as condigdes iniciais permanecem inalteradas. Nesse trabalho,
descrevem-se a implementacao e os resultados obtidos com o processo parcial.

Venancio-Filho e Claret (1991) implementaram o processo total do método
proposto para a solugcdo de sistemas estruturais lineares com amortecimento nao-
proporcional. Ibrahimbegovic e Wilson (1989) implementaram o processo parcial do
mesmo método. Udwadia e Kumar (1994) empregam o processo parcial em esquemas
iterativos para andlise de sistemas dindmicos lineares com amortecimento nao-
proporcional, onde utilizam técnicas diferentes para a decomposi¢do da matriz de
amortecimento generalizada.

3.4 Algoritmo para Solucio de um Sistema Linear Usando o Meétodo de
Superposicao Modal Classico com Pseudoforcas —
Processo Parcial

L. INiCIO

I)Montagem das matrizes m, ¢ ¢ k, onde ¢ ¢ do tipo proporcional, ortogonal ou
classica.

2)Calculo das formas modais @ e da matriz diagonal A, conforme a Eq. (3.2), tendo sido
utilizado aqui o método de Jacobi

k®d,= mfmd)i ,i=1,...,n.

3) Calculo da matriz de amortecimento generalizada, conforme a Eq. (3.8)

C=0"co.

4) Calculo do maximo indice de acoplamento, a, e das direcdes onde ocorre, conforme
a Eq. (3.10)
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5) Selecdo do intervalo de tempo At € do tempo total de analise.
6) Leitura e interpretagdo dos dados de carga p(t;).
II. INTEGRACAO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

1) Sele¢do do niimero de iteragdes e do valor de tolerancia, g , para atender ao critério
de convergéncia.

2) Leitura das condigdes iniciais y, ey,.

3) Transformacao da carga e das condi¢des iniciais em coordenadas modais

P(t) =P, =®"p(t)),
Y, =d'y,,
Y, =0"y,.
4) Decomposi¢ao da matriz generalizada de amortecimento, conforme a Eq. (3.11)

C=C,+C,.

5) Calculo dos coeficientes de amortecimento modais, segundo Clough e Penzien
(1975)
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6) Calculo da resposta por superposicdo modal cldssica sem corre¢do, utilizando a
integral de Duhamel associada a procedimento numérico de integracdo. Essa
expressdo ¢ conseguida linearizando a carga assimilada a uma poligonal, conforme
sugerido por Venancio-Filho e Claret (1991) e Ibrahimbegovic e Wilson (1989) para
a coordenada generalizada y;

o

goot;
{AD(ti)Sinthi —B,(t;)cos (*)Dti}~

y(t) =
ma,

III. CALCULO DA RESPOSTA NO METODO PARCIAL
Processo iterativo:

1) Na iteragdo k:
1.1) Corregdo da carga:

N
Pi(k) - Pi(k—l) _ C. Y(k—l),

is T s§j

s#1

1.2) Calculo da resposta por superposicao modal classica:

Y¥(t)e YH(t)).

2) Célculo da norma euclidiana para verificagdo da convergéncia, que, no processo
parcial, € expressa por
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3) Caso a convergéncia seja atendida, calculo do deslocamento em coordenadas fisicas e
impressao de resultados:

Yi(t) = ®Yi(t)).

4) Caso a convergéncia nao seja atendida, retorna-se ao subitem IIl.1 até que haja
convergéncia.

5) Calculo do indice de convergéncia, conforme a Eq. (3.31)

=1

O, 0
D.

IC, = 3 Ci(’o‘||:|

b2 ot

H =1 g

25



Figura 3.1 Respostas exata e aproximada no processo iterativo.
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4.1 Exemplo 1: Sistema mecanico flexivel com amortecedor concentrado

4. EXEMPLOS NUMERICOS

O exemplo estudado ¢ o mesmo que foi analisado por Wilson et al. (1988), Chen
e Taylor (1990) e Claret (1991). Trata-se de uma viga de balango com amortecedor
discreto associado a sua extremidade (Figura 4.1.1.). A estrutura é modelada com
elementos de viga de comprimento igual a | m e um total de 10 graus de liberdade. O
moédulo de Young do material da viga ¢ 500 N/m” e a massa especifica, a area ¢ a

inércia tém wvalor unitario.

O amortecedor

concentrado

amortecimento de 1.0 Ns/m. A carga, aplicada ao né 5, ¢ mostrada na Figura 4.1.2.

As matrizes de massa, rigidez e amortecimento sdo, respectivamente:

Fa2Re+00 O0e 00
0180a-00

Simelnca

1 200u+0 00006 +00

E.
.A000e+04
Simerica
BOOGe+00  .0000R+(
. 00D+
Simalre

AZ2EE+ 00
- 031D+ 00
LTAZEe D

-.G000r+04

- 40001 Dd

12UDe+ 05

0000w+ 00
000D+ DO
00001 D0

- Q390 30
B P o]
TRE a1 00
Dr%la+d

HHI0w=04

1000&+04
.2000r~04
4000e-04

Ca0e 00
Coafe+00
Go00e-00
d000a+10

O000e+00
0000e+00
1266r+00
031D +00
FazBerOn

DOdha 400
D000+

- EM0e4+C0
- 300esCd

1200ha+05

S00a-00
el 1R ]
2000a+00

Cd00n+00

1000r+00

A matriz de amortecimento generalizada é:

.0000e+00
.0000=+00
-.0310e+00
-0OT1a+00
0000s+010
0190&+0H)

.0000e+00

.00DDe+ 00
000+ 04
A +04
.0000e+00
A0 e+04

.0000e+00
.O0D00+00

.0000e+00
D000+ D0
DO DD
A0+ D0

D000e-00
1286e+ 00
D30e+00
T42Ba+00

e+ 00

DOO0a+-00
TOO0e+00
DO30e+00

- S000e+ D4
- 00Ce+ 04

1200a+05

felo]ele ER ]
[A000e=H
.0000a+00

00 +00
DO0e+00
ODDDe+00
D000e+00

.000De+00

00 +00
Q000e+00
DO00e+00
3000e+04
1000e+04
.DODDe 00
4000 04

SO+ O
00 e 41D
000 + D
000&+ 00
[HI00e 00
[A000s-00
.0000e+00
[0000a+00

.ODD0s+00
.Oo00a«+00

‘D0D0e+-00

DOD0w+00
L0000
.12BBe+00
.0310e+00
AMda«00

Lob L]

DO+
0008+ 00
Q000+ 00
00+ 0
H00a+00

= B000=+ 04
= 1000+ 04

00 e« 04

.O00De+00

OD0De+00

DODDe+00

QOO0+ D

G000+ Dl
1000801

tem coeficiente de
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e+ O .B108e+00
= B183s+00

Simedrica

- TOED:+ DD -.8200r:+00 B202a+00
-.806Z=+00 - 4284e+«00 ARATe-00

T3der 0] A152e+00 - Bi95a+00
837 Ta-00 - B38040
B3B3+ 00

JaTtes00
THGRe+00
- 783ze+00
= 8045m+00
.A050e+00

173 =00

J507a+00
TEA5e+DD
- V484000
= FETOe+00
TETLe+00

T3E6&n+00

F022e+00

056+
1087a+01
$50a+M
- 107 3a2 01
079+ 01
03 Te+01
BEEDa+ 00
A350a+GT

.106Ea+01
107 Ba 0%
- 1062e+01
-0 e+01
Are+01
104Be+GY
S9g5e+00
J405a+01
Ad3 e

Na Tabela 4.1.1, tém-se as freqiiéncias naturais de vibracdo desse sistema, os

coeficientes de amortecimento modais e os indices de convergéncia.

Tabela 4.1.1 Freqiiéncias naturais de vibragao, coeficientes de amortecimento modais e
indices de convergéncia

Modo | Freqiiéncia Natural (rad/s) 13 IC
1 3.1 1274 13.10
2 20.0 .0204 22.67
3 56.3 .0070 32.85
4 109.1 .0038 43.05
5 187.0 .0022 58.58
6 3159 .0012 72.13
7 403.6 .0008 86.61
8 601.1 .0011 108.00
9 993.2 .0007 139.60
10 1353.0 .0021 173.20

O indice de acoplamento € o = 1.0 e ocorre nas diregdes 1 x 10, indicando que o
sistema tem amortecimento fortemente nao-proporcional. Os dados de integracdo
consideram que haja 350 pontos na resposta, 10 iteragdes e um intervalo de tempo de
0.005 s. Os modos de vibracao s@o mostrados na Figura 4.1.3.

A Tabela 4.1.2 mostra os resultados obtidos para os deslocamentos maximos nas
diregdes 1 a 10, considerando um tempo total de analise igual a 4 segundos,
empregando-se o método proposto (processo parcial), ¢ o método de superposicdo
modal classico (MSMC), o erro indicado ¢ o0 de MSMC em relacdo ao método proposto.

28

21 24a+01
21 a0
-2 2w
- 21T0e+01
21T0e+01
2084e+01
98Tl
1079401
2828a+01
SE30a+01




Tabela 4.1.2 Precisdo dos Resultados

Ponto Processo Parcial MSMC Erro (%)
1 6.42E-03 2.13E-02 -69.859
2 1.17E-02 3.43E-02 -65.889
3 2.22E-02 4.62E-02 -51.948
4 2.03E-02 3.78E-02 -46.296
5 4.46E-02 6.17E-02 -27.715
6 2.50E-02 5.11E-02 -51.076
7 7.03E-02 7.68E-02 -8.464
8 2.64E-02 6.11E-02 -56.792
9 9.71E-02 9.97E-02 -2.608
10 2.75E-02 8.72E-02 -68.463

Na Figura 4.1.4, que analisa a resposta de deslocamento para a diregcdo 7,
observa-se que os resultados obtidos, para os diferentes valores do intervalo de
integracdo, mostram que o processo parcial independe do intervalo de tempo
selecionado e ha plena concordancia de resultados com o método de integracdo direta
(Wilson-8), conforme mostram as Figuras 4.1.5-a e 4.1.5-j. Nestas figuras, observa-se a
precariedade dos resultados do método de superposi¢do modal classico com o abandono
dos elementos de fora da diagonal na matriz de amortecimento generalizada em relagdo
aos outros dois métodos, evidenciando que o método de superposi¢do modal classico
realmente ndo ¢ adequado para o tratamento do amortecimento fortemente ndo-
proporcional.

4.2 Exemplo 2: Sistema Massa-Mola-Amortecedor com 2 Graus de Liberdade

Trata-se de um sistema de 2 graus de liberdade, como mostra a Figura 4.2.1, que
foi proposto por Warburton e Soni (1977) e também analisado por Claret (1991). Nesse
sistema, as molas tém rigidez k; = k, = 10MN/m e as massas sdo
m; = my = 10.000 kg. As freqiiéncias naturais de vibracdo sdo w; = 19.54 rad/s e
w, = 51.17 rad/s. O coeficiente de amortecimento ¢, ¢ variavel, sendo ¢; = d ¢, para
os diversos casos estudados como indica a Tabela 4.2.1. A carga ressonante
p(t)=1kN sem 19.54 t ¢ aplicada a massa 2, como mostra a Figura 4.2.2.

Para todos os casos estudados, as matrizes de massa e rigidez sdo dadas por:
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[11000e +05 .0000e +000]

m-=
H sim.  .1000e+05
e
CR2000e +08 —.1000e + 080
k= .
H sim  .1000e+08 H
Tabela 4.2.1 Coeficientes de amortecimento
Caso C, ) Ci
I 107 10 10°
I 107 107 10*
11 107 10° 10°
v 10° 10 10*
N 10° 107 10°
VI 10° 10° 10°
VII 10" 10° 10°
As freqiiéncias naturais de vibragdo sdo dadas na Tabela 4.2.2.
Tabela 4.2.2 Freqiiéncias naturais de vibragao
Modo Freqiiéncia Natural (rad/s)
1 19.54
2 51.17
Os modos de vibragdo sdo dados na Figura 4.2.3.
4.2.1 Caso 1

A matriz de amortecimento €

01100e+04 -.1000e+ 030

C:
H sim  .1000e+03 H

¢ a matriz de amortecimento generalizada ¢
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870e—-01 .4025¢-010

K

__
c= .
] sim. 9130e-01[]

Os coeficientes de amortecimento modais ¢ os indices de convergéncia sdo
mostrados na Tabela 4.2.1.1.

Tabela 4.2.1.1. Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo & IC
1 .0007 1086.
2 .0008 2843.

O acoplamento maximo ¢ .6183 e ocorre nas direcdes 2 x 1.

4.2.2 Caso 11
A matriz de amortecimento €

01010e+05 —-.1000e+03

c=
H sim.  .1000e+03 H

¢ a matriz de amortecimento generalizada ¢

[R774e+00 .4427e+000
0

K

c=
] sim. .7426e + 00

Os coeficientes de amortecimento modais e¢ os indices de convergéncia sdo
mostrados na Tabela 4.2.2.1.

Tabela 4.2.2.1 Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo & IC
1 .007098 98.71
2 .007256 258.40

O acoplamento méaximo ¢ .9515 e ocorre nas diregdes 2 x 1.
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4.2.3 Caso III

A matriz de amortecimento ¢

01010e+06 —.1000e +060

c=
H sim  .1000e+06 H

¢ a matriz de amortecimento generalizada ¢

_ [1056e+01 .4472¢+010]
C:
H sim.  .18%4e+020

Os coeficientes de amortecimento modais e os indices de convergéncia sdo
mostrados na Tabela 4.2.3.1.

Tabela 4.2.3.1 Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo & IC
1 .0270 0.240
2 1851 4.245

O acoplamento maximo ¢ 1.0 e ocorre nas diregoes 2 x 1.

4.2.4 Caso IV

A matriz de amortecimento €

01100e+05 -.1000e+040

C:
H sim.  .1000e+04 H

e a matriz de amortecimento generalizada ¢

L2870e+00 .4025¢+000
0

H sim 9130 +00[

c=

Os coeficientes de amortecimento modais e os indices de convergéncia sao
mostrados na Tabela 4.2.4.1.
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Tabela 4.2.4.1 Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo i3 IC
1 .007341 108.6
2 .008922 284.3

O acoplamento maximo € .6183 e ocorre nas dire¢des 2 x 1.

4.2.4 Caso V

A matriz de amortecimento €

01010e +06 —.1000e + 04[]

C =
H sim  .1000e+04 H

¢ a matriz de amortecimento generalizada ¢

LR774e+00 .4427¢+000]
0

H sim  .7426e+000]

c=

Os coeficientes de amortecimento modais e os indices de convergéncia sdo
mostrados na Tabela 4.2.5.1.

Tabela 4.2.5.1 Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo & IC
1 .07098 9.89
2 07256 25.90

O acoplamento maximo ¢ .9515 e ocorre nas diregdes 2 x 1.

4.2.4 Caso VI

A matriz de amortecimento €



01001e+07 -.1000e+ 040

Cc=
H sim. .1000e+04 H

e a matriz de amortecimento generalizada ¢

[2765e+02 .4468e+02[]
o ..

O sim. .7255e+02%

c=

Os coeficientes de amortecimento modais e os indices de convergéncia sao
mostrados na Tabela 4.2.6.1.

Tabela 4.2.6.1 Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo & IC
1 7074 1.15
2 .7090 3.03

O acoplamento maximo ¢ .9950 e ocorre nas dire¢des 2 x 1.

4.2.4 Caso VII

A matriz de amortecimento ¢

01010e+07 —.1000e+050

C =
H sim. .1000e +05 H

¢ a matriz de amortecimento generalizada ¢

LR774e+02 .4427¢+020
0

H sim  .7426e+021

c=

Os coeficientes de amortecimento modais e os indices de convergéncia sdo
mostrados na Tabela 4.2.7.1.
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Tabela 4.2.7.1 Coeficientes de amortecimento modais e indices de convergéncia

Modo & IC
1 7098 1.16
2 7256 3.08

O acoplamento maximo ¢ .9515 e ocorre nas dire¢des 2 x 1.

Para todos os casos analisados, o numero de pontos adotado na resposta ¢ 100,
sdo feitas 10 iteracdes e o intervalo de tempo € 0.01 s.

A Tabela 4.2.3 mostra os resultados de deslocamentos maximos obtidos nas
direcdes 1 e 2 para os métodos empregados: método proposto, que utiliza o processo
parcial, método de superposicio modal classico e método de integragdo direta
(Wilson-8), além de mostrar a precisdo dos resultados do método proposto em relagdo
ao método de integragdo direta (Wilson-6).

Tabela 4.2.3 Precisdo dos resultados do método proposto em relagdo ao método de
integragdo direta (Wilson-0)

Deslocamentos (x10e-03 m)
Caso |Ponto| Sup.Modal | Mét. Proposto | Int. Dir. | Erro (%)
| 1 0.4754 0.3660 0.3657 0.082
2 0.7060 0.5914 0.5915 -0.017
11 1 0.4505 0.3586 0.3579 0.196
2 0.6716 0.5739 0.5727 0.210
111 1 0.2864 0.2892 0.2929 -1.263
2 0.5214 0.4835 0.4801 0.708
1\ 1 0.4928 0.3581 0.3574 0.196
2 0.6687 0.5734 0.5723 0.192
\Y 1 0.2841 0.2888 0.2926 -1.299
2 0.5200 0.4829 0.4797 0.667
VI 1 1.1483 0.4262 0.0871 389.323
2 0.7012 1.5632 0.2271 179.245
VII 1 0.0744 0.0846 0.0829 10.300
2 0.1435 0.2067 0.2047 29.900

As Figuras de 4.2.4-a a 4.2.4-0 mostram os deslocamentos das massas 1 e 2
obtidos pelo método proposto, pelo método de integragdo direta (Wilson-0) ¢ pelo
método de superposi¢do modal classico com abandono dos elementos de fora da matriz
de
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amortecimento generalizada. Observa-se que se O € baixo e IC ¢ alto, a resposta obtida
pelo método proposto € praticamente idéntica a obtida pelo método de integracao direta;
quando a e IC sdo altos, os erros do método proposto para o método de integracdo
direta sdo pequenos; nos casos em que O ¢ alto e IC ¢ baixo, os erros do método
proposto em relacdo ao método de integragdo direta sdo significativos.

4.3 Exemplo 3: Modelo de Usina Nuclear Simplificado em um Sistema de Oito
Graus de Liberdade

Esse exemplo, analisado por Itoh (1973), Mau (1988) e Claret (1991), é
composto de quatro diferentes tipos de estruturas rigidas interconectadas elasticamente:
ntcleo, vaso de pressdo de concreto, base e edificacdo, cada uma delas tendo 2 graus de
liberdade distintos.

As matrizes de massa, rigidez e amortecimento sdo, respectivamente:

: - 8400801 UG 00 0000e+00 O0D0e+03 N000e+00 o0e+00 000000 000000
. 1Sa T 0000+ 00 OD00eHO0 LH00e+00 D00 0000+00 0000e+D0
£220a+02 .00DDe+-D0 0000s+04 DO00e+00 0000+00 D000w+00

A710e+0B 000m -+ DO0o-+00 000000 Roa ]

S780a~02 D000e+00 000000 0000e+00

Simelrica 23508+08 00 =00 000e-+00
AE00e+03  DOOOwD
2140w+08 _|
J4180e+05  -3700=-07  +11600+0S 1937e+06  OODDe+DD  .O000=+00  OO0Oe~D0  DO0GE+OD |
1522011 a700a+07 -1723e+1f  O0ODe+OD  O0COe+00  OO0Ce+D0 COODOD
5208r+06 -§334e+08  -S1B0e+DE -5E80e+06  OOOCe00 DODBDO

Ba4ETe 13 BZ20e+00 - G878e+13 DO0Ce+00 D00+ 00
EBEZ2ar+06 EE2e08 - 51 TDe--D4 178

Siméatriza B053e+13 - E1T0e+07 - 2583e+ild
1 Thar- D4 - 1172

2893e+12 |

T R+ 7482104 ..8000R+01 $T90a+04 DODGe+D0 0000e+00  O00O+00  O000e+00 |
045+ 06 T40Te+04 - 1221a+08 DODGe-+0D 0000e+00  ONG0e+00  Cx0tarsdi

S4BDR+03 - #674a+06 - 5360e+03 - 53808+ 06 D000+ O O000e-+00

A325e+10 B5T6a+DE - 16620+10 D000+ OO0e+00

EiTBer04 -S0MZe+0T - 3000e+0Z  ST00wHDS

Simalrica A3d3e+1F - 3000005 - 1B20m+00

2000e+02 - STO0W0S

S4T30 |

A matriz de amortecimento generalizada é

36



.BEB0s+-01 - T452a 04 - G900 Pl s niode-00 000w + D63 .0000e+00 DO + OO

10450+ T492e-04 Sr2erds Ci00e -00 O Ca+00 -0000=+00 O00e+00
5430a-03 - BT 4a- 06 - E3A0a+03 + SARCe+ 06 OHHa+00 0000e+00
o= 4328n-10 257605 - 1E528+10 LOCHa=00 000e* 0
E17Bos0d - SD4Zer07 - 300Ke+2 57000405
Simedrica A3d3a+11 = 3000+ - 18208+ 09
F000e 2 -5 T0e+05
347 3eH0

As cargas sdo aceleracdes de base do terremoto El-Centro (Estados Unidos,
18/05/1940), Figura 4.3.1, ¢ usado nessa analise como dados de carga. Os modos de
vibracdo do sistema sdo mostrados na Figura 4.3.2. Na Tabela 4.3.1, tém-se as
freqiiéncias naturais de vibracdo do sistema e os coeficientes de amortecimento modais.

Tabela 4.3.1 Freqiiéncias naturais de vibragdo do sistema e coeficientes de
amortecimento modais

Modo Frequencia (rad/s) 13
1 18.42 .0563
2 30.70 2747
3 37.83 5787
4 79.42 5738
5 100.70 .0406
6 118.30 1078
7 169.90 2833
8 368.90 1277

O indice de acoplamento maximo, que ocorre nas diregdes entre 2 x 3, ¢ .9378,
indicando que o amortecimento ¢ fortemente nao-proporcional. A Tabela 4.3.2 mostra
os indices de convergéncia.
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Tabela 4.3.2 Indices de convergéncia

Modo IC
1 2.540
0.515
0.624
0.868
4.098
2.254
4.070
9.855

0 [Q| NN [W N

O numero de pontos adotado na resposta ¢ de 350, sdo feitas 20 iteracdes € o
intervalo de tempo ¢ de 0.002 s.

A Tabela 4.3.3 mostra os deslocamentos méximos obtidos pelo método
proposto, integragdo direta (Wilson-0) e superposi¢do modal classico ¢ o erro do
método proposto em relagdo a método de integragdo direta (Wilson-0).

Tabela 4.3.3 Precisdo dos resultados do método parcial em relagdo ao de
integragao direta (Wilson-0).

Ponto | SMClassico | Int. Direta | Parcial |Erro (%)
1 0.12 0.757 0.146 418.93
1.31E-04 5.37E-05 |2.77 E-05| 93.86
4.40E-02 2.02E-02 | 1.53 E-02| 32.03
1.42E-05 8.78E-05 |9.98 E-05| 12.02
5.59E-02 2.54E-02 |2.38 E-02| 6.72
1.59E-06 9.67E-05 |9.82 E-05| -1.52
0.1 0.41 0.38 7.89
2.56E-05 1.90E-05 | 1.83 E-05| 3.82

(el RN Ko YRV, | NS RUSY § 9}

A Figura 4.3.3 representa as respostas obtidas na dire¢do 3 para diferentes
valores do intervalo de tempo de integracdo, demonstrando a estabilidade do método
proposto. As
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Figuras de 4.3.4-a a 4.3.4-e mostram a boa aproximacdo das respostas obtidas pelo
método proposto e pelo método de integrag@o direta (Wilson-0) nas diregdes 4.5,6,7 ¢ 8
do sistema analisado. Essas figuras ilustram também a inadequac¢do do método de
superposi¢ao modal classico para o tratamento do amortecimento ndo-proporcional.
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Figura 4.1.1 Sistema dinamico amortecido (Exemplo 1).
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Figura 4.1.2 Carga aplicada ao n6 5 (Exemplo 1).
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Figura 4.1.3 Modos de vibragdo (Exemplo 1).
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Figura 4.1.4 Deslocamento na direcdo 7 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-a Deslocamento na dire¢do 1 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-b Deslocamento na direg¢do 2 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-¢c Deslocamento na dire¢do 3 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-d Deslocamento na dire¢ao 4 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-e Deslocamento na dire¢do 5 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-f Deslocamento na dire¢do 6 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-g Deslocamento na dire¢do 7 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-h Deslocamento na direcao 8 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-1 Deslocamento na direcdo 9 (m) x tempo (s).
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Figura 4.1.5-) Deslocamento na dire¢do 10 (m) x tempo (s).
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Figura 4.2.4-b Deslocamento na direg¢do 2 (m) x tempo (s).
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Figura 4.2.4-f Deslocamento na diregdo 2 (m) x tempo (s).
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5. ANALISE NAO-LINEAR

5.1 Introducao

Ha situagdes na engenharia estrutural em que o modelo linear ndo representa
adequadamente as caracteristicas dinamicas da estrutura. Consequentemente, o
problema torna-se ndo-linear. Entre alguns exemplos desse tipo de estruturas, citam-se
o comportamento pods-critico de vigas, placas e cascas e a andlise de estruturas
submetidas a grandes deslocamentos.

A ndo-linearidade pode ser fisica ou geométrica. Quando ¢ fisica, estd
associada as mudangas nas propriedades do material; quando é geométrica, esta
associada as mudangas na configuracdo dos corpos em movimento.

O projeto de estruturas para condigdes severas de carregamento, como aquelas
expostas a grandes temperaturas e esforcos sismicos, ¢ mais econdmico se se admitem
tensOes nos materiais acima dos limites elasticos lineares. Além disso, materiais como
plasticos, compostos e elastomeros, utilizados em estruturas especiais, principalmente
de aeronaves, tém comportamento ndo-linear para tensdes bem inferiores as tensdes
de trabalho.

A andlise dinamica nao-linear ¢, em geral, processada através de métodos de
integracdo direta. Recentemente, Landau (1983) demonstrou a aplicabilidade do
método de superposi¢do modal a andlise dindmica ndo-linear fisica e geométrica. Em
seguida, o método proposto ¢ formulado para aplicagdo a sistemas dinamicos
fisicamente bilineares dotados de amortecimento nao-proporcional.

5.2 Equacionamento
Seja um sistema estrutural discretizado em elementos finitos, totalizando N

graus de liberdade, dotado de amortecimento viscoso expresso por uma matriz ¢. As
equagoes nao-lineares de equilibrio dindmico sdo
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t+At .- t+At -

MmUY + oAy =8 p (A ) (5.1)

onde m ¢ a matriz NxN de massas-t ¢ o vetor de a¢des modais equivalentes ao

carregamento dindmico externo; —+aty t+ac o o t+ag  s80, nessa ordem, os vetores
9,

de deslocamentos, velocidades e aceleragdes nodais no instante t + At; r(“A‘V) ¢o
vetor de acOes nodais restitutivas equivalentes ao estado atual de tensao.

Admitindo que r(v) seja diferencidvel em torno de v ao longo do tempo, pode-
se escrever para o instante t+At

r(v)=r(v)e 20 By 0%, (5.2)

S . 4. . - .
Onde O” indica termos de ordens de derivagao superior ¢

Av="%y-'y (5.3)

¢ o vetor incremental de deslocamentos entre os instantes t e t+At. Definindo-se a matriz
de rigidez tangente k(‘ V) através da expressao

v (5.4)
¢ desprezando-se os termos de derivadas de ordem superior, pode-se escrever o vetor
r(v) como

r(“4v)=r(v)+ k(v @Y (5.5)

e, consequentemente, a Eq. (5.1) assume a forma incremental aplicavel a sistemas
fisicamente e geometricamente nao-lineares
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m"AV + ey +k(‘v)Av =" p —r(t v) (5.6)

Observa-se que a condigdo de equilibrio ndo ¢ satisfeita ao final do intervalo
(t, t+At), porquanto a matriz de rigidez ¢ avaliada em funcdo dos deslocamentos no
final do intervalo anterior. Desse modo, os processos de integracdo da Eq. (5.6)
devem corrigir os erros nos deslocamentos introduzidos ao longo do tempo de
resposta.

Um processo de solugdo das equagdes incrementais de movimento,
inicialmente proposto por Stricklin et al. (1974) para o caso de pequenas deformagdes,
consiste em considerar o vetor de forgas restitutivas no instante t+At como constituido
da superposi¢cao de duas parcelas, isto &,

(o), o () &

onde Ky, é uma matriz de rigidez linear e Ky, ¢ a matriz que contém a parcela ndo
linear. Assim, na Eq. (5.1) tomando-se os termos nao-lineares como pseudoforcas,
tem-se

. . A
mt+Atv+ct+Atv+kLt+ tV =t+At p +t+At h (58)

onde

B _kNL (t+At V)+At v. (59)

Sejam %y e 'y as condigdes iniciais de movimento do sistema. Definindo-se

k, =k, (Ov)=°k como a matriz de rigidez na configura¢do inicial do sistema, a
solugdo do problema de autovalor
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onde i = 1, N, conduz as freqiiéncias naturais de vibragdo, (3, e aos modos normais de
vibrag¢do, @, ambos referentes a configurag@o inicial do sistema estrutural. Sejam os
modos de vibra¢ao normalizados em relagao a matriz de massa de acordo com

Gmq =5, (5.11)

onde O; ¢ o delta de Kronecker. A matriz ® cujas colunas sdo os modos normais de
vibragdo @ ¢ a matriz modal referente a configuragdo inicial do sistema e tem as
propriedades de ortogonalidade em relagdo am e a %k, isto &,

®'md =1, (5.12)

Ok = A, (5.13)

onde I é a matriz identidade de ordem N, cujos elementos t€ém a dimensdo de massa e
N\é a matriz diagonal pelos quadrados das freqii€ncias naturais de vibragao do
sistema em sua configuracdo inicial.

Definindo-se a transforma¢do de coordenadas fisicas em coordenadas
generalizadas através da matriz modal referida a configuracao inicial do sistema, isto €,
tomando-se, para qualquer instante t, a relagdo

v=0Y, (5.14)
¢ pré-multiplicando-se a Eq. (5.8) por @', obtém-se
[ + CHAY + N Y = AP+, (5.15)
onde

t+At — Tt+At
P=0®

D, (5.16)

t+At H — ¢Tt+Ath = _¢tkNL t+At (V)¢t+AtY. (5 17)
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Na Eq. (5.15), C ¢ uma matriz ndo-diagonal quando o amortecimento do
sistema estrutural ¢ do tipo ndo-proporcional. Por outro lado, o vetor de pseudoforgas
“MH deve ser calculado em funcdo do estado atual de deformacdo do sistema
estrutural. Definindo-se a matriz Cq4 como a matriz diagonal formada com os
elementos da diagonal da matriz C e C; a matriz formada com os demais elementos
de C, tendo elementos nulos na diagonal, propde-se, entdo, o processo iterativo para
integracao das equagdes de movimento

It+AtY(k) +C;+AtY(k) +At+AtY(k) -
=t+AtP+t+AtH(k—1)+t+AtD(k—1), (5.18)

onde k =1, J ¢ o vetor "2D*D ¢ o vetor de pseudoforcas correspondente & parcela

nao-proporcional do amortecimento estrutural assim definido
t+atpy(k-1) = C;+AtY(k—l). (5.19)

Dentro de cada intervalo de tempo, as condi¢des iniciais para as pseudoforcas
decorrentes do amortecimento ndo-proporcional sdo

t+AtY(l)=tY(J), (5.20)

onde J corresponde a ordem da iteracdo de convergéncia no intervalo anterior. Para o
vetor de pseudoforgas decorrentes da ndo-linearidade fisica do material, as condi¢des
iniciais podem ser calculadas expandindo-se o vetor H nas vizinhanga de t, isto é,

tyy (9)
t+AtH(l)=tH(J) +%At. (521)
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Com o emprego de uma diferenca de primeira ordem para aproximar a derivada
indicada na equacdo anterior, obtém-se

t+AtH(l) =2t H(J)_t+At H(J), (522)

o que corresponde a uma extrapolacdo linear das pseudoforgas entre dois intervalos de
tempo.

5.3 Algoritmo para Solucio de um Sistema Nao-Linear Usando o Método de
Superposicao Modal Classico Combinado com Pseudoforcas — Processo
Parcial

As equacdes de movimento em coordenadas generalizadas sdo integradas com o
emprego da Integral de Duhamel, isto &,

At
t +At Yi(k) - I t +At Fi(k)e—zw(t —T)Sen wdi (t _ Tkh + Zi(k)v (5'23

0

k) . . .
onde Z¥ ¢ a parcela da resposta na coordenada generalizada i que decorre das
condigdes iniciais € ), ¢ a i-ésima freqiiéncia de vibrag¢do amortecida; nessa equagao,
o termo de carga ¢

Lt pl) Zteatp et k) peeat pfeet) (5.24)
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As velocidades generalizadas se calculam analogamente. Admitindo-se que o

termo de carga seja linearizado no intervalo de tempo (t, t+At), pode-se escrever

F () = a® + bk

onde

a® = F{),

_ R4t + Ay - FYt)
At '

b(k)

Nesse caso, a Eq. (5.23) ¢ substituida equivalentemente por
=B e+ 18, 418,

¢ as velocidades generalizadas sdo calculadas pela expressao

t+At Yi(k) - Il(k) + (wdil:(*,k) —_ Eiu)llgk))'il —
(*’d‘lgk) S iwilgk))'iz

sendo

) = ak) _ 28, p®)

T e

p&)

2 H
@,

|

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)
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9= ¥ -1,

1 T
1§ = o [t + 50190 -19]

d;
J., = exp(- & oAt )cos(ndiAt)

J,, = exp(- & oAt )sen(ndlAt)

O algoritmo de integracao das equagdes de movimento em coordenadas
generalizadas estd formulado na Tabela 5.1.

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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Tabela 5.1 — Algoritmo do método proposto

i)-Adotando um intervalo de tempo constante, calculam-se J;; e Ji;.

ii)-Para cada intervalo de tempo:

1)-atualizam-se as condi¢des iniciais, fazendo

t+AL Yi(o) —t Yi(J)
t+At Yi(o) —t Yi(J)

2)-calculam-se as constantes que linearizam a carga no intervalo

a, =P (t)

b= P.(t +At)-P(t)
i At

3)-atualiza-se a matriz de rigidez, k'(v), e calcula-se knr = ko - kK'(V).

4)-para cada iteracao k:

4.1)-calcula-se a pseudofor¢a devida ao efeito da ndo-linearidade pela Eq.(5.17) ou
Eq.(5.22), conforme o caso;

4.2)-calcula-se a pseudofor¢a devida a ndo-proporcionalidade do amortecimento pela
Eq.(5.19);

4.3)-atualiza-se a carga para incorporar as pseudoforcas através da Eq.(5.24); extrapola-
se linearmente o termo de carga através da Eq.(5.25);

4.4)-calculam-se deslocamentos ¢ velocidades através das Egs.(5.28) e (5.29),
respectivamente.

4.5)-verifica-se a convergéncia.
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6. EXEMPLOS NUMERICOS

6.1 Exemplo 1: Sistema de Dois Graus de Liberdade Representando
Modelo Simplificado de Usina Nuclear

Trata-se do mesmo exemplo analisado por Claret (1991) representando o modelo
simplificado de dois graus de liberdade de uma usina nuclear, conforme mostram as
Figuras 6.1.1 e 6.1.2, sendo a massa da fundagdo m¢ = 1.0e+08 kg e a massa da
edificacdo ms = 3.0e+07 kg. A constante de amortecimento viscoso do solo é calculada
pela Tabela dada por Richart (1970) e Novak (1973) em fungdo das propriedades do
solo. Assim sendo, ¢ = 3.79e+09 Ns/m. A carga de impacto atua na diregdo 2 e
corresponde ao choque da estrutura com uma aeronave segundo Wolf (1987), Figura
6.1.3.

As matrizes de massa, rigidez e amortecimento sdo, respectivamente:

0.0e+08 0 O
m-=
H o 3.0e+07H
2.15e+11 —0.6e+110]
k=n E
0 0.6e+11 ]
[3790e +10 0[]
c:
H o of

A matriz de amortecimento generalizada ¢, portanto:

1766e+02 .1891e+0200

[

U
c=
0 .2024e+ 027

O sistema tem indice de acoplamento 1.0, que ocorre nas diregdes 1 x 2. As
freqiiéncias naturais de vibragdo sdo dadas na Tabela 6.1.1.

Tabela 6.1.1 Freqiiéncia naturais de vibragao
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Modo Frequéncia (rad/s)
1 31.26
2 56.33

Os modos de vibragdo nas diregdes 1 e 2 sdo mostrados na Figura 6.1.4.
Os indices de convergéncia e os valores de & sdo mostrados na Tabela 6.1.2.

Tabela 6.1.2 - indices de convergéncia e os valores de &

Modo & IC
1 0.2824 2.3
2 0.1797 3.9

O ntmero de pontos utilizados na resposta ¢ 100, o nimero de iteragdes ¢ 10 e
o intervalo de tempo, 0.02s.

Caso 1 - Fundacio e estruturas lineares

A estrutura tem rigidez ks = 0.6e+11 N/m, conforme mostra a Figura 6.1.1.1
e 0 solo tem rigidez ks = 1.55e+11 N/m, como mostra a Figura 6.1.1.2.

Os deslocamentos maximos obtidos pelo método da integracdo direta,
algoritmo de Wilson-0 (resultados referidos como Direct) e pelo método proposto
(resultados referidos como Parcial) estdo na Tabela 6.1.1.1.

Tabela 6.1.1.1 Deslocamentos maximos

Diregao Direct Parcial
1 2214e-2 .2362e-2
2 .8210e-2 .8373e-2

Os deslocamentos nas diregoes 1 ¢ 2 sdo mostrados nas Figuras 6.1.1.3, sendo
que os resultados obtidos pelo método parcial para a analise nao-linear sao
comparados com os dados do método de integracdo direta. Nesse caso, ha uma plena
concordancia de resultados.
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Caso 2 - Fundacao Linear e Estrutura com Material Elastoplastico Perfeito

A estrutura tem rigidez ks = 0.6e+11 N/m, conforme mostra a Figura
6.1.2.1 e o solo tem rigidez kf = 1.55e+11 N/m, como mostra a Figura 6.1.2.2.

Os deslocamentos nas direcdes 1 e 2, obtidos pelo método proposto, sdo
mostrados nas Figuras 6.1.2.3, sendo que os deslocamentos maximos constam da
Tabela 6.1.2.1.

Tabela 6.1.2.1 Deslocamentos maximos

Direcéo Parcial
1 .2903e-2
2 .7074e-2

6.2 Exemplo 2: Sistema Massa-Mola-Amortecedor com Dois Graus de
Liberdade

Trata-se do mesmo exemplo analisado no subitem 4.2, considerando a mola 2
bilinear com as rigidezes de acordo com a Figura 6.2.1. A carga da Figura 6.2.2 ¢
aplicada a massa 2 do sistema.

Nesse caso, foram feitas analises pelo método proposto considerando o
amortecimento aproximadamente proporcional (resposta APD), através do simples
abandono dos elementos de fora da diagonal na matriz de amortecimento generalizada,
e pelo método proposto considerando o amortecimento ndo-proporcional (resposta
NPD). As Figuras 6.2.1.1.a e 6.2.1.1.b mostram os historicos de resposta obtidos.
Observa-se uma amplificagdo de cerca de 40% da resposta APD em relagdo a resposta
NPD.

6.3 Exemplo 3: Sistema Solo-Estrutura do Tipo “Shear Building” de Sete
Andares

Analisa-se o comportamento dindmico de um sistema solo-estrutura, mostrado
nas Figuras 6.3.1-a e 6.3.1-b, conforme proposto por Claret (1991). Trata-se de uma
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estrutura idealizada em um “shear building” de 7 andares, estando m; e m;, totalmente
enterrados, formando a fundagdo. A altura de cada andar é h=3 m; a massa de cada
amortecimento ¢ m=360 kg e a massa da fundacdo ¢ m=2000 kg. Considera-se o

amortecedores de

amortecimento de
constante Co = 8.0e+05Ns/m sdo concentrados nas dire¢des 1 e 2.

Rayleigh

com & =&=5%,

sendo que

A carga aplicada na massa 7 ¢ p(t)=8.0x10e+05 sem 60t.

A matriz de rigidez, tangente na origem, é:

J154e+ 08 - 8540w + 08
- 2545e + 08 . 2008m + 09
J0000e +00 - B540e + 08
k=| .0000e +00 .00DODe + 0O
00008 +00 0000e + 00
GO0 + 00 0000e + A0
QD00 e + D0 0000 e « 00

LA0de 4 DD CEICKe 4 D
- 8540 + 08 0300 | O3

Add0e + 40
MW= + 00

1708, + 03— 8541a 4 08  0000e - 00
— 8541+ 08 1TOBe +08 - BS41e+0B
AMA0e + Q0 - 8541+ 08  ATDHe - 09
A0a0e - 00 O000e - 00 - 85410 + 08
CO0D0e + 00 .COO00e + 00 0030 + OO

A matriz de amortecimento generalizada é:

[ 1706 +013

—.1831c +03
_1087e +02

C= S89Te+02
V98 402
= 170 + 032
| - 8066¢ + 011

— F&3 1= +07F
L236de + )3
IR e 4 (32
=34 1de +112
—. 246592 +012
420+ 102
5 RGe + (1]

TORTe 41012
VR LR
LR AR S
1l 5e s
A0TTe+002
— 2550 +07

L 128e 4002

SHSTe+002
=3d1de+02
A1 5e 003
|18 4+ 113
3 e -2
— 17320 +002

TaRGe+ 01

.0030e + [X]
Q000 + D]
(00w + DO
TG0 e + 0D
- DAS41e + 08
1708e + 09
- 85d1e+ 048

31 02
— 2965 + 02
S0 Te+02
I+
6295 1+ 02
TA08Re +U1

- 3175 +01

O0a0e + 00
0000 +00
0000 + 00
0000e + 00
.DO00e + DO
- 8547 + 03
JBS4A0e + QB ]

— 17702 +02
A426e+02
=, 2550e +02
— 1722402
= T30%e +0]
TR0 02

| T25%+01

— BO66e + 017
Ja586e +01
— 1129 +02
—. TasHe + 1
- 3273 +0
725 +01
9432 +02 |

A Tabela 6.3.1 mostra as freqliéncias naturais de vibracdo, os indices de
convergéncia e os coeficientes de amortecimentos.
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Tabela 6.3.1 Freqiiéncias naturais de vibragao, indices de convergéncia e
coeficientes de amortecimento modais

Modo Freqiiéncia natural (rad/s) & IC
1 90.94 9382 .9030
2 173.3 6818 1.139
3 3133 5269 1.597
4 431.4 1259 1.501
5 646.7 .0486 6.315
6 822.8 0474 16.46
7 935.4 0504 43.82

Nesse sistema, a ndo-linearidade ¢ causada pelo solo que ¢ admitido com
comportamento elastoplastico perfeito segundo a Figura 6.3.2. Como no exemplo
anterior, as respostas NPD, lineares e nao-linear, ¢ a resposta APD nao linear sao
calculadas e comparadas nas Figuras 6.3.3.a ¢ 6.3.3.b.

Observa-se que a resposta ndo-linear com amortecimento aproximadamente
proporcional (resposta APD) ¢ mais amortecida que a resposta ndo-linear com
amortecimento ndo-proporcional rigorosamente considerado (resposta NPD). Nesse
caso, a consideragdo dos termos de fora da diagonal na matriz de amortecimento
generalizada introduz um efeito de amplificag¢@o de resposta.

6.4 Exemplo 4: Sistema Solo-Estrutura do Tipo “Shear Building” de Dez
Andares

Trata-se de um sistema analisado por Kawamoto (1983). Um “shear building”
de 10 andares, de massas m=1 kips.S2/in, ¢ submetido a uma excitacdo sismica de
base dada por

'\?g =10sen Tt
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Todos os andares sdo de material elastoplastico perfeito em que a tensdo de
escoamento ¢ 100 ksi, com exce¢do do quarto andar em que ela ¢ 1 ksi. Isto introduz
comportamento ndo-linear localizado e a participagdo dos modos mais altos na
resposta. O amortecimento de Rayleigh é adotado na analise com {=5% no primeiro e
no quarto modos. A Figura 6.4.1.a mostra a resposta estatica na direcdo 1. As Figuras
6.4.1.b e 6.4.1.c mostram os deslocamentos calculados pelo método proposto nas
diregcdes 1 e 10, respectivamente, idénticos aos obtidos por Kawamoto (1983) através
da andlise hibrida dominio do tempo-dominio da freqiiéncia.

6.5 Exemplo 5: Sistema Solo-Estrutura do Tipo “Shear Building” de Vinte
Andares

Analisa-se a resposta dinamica de um edificio de 20 andares descrito por
Chang et al. (1989), Figura 6.5.1. A base do edificio ¢ modvel horizontalmente e o
amortecimento decorrente do solo é de 95 k-sec/in na direcdo 1. As colunas tém
comportamento elastoplastico de acordo com a Figura 6.5.2. A Tabela 6.5.1 mostra as
propriedades de massa, rigidez e limites de deformac@o elastica dos andares. A carga
utilizada nesse exemplo ¢ ilustrada na Figura 6.5.3 e aplicada ao topo do edificio.

O amortecimento da estrutura ¢ considerado proporcional com coeficientes de
amortecimento viscoso igual a 5% nos modos 5 e 15. As freqiiéncias naturais de
vibragdo, considerando a base movel, coincidem com os valores fornecidos por Chang
et al. (1989). O indice de acoplamento, conforme definido em Venancio-Filho e Claret
(1991), da matriz de amortecimento resultante ¢ de 19.96% e ocorre nas direcoes 8 e
9. A convergéncia ¢ atingida com um ntimero maximo de 4 iteragdes.

A Tabela 6.5.2 mostra as freqiiéncias naturais de vibragdo do edificio,
enquanto que a Tabela 6.5.3 mostra os indices de convergéncia.

As Figuras 6.5.3, 6.5.4, 6.5.5, 6.5.6 ¢ 6.5.7 mostram os deslocamentos obtidos
nas dire¢des 1, 5, 10, 15 e 20, respectivamente.
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Tabela 6.5.1 — Propriedades do edificio de 20 andares

Andar Massa (k-sec?/in) Rigidez (k/in) Deform. (in)
20 — Topo 1.6 120 0.65
19 1.7 140 0.64
18 1.8 160 0.63
17 1.9 180 0.62
16 2.0 200 0.61
15 2.1 220 0.60
14 2.2 240 0.59
13 2.3 260 0.58
12 2.4 280 0.57
11 2.5 300 0.56
10 2.6 320 0.55
9 2.7 340 0.54
8 2.8 360 0.53
7 2.9 380 0.52
6 3.0 400 0.51
5 3.1 420 0.50
4 3.2 440 0.49
3 33 460 0.48
2 34 480 0.47
Base -1 35.0 5000 Elastica
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Tabela 6.5.2 Frequéncias naturais de vibrac¢ao do edificio de 20 andares

Andar Freqiiéncias (rad/s)

Base - 1 1.04
2 2.59
3 4.21
4 5.82
5 7.38
6 8.90
7 10.32
8 11.56
9 12.40
10 13.35
11 14.49
12 15.59
13 16.60
14 17.52
15 18.39
16 19.24
17 20.07
18 20.89
19 21.74

20 - Topo 22.65




Tabela 6.5.3 indices de convergéncia do edificio de 20 andares

Andar IC
Base - 1 189.9
2 68.06
3 36.01
4 20.76
5 11.83
6 6.22
7 2.82
8 1.28
9 1.16
10 1.68
11 3.58
12 6.54
13 10.41
14 15.13
15 20.72
16 27.49
17 36.04
18 47.32
19 63.09
20 - Topo 87.73
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Figura 6.1.2 Modelo simplificado da estrutura (Exemplo 1).
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Figura 6.1.4 Modos de vibragdo (Exemplo 1).

96



7] l].E!II] 10.00 u

k'= k?=l].Eﬂe+11 Nfm

Figura 6.1.1.1 Rigidez na estrutura.

ks

-1.0005,7] 1.0005

k=1.55e+11 N/m
ky=0.50€+10 Nfm

Figura 6.1.1.2 Rigidez no solo.
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Figura 6.1.1.3-b Deslocamento na dire¢do 2 (m) x tempo (s).
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Figura 6.3.2-b Rigidez no solo (Exemplo 3).
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Sistema solo-estrutura do tipo “shear building” de 10 andares - Kawamaoto
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Sistema solo-estrutura do tipo "shear building” de 10 andares - Kawamoto
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Figura 6.4.1-b Deslocamento da dire¢do 1 (m) x tempo (s) — Resposta ndo-linear
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Sistema solo-estrutura do tipo “shear building” de 10 andares - Kawamoto
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Figura 6.4.1-c Deslocamento da dire¢do 10 (m) x tempo (s) — Resposta ndo-linear
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Figura 6.5.1 Edificio sujeito a movimento na base (Exemplo 4).
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Figura 6.5.2 Deformacao elastoplastica (Exemplo 4).
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Deslocaments relatva DOF 5 (in)
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Deslocaments rélativa DOF 15 {in)
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CONCLUSOES E SUGESTOES

7.1 Conclusoes

O método proposto ¢ adequado para a andlise de sistemas dindmicos nao-
lineares dotados de amortecimento ndo-proporcional. Os exemplos analisados
mostram boa precisdo das respostas obtidas pelo método proposto, nos casos em que
os sistemas tém altos indices de convergéncia nos modos predominantes na resposta,
mesmo que o amortecimento seja fortemente nao-proporcional.

O método proposto foi aplicado a sistemas bilineares com “softening” e a
sistemas de materiais elastoplasticos perfeitos. As respostas observadas sdo também
precisas se comparadas a respostas obtidas por integragdo direta.

O método proposto € de simples implementacdo, ndo exigindo esfor¢o
computacional elevado, porque a extracdo modal ¢ processada apenas uma vez. O
significado fisico dos modos normais de vibragdo pode ser utilizado na interpretagao
do comportamento do sistema. O truncamento modal ser empregado na formulagio
apresentada.
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7.2 Sugestoes

O método proposto de deve ser aplicado a sistemas de grande porte, medindo-
se sua eficiéncia computacional em relagdo a outros métodos de integracdo direta. Do
ponto de vista analitico, sugere-se examinar a influéncia da linearizagdo das
pseudoforcas na precisdo da resposta nos casos em que o indice de convergéncia ¢
baixo.

A convergéncia do método proposto pode ser estudada através da Teoria de
Perturbagdes, aumentando a compreensdao do método e, eventualmente, expandindo
sua aplicabilidade a sistemas com ndo-linearidade geométrica.
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